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Zu den kurzen Fragen (4 P)
Wir fithren fiir (p- ¢)n = Y p_o Prdn—k die Schreibweise D itjn Pi; ein.

L. Seip=>"  p; X" und ¢ = Z;"ZO ¢; X7. Dann ist

a(p)a(q) = (Z Ol(pz‘)ti> > alg)t o ke ZZ a(pi)a(g)t™
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2. Sei R = Z/6Z. Das Polynom p(X) = X? — 5X hat die Nullstellen 0,2, 3
und 5, denn p(X) = (X —2)(X —3) = X(X —5).

3. Nein: Sind zum Beispiel M, N € Mat(n x n,K), dann folgt aus 4.3,
Lemma 3, dass deg(Pyn) = n gilt. Nach 4.2, Lemma 8 gilt allerdings
deg(Pp Pn) = deg(Pyr) + deg(Pn) = 2n.

4. Sei B eine andere Basis von V. Dann gibt es eine Matrix T := Tf, so dass
My (f) = TMg(f)T~. Damit folgt

1) Z2:A7

tr f = tr(TMp(f)T™ tr(Mp(f)T'T) = tr(Mp(f))

Zu Aufgabe 16 (2 P)
Assoziativitit:

Es ist zu zeigen, dass fiir alle p,q,r € R[X] die Identitéit p-(¢-7) = (p-¢q) - r
gilt: Seien a =p- (¢-r) und b= (p- ¢) - r. Dann ist

an = Z pi(qr)j = Z Di Z quTv
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sowie
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Da die Umbenennung der Indizes die Summe nicht dndert, ist a,, = b,,.

Distributivitét:

Sei nun a = p - (¢ + r). Dann ist

an= > pila+r);= Y pilag+r)= D pigj+pir;
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Genauso zeigt man (p+q)-r=p-r+p-r.

Zu Aufgabe 17 (3 P)

Da g # 0, gibt es nach 4.2, Satz 9 (Division mit Rest) g,r € K[X], so dass
p=gq-g+r und deg(r) < deg(q). Wir erhalten

q-g+r=q-f = r=q-(f —g) = deg(r) = deg(q) + deg(f — 9).
Dies kann nur gelten, wenn deg(r) = deg(f — g) = —oo, d.h. f = g gilt.

Alternative:
Wir zeigen die Aussage per Induktion iiber deg(p).

A(n) =,p,q € K[X],q#0,f € LIX]: (deg(p) =nAp=q-f)= f € K[X]. ©

A(0):

Nach 4.2, Lemma 3 gilt deg(p) = deg(q) + deg(f). Insbesondere ist der Grad
von g und f auch 0. Weiter folgt

p=po=I(q-f)o=qofo-

Wegen ¢ # 0 gilt fo = po/qo € K und somit ist f € K[X].



A(n) = A(n+1):

Sei deg(q) = k und deg(f) = m, so dass p = ¢- f vom Grad m +k =n+1
ist. Dann ist ppy1 = (¢ flns1 = Qfm, also frn = pny1/qr € K. Da das
Polynom Ef:() Z;n:_ol ¢; f; X7 vom Grad < n ist, ist nach Induktionsannahme
auch jedes f; mit ¢ < m in K. Also ist f € K[X].

Zu Aufgabe 18 (5 P)

(Diese Losung ist vollsténdig ausformuliert. D.h. in etwa diesem Umfang erwar-
ten wir Thre Abgaben.)

1. [2 P] Das gesuchte Polynom p ist gegeben durch

gr(@) = . I -

n
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n
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2. [2 P] Zur Eindeutigkeit: Sei ¢ € K[X] vom Grad < n—1, so dass g(z;) = y;
fir ¢ = 1,...,n. Dann hat das Polynom p — ¢ mindestens n Nullstellen.
Da aber der Grad von p — g hochstens n — 1 ist, muss nach 4.2, Satz 12
p —q = 0 gelten.

Alternative:

Ein allgemeines Polynom ¢ vom Grad < n — 1 hat die Form ¢(z) = ao +
a1z' +agx? + - +a,_12" 1. Das Problem in der Aufgabenstellung wird
beschrieben durch ein lineares Gleichungssystem, deren Matrixdarstellung
durch die Vandermonde-Matrix gegeben ist:

T ‘r% e x?71 agp yl
To 1;% N x;_l
2 n—1

1 z3 o5 -+ x5 | ag = | v
2 n—1

1 =z, =z zn Un_1 Un

Da wegen z; # x; fiir i # j alle Zeilenvektoren linear unabhéngig sind,
hat das Gleichungssystem genau eine Lisung.

3. [1 P] ¢ ist surjektiv, wenn K endlich ist.
Zu Aufgabe 19 (2 P)

Man rechnet nach, dass Py = — X3+ (i +e+a)X?+ (fh —ei —ai+cg — ae +
bd)X + aei — bdi —afh+ cdh + bfg — ceg gilt.



Zu Aufgabe 20 (4 P)
Zunachst zeigen wir allgemein, dass

det <%‘%) — det(A) det(C).

Wir faktorisieren die Matrix in

A|BN _( Tuxn | 0\ ( Inxn| B Al 0

Unter Nutzung von 3.2, Bemerkung 13.7 und 13.9 und der Multiplizitédt der
Determinate erhalten wir

oo () = (B2 (B20) ()
o (L) oo ((250)

= det(A) det(C).

Mit dieser Formel kénnen wir nun das charakteristische Polynom von M be-
stimmen:

A|B A= Xl D
Py = det ((T‘T) _XI(n+m)><("+m)) :det< 0 - C— XInxm )

= det(A — XIan) det(C — XIme) = P, Pc.

Zu Aufgabe 21 (2 P)

Seien M, N, L € Mat(n x n, K).
Reflexivitit: M ~ M

Wiahle T = L, xn.

Symmetrie: M ~ N = N ~ M

Nach Voraussetzung gibt es ein T' € GL(n x n, K), so dass M = T~"INT. Aber
dann gilt auch TMT~! = N.

Transitivitdét: M ~NAN ~L= M ~ L

Es gibt T, S € GL(n x n, K), so dass M = T~*NT und N = S—'LS. Es folgt
M =T 'NT =T"'S'RST = (ST)"'L(ST).

Zu Aufgabe 22 (2 P)

Das Polynom f lisst sich zerlegen in f(X) = (X2 —2)(X — 1)%(X + 3), wobei
(X2 — 2) keine Nullstellen in Z hat.



