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Loésungen zu
Dynamische Systeme

Aufgabe 1.1 (20 Punkte) Ergénzen Sie die Stabilitétsanalysis des Fixpunktes p =
L fiir die Abbildung F : (0,1) — (0,1) mit F(z) = Rz(1 — z), indem Sie zeigen:

(a) fiir 1 < R < 2 konvergieren alle Orbits in (0,1) gegen p letztendlich monoton,
d.h. Vo € (0,1)3IN > 0 s.d. entweder z, < zp41 < p fiir alle n > N oder
p < Tpy1 < Ty fir alle n > N; und x,, — p als n — oo gilt;

(b) fiir 2 < R < 3 konvergieren alle Orbits in (0,1) gegen p letztendlich abwech-
selnd, d.h. Vx € (0,1)3IN > 0 s.d. (z, — p) und (zp41 — p) umgekehrte Vor-
zeichen besitzen fiir alle n > N und z,, — p als n — oo gilt.

Losung der Aufgabe 1.1 (a) Da
F(z) —2z=Rx(l —z) —z =z((R—1) — Rx)

ist, gilt
R-1
Fz)<eze (R-z)—Rr<0& x>

=D

und R_1
F(:z:)>x<:>(R—x)—R:E>O<:>:E<%:p. (1)

Das heift, ist x kleiner bzw. grofier als p, so steigt bzw. fillt F(x). Wir zeigen, dass
(F(z) —p) und (z — p) immer das gleiche Vorzeichen haben. Da R < 2 ist, gilt

<=

1
Fmax:F(§):

| =
N =

Damit kénnen wir annehmen (0.B.d.A.) z¢ < % Auch es folgt aus R < 2

Betrachte nun

F(x) —p=F(z) — F(p)

I
=
|
=3
S~—
g

—(¢) = (¢ — p)R(1 — 20),

ist, ist ¢ < % und “=” gilt g.d.w. x = p. Es

fiir ein ¢ zwischen z, p. Da aber z,p < %
) —p) und (x — p) das gleiche Vorzeichen.

folgt fiir alle x # p, besetzen (F(x

Sei & < p. Dann gilt F(z) > x, aber mit F(x) < p. In Kiirze, z < F(z) < p fiir alle
2 < p. Ist nun xy < p, so erzeugt es eine Folge {x, } mit

To <X <+ < Ty <Tpg1p < - <D

Da jede steigende Folge einen Grenzwert besitzt, gibt es ein p’ s.d. lim =z, = p'.
n—oo

Man sieht
F(p')=F(lim z,)= lim F(z,)= lim x,51=p.
—00

n—r oo n—oo n



Aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes von F folgt p’ = p.

Sei > p. Dann gilt p < F(z) < z. Ist 29 > p, so erzeugt es eine Folge {x,,} mit
P< < Tpgp1 <Tp < <21 < 2.

Im Analog zeigt man z,, — p als n — oo.

Losung der Aufgabe 1.1 (b) Da2 < R <3 ist, gilt p > % und

Fla) —p= (@~ )5 (e) = (x — p)R(1 — 20)

fiir ein ¢ zwischen x, p.
Ist ¢ > p, soist z,p > % und damit ¢ > % und folglich F(z) < p.

Ist z < p mit % <z < p, so ist wieder ¢ > % und damit F(z) > p.

Ist aber < 3 < p, so steigt zuerst F(x) (vgl. (1)) bis es 3 iiberschreitet und

oszilliert danach.

Aufgabe 1.2 Betrachten Sie die Bernoulli-Abbildung (oder Dopplung-Abbildung)
D :[0,1) — [0,1) mit D(x) = 2z (mod 1), oder dquivalent

D(x) 2x, O§x<%
xr) =
2¢ — 1, %§x<1

(a) (10 Punkte) Beschreiben Sie den Orbit von

(al) xo = 0.3;
(a2) xo =0.7;
(a3) zp = %;
(ad) o = %;
(ab) zo = &.

(b) (10 Punkte) Erkliren Sie warum das Bestimmen des Orbits von + einem Com-

puter Schwierigkeit bereitet wiirde wenn man mit Dezimalbruchentwicklung
anféngt.

(c) (10 Punkte) Bestimmen Sie die explizite Formel von D?(z) und zeichnen Sie
den Graph von D"(z) fiir n = 1,2,3.

(d) (10 Punkte) Bestimmen Sie alle Fixpunkte von D™ (z) fiir n = 1, 2, 3. Wie viele
Fixpunkte besitzt D™ (x) fiir beliebiges n € N?

Losung der Aufgabe 1.2 (a) Der Orbit von 0.3 ist letztendlich periodisch
der Periode 4. Der Zyklus ist {0.6,0.2,0.4,0.8}. Der von 0.7 ist auch letztendlich
periodisch der Periode 4 mit dem gleichen Zyklus. Der von % ist letztendlich am
Fixpunkt 0 gelandet. Der Orbit von % ist periodisch der Periode 3 mit {%,1%, %9 1. 17)er

i 3 3 iodi i itd{3 6 1 2 4 8 5 10 9 7
Orbit von 53 ist periodisch der Periode 10 mit {37, 7%, 17+ 71> 11> 117 11 110 117 i1}
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Abbildung 1: Graph von D™(z) fiir n = 1,2, 3 (vgl. Aufgabe 1.2.c).

Losung der Aufgabe 1.2 (b)  Computer speichert Zahlen durch Binércodierung
und typisch die ersten 50 Ziffern oder so. Jedes Mal als die Abbildung D(z) auf =
verwendet, setzt er fort das Dezimalzeichen in der Bindrcodierung nach recht einmal
zu verschieben und den Ganzzahl-Teil davon wegzuschmeiflen. Als dieser Prozess
sich wiederholt, gerét letztendlich die Zahl  komplett aulerhalb des Bruchteils und
wird abgetrennt. Der Rundungsfehler ist also so grofl wie die Zahl x selbst.

Lésung der Aufgabe 1.2 (¢) D?(z) = 4x mod 1 oder dquivalent

4x 0§:17<%

dr—1 i<ze<l
D*(a) = Y
dr—2 <x <}y
4o — 3 %<x<1

Losung der Aufgabe 1.2 (d) D(x) hat einen einzigen Fixpunkt x = 0. Fiir
Fixpunkte von D?(z) betrachte 4r = x (mod 1), oder 3z = k fiir k € Z und
x € [0,1). Daraus folgt = 0,4, 2. Im Analog findet man Fixpunkte von D?(x):
x)

1393
0,1,2,2 45 6 Im Allgemein hat D™(x) (2" — 1) Fixpunkte.

T T T T T
Aufgabe 1.3 (20 Punkte)
(a) Begriinden Sie, dass das durch Bernoulli-Abbildung erzeugte dynamische Sy-
stem chaotisch ist (Hinweis: dnhlich gezeigt als fir F(x) = 4z(1 — x)).

(b) Entwerfen Sie ein weiteres chaotisches System mit dem gleichen Prinzip.
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Abbildung 2: Graph vom “Zelt-Abbildung” (vgl. Aufgabe 1.3.b).

Losung der Aufgabe 1.3(a)  Die Abbildung D bildet jeweils von Iy = [0, 1) und

’2
I =[3,1) in [0, 1) bijektiv. Weiter bildet D? jeweils von Iog = [0, 1), Io1 = [, 3).
Iio =[%,2) und I = [3,1) bijektiv in [0,1). Im Allgemein bildet D™ 2" disjunkte
Teilintervalle der gleichen Linge bijektiv in [0,1). Es erzeugt eine Binircodierung

fiir € [0,1): x entspricht dgdy ... 0, ... fiir ; € {0,1} wenn
x €lsy, F(z) €Is,y...,F*(x) € by, ..

Egal wie nah zwei unterschiedliche Punkte z’, " beieinander liegen, geraten sie in
volig unvorhersagbare Trajektorien nach langer Zeit. Damit ist das durch D erzeugte
dynamische System chaotisch.

Losung der Aufgabe 1.3(b) Man kann weitere Abbildungen nehmen, die Iy =
[0,2) und [; = [4,1) in [0,1) bijektiv bilden. Ein Beispiel ist die “Zelt-Abbildung”

)2
wie Abb.2 gezeichnet.

Aufgabe 2.1 (20 Punkte) Betrachten Sie die Réuber-Beute-Gleichungen mit in-
traspezifischer Konkurrenz:

z = z(a — ex — by)
y=yl—c—fy+dz),

wobei a,b,¢,d,e, f > 0s.d. ¢ < < ist. Zeigen Sie, dass (£,0) € R% eine asymptoti-
sche stabile Ruhelage ist, die alle Orbits in int(R? ) anziehen.

Hinweis: sei V =V (x,y) = d(zlog(x) — x) + b(ylog(y) — y) fir T = ¢ und y = 0.
Man zeige LV (z(t),y(t)) > 0 fir alle Losungskurve (z(t),y(t)) die von int(R%)

anfangen und V' erreicht seines Mazimum um p = (%,0).

Losung der Aufgabe 2.1  Essei V = V(x,y) = d(Zlog(z) — x) + b(ylog(y) — y)

fir = ¢ und y = 0. Dann ist

d

=V (@(1),y(t)) = d(z — z)(a — ez — by) + b(g — y)(~c ~ fy + dz)

>d(T — x)(eZ + by — ex — by) + b(§ — y)(fy — dT — fy + dz),



fiir alle y # gy (d.h. y > § = 0), wobei wir
a—ex—by=0, —c—fy+dz<0

verwendet haben. Damit ist

d

21V @0, y(0)>d(z — z)(ex + by — ex = by) +b(y — y)(fy — dz = fy + dz)

= de(z —x)> +bf(y—y)* > 0.
Fir y =g, ist
d

EV(m(t), y(t)) = d(Z — z)(eZ + by — ex — by)

=de(z — 2)* > 0,

soweit z # Z ist. Daher ist £V (z(t),y(t)) > 0 fir alle (z,y) # (z,9) = P. Aus
dem Satz von Lyapunov folgt w(z) C {P} fiir alle z € R2. Da jeder positive Orbit
von z € R% in einer kompakten Menge eingeschlossen ist, ist w(z) # (. Damit
ist w(z) = {P} und folglich ist P eine globale asymptotische stabile Ruhelage in
int(R%).

Aufgabe 3.1 (10 Punkte) Stéren Sie die Lotka-Volterra-Gleichung

z = xz(a — by)
y=y(—c+dx)
mit einer kleinen Stérung sodass das neue System eine einzige Ruhelage P in int (Ri)

besitzt, die alle Orbits die in int(R%) anfangen abstoft, d.h. a(z) = {P} fiir alle
x € int(R3).

Losung der Aufgabe 3.1 Betrachte

& =x(a + ex — by)
y=y(—c+dr+fy)

Sei V =V (x,y) = d(zlog(z) — z) + b(ylog(y) — y), wobei (Z,7) erfiillt

a+er—by=0
—c+dT+ fy=0
Dann gilt
d IR A g
oV (@(t),y(t) = d(@— — ) + b, - ¥)
=d@—z)(a+ex—by)+b(y—y)(—c+dz+ fy)

D Uz — 2)(—eT +§+ ex — by) + b(§ — y)(—dE — f§+ da + fv)

= —de(z — 2)* = bf(§ —y)* < 0. (3)
Da V um (Z, ) seinen Maximum erreicht, folgt aus (3), dass jeder Orbit von (Z,7)

weggeschoben ist. Da e, f sich beliebig klein wihlen lésst, ist es eine e-Stérung vom
urspriinglichen System.



Aufgabe 3.2 (30 Punkte) Es sei Z € R™ eine hyperbolische Ruhelage vom dyna-
mischen System & = f(z), wobei f : U — R™ differenzierbar in einer Umgebung
U C R™ von 7 ist. Es seien € > 0 und g : U — R” eine differenzierbare Funktion.
Betrachte

&= f(z) +eg(x) = Fe(x). (4)
Zeigen Sie:
(i) fiir ausreichend kleines ¢ besitzt F. einen eindeutigen Fixpunkt Z in einer

Umgebung von z. (Hinweis: Satz von der impliziten Funktion.)

(i) fiir geeignetes ¢ ist & hyperbolisch mit
dim E°(A) = dim E°(B), dim E*“(A) = dim E*(B), (5)

wobei A = Df(Z), B = DF.(&), E® bzw. E* Eigenrdume von Eigenwerten mit
negativen bzw. positiven Reellteilen bezeichnen. (Hinweis: die Eigenwertefunk-
tion EW : Myxyn — C™ mit EW(M) = (A1,...,\,)7T ist eine stetige Funktion,
die stetig von Komponenten von Matriz M abhingt. Betrachte C = DF(Z).
Dann sind A,C bzw. B,C ausreichend nah fiir geeignetes €.)

(iii) die Fliisse erzeugt von & = f(x) und von (4) sind topologisch konjugiert. ( Hin-
weis: Satz von Hartman-Grobman und die Tatsache: zwei Flisse ¢(z,t) = etz
und (x,t) = e'Bx mit hyperbolischen Matrizen A, B (d.h. 0.(A) = 0.(B) =0)

sind genau dann topologisch konjugiert wenn (5) gilt.)

Losung der Aufgabe 3.2 (i) Da Z ein hyperbolischer Fixpunkt fiir f ist, ist
A = Df(Z) mit det A # 0 ein Isomorphismus. Da die Menge {M € M,,x,, : det M #
0} der nichtsinguldrischen Matrixen eine offene Menge in M, «, ist, gibt es ein
ausreichend kleines € > 0 s.d.

B :=DF.(z) = A+¢eDg(z)

auch ein Isomorphismus ist. Aus dem Satz der impliziten Funktionen folgt, dass F.
ein lokaler HomG6omorphismus um & ist. Damit hat F. eine eindeutige Nullstelle &
in einer Umgebung von Z.

(ii) Betrachte die Eigenwertefunktion EW : M,,x,, — C" mit EW (M) = (A1,..., )7
fiir n x n-Matrixen. Die Stetigkeit von EW folgt aus der Stetigkeit von charakteri-
stischem Polynom. Da A hyperbolisch ist, ist A € iR fiir alle A € o(A4). Wihle e > 0
so klein dass (vgl. Abbildung 3)

u iR, V€ B(N), A€o(A)
Wegen der Stetigkeit von EW, gibt es dann ein § > 0 sodass
pg iR, Yyueo(A),|A-A| <.
Andererseits erfiillt B = DF_(Z) mit geeignetem &

B — Al <9,



Abbildung 3: Eigenwerte von A und ihre Umgebungen (vgl. Aufgabe 2.1).

(bedenke: der Abstand von A = Df(Z) und C = Df(&); und von C' = Df(&) und
B = DF,(&) sind klein wegen der Stetigkeit von Df und der Definition von F;).
Damit hat B fiir geeignetes € > 0, die gleiche Anzahl von Eigenwerten (algebraische
Multiplizitéit mitgezihlt) von der linken Seite der iR-Achse als von A; und die gleiche
Anzahl von Eigenwerten von der rechten Seite der iR-Achse als von A. Damit ist
die Aussage bewiesen.

(iii) Mit dem Hinweis sind lineare Fliisse o1 (¢,€) = et4¢ und ¥ (t,n) = eBn
topologisch konjugiert. Aus dem Satz von Hartman-Grobman ist ¢ von f mit ¢r,
topologisch konjugiert; und i von F ist mit v topologisch konjugiert. Daraus
folgt, dass Fliisse von f und von F; sind fiir ausreichend kleines € > 0 topologisch
konjugiert.

Aufgabe 3.3 (20 Punkte) Betrachten Sie die Konkurrenz-Gleichung
L by
peela—brocy) e de f>o0. (6)
y=yld—exr—fy)
Zeigen Sie:
(i) im Fall 2 = % = % folgt jeder Orbit in int(R% ) eine Niveau-Linie von V (z,y) =
xy~F mit k = S, d.h. %V(az(t),y(t)) =0.

(i) Q(z,y) = be(x—7)%+2ce(r—2)(y—y)+cf (y—y)? ist eine Lyapunov-Funktion
fiir (6), wobei (Z,7) eine Ruhelage von (6) ist.

Losung der Aufgabe 3.3 (i)
Loy ™) = dy* — kay g
dt
=ay " (a —bx — cy) — kay " y(d — ex — fy)
= xyik((a — bz —cy) — k(d — ex — fy)).
Da k = g ist undesgilt%:ngzk, folgt es
(a—br—cy)—K(d— ez — fy) =0, V(zy).

Damit ist % (zy=*) = 0.



Lésung der Aufgabe 3.3 (ii) Es sei Q(z,y) = be(z — %) + 2ce(z — ) (y — §) +
cf(y—y)%. Dann ist % = 2be(x — T) + 2ce(y — §) und % =2cf(y—7)+2ce(x—I).
Damit ist

T Q) y(1) = (el — %) + 2cely — ) x(a — ba — cy)
+ (2¢f(y — y) + 2ce(z — ))y(d — ex — fy).

Da (Z,7) eine Ruhelage ist, gilt
a—bx—cy=0
d—ei— f§=0

{a—bx—cy—b(:f—x)—FC(ﬂ—y)
d—er—fy=e@—x)+ f(g—v)

Damit ist

Folglich gilt

Q1) y(1)) = (2be(x — 7) + 2eely — )2 (b(z ~ 2) + (5~ 1))
T (2f(y — ) + 2ee(x — D)y(e(@ - 2) + 17— 1))

= —2b%ex(x — &)* — dbcex(x — Z)(y — §) — 2c%ex(y — )2
—dcefy(z —T)(y —7) — 2cf*y(y — §)* — 2ce’y(z — 7)*

= —2ex(b’(z — 2)> + 2bc(z — z)(y — §) + Ay — 9)°)

= 2cy(e*(@ = 2)* + 2ef(x = D)y — ) + f*(y - 9)°)

= —2ex(b(z — &) + c(y — gj))Q —2cy(e(x —z)+ fly — gj))Q <0.

Aufgabe 3.4 (10 Punkte) Beweisen Sie jeder Orbit eines 2-dimensionalen Konkurrenz-
Systems konvergiert entweder gegen eine Ruhelage oder gegen oo.

Losung der Aufgabe 3.4  Betrachte

mit g—i <0 und % < 0. Es sei v(t) := (2(¢),y(t)) die Geschwindigkeitsrichtung um
(z(t),y(t)) fir ¢t € R.

Es seien
Cy ={(z,y) : z,y >0}
Cy={(z,y) : <0,y >0}
C3 ={(z,y) : 2,y <0}
Cy={(z,y) + 220,y <0}

Ist v(t,) € Cq bzw. Cy, so bleibt v(t) € Cy bzw. Cy fiir alle t > ¢,.



Ist v(t,) € Cq, so sind zwei Méglichkeiten: entweder v(¢t) bleibt in Cy fiir alle ¢ > ¢,
oder es verlisst C1 nach endlicher Zeit ¢ und landet in Cy (oder Cy) fiir alle t > ty.
In Kiirze, (z,y) = (z(t),y(t)) fiir ¢ > ¢ ist monoton nach endlicher Zeit. Ahnlich
gilt fiir wenn v(t,) € Cs.

Daher muss {(x(t),y(t)) : ¢ > t,}, als eine (letztendlich) monotone Folge, gegen
einen Grenzwert, also eine Ruhelage, oder gegen oo konvergieren.

Aufgabe 4.1 (20 Punkte) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung

) (1

y ) \o
fiir jedes o € R einen Fluss auf dem Torus T2 ~ R?/Z? induziert. Man bestimme
fiir jedes o die a- und w-Limesmengen fiir alle Orbits.

Losung der Aufgabe 4.1 Die Differentialgleichung

induziert auf T2 den Fluss
o(x,y,t) = (x +t(mod 1),y + ot (mod 1))

Falls 0 € Q, sei 0 = % fiir teilerfremde p,q € Z und ¢ > 0. Ist 0 # 0, so ist ¢
eindeutig. Es gilt

2(q¢) =z +q=x(mod 1)

y(@) =y+Lag=y+p=y(modl)
damit ist jeder Orbit von jedem Punkt (x,y) ¢-periodisch. Fiir ¢ = 0, ist jeder
1-periodisch. Daraus folgt, dass

w(z,y) = a(z,y) = O(z,y)

der geschlossene ¢-periodische Orbit ist.

Falls 0 ¢ Q, zeigen wir
w(z,y) = a(z,y) =17

fiir alle (z,y) € T?. Wir geben einen Beweis fiir w(x,y) = T2, der Fall fiir a(z,y)
ist analog. Es sei ¢ der erzeugte Fluss.

Angenommen es gibt ein (z,y) € T? mit w(x,y) € T?. Da w-Limitsmenge immer
abgeschlossen ist, ist T2 \ w(z,y) eine nichtleere offene Menge. Nehme eine offene
Teilmenge U davon (eine kleine Umgebung von einem Punkt p z.B.). Sei —t, < 0
die erste Riickkehrzeit fiir p zur z-Achse (vgl. Abb. 4). Definiere

Uy = (U, —t,) N {z-Achse}.
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Abbildung 4: Beweis fiir dichte Orbits auf 72 (vgl. Aufgabe 5.3).
Da U Nw(z,y) = 0 ist, ist U N OF(z,y) = 0 und wegen der Definition von Uy, ist
Uy NOY(z,y) =0 (hier ist wichtig —t, < 0). Weiter definiere

1
U1 = @(Uk,—;), E=1,2,...,

wobei —% < 0 die erste Riickkehrzeit fiir Uy zur z-Achse ist. Fiir alle k£ > 1, gilt
U.NOT(z,y) =0
und alle Uy’s sind der gleiche Linge und “gleichmiflig” auf [0, 1] verteilt, d.h.
\Uk| = [Ux'l,  |pr41 — Pkl = [Pv41 — pr| (mod 1), VEE >1,

wobel py der Mittelpunkt von Uy bezeichnet. Wiederholt die Iteration, so gibt sich
{Ui}_, eine endliche offene Uberdeckung fiir [0, 1] und folglich ist

O (z,y)N[0,1] =0,
offenbar ein Widerspruch fiir jeden Punkt (z,y) auf T2

Aufgabe 4.2 (30 Punkte) Erfgénzen Sie den Beweis vom Satz von Poincaré iiber
die Stabilitdt der periodischen Orbits. Zu zeigen sind:

(i) Ist  stabil, so ist
Ve>036 > 0s.d. |P"(z) — x| < e fiir allex € Smit |z — x,| < 4.
(ii) Ist v asymptotisch stabil, so ist v stabil und
JUmg.Uvonz,inS sd. P'(x) >z, als n—oo firallexeU.

(iii) Ist ~y instabil, so existiert ein x € S mit P~"(z) — z, als n — oo.

10



Losung der Aufgabe 4.2 Es seien v ein periodischer Orbit, z, € ~ und
P : S — S sei die Poincaré-Abbildung auf einem Schnitt S um z.

(i) Nach der Definition von Stabilitéit von -, gilt
VUmg. U D 3Umg. V D ys.d.O"(z) C U fiir allex € V.

Sei € > 0 beliebig. Dann ist

U=|JB:(y)

yey

eine Umgebung von v und dafiir existiert eine Umgebung V von v s.d. fiir allex € V
gilt O (x) C U. Aus V definieren wir

d=sup{n>0: By(y) CV,Vy e},

wegen der Kompaktheit von «y, ist § > 0. Betrachte nun einen beliebigen Punkt
x € S mit |x — z,| <. Dann ist x € Bs(x,) C V wegen der Definition von §. Da ~y
stabil ist, gilt fiir = ja

O+($) C U = UBE(y)a

yey

und Schnitt mit S auf die beiden Seiten fiithrt zu

{P"(2)}nen = (0T (2)US) C (UBE(y) US) = Be(z,),

yey

dh. [P (z) — 2] < e.

(ii) Da ~ asymptotisch stabil ist, ist er stabil und attraktiv, wobei “attraktiv” be-
deutet R ~
IFUmg. U vony s.d.w(zx) C 7, fiir allex € U.

Da + ein geschlossener Orbit ist und da w(x) invariant ist, muss “C” “=" sein, d.h.
JUmg. Uvonws.d.w(:t) =, fiir allex € U.

Es sei U = U N S und betrachte einen beliebigen Punkt x € U. Angenommen, dass
es x € U giibe, s.d. P"(z) /4 x, als n — co. Dann heifit

Jeo, >0V N >03n > Ns.d |P*(z) — xo| > €.
Da andererseits aber P™(xz) C OT () ist, erhalten wir dann
£o & w(z),
ein Widerspruch gegen w(z) = v 3 x,.

(iii) Ist ~ instabil, so ist =, € S ein instabiler Fixpunkt fiir P wegen (i) vom Satz
von Poincaré. Es bedeutet

Je>0Y8>03x € Smit |z — 2,| < SundIN € Ns.d. [PV (z) — z,| > e.

11



Ist § = ¢, so erfiillt das entsprechend =z
|PN(2) — 20| > & > |z — ).
Mit y = PN (z) ist es
[P~ (y) — wol < |y — |
Folglich ist P~ (damit auch P~!) verwendet auf y eine Kontraktion. Damit ist
(iil) bewiesen.

Aufgabe 4.3 (20 Punkte) Sei f : [0,1] — [0, 1] eine C2-Abbildung auf dem Einheits-
intervall [0,1] C Rmit f(0) =0, f(1) =1 und f'(z) > 0 fiir alle z € [0, 1]. Betrachte
das diskrete System erzeugt von x — f(x) und die Stabilitit von Fixpunkten z = 0
und T = 1. Zeigen Sie:

(i) ist f”(x) > 0 fur all x € [0,1], so ist 0 ein stabiler Fixpunkt und 1 ein instabiler
Fixpunkt;

(ii) ist f”(x) < 0 fiir all z € [0, 1], so ist 1 ein stabiler Fixpunkt und 0 ein instabiler
Fixpunkt.

Hinweis: ein bild sagt mehr als tausend worte.

Losung der Aufgabe 4.3

Y

Abbildung 5: Ein Spinnengewerbe fiir (link) f” > 0 und (recht) f” < 0 (vgl. Aufgabe
3.4).

Aufgabe 4.4 (30 Punkte) Betrachte das 2D-System in Polarkoordinaten (r, )
{1* =ar(l—r)
0=1,
und den periodischen Orbit v = {(r,0) : r =1, § € R}.
(i) Definieren Sie einen linearen Schnitt S fiir v um z, = (1,0), der senkrecht zu

7y ist.
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(ii) Definieren Sie die Poincaré-Abbildung P : S — S auf S.
Hinweis: r(t) = W gibt die Lisung fir Anfangswert r(0) = r, an.
Man begriinde die erste Riickkehrzeit ist 2.

(iii) Bestimmen Sie durch die Poincaré-Abbildung P die Stabilitét von ~.
Hinweis: Aufgabe 4.3.

Losung der Aufgabe 4.4 Definiere
S={(r,0):r €Ry, § =0(mod 27)} ~ R,
welches ein senkrechter Schnitt um (1,0) ist.

Durch die Trennung der Variable, findet man Losung

r(t) =

To

1+ (1 —rp)e—at’

O(t) = 0, +1.

Da die erste Riickkehrzeit 27 ist (wegen der Definition von S und 27 = 0 (mod 27)),
ist die Poincaré-Abbildung P : S — S definiert von

r

P (T,O) — (W,

27 = 0 (mod 2m)) := (f(r),0).
Man sieht f: R4y — Ry erfiillt f(0) =0 und f(1) = 1. Nach der Aufgabe 3.4, ist 1

ein stabiler Fixpunkt fiir f wenn f”(r) < 0 und asymptotisch stabil, wenn f”(r) < 0
fiir ist. Nach der Berechnung ist

1 o 26727”1 1 —27a
f (T) - _(T ¥ (1 — T‘)6_27m’)3( —-¢ )7

damit ist f”(r) < 0 bzw. f"’(r) = 0 bzw. f"’(r) > 0 g.d.w. a > 0 bzw. a = 0 bzw.
a < 0 ist. Daher ist v stabil wenn a > 0 ist; asymptotisch stabil wenn a > 0 ist und
instabil wenn a < 0 ist.

Aufgabe 4.5 (20 Punkte) Betrachte & = —(u?z + 23) fiir g, 2 € R um p, = 0. Ist
o €in Bifurkationswert von g im Sinn von Definition (a) und/oder von Definition
(b)? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung der Aufgabe 4.5 1o = 0 ist ein Bifurkationswert von yx im Sinn von
Definition 2.1.a aber nicht nach Definition 2.1.b. Fiir u, = 0, ist das System & = —x3
nicht strukturell stabil, da x = 0 ein nicht hyperbolischer Fixpunkt des Systems ist
und ein System mit nicht hyperbolischen Fixpunkten kann nicht strukturell stabil
sein. Nach der Definition der strukturellen Stabilitéit, findet man in jeder Umgebung
des Systems zwei topologisch nicht dquivalente Systeme, damit ist p, = 0 nach der
Definition (a) ein Bifurkationswert.

Nach der Definition(b) muss man nur die parametrisierte Familie der Systeme allein
betrachten. Man sieht das System & = —(u?x + 23) hat fiir g # 0 immer einen
einzigen Fixpunkt x = 0 und der ist asymptotisch stabil. Fiir u = 0 bleibt diese
Dynamik die gleich, ndmlich x = 0 ist der einzige Fixpunkt und er ist asymptotisch
stabil (nur mit schwiicherem Anziehungskraft).
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Aufgabe 5.1 (10 Punkte) Es sei f : A — A die Hufeisen-Abbildung. Mithilfe der
symbolischen Dynamik zeigen Sie es gibt € A sodass der Orbit O(z) von x eine
dichte Menge in A ist.

Hinweis: die Menge aller periodischen Punkte ist dicht in A.

Losung der Aufgabe 5.1 Wie in der Vorlesung gezeigt ist (A, f) topologisch
dquivalent zu (X, s), wo X die Menge aller bi-unendlichen Folge und s : ¥ — X der 1-
Shift nach links bezeichnen. Wir konstruieren eine Folge a € ¥ mit der gewiinschten
Eigenschaft durchs Zusammenflicken von endlichen Folgen. Man schreibt zuerst alle
periodische “Schnitte” endlicher Liénge aus periodischen Punkten:

P 1 11 111 1111
2 22 222 2222

P 12 1212 121212 12121212
21 2121 212121 21212121

Ps: 112 112112 112112112 112112112112
121 121121 121121121 121121121121
122 122122 122122122 122122122122
211 211211 211211211 211211211211
212 212212 212212212 212212212212
221 221221 221221221 221221221221

Nach zunehmender Lénge flickt man die oben gesammelten Folge zusammen:
1211221221 111 222 112 121 122 211 212 221 1111 2222 1212 2121 ...

Durch Spieglung nennt man
a:=...2212122111221211122221112112221121211221221111222112121 122211212221 ...

Nun fiir jeden Punkt z € ¥ und jeden angegebenen Abstand £ > 0 findet man
entsprechenden endlichen “Schnitt” aus z:

T = LT_NL_N+4+1.:--0T1L2...TN

sodass alle y € ¥ mit y; = z; fiir [i| < N ist im Abstand < ¢ von z. Dieses  kommt
auch in der List vor, spétestens in Poyy1 wenn nicht frither. Demnach ist z auch
in a enthalten. Durchs Schieben nach links, sagen wir N mal, kommt Z dann als
das “Mittelstiick” fiir s™(a) vor. Das heifit fiir b = sV (a) gilt b; = x; fiir |i| < N.
Folglich ist

d(z,sV (a)) < e.
Damit ist der Orbit von a dicht in X.
Aufgabe 5.2 (20 Punkte) Betrachte das System

7= —pir — 13
p=1
in den Polarkoordinaten fiir = rcos¢ und y = rsiny in R2. Zeigen Sie damit,

dass die Existenz eines rein imaginérischen kritischen Eigenwertes im Allgemein fiirs
Ereignis der Bifurkation der periodischen Orbits nicht ausreichend ist.
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Losung der Aufgabe 5.2 In (z,y)-Koordinaten umgeschrieben ist das System

& =—pPr —y—x(2® +y?)
{y=w—ﬁy—wﬁ+y%
Der Punkt (0,0) ist fiir jedes p eine Ruhelage und dessen Linearisierung ist
Do) (0.0) = < E )
Sie hat Eigenwerten —pu? 4 i und werden i (also rein imaginirisch) als g = 0 ist.
Trotzdem tritt keine Bifurkation ein als p p, = 0 iiberschreitet. Da
P = —p?r —r® =r(—p® —r?)
ist, bleibt 0 eine global asymptotisch stabile Ruhelage fiir alle p. Damit ist keine

Bifurkation vorhanden.

Aufgabe 5.3 (40 Punkte) (Nichteindeutigkeit der Zentrumsmannigfaltigkeit) Be-
trachte das System

wobei (z,y) € R?. Zeigen Sie:

(i) 0=(0,0) ist ein Fixpunkt und der Zentrumseigenraum E§ ist die a-Achse.
(ii) Die Losung fiir Anfangswert (x,, y,) befinden sich auf dem Graph der Funktion
ylx) = (yoefﬁ)e% in R2.
(Hinweis: man lose die zwei Gleichungen unabhdngig von ein anderen und eli-
miniere das Variabel t von © = z(t) und y = y(t). )

(iii) Welche Graphen aus (ii) tendieren zu 0 und sind tangential zu E§ um 07
(Hinweis: die zwei Fille © < 0 und x > 0 getrennt betrachten.)

(iv) Wie viele Zentrumsmannigfaltigkeiten besitzen das System um 0?7 Zeichnen Sie
sie.

Losung der Aufgabe 5.3 Offensichtlich ist (0,0) ein Fixpunkt mit Jacobi-

Matrix
0 0
J = ( 0 -1 )

Daher ist E§ = (( )) die x-Achse. Die Losungen haben die Form

1
0
To

_ —t
1—tx,’ '

x(t)

Es folgt, dass die Losungskurven Graphen von

y(t) = yoe

1

y(x) = (yoe™ =2 )e
sind. Ist z < 0 so tendiert (x,y) = (z(t),y(t)) zu (0,0) als t — oo fiir alle z,, yo. Ist
x> 0soist (z,y) = (x(t),y(t)) = (0,0) als ¢ - oo nur wenn y, = 0. Das System
um (0, 0) besitzt unendlich viele Zentrumsmannigfaltigkeiten wie in Abb. 6 gezeigt.

1
x
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Abbildung 6: Zentrumsmannigfaltigkeiten um (0,0) (vgl. Aufgabe 8.1).

Aufgabe 5.4 (20 Punkte) Zeigen Sie:

(i) ist A = {(Ua, o)} ein C"-Atlas von einer topologischen Mannigfaltigkeit M, so
ist die C"-differenzierbare Struktur von M, die mit A vertréglich ist, eindeutig
gegeben von

B={(U¢) : paop tundpop,'sindC", ¥ (Ua, pa) € A}

(ii) sind A1 = {(Uq, pa)} und Az = {(Vs,93)} zwei Atlasse von M und ist jede
Karte von A; vertriglich mit jeder Karte von Az, so definieren A;, A5 eine
gleiche differenzierbare Struktur von M.

Losung der Aufgabe 5.4(i) Wir zeigen zuerst, dass B ein Atlas ist. Seien (U, @),
(Vb)) € B, d.h. 007t pourt waotp™t op ! sind C7, fiir alle (U, ¢q) € A.
Dann ist

poi = (poprt)o(pacy™)
auch C", fiir alle (Uy, o) € A. Weiter nach der Definition enthiilt B alle Karten,
die vertriglich mit A sind. Damit ist B eine C"-differenzierbare Struktur von M.

Losung der Aufgabe 5.4(ii)  Sei B; bzw. By die C"-differenzierbare Struktur
von M definiert durch A; bzw. Ay (vgl. (i)). Wir zeigen By C Bo.

Es sei (U, ¢) € By, d.h. ga097 1, oo ! sind C7, fiir alle (Uy, o) € Aj. Dann gilt
fiir alle (Va,93) € Aa,

Ypow t=(Ypopgt)o(pacp™)
C" ist (da Ay, Ay vertréglich sind, ist g o 1 auch C™). Folglich ist (U, ¢) € Ba.
Ahnlich zeigt man By D Bs. Daher ist B; = Bs.

Aufgabe 5.5 (10 Punkte) Zeigen Sie der Einheitskreis S! ist eine 1-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit von R2.
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Losung der Aufgabe 5.5 Es sei p = (x,9) € S! mit > 0. Definiere eine
Umgebung von p in R?

U={(z,y) eR? : >0, |y[ <1},
und eine Abbildung
p:U—U ={(x,y) eR” 1 2> —/1-12, |y < 1}
(@,9) = (= V1-y%y),

(vgl. Abb. 7).

A A
U U’
Abbildung 7: Abb. U und ¢

Dann ist o(S'NU) = {(z,y) eR? : 2 =0,y <1} =U' NR.

Ahnlich zeigt man fiir p = (z,y) mit < 0, y > 0, y < 0.

Aufgabe 6.1 (20 Punkte) In der Menge Mo aller reellen 2 x 2-Matrizen, bestim-
men Sie explizit Teilmengen von Matrizen A s.d.

(i) A die jordansche Normalform ( 8 (1) > hat;

(ii) A die jordansche Normalform ( 8 8 > hat.

Zeigen Sie, dass jede Teilmenge eine Teilmannigfaltigkeit von R* ist und Bestimmen
Sie ihre Codimensionen.

(Hinweis: man stelle zuerst A als Nullstellen einer Funktion von R* nach R™ fiir
gewisse Ganzzahl m € N mit m < 4, dann wende den Satz der impliziten Funktio-
nen.)

Losung der Aufgabe 6.1 Es sei A = < Z b

d ) € Msys. Die Matrix A hat
Eigenwerte A o als Losung von

P(X) = det(AM — A) —det< A__ca A__bd > =X —(a+d)X+ad—bc=0,
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wobei A1 + Ao = a +d und A\ Ay = ad — be.

(i) A hat die jordansche Normalform ( 8 (1)

). Da Al :/\2 =0 iSt, ist
a+d=0, ad—bc=0.
Weiter soll es ausgeschlossen sein, dass die geometrische Multiplizitdt von 0 zwei ist,

d.h. A soll nicht die jordansche Normalform ( 00 ) haben. Aber man sieht die

0 0
einzige Matrix die jordansche Normalform 8 8 ) hat, ist die Nullmatrix selbst
O O —1 O O . - . .
a = iir alle Ubergangsmatrizen P € My ist). Das
da P 0 0 P 0 0 fir alle Ub P e M. D

heifdt, die Teilmenge von Matrizen die jordansche Normalform ( 8 (1) > haben ist

S_{<Z Z):a+d_a ad—be =0, a®+b>+c+d* #0}.

Definiere F : Mays — R? durch
) a b a+d
F (c d>'_> (ad—bc)'
Damit ist S € F~1(0). AuBerdem gilt fiir alle A € S, DF(A) : R* — R? gegeben
von
1 0 0 1
DF(A>_<d —c b a>’

welche voller Rang ist (da A € S ist). Aus dem Satz der impliziten Funktion folgt,
dass S eine Teilmannigfaltigkeit der Dimension 2, also co-Dimension 2, ist.

(ii) A hat die jordansche Normalform ( 8 8 ) Wie bereit in (iii) geklért, ist die
Nullmatrize die einzige Matrix die jordansche Normalform ( 8 8 ) hat. Damit

ist die entsprechende Teilmenge von

i3 8)

gegeben. Folglich ist S eine Teilmannigfaltigkeit der Dimension 0 (co-Dimension 4).
Aufgabe 6.2 (10 Punkte) Betrachte
L3
:1.0 - , ZYyeER
j=-y+w
um (0, 0). Zeigen Sie W€ = {(z,y(z)) : z € R} mit
1

2"-n-n!-a:2”)

1 1 1 1
y(z) = e 22 (C + §1n(ﬁ) + 52

n=1
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ist fiir jedes C' € R eine Zentrumsmannigfaltigkeit fiirs System um (0,0), die um
(0,0) nicht analytisch ist.

2
Hinweis: Variation der Konstanten fiir Z—Z = %

Losung der Aufgabe 6.2 Betrachte

W~ Aw)la) + bla)

wobei A(z) = 25 und b(z) = —1. Die homogene Gleichung

W~ Awyla)

hat Losungen der Form
y(z) = Celin A0 _ o= 37

Variation der Konstanten: setze y(z) = C (96)(3_2%2 in die inhomogene Gleichung ein

und bekomme .

522
C(z) = b(z)em? = &
T
Es folgt
1
€22 et
Clx)= | — de = | —d
(z) / z / 20"
wobel u = # und du = —m%dx. Die Formel

n

e > (cx)
—dz =1 C
/ x v n|x|+;n. !+

zu verwenden fiithrt zu

1 1 1 1
= Cln(—)+-y — ¢
() 2n(2x2)+2;2"-n-n!-x2"+0

Jede Zentrumsmannigfaltigkeit davon ist um (0, 0) nicht analytisch, da e m? (auch
wenn multipliziert von =™ oder In(z~™)) nicht analytisch ist.

Aufgabe 6.3 (60 Punkte) Finden Sie eine geeignete Approximation der Zentrums-
mannigfaltigkeit um 0 und zeichnen Sie damit das Phasenportrait um 0, fiir

(i) e , wobei (z,y) € R? und « € R ein Parameter ist.
§=-y+az
L JE = =y : , .
(i) < ) , wobei (z,y) € R? und a € R ein Parameter ist.
y=-—y+a’+ay
T=—-y+zxz
(i) ¢y =a+yz , wobei (z,y,2) € R? ist.

i=—z— (22 +y?) + 22
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(Hinweis: fir (i) und (i) hingt die Approzimation und das Phasenportrait von «
ab (>0, a<0 odera=0).)

Losung der Aufgabe 6.3 (i) Das System ldsst sich umschreiben als
z\ (0 0 T TY
()= 5)(G)=(F)

0 0 ) Das Spektrum von J ist

Es sei J = ( o -1
o(J) ={0,-1}

mit Eigenrdumen gegeben von F(0) = <( i >>, E(-1)= <( (1) >> Ist

10
P=(a 1))

1o )), so ist J diagonalisiert:

op-1
(somit P _(—a 1
o (00

P JP_(O o

SEES

o (1)1

), dh x—uundy—au—l—v. Damlt 1st
(i?
ZJ

o ()2 ()
oder dquivalent,
(5)-rar(2) o (o0

_(0 0 v\ u(au + v)
S\ 0 -1 v —au(au+v) )
Da E€ die u-Achse ist, ist
wWe={(u,v) : v="h(u)}, fir h:E°— E°.

Es seien B =0, C = —1, f(u,v) = u(au + v) und g(u,v) = —ou(au + v). Dann
erfilllt h = h(u) die Gleichung

' - (B-u+ f(u,h)) —C-h—g(u,h) =0
= K -ulau+h)+h+aou(ou+h) =0.

Es sei h(u) = au® + bu® + - - -, dann ist

(2au+3bu*+- - Yu(autau? +ou 4 - - ) +au +ouP+- - +au(autau +bud+- - ) = 0.
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Der u?-Koeffizient ist a + a® = 0, damit ist a = —a?. Ist a # 0, so ist
h(u) = —a?u?® + O(u?).
Weiter ist die Dynamik auf W€ gegeben von (vgl. Abb. 8)
i =u(ou+h) = au®+0u?), uecE°

Um alles in (z,y)-Ebene umzusetzen, geniigt es u- und v-Achsen in (z,y)-Ebene

£\

/T/ | S&/
AT 7

Abbildung 8: Phaseportrait fiir Aufgabe 6.3(i) in (u,v)-Ebene im Fall von o < 0 (links)
bzw. o > 0 (rechts).

umzusetzen. Man sieht in der urspriinlichen (x,y)-Ebene, ist die u-Achse der Rich-

tung < i > und die v-Achse der Richtung ( (1) > (vgl. Abb. 9). Damit kann man

alles (sowohl W€ als auch Dynamik auf W¢ und die gesamte Dynamik) von (u,v)
nach (z,y) transportieren, wie gezeigt in Abb. 9.

Falls o = 0, ist z-Achse selbst der Zentrumseigenraum und die Zentrumsmannigfal-
tigkeit W€, wobei & = 0 die Dynamik auf W beschreibt (vgl. Abb. 10). Das heifit,
jeder Punkt von x-Achse ist eine Ruhelage. Ist a = 0 ein Bifurkationswert von «
(wenn wir « als Bifurktionsparameter betrachten)? Wenn ja, was fiir ein Typ?

Losung der Aufgabe 6.3 (ii) Das System lésst sich umschreiben als

(5)=(0 ) () ()

Die Jacobi-Matrix J = ( 0 —1

) ist bereits diagonal. Da E° die z-Achse ist, ist

wWe={(z,y) : y=nh(z)}, fir h:E°— E°
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a<0 a>0

Abbildung 9: Phaseportrait fiir Aufgabe 6.3(i) in (z,y)-Ebene im Fall von a < 0 (links)
bzw. o > 0 (rechts).

a=0

Abbildung 10: Phaseportrait fiir Aufgabe 6.3(i) in (z,y)-Ebene im Fall von o = 0.

Setze B=10, C = —1, f(r,y) = az? —y? und g(x,y) = 22 + zy in
' -(B-xz+ f(x,h)) —C-h—g(z,h) =0,
ein, fiir h = h(z) = az? + baz® + - -. Man erhélt damit
(2ax+3bx?*+- - - )(az® —a®z* —2abz®—- - - )+az® +bx* + - - —z® —z(ax? +bzi+- ) = 0.

Der z%-Koeffizient ist a — 1 = 0. Daher ist a = 1 und h = h(z) = 22 + O(a3).
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Zuriicksetzen in die Gleichung von x fithrt zu
i = aa® —2* 4+ O(z”).
Falls o # 0 ldsst sich die Dynamik auf W¢ von
i = ar? +O(z*)
beschreiben (vgl. Abb. 11). Falls o = 0 léisst sich die Dynamik auf W€ von
y y
N N

~—_ 7

.
/
/T

Abbildung 11: Phaseportrait fiir Aufgabe 6.3(ii) falls o < 0 (links) oder o > 0 (rechts).

= —a' +0(z%)
beschreiben (vgl. Abb. 12).

Ist o = 0 ein Bifurkationswert von o (wenn wir « als Bifurktionsparameter betrach-
ten)? Wenn ja, was fiir ein Typ?

Losung der Aufgabe 6.3 (iii) Das System lésst sich umschreiben als

x 0 -1 0 x Tz
y =11 0 0 y |+ Yz
2 0 0 -1 2 —x? —y? + 22
0 -1 0
Die Jacobi-Matrix J = 1 0 0 hat Eigenwerte +4 und —1 mit Eigenrdum-
0o 0 -1
en
1 —1 0
EC:E(:EZ):< 1 ) 1 >7 ES:E(_1)2< 0 >7
0 0 1
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=
=

a=0

Abbildung 12: Phaseportrait fiir Aufgabe 6.3(ii) falls a = 0.

i 0 1
wobei E¢ ~ C? = (w) x (@) mit w = 1 =11 |+ O ist, und E° ist eine
0
1
Komplexifikation von E := R? = ( 0 . Die Zentrumsmannigfaltigkeit
0

We ist dann gegeben von
We={(z,y,2) €R® : 2 =h(x,y)}, fir h:FE— E

wobei h = h(z,y) eine Lsung von

—y +xh
( P hy)< nyryh >+h+(x2+y2)—h2:0

ist. Es sei h(z,y) = az? + by? + cxy + - - -, dann ist
(2ax +cy + - )(—y + ax® + bay® + cxPy + ) 4+ (2by + cx + - ) (x + ax’y + by + cay?)
+az? + by’ 4 cay + -+ 22 + % — (aPa + b2yt + Aoty 4 2abs%y? + ) =0

Der z%- bzw. y*- bzw. zy-Koeffizient ist ¢ +a +1 = 0 bzw. —c+ b+ 1 = 0 bzw.
—2a + 2b+ ¢ = 0. Daraus folgt a = —1, b= —1 und ¢ = 0 und

h(z,y) = —2° —y* + O(|(z,y)|°)
Die Dynamik auf W€ ist beschrieben von
{!t:—y+;vh=—y+$( 2 —y?) +O(|(z,9)|")
j=z+yh=z+y(—2>—y*) +0((z,y)")
Wende die Polarkoordinaten r2? = 2 + 32
2 = 2ad + 2yy = —2r2 (2% + y?) = —2r%,

damit ist 7 = —r3. Die gesamte Dynamik ist wie in Abb. 13 gezeichnet.
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Abbildung 13: Phaseportrait fiir Aufgabe 6.3(iii).

Aufgabe A Es sei Hy, der reelle Vektorraum aller homogenen Polynome des Grades

kin (z,y) € R? Fiir
0 -1 T
= (0 V)00)

bestimmen Sie den linearen Operator ad L : Hy — Hy, fir k = 2, 3.

Lésung der Aufgabe A Sei k = 2. Dann ist H; erzeugt von 222, ay 2 22
und 222, 2y 2 4?2 Nach der Definition von adL gilt

0 z?
2
adL(z 8:10) =adL ( 0 >

g

0

1
0 0
= ( 2ny > = 20y— + 2% —
z Y

o
S
=
8
<
Qv
o
Il
Q
S
=
7 N
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w.s.w. Als Matrix ist adL der Form

xza% xy% yz% xQB% xya% yQ(%

22 0 -1 0 | -1 0 0

wd 2 0 =2 0 -1 o
wlL=y*2 0o 1 0o | 0o 0o -1,

2471 0 0 [ 0 -1 0

xyaiz 0 1 0 2 -2

0
2 0 0 1|0 1 0

und sie ist invertierbar.

Sei k = 3. Dann ist Hs erzeugt von z

xyza%, y3a%. Im Analog gilt

3

o 2,0 .20 30 9 2,0
oz’ z yaw’ Y oz’ Y ox und Iy’ z yay’

ZCB% ny% 1]2% y3% I3% IQy% IyQBQU 1]3%
BZ 0 ~1 0 0 | -1 0 0 0
22 3 0 -2 0 | 0 -1 0 0
wrd 0 2 0 3|0 0 -1 0

wWh— v2 0 0 N 0 -1

H#L T 0 0 0 | 0 -1 0 0
Pyd 01 o 0 |3 0 -2 0
wd 00 10 [0 2 0 -3
v 0 0 0 1 0 0 1 0

und diese Matrix ist nicht invertierbar. In der Tat, das Bild adL(Hj3) hat ein 2-
dimensionales Komplement in Hs.

Aufgabe B (Normalform fiir Hopf-Bifurkation) Es sei r > 3. Betrachte ein para-
metrisiertes C"-System

W= f(w,p), weR?

vom Parameter p € R. Es sei f(0, u) = 0 fiir alle y in einer Umgebung von p, = 0
—w

und
Dy f(0, po) = ( 2 0 ) = A

Zeigen Sie, dass das System durch Koordinatentransformation in

z,y € R,

& = —wy + apx — buy + oz — V' Py + (cx — dy)(2? + y?)
¥ = wx + apy + bpx + o pPy + V' pPe + (do + cy) (2* + y?)

verwandeln kann, fiir konstante Koeffizienten a,b,a’, V', c,d € R.

Losung der Aufgabe B Es sei

T —wy
L= Y = wT
I 0



Es sei A = < g —Ow > und Li = < vy > ( ) Es sei Hy erzeugt von
2 0

T 50, xyam, Y ;m, /ﬂaaw, x,uaam, yuaw undx 67;" ,y,u(9 Da Y € Hs der Form

Y = ( " ) ist, gilt
0
2.9

wobei adL, auf x? a , LY~ aw y? aw 500 gy ay, y? 8_ angewendet gegeben von Auf-
gabe A ist (mit einer Multiplikation von w). Rechne den Rest von adLq:

0 0 —w 2 0 0 —w 0
2 _ H _ Y 2 O
e =05 ) ()= (0 0) ()=
g, (0 —w T w0 —wy \ 0 0
i =(2 ) () (5 3) () -omior
o, (0 -w Yy 0 u —wy \ 0 0
adLl(y/L%) = < w 0 > < 0 ) “lo o i = —WpT o —I—w,uya—y

(00 —wy ) _ zg
(0 0) (2 )=z

adL(Y) = ( “dLé)(Yl) ) :

Damit ist
@ owy oyt g oxp oyp | 2wy oyt gt ap yp
2 0 —-w 0 0 0 0 |-w O 0 0 0 0
zy 2w 0 —-2w 0 O 0 0 —w O 0 0 0
> 0w 0 0 0 0 0 0 —w 0 0 0
w0 0 0 0 0 0 0 0 0 —w 0 0
zp 0 0 0 0 0 —w| O 0 0 0 —w O
adly = ypu 0 0 0 0 w 0 0 0 0 0 0 —w,
2w 0 0 0 0 0 0 —w 0 0 0 0
zy 0 w 0 0 0 0 |2w 0 —2w O 0 0
y> 0 0 w 0 0 0 0 w 0 0 0 0
w0 0 0 w 0 0 0 0 0 0 0 0
zu 0 0 0 0 w 0 0 0 0 0 0 —w
yu 0 0 0 0 0 w 0 0 0 0 w 0

[N}
BN



und rang(adL) = rang(adL,) = 10. Betrachte

0 0 0 0
Gy = {a(lwa—x + Mya—y) + b(—ﬂya—:C + lwa—y) :a,b e R},

d.h. G4 ist von

0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 -1
v = 0 y Vo = 0
0 0
0 0
0 0
0 1
1 0

erzeugt. Man pruft rang(adL, v, ve) = 12.

Analog gilt fiir £ = 3. In diesem Fall ist H3 20-dimensional erzeugt von x38%, :CQy%,

wy? e P e W gy WP, nPY g, pat g, py? Ak, pryL und @ 4. pry . Die
Terme, die mit g nicht zu tun haben, sind von Aufgabe A bereit bestimmt. Weiteres
Rechnen:

0 0 —w 3 00 iy o
3 _ 14 _ Yy _ 3 v
adLl(“%)_<w 0><0) <o 0><wx>_““ay

0 0 —w w2z u? 0 —wy 0 0
2 _ _ _ 2 2
adLy(p"z o) = < w 0 > < 0 > ( 0 0 we ) TR YGRS,



wniry=(3 5 (3)- (3 8)(2) -
ey~ (2 5 )AL D)) -winfrorn
wnits=(2 YA () oo
w35 ) () ( e 8 (22 ot

0 0 —w 0 0 0 —wy 0 0
dL 2y = — — 2-2 _9 il
adLy (py (?y) ( w 0 ) ( Iqu ) ( 0 2uy ) ( o ) wpy 97 w;ucyay

g, (0 —w 0 0 0 —wy \ 0 5 0 5 0
adla(pey ) = ( w 0 ) ( iy )_< ny ) ( wa ) T TRy TR gy
Damit ist

Mo | —=Idqo
AL, = ,
i ( Id1o | Mo )
wobei
@ 2Py wy® oy oap® oyt ope® oyt ooy
x> 0 —w 0 0 0 0 0 0 0 0
22y 3w 0 2w 0 0 0 0 0 0 0
zy? 0 2w 0 —3w 0 0 0 0 0 0
w? 0 0 w 0 0 0 0 0 0 0
M= b 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o ,
wzx 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0
2y 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1
vy O 0 0O 0 0 0 0 0 0 1
zyp 0 0 0 0 0O 0O 0 2 -2 0
und rang(adL) = rang(adL,) = 16. Betrachte
0 0 0 0 0 0 0 0
G —{a' (1222 + 1202y v (20l 4 22l 30 20 o 0 50
s =la(Wagy +u yay)+ (=Yg +n xay)+0(x o T g TV, Y ay)
0 0 0 0
A2y L 3l L2l d Y e deR
+d(=ay o or T gy T ay) a',b',c,d € R},
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d.h. G5 ist von

0 0 1 0
0 0 0 -1
0 0 1 0
0 0 0 -1
0 0 0 0
1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
O I R I R I B
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

erzeugt. Man pruft rang(adLq, u1, us, us, us) = 20. Aus dem Satz der Normalform
folgt dann die Aussage.
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