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Aufgabe 4.1 (20 Punkte) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung
(

ẋ
ẏ

)

=

(

1
σ

)

für jedes σ ∈ R einen Fluss auf dem Torus T 2 ≃ R
2/Z2 induziert. Man bestimme

für jedes σ die α- und ω-Limesmengen für alle Orbits.

Aufgabe 4.2 (30 Punkte) Erfgänzen Sie den Beweis vom Satz von Poincaré
über die Stabilität der periodischen Orbits. Zu zeigen sind:

(i) Ist γ stabil, so ist

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 s.d. |P n(x)− x
o
| < ε für alle x ∈ Smit |x− x

o
| < δ.

(ii) Ist γ asymptotisch stabil, so ist γ stabil und

∃Umg.U von x
o
inS s.d. P n(x) → x

o
als n → ∞ für alle x ∈ U.

(iii) Ist γ instabil, so existiert ein x ∈ S mit P−n(x) → x
o
als n → ∞.

Aufgabe 4.3 (20 Punkte) Sei f : [0, 1] → [0, 1] eine C2-Abbildung auf dem
Einheitsintervall [0, 1] ⊂ R mit f(0) = 0, f(1) = 1 und f ′(x) > 0 für alle x ∈
[0, 1]. Betrachte das diskrete System erzeugt von x 7→ f(x) und die Stabilität
von Fixpunkten x̄ = 0 und x̄ = 1. Zeigen Sie:

(i) ist f ′′(x) > 0 für all x ∈ [0, 1], so ist 0 ein stabiler Fixpunkt und 1 ein
instabiler Fixpunkt;

(ii) ist f ′′(x) < 0 für all x ∈ [0, 1], so ist 1 ein stabiler Fixpunkt und 0 ein
instabiler Fixpunkt.

Hinweis: ein bild sagt mehr als tausend worte.

Aufgabe 4.4 (30 Punkte) Betrachte das 2D-System in Polarkoordinaten (r, θ)
{

ṙ = ar(1− r)

θ̇ = 1,

und den periodischen Orbit γ = {(r, θ) : r = 1, θ ∈ R}.
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(i) Definieren Sie einen linearen Schnitt S für γ um x
o
= (1, 0), der senkrecht

zu γ ist.

(ii) Definieren Sie die Poincaré-Abbildung P : S → S auf S.
Hinweis: r(t) = ro

ro+(1−ro)e−at gibt die Lösung für Anfangswert r(0) = r
o
an.

Man begründe die erste Rückkehrzeit ist 2π.

(iii) Bestimmen Sie durch die Poincaré-Abbildung P die Stabilität von γ.
Hinweis: Aufgabe 4.3.

Aufgabe 4.5 (20 Punkte) Betrachte ẋ = −(µ2x+ x3) für µ, x ∈ R um µ
o
= 0.

Ist µ
o
ein Bifurkationswert von µ im Sinn von Definition (a) und/oder von

Definition (b)? Begründen Sie Ihre Antwort.
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