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Übungen zu
Dynamische Systeme

Blatt 3

Aufgabe 3.1 (10 Punkte) Zeigen Sie die Flüße ϕt und ψt erzeugt von linearen
Systemen ẋ = Ax und ẏ = By (für zwei n× n-Matrizen A,B) sind genau dann
diffeomorph wenn A und B änhliche Matrizen sind.
(Hinweis: ϕt und ψt sind diffeomorph wenn es h gibt s.d. h ◦ ϕt ◦ h

−1 = ψt; A
und B sind ählich wenn es H gibt s.d. H ◦ A ◦H−1 = B. H ist also eine Art

von “linearisiertem” h.)

Aufgabe 3.2 (10 Punkte) Zeigen Sie zu jeder komplexen n× n-Matrix A mit
detA 6= 0 gibt es eine komplexe Matrix B mit eB = A.
(Hinweis: da eC−1BC = C−1eBC ist, kann man annehmen, dass A die Gestalt

von Jordan-Blöcken hat. Sei B = λI+N ein Jordan-Block für einen Eigenwert

λ von A. Man definiere Q = (log λ)I+S und S = −
m
∑

j=1

(−N)j

jλj und zeige eQ = B)

Aufgabe 3.3 (15 Punkte) Sei R/2πZ der Quotientenraum von R unter der
Äquivalenzrelation: x ∼ y ⇔ x ≡ y (mod 2π). Das heißt R/2πZ besteht (als
Menge) aus Äquivalenzklassen [x]∼, für x ∈ R. Sei p : R → R/2πZ mit p(x) =
[x]∼ die Projektionsabbildung. Dann ist R/2πZ ein topologischer Raum: U ⊂
R/2πZ ist offen wenn p−1(U) in R offen ist.

(i) Zeigen Sie R/2π ist homöomorph zum Einheitskreis S1 durch die Abbil-
dung f : R/2π → S1 mit [x]∼ 7→ eix.

(ii) Betrachte θ̇ = 1 für θ ∈ R/2πZ. Zeigen Sie dieser eindimensionale Fluss
besitzt einen periodischen Orbit O.

(iii) Betrachte das System
{

ẏ = ay, y ∈ R,

θ̇ = 1, θ ∈ R/2πZ

auf R×R/2πZ. Finden Sie die Fundamentalmatrix und bestimmen Sie die
Stabilität des periodischen Orbits γ = {0} × O bezüglich a.

Aufgabe 3.4 (10 Punkte) Sei f : [0, 1] → [0, 1] eine C2-Abbildung auf dem
Einheitsintervall [0, 1] ⊂ R mit f(0) = 0, f(1) = 1 und f ′(x) > 0 für alle x ∈
[0, 1]. Betrachte das diskrete System erzeugt von x 7→ f(x) und die Stabilität
von Fixpunkten x̄ = 0 und x̄ = 1. Zeigen Sie:
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(i) ist f ′′(x) > 0 für all x ∈ [0, 1], so ist 0 ein stabiler Fixpunkt und 1 ein
instabiler Fixpunkt;

(ii) ist f ′′(x) < 0 für all x ∈ [0, 1], so ist 1 ein stabiler Fixpunkt und 0 ein
instabiler Fixpunkt.

(Hinweis: ein bild sagt mehr als tausend worte.)
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