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Ubungen zu
Dynamische Systeme

Blatt 2

Aufgabe 2.1 (15 Punkte) Es sei £ € R"™ ein hyperbolischer Fixpunkt vom
dynamischen System & = f(z), wobei f: U — R™ differenzierbar in einer Um-
gebung U C R" von Z ist. Es seien ¢ > 0 und g : U — R" eine differenzierbare
Funktion. Betrachte

&= f(z) +eg(z) = F.(z). (1)
Zeigen Sie:

(i) fiir ausreichend kleines ¢ besitzt F. einen eindeutigen Fixpunkt & in einer
Umgebung von z. (Hinweis: Satz von der impliziten Funktion.)

(ii) fiir geeignetes € ist & hyperbolisch mit
dim F*(A) = dim E*(B), dim E*(A) = dim E*(B), (2)

wobei A = Df(z) und B = DF.(z) sind. (Hinweis: die Eigenwertefunk-
tion EW : My, — C" mit EW(M) = (\y,..., \,)T ist eine stetige
Funktion, die stetig von Komponenten von Matrix M abhdngt. Betrachte
C = DF(z). Dann sind A,C bzw. B,C ausreichend nah fir geeignetes €.)

(iii) die Fliisse erzeugt von & = f(x) und von (1) sind topologisch konju-
giert. (Hinweis: Satz von Hartman-Grobman und die Tatsache: zwei Flisse
d(x,t) = ez und Y(x,t) = eBax mit hyperbolischen Matrizen A, B (d.h.
0.(A) = 0.(B) = 0) sind genau dann topologisch konjugiert wenn (2) gilt.)

Aufgabe 2.2 (10 Punkte) Betrachte

L 2, 2
PTGy ew )

y=x— (=" +y’)y
Zeigen Sie, dass der Fixpunkt (z,7) = (0,0) asymptotisch stabil ist (Hinweis:
Polarkoordinaten). Ist (3) topologisch konjugiert mit dem linearisierten System
um (0,0)? Begriinden Sie Thre Antwort. (Hinweis: zeigen Sie, dass (0,0) firs
linearisierten System nicht asymptotisch stabil ist.)



Aufgabe 2.3 (10 Punkte) Es sei z € R" ein hyperbolischer Fixpunkt. Eine
lokale stabile Mannigfaltigkeit in einer Umgebung U C R"™ ist definiert von

Wi (2)={x €U : ¢(t,x) €U firt >0und p(t,z) — Talst — oo}
und globale stabile Mannigfaltigkeit von
We(z)={z e R" : p(t,x) — Talst — co}.

definiert. Geben Sie ein Beispiel von z (dadurch lokalen Fluss um Z zu zeichnen)
sodass,

(i) Wi(z) # W*(z) N U;
(ii) W*(z) ist keine Teilmannigfaltigkeit von R™.

Aufgabe 2.4 (10 Punkte) Fiir einen Diffeomorphismus G : R” — R™, definiere
ein (diskretes) dynamisches System von G durch

0:ZxR*"—->R" (kx)— ok, x),
wobei p(k,z) = G¥(z) == Go---0G(x) fiir k > 0, und ¢(k,z) = (G *(x))~?
k Mal

fiir £ < 0. Es sei z ein Fixpunkt von ¢. Beweisen Sie:

(i) Ist |A| < 1 fiir alle Eigenwerte A von DG(Z), so ist Z stabil;
(i) Ist |A| > 1 fiir alle Eigenwerte A von DG(Z), so ist Z instabil.
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