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Es seien X C L?[—m, 7| der Vektorraum aller geraden Funktionen in L*|—m,n] und
Y der Vektorraum aller 2m-periodischen, absoluten stetigen, geraden Funktionen u
mit v € L*[—m, 7).

Aufgabe 23 (10 Punkte) Es seiw € Y. Ist W : D — C eine C-analytische Funktion
auf D mit Wlspp = ' + (1 + Cw’), so ist W(0) =4, wobei D = {2z € C : |z| < 1}
die Einheitsscheibe in C ist.

Losung der Aufgabe 23  Mit Cauchy-Integral ist

W(0) 1‘/W@/+u1+cw»ﬁ::ii/ﬂu1+&duu

T o . 2 J_,

da w 27-periodisch ist. Weiter ist [7 Cw'dt = C(f” w'dt) = C(0) = 0, damit ist

W@:i/Zﬁﬂ.

2 J_,

Aufgabe 24 (10 Punkte) Betrachte
Cw — Mw+wCw' +C(ww')) =0, weY, (1)

wobei C : L?[—n, 7] — L?[—m, 7] der Konjugationsoperator, definiert von C(1) = 0,
C(sin(nt)) = — cos(nt) und C(cos(nt)) = sin(nt) fiir n € N. Definiere G : RxY — X
durch
G\ w) =Cw — Mw + wCuw' + C(ww)), (2)
wessen Nullstellen den Lésungen von (1) entsprechen. Zeigen Sie:
(i) C ist selbst-adjungiert in Y, im Sinne von

(Cu',v) = (u,Cv"), Yu,v ey,

wobei (z,y) := ["_z(t)y(t)dt.

Hinweis: wenden Sie die Orthogonalitit der trignometrischen Funktionen an:
(cos(mt), cos(nt)) = (sin(mt),sin(nt)) = 0 fir m # n, (cos(mt),sin(nt)) = 0
fiir alle m,n € N.

(ii) (1) ist die Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionals
1 ™
T\ w) = 5/ (wCw' — A*(1 + Cw'))dt, (A\w)€ERXY.

Hinweis: zeigen Sie dadurch, dass Vy J(A,:) = G(A,-) fir jedes A € R, wobei
Vy der Gradient von J beziiglich des zweiten Variables w € Y ist.



Losung der Aufgabe 24(i) Es gilt die folgenden Orthogonalitéiitsidentitéiten fiir
trignometrische Funktionen (fiir m,n € NU {0})

/W cos(mt)dt =0, /j sin(nt)dt = 0, (3)

cos(nt) sin(mt)dt =

, =m>0
/ sin(nt) sin(mt)dt = {W n=m (4)
0, sonst
0 n#m
/ cos(nt) cos(mt)dt = < , n=m>0 (5)
2T, n=m=20
/ 0

Es seien -
ap .
u(t) = 5 1 ;(an cos(nt) + by, sin(nt))
und .
Co .
v(t) = 5} + mzz:o(cm cos(mt) + d,, sin(mt)).
Dann sind -
(Cu/)(t) = Z(nan cos(nt) + nby, sin(nt))
n=1
und .
(Cv')( Z mepy, cos(mt) + md,, sin(nt)).
m=1

Folglich ist

(Cu',v) / Z nay, cos(nt) + nby, sin(nt)) 50 + Z cm cos(mt) + dyy, sin(mt)))dt
n=1 m=0
3) / Z (nay, cos(nt) + nby, sin(nt)) Z (¢m cos(mit) + dy, sin(mt))dt
n=1 m=0

0= / Z(nan cos(nt)c, cos(nt) + nby, sin(nt))d, sin(nt))dt

n=1

und a”hnlich gilt

(u,Cv') = / Z (an cos(nt) + by, sin(nt))) Z (mep, cos(mt) + md,y, sin(mt))dt
- = m=1
3) / Z (an, cos(nt) + by, sin(nt)) (mep, cos(mt) + md,y, sin(mt))dt
“Tn m=1

4)=() / Z(an cos(nt)ncy, cos(nt) + by, sin(nt))nd, sin(nt))dt = (Cu',v).

n=1



Losung der Aufgabe 24(ii) Es seien w,z € Y. Dann ist

TOhw+1) — T w) = % /W (w+ )0 +2) = Aw + 2)2(1 + CW' +2'))

—T

— (wCw' — Aw?(1 + Cw'))dt

1 s
=3 / wCx' + 2Cw’ + 2Ca’ — Mw’Cx’ — A\(2wz + 2°)(1 + Cw') — A\(2wz + 2°)Ca'dt

1 T
3 / wCx' + 2CW' + 2C2’ — M\?Ca’ — 2 wx — 2 wrCw’ —Az? — M\a?Cw’ — 2 waCa’ — \a®Ca’dt

wobei die unterstrichene Ausdriicke nicht z-linear sind. Weiter sind wegen (i)

/ wa’dt:/ xCw'dt

\w?Ca'dt = A (w?) dt = AzC(2ww')dt.

—Tr —T —Tr

und

Damit ist

1 T
OuJ(\,w)x = 3 / 2Cw" + 2Cw' — 2 2C(ww') — 2 wx — 2 \waCw'dt

—Tr

= / 20w — A\2C(ww') — dwz — dwzCw'dt

= (Cw' — XC(ww') — Aw — AwCWw', z)
= (Cw' — Mw + wCw' + C(ww')), z).

Folglich ist
VyJ (A w) =Cw' — Aw + wCw' + Clww')) = G(\,w).
Aufgabe 25 (10 Punkte) Es sei G von (2) gegeben. Zeigen Sie:
(i) fir Qw) = wCuw’ — C(ww'), gilt
G\ w) = (1 -2 w)(Cw +w) +AQ(w) — (1 — 2w + Nw.
(ii) fir h €Y, gilt
0uG(\,w)h = (1 —2X\w)(CH + h) + AMdQ(w)h — 2Ah(Cw’ + w) — Ah + 4 wh — h.
Losung der Aufgabe 25(i) Es gilt

(1 -2 \w)(Cw +w) + AQ(w) — (1 — 22w + A\w

= (1 =2 \w)(CW' 4+ w) + AMwCw' — C(ww')) — (1 — 2dw + Nw
=Cuw' 4w — 22wCw' — 22w? + AwCw’ — XNC(ww') — w + 2Aw? — Iw
=Cw — MwCuw' = XC(ww') — dw = G(\,w)



Losung der Aufgabe 25(ii) Fiir h €Y, gilt

G\ w+h) -G\ w)

= (1 -2 \w — 2Mh)(Cw’ + Ch' +w + h) + AQ(w + h) — (1 — 2 w — 2Ah + A)(w + h)
— (1 =2 ) (Cw' 4+ w) + AQ(w) — (1 — 2dw + A\w

= (1 =2 \w)(Ch + h) — 2\h(Cw" + w) — 2AR(Ch' + h) + A(Q(w + h) — Q(w)) + 2 \hw
+2Xh% — (1 — 20w + M)A,

wobei der h-lineare Ausdruck ist

DGO\ w)h = (1 — 22w)(CH + ) — 2M(C' + w) + AdQ(w)h + 2Mhw — (1 — 22w + A)h
= (1 —2)\w)(Ch' + h) + MdQ(w)h — 2Ah(Cw' + w) — Ah + 4 wh — h

Aufgabe 26 (15 Punkte) Ergéinzen Sie den Beweis des Satzes 10.5.6: der Operator
Q:Y — LP[—7, 7] mit Q(w) = wCw’ — C(ww') ist sequetiell stetig (beziiglich der
schwachen Topologie in Y und der starken Topologie in L?), dadurch die folgenden
zu zeigen:

(i) konvergiert {v,}52; C Y schwach in Y gegen v € Y, d.h.
(on, y)y = (vy)y =0, Vyey,

wobei (z,y)y = [7_x(t)y(t) + 2/(t)y (t)dt, so konvergiert v, gegen v’ in L?,
nédmlich [|v], — ']z — 0.

(ii) fiir un(t) = [ vl,(s) — v'(s)ds, gilt Qun) = Q(v, — v).
(iii) es gilt [T Q(un)(t)dt — 0, als n — oco.

Losung der Aufgabe 26(i) Es sei {0,}52, C Y mit v, % v in Y. Dann ist

/ (vp — )y + (v), =" )y'dt — 0, VyeY,

als n — oco. Das heif3t, zu jedem e > 0, gibt es ein N > 0, sodass
[ oo @~ <e vn =N,
fiir jedes y € Y. Es gilt insbesondere fiir y = v,, — v, ndmlich
| i (U —v)(vy —v) + (v, = V") (v), =V )dt| <&, ¥n >N,

und folglich ist

v, — |3 < | (v, — v)(vp, —v) + (v, = V") (v, —v')dt| <e, Vn>N.

—T



t

Losung der Aufgabe 26(ii) Da u,(t) = [, v, (s) —v'(s)ds = vn(t) — v(t) —
v (0) + v(0) ist, ist

= (vn(t) = v(®))C(v), = V') = (vn(0) = v(0))C(v], — 1)

Q(un)(t) = un(t)Cuy (t) — Clunuy, )(t)
= C((vn = )(v), = ")) + C((vn(0) = v(0))(v;, =),

wobei C((v,(0) —v(0))(v], — v")) = (v, (0) — v(0))C(v), — v"). Damit ist
Q(un)(t) = (vn(t) — v(t))C(v;, — ') = C((vn — V) (v}, = ') = Qv — v)(t)

Losung der Aufgabe 26(iii) Wie in der Vorlesung gezeigt, haben wir

/_ﬁ O(uy)(t)dt = /F un (t)C(v), —v")(t)dt.

Wegen (i), ist v/, — v’ in L? und folglich ist (v/, — v’) beschriinkt fast iiberall. Da
C ein beschrinkter Operator ist, ist dann C(v), — v') beschriinkt fast {iberall. Es sei
C > 0 mit |C(v), —v')(t)] < C fiir fast alle t € [—, 7). Dann gilt

|/ un (t)C (v, — ") (t)dt] < C/ |un (8)|dt < C" - ||vp, —v||p2 - ||1]|L2 — O.



