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Losungen zu
Verzweigungstheorie

Blatt 5

Aufgabe 20 (20 Punkte) In der Vorlesung habe wir von der Navier-Stokes-Gleichung
den Model einer 27-periodischen Stokeswelle hergeleitet, und zwar

AYp=0 inQ,
1& =0 auf S,
Vi (z,y) — (0,¢) alsy — —oo (1)

D(=z,y) = P(@,y) = P(x +2m,y) inQ
11V (2, y)|? + gy = konst. auf S,

wobei g > 0 die Gravitionskonstant ist, ¢ > 0 die Geschwindigkeit der Welle ist,
Q= {(z,y) € R? : y < w(z)} und S, = {(z,w(z)) € R? : z € R} = 99, fiir
eine 27-periodische Abbildung w € C%%(R,R). Mit der Substitution ¥ = ctp hat
das System eine “normalisierten” Form

AYp =0 inQ,
P =0 auf S,
Vip(z,y) — (0,1) alsy — —o0 (2)

w(_xvy) = ¢($,y) = ¢($ + 27Tay) in Qw
3IVO(z )P +dy=45  auf S,

wobei A = % > 0 ist, welches wir spéter als Bifurkationsparameter betrachten. Es
sei L > 0. Betrachten Sie eine L-periodische Stokeswelle qAS mit Profil S, fiir eine
L-periosiche Abbildung 7, die sich mit Geschwindigkeit ¢ > 0 horizontal nach links
bewegt (unter Gravitation g).

(i) Bestimmen Sie den Model fiir ¢.

(ii) Zeigen Sie ¢ gibt eine 2m-periodische Stokeswelle ¢ mit Profil S, fiir w(x) =
25y (£x) her, die sich mit Geschwindigkeit ¢ := Z¢ horizontal nach links
bewegt (unter Gravitation g = g(%)lg) Das heifit jede L-periodische Stokeswelle
ist (mathmatitsch gesehen) dquivalent zu einer 2m-periodischen Stokeswelle.
(Hinweis: Setzen Sie )(x,y) := &(%x, Ly) in (1) ein.)

(iii) Zeigen Sie ¢ fiihrt zu einer normalisierten Stokeswelle ¢, fiir A = 4 Lin(2).

(iv) BeschlieBen Sie von (ii)-(iii), dass (2) mit A = % - £ L-periodische Stokeswellen
beschreibt.

Losung der Aufgabe 20 (i) Essein: R — R eine L-periodische Abbildung
und
Qp={(z,y) eR® : y <n(a)}, Sy ={(z,y) ER® : y =n(x)}.



Fiir ¢ mit Profil Sy, und Geschwindigkeit ¢ > 0 gilt der Model der Bewegung:

Ap=0 inQ,

=0 auf S,
Vé(z,y) — (0,6) alsy — —o0

o(=x,y) = o(x,y) = p(x + L,y) inQ,
%|V¢3(m,y)|2 + gy = konst. auf S,.

Losung der Aufgabe 20 (ii) Es sei w(z) = 2Zn(&2). Dann ist w = w(z)

2m-periodisch:

2 L 2 L 2
Wl +2m) = Tl (o +2m) = Talga+ L) = Ta(3oe) = w(a)
Weiter gilt
L L
(xvy) € Qw (%{E, %y) € QU
und I I
(x,y) € Sw (%"Ea %y) € Sn

Definiere ) (z,y) := gﬁ(%x Ly fir (z,y) € O, = Q, US,. Dann ist

) 21

- L L L
A(w,y) = (32)°Bd(5 -2, =4) L 0, ¥ (2,y) €
und o1 . .
e, wl@) = da, ow@) = dg-en(zEa) 2o,

Weiter gilt . P ;

Vq[)(x,y) = %vé(%% %y) ®) (0, %E) :=(0,c¢)
und
~ ~ L L ~ L L
bz +2my) = oo (z+2m), o—y) = (52 + L, o~

(shnlich gilt ¢ (x,y) = ¢(—x,y)). SchlieBlich ist
L

SV (@) + o = 5 (T, (@) + 950

227 2m
L ~ L L L
= (5 (51O, ) + gn( )

3
(E) konst.

Losung der Aufgabe 20 (iii)  Die Substitution ¢) = ¢t fiihrt zu (2) mit

A=/ = g(o) (o) =

g L
c2on’

y) @ ola L
v

(z,9),



Losung der Aufgabe 20 (iv)  Aus (ii)-(iii) folgt: (2) mit A = % - & beschreibt
L-periodische Stokeswellen mit Geschwindigkeit c.

Aufgabe 21 (10 Punkte) Es sei f : C — C eine differenzierbare Abbildung, d.h.
fiir z, € C existiert f'(z,) := lim %ﬁf%) als Grenzwert und

F(2) = f(20) = f'(20)(2 = 20) + 0[]z = 2o]).
Betrachte nun f als Abbildung von R? nach R? durch
f:R? - R?
(2.9) = (u(e,y), v(a, 1)),

fiir u,v : R? — R. Zeigen Sie:

(i) u,v sind differenzierbar mit u, = v, und u, = —v,.
.. . ’ o . s of Ugp Uy _ o —ﬁ
(i) Ist f'(20) = a + 10, so ist g = ( - ) = ( 5 )

Losung der Aufgabe 21  Betrachte f = f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)). Nach der
Definition der Ableitung ist

f(@,y) = f(20,y0) = (w2, y) — u(o, o), v(2,y) — v(To, Yo))
= (s (2o, Yo) (& = @) + uy (2o, Yo) (¥ — Yo) + 0(|(x — o, y = ¥o)]),
Uz (To,Yo) (T = To) + vy (To, Yo) (¥ — Yo) + o|(& — o,y — 10)]))-
Es sei f/(z,) = a +if fir a, § € R. Dann ist
f(2) = f(z0) = (@ +iB)(z = 20) + o]z — 2|),
mit z =z + 1y und z, = x, + 1Y, ist es dquivalent zu

f@y) = f(@o,y0) = (a+iB)((z — xo) +i(y — Yo)) + o(|(x — To, y — Yo)|)
= (a(r — o) = By — o)) +i(B(x — 20) + a(y — Yo)) + 0o(|(x — o,y — Yo)|)

Aus dem Vergleichen der obigen gefiarbten Teilen folgt

o= um(xm yo) = Uy(xm yO)
B = _uy(xmyo) = 'Um(xmyo)

Aufgabe 22 (15 Punkte) Es sei u : R — R eine 27-periodische, glatte und reell-
wertige Abbildung mit

u(t) = Za(n)emt, te[—m, ],

neE”Z

wobei @(n) = 5= [T u(t)e"'dt, n € Z die Fourier-Koeffizienten sind.

1
2T



(i) Zeigen Sie u(t) = 4(0) + 2Re( %:Nﬁ(n)emt).
(Hinweis: u(t) € R)

(ii) Es sei D := {z € C : |2] < 1} und definiere eine C-analytische Funktion
f:D — C durch

f(z) = a(0) +2) i(n)2" :=U(z) +iV(2),

wobei U bzw. V den reellen bzw. imagindren Teil von f entspricht. Zeigen Sie:

(iia) u(t) = U(e™) fiir t € [—m, 7).

(iib) Cu(t) = V(e®) fiir t € [—m, 7], wobei C : L*[—7, 7] — L?[—n, 7] der Kon-
jugationsoperator von C(1) = 0, C(sin(nt)) = — cos(nt) und C(cos(nt)) =
sin(nt) definiert ist.

(Hinweis: man zeigt Ce™ = —i - sign(n)e"™, wobei sign(n) =1 firn >0,
sign(n) = —1 firn <0, sign(n) =0 firn =20.)

int int

Losung der Aufgabe 22(i) Da u(t) € R ist, ist u(t) = u(t). Insbesondere ist

wegen der eindeutigen Darstellung von u(t) durch @(n). Folglich ist

= Zﬁ(n)emt

neE”Z

+ Z znt W)

neN

) + 2Re( Zu em)
neN

Man sieht 4(0) € R, da u(t) € R ist.
Losung der Aufgabe 22(iia) Da
F(e') = a(0) +2) a(n)e™
neN
ist, folgt aus (i) (und 4(0) € R), dass U(e®) = Ref(e®) = u(t).
Losung der Aufgabe 22(iib)  Betrachte
V(e") = Tmf(e) "2 (2} a(n)e™)
neN

Essei Y a(n)e™ = a +if. Dann ist
neN

V(e) =28 = —i(a+i8 - a+ ) = —i(Y an)e™ — 3 a(n)eint)

neN neN

. _Z(Zﬁ(n)elnt Zu *lnt = —7- Zslgn(n)ﬁ(n)elnt

neN neN ne”z



Es geniigt zu zeigen Cu(t) = —i- Y sign(n)a(n)e™, oder dquivalent zeigen wir
nes

Ce™™ = —j - sign(n)e™.
In der Tat, ist fiir n > 0,

Ce™™ = C(cos(nt) + isin(nt)) = sin(nt) — i cos(nt)
= —i(cos(nt) + isin(nt)) = —ie"™,
und fiir n < 0, ist —n > 0 und damit
Ce'™ = C(cos(nt) + isin(nt)) = C(cos(—nt) — isin(—nt))
= sin(—nt) + i cos(—nt) = — sin(nt) + i cos(nt)

= i(cos(nt) + isin(nt)) = ie™,

und fiir n = 0 ist offensichtlich.



