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Lösungen zu
Verzweigungstheorie

Blatt 4

Aufgabe 18 (20 Punkte) Betrachte das Problem der Beugung eines Stabes

{

φ′′(x) + λ sinφ(x) = 0, x ∈ [0, L],

φ′(0) = φ′(L) = 0.
(1)

Wie bereit in der Vorlesung gezeigt, ist jedes (λK , 0) mit λK = (Kπ
L

)2 für K ∈ N,
ein Bifurkationspunkt von (1). Folgen Sie den zusätzlichen Text vom Ausschnitt
zu Blatt 4 (wobei Theorem 9.2.2 den Satz 5.2.5 in der Vorlesung entspricht) und
zeigen Sie ausführlich:

(i) Es gibt eine Kurve R = {(Λ(s), κ(s)) : s ∈ [0,∞)} von verzweigenden Lösun-
gen die aus (Λ(0), κ(0)) = (λK , 0) verzweigt und

‖(Λ(s), κ(s))‖ → ∞, s→ ∞.

(ii) Für alle (λ, φ) ∈ R und φ 6= 0, ist λ > λK .

(iii) Es gilt {λ : (λ, φ) = (Λ(s), κ(s)), s > 0} = (λK ,∞).

(iv) Zeichnen Sie den globalen Bifurkationsdiagram für (1).

Lösung der Aufgabe 18 Es seien X = {φ ∈ C2[0, L] : φ′(0) = φ′(L) = 0},
Y = C[0, L] und F (λ, φ) = φ′′ + λ sinφ. Dann ist (1) äquivalent zu F (λ, φ) = 0 für
φ ∈ X . O.B.d.A, nehmen wir K = 1.

Man prüft zunächst die Bedingungen (G1)-(G3) und (a)-(d) des Satzes 5.2.4 (über
globale Bifurkation auf Kegelförmigem Bereich) nach.

(G1) (über triviale Lösungen) und (G3) (über Linerisierung um (λo, 0) und die
Transversalitätsbedingung) sind klar aus der lokalen Bifurkationsanalysis (vgl. Auf-
gabe 14). Für (G2) soll man zeigen ∂xF [λ, φ] ist ein Fredholm-Operator mit Index
0, wenn F (λ, φ) = 0 ist. Aus

F (λ, φ + h) − F (λ, φ) = (φ + h)′′ + λ sin(φ+ h) − φ′′ − λ sinφ

= h′′ + λ(sin(φ + h) − sinφ) = h′′ + λ(sin φ cosh+ cosφ sinh− sinφ)

= h′′ + λh cosφ+ o(|h|)

folgt
∂xF [λ, φ]h = h′′ + λh cosφ.

Es sei (λ, φ) ∈ R×X festgewählt. Dann hat (aus der Theory der GDG) die h-lineare
Differentialgleichung

h′′ + λh cosφ = 0

zwei linear unabhängige Lösungen h1 und h2. Wegen der Randbedingung für Ele-
mente aus X , gehört höhstens eine von h1 und h2 zu X .
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Falls h1, h2 6∈ X , dann hat h′′+λh cosφ = f eine eindeutige Lösung für jedes f ∈ Y .
Es gilt folglich dimker∂xF [λ, φ] = dim {0} = codimY = codim range∂xF [λ, φ], also
∂xF [λ, φ] ist ein Fredholm-Operator mit Index 0.

Falls h1 ∈ X , dann hat h′′ + λh cosφ = f eine Lösung h ∈ X für f ∈ Y g.d.w.

∫ L

0

h1(x)f(x)dx = 0.

In der Tat, die Hin-Richtung folgt aus der Partiell-Integration: es sei h eine Lösung,
dann ist

∫ L

0

h1(x)f(x)dx =

∫ L

0

h1(x)(h
′′(x) + λh(x) cosφ(x))dx

P.I.
=

∫ L

0

h(x)(h′′1 (x) + λh1(x) cosφ(x))dx

=

∫ L

0

h(x) · 0 dx = 0.

Die Rück-Richtung folgt aus der Variation der Parameter. Daher ist

dimker∂xF [λ, φ] = dim 〈h1〉 = 1 = codim range∂xF [λ, φ],

also ∂xF [λ, φ] ist ein Fredholm-Operator mit Index 0. Der andere Fall für h2 ∈ X

ist vollständig analog. �(G2)

Definiere K ⊂ X durch

K = {u ∈ X : u(x) = −u(L− x), u ≥ 0 auf [0,
L

2
]}.

Man sieht K ist ein Kegel, da au ∈ K für alle u ∈ K und a ≥ 0. �(a)

Für (c), seien λ ∈ R und ξ̂ ∈ ker∂xF [λ, 0] ∩ K. Da ker∂xF [λ, 0] 6= {0} nur wenn
λ = λK (in welchem Fall ist ker∂xF [λ, 0] = 〈ξK〉 für ξK = ξK(x) = cos Kπx

L
) und

ξK ∈ K nur wenn K = 1 ist, ist ξ̂ ∈ 〈ξ1〉. �(c)

Für (d), betrachte (λ, φ) ∈ R × (K \ {0}) mit F (λ, φ) = 0. Wir zeigen

λ 6= 0, sinφ(0) 6= 0, sinφ(L) 6= 0. (2)

Angenommen λ = 0, dann folgt aus F (λ, φ) = 0, dass φ′′(x) = 0 für alle x ∈ [0, L],
aber φ′(0) = φ′(L) = 0 und φ ∈ K, daher ist φ ≡ 0, ein Widerspruch. Angenommen
sinφ(0) = 0. Da φ ∈ K, ist φ(L) = −φ(0) und damit ist sinφ(L) = − sinφ(0) = 0.
Aus F (λ, φ) = 0 und λ 6= 0 folgt φ′′(0) = φ′′(L) = 0, d.h. φ ist eine Lösung von







φ′′(x) + λ sinφ(x) = 0

φ′(0) = φ′(L) = 0

φ′′(0) = φ′′(L) = 0
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daraus folgt φ ≡ konst., aber φ ∈ K, folglich ist φ ≡ 0, ein Widerspruch. Damit ist
(2) bewiesen. Auch jede Lösung (λ̂, φ̂) von F (λ, φ) = 0 erfüllt

1

2
φ̂′(x)2 + λ̂ cos φ̂(0) − λ̂ cos φ̂(x) ≡ 0, ∀x ∈ [0, L], (3)

da

φ̂′′(x) + λ̂ sin φ̂(x) = 0

⇒ φ̂′′(x)φ̂(x) + λ̂φ̂(x) sin φ̂(x) = 0

⇒
d

dx
(
1

2
φ̂′(x)2 − λ̂ cos φ̂(x)) = 0

⇒
1

2
φ̂′(x)2 − λ̂ cos φ̂(x) ≡

1

2
φ̂′(0)2 − λ̂ cos φ̂(0) = −λ̂ cos φ̂(0)

ist. Für x = L, wird (3)

1

2
φ̂′(L)2 + λ̂ cos φ̂(0) − λ̂ cos φ̂(L) = 0,

wobei φ̂′(L) = 0 und λ̂ 6= 0 falls φ̂ 6= 0. Daher ist

cos φ̂(0) = cos φ̂(L).

Betrachte eine Lösung (λ̂, φ̂), die nah an (λ, φ) liegt. Wir zeigen

φ̂ ∈ K.

Es folgt aus φ(0) = −φ(L) und cos φ̂(0) = cos φ̂(L), dass φ̂(0) = −φ̂(L) (denn seien

es x = φ̂(0), y = φ̂(L), xo = φ(0) und yo = φ(L), dann ist aus







cosx = cosxo − sinxo(x − xo) + o(|x− xo|)

cos y = cos yo − sin yo(y − yo) + o(|y − yo|)

cosx = cos y

xo = −yo

(4)

folgt sinxo(y+x) = 0, aber sinxo = sinφ(0) 6= 0, daher ist y+x = φ̂(L)+ φ̂(0) = 0).

Damit löst φ̂ = φ̂(x) und φ̄ = φ̄(x) := −φ̂(L− x) die Gleichung F (λ̂, x) = 0 mit der

gleichen Randbedingung, und folglich ist φ̂ = φ̄, d.h. φ̂(x) = −φ̂(L− x). Wir zeigen

noch es gibt ε > 0 sodass φ̂ ≥ 0 auf [0, L
2 ] für alle |φ̂− φ| < ε.

Angenommen nicht, d.h. es gibt eine Folge {(λk, φk)} ⊂ R ×X der Lösungen mit
(λk, φk) → (λ, φ), als k → ∞ sodass φk(xk) < 0 für ein xk ∈ [0, L

2 ]. Da sinφ(0) 6= 0
und φ(0) ≥ 0 sind, ist φ(0) > 0. Damit ist φk(0) > 0 für ausreichend großes k.
Außerdem ist φk(x) = −φk(L− x) (und daher φk(L

2 ) = 0) für ausreichend großes k

(da φ(0) = −φ(L) und cosφk(0) = cosφk(L) ist). Folglich ist xk ∈ (0, L
2 ) für alle k.

O.B.d.A, xk sei ein Minimizer von φk, d.h.

φk(xk) = min{φk(x) : x ∈ [0,
L

2
]} < 0.
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Dann gilt φ′k(xk) = 0 und φk(xk) < 0. Aus φ ≥ 0 auf [0, L
2 ] folgt φ(x) = φ′(x) = 0

für ein x ∈ (0, L
2 ) und damit ist φ ≡ 0, ein Widerspruch. �(d)

Für (b), es sei (λ, φ) ∈ R+, wobei

R+ = {(Λ(s), s(ξo + τ(s))) : s ∈ (0, ε)},

für ein ε > 0 und Λ(s) → 1, τ(s) → 0, als s→ 0, ξo(x) = cos πx
L

, ξo(0) = 1 = −ξo(L).

Es sei φs := s(ξo + τ(s)). Da Λ(s) 6= 0 (für ausreichend kleines s) ist, ist φs(0) =
−φs(L) (mit dem gleichen Argument wie (4)), d.h.

s(1 + τ(0)) = −s(−1 + τ(s)(L)) = s(1 − τ(s)(L)),

folglich ist τ(s)(0) = −τ(s)(L) und damit ist φs(x) = −φs(L− x). Wir zeigen noch
φs ≥ 0 auf [0, L

2 ]. Man sieht

φs(
L

2
) = s(ξo(

L

2
) + τ(

L

2
)) = 0,

und für ausreichend kleines s > 0,

d

dx
φs(x)|x= L

2

= s(
d

dx
ξo(x) +

d

dx
τ(s)(x))|x= L

2

= s(−
π

L
+

d

dx
τ(s)(

L

2
))) < 0,

da τ(s)(x) → 0 in X und so d
dx
τ(s)(x) → 0 in Sup-Norm, als s → 0. Daraus folgt

φs ≥ 0 auf [0, L
2 ]. �(b)

Aus dem Satz 5.2.4 folgt dann ‖Λ(s), κ(s)‖ → ∞ als s→ ∞. �18(i)

Es sei (λ, φ) = (Λ(s), κ(s)) ∈ R, dann ist λ > 0 wegen der Zusammenhängigkeit von
(0,∞). Aus φ′′ + λ sinφ = 0 folgt

0 =

∫ L

0

ξoφ
′′(x) + ξoλ sinφ(x)dx =

∫ L

o

ξoφ
′′(x)dx +

∫ L

o

ξoλ sinφ(x)dx

P.I.
= −(

π

L
)2

∫ L

0

ξoφ(x)dx +

∫ L

o

ξoλ sinφ(x)dx

=

∫ L

0

ξoφ(x)(−(
π

L
)2 +

λ sinφ(x)

φ
dx.

Andererseits ist λ sin φ(x)
φ

≤ λ für λ > 0. Daher ist

∫ L

0

ξoφ(x)(−(
π

L
)2 + λdx > 0,

wobei ξo(x)φ(x) ≥ 0 für alle x ∈ [0, L
2 ]. Damit ist λ > ( π

L
)2 = λ1. �18(ii)

Für (iii), zeigen wir
{(λ, φ) ∈ R : λ ≤M}
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ist beschränkt für jedes endliches M ∈ (λ1,∞). Da φ′(0) = 0 = φ(L
2 ) und

φ′′(
L

2
) + λ sinφ(

L

2
) = 0

ist, ist φ′′(L
2 ) = 0. Weiter folgt aus λ > 0 und φ ≥ 0 auf [0, L

2 ], dass φ′′(x) ≤ 0 auf

[0, L
2 ]. Daher ist φ′(x) fallend von φ′(0) = 0 bis φ′(L

2 ) < 0. Damit ist ‖φ‖X < ∞.
�18(iii)

Der Bifurkationsdiagram sieht so aus wie in der ersten Vorlesung bezeichnet.�18(iv)

Aufgabe 19 (10 Punkte) Betrachte die Euler-Gleichungen

Ut + (U · ∇)U = ∇P + F, ∇ · U = 0, ∇× U = 0, (5)

wobei U : Ω̄ ⊂ R
2 × R → R

2 die Bewegung einer Welle (wessen Profil von ∂Ω
gegeben ist) in (x, y) ∈ R

2 und um Zeit t ∈ R beschreibt, P : R
2 × R → R

2

der Druck ist und F : R
2 × R → R

2 andere Kräfte auf die Welle beschreibt. Es sei
Ω = {(x, ω(x)) : x ∈ R} ⊂ R

2 für ω mit ω(x) = ω(−x) = ω(x+2π) und ψ = ψ(x, y)
sie die (eindeutige) Lösung (für eine positive Konstant c > 0) von







∆ψ = 0, für (x, y) ∈ Ω

ψ = 0, für (x, y) ∈ ∂Ω

ψ(x, y) = ψ(−x, y) = ψ(x+ 2π, y), für (x, y) ∈ Ω

∇ψ(x, y) → (0, c), als y → −∞.

(6)

Zeigen Sie:

(i) U = (ψy ,−ψx) ist eine Lösung von (5) für F = F (x, y) = (0,−g) und

P = P (x, y) =
1

2
|∇ψ(x, y)|2 + gy.

(ii) Definiere einen “bewegenden Frame” durch Ωt = {(x, y) : (x + ct, y) ∈ Ω},
V (x, y, t) = U(x+ ct, y, t)− (c, 0) und Q(x, y, t) = P (x+ ct, y), für t ∈ R. Dann
ist V eine Lösung von (5) für P = Q und F = F (x, y) = (0,−g).

Lösung der Aufgabe 19 (i) Es sei U = (ψy ,−ψx). Dann gilt Ut = 0 und

∇× U = (
∂

∂x
,
∂

∂y
) × (ψy,−ψx) =

∣
∣
∣
∣

∂
∂x

∂
∂y

ψy −ψx

∣
∣
∣
∣
· ~k

(6)
= −∆ψ · ~k = 0,

und

∇ · U = (
∂

∂x
,
∂

∂y
) · (ψy,−ψx) = ψxy − ψxy = 0.

Weiter ist

(U · ∇)U = ((ψy ,−ψx) · (
∂

∂x
,
∂

∂y
))U = (ψy

∂

∂x
− ψx

∂

∂y
)U

= (ψy

∂

∂x
− ψx

∂

∂y
)(ψy ,−ψx) = (ψyψxy − ψxψyy,−ψyψxx + ψxψxy), (7)
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und da P (x, y) = 1
2 |∇ψ|

2 + gy = 1
2 (ψ2

x + ψ2
y) + gy ist, gilt

Px = ψxψxx + ψyψxy
(6)
= −ψxψyy + ψyψxy

und

Py = ψxψxy + ψyψyy + g
(6)
= ψxψxy − ψyψxx + g.

Folglich ist

∇P + Fg = (Px, Py) + (0,−g) = (−ψxψyy + ψyψxy, ψxψxy − ψyψxx) (8)

Aus (7) und (8) folgt dann

Ut + (U · ∇)U = (U · ∇)U = ∇P + Fg.

Lösung der Aufgabe 19 (ii) Es sei V (x, y, t) = U(x + ct, y, t) − (c, 0). Offen-
sichtlich sind ∇× V = 0 und ∇ · V = 0. Es gnügt zu prüfen

Vt + (V · ∇)V = ∇Q+ Fg.

Da V (x, y, t) = U(x+ ct, y, t) − (c, 0) ist, gilt Vt(x, y, t) = cUx(x+ ct, y, t) und

(V (x, y, t) · ∇)V (x, y, t) = ((U(x + ct, y, t) − (c, 0)) · ∇)(U(x + ct, y, t) − (c, 0))

= (U(x + ct, y, t) · ∇)U(x + ct, y, t) − (U(x+ ct, y, t) · ∇)(c, 0)
︸ ︷︷ ︸

=0

− ((c, 0) · ∇)U(x + ct, y, t) + ((c, 0) · ∇)(c, 0)
︸ ︷︷ ︸

=0

= (U(x + ct, y, t) · ∇)U(x + ct, y, t) − cUx(x+ ct, y, t)

= (U(x + ct, y, t) · ∇)U(x + ct, y, t) − Vt(x, y, t).

Daraus folgt

Vt(x, y, t) + (V (x, y, t) · ∇)V (x, y, t) = (U(x+ ct, y, t) · ∇)U(x+ ct, y, t)

(i)
= ∇P (x+ ct, y, t) + Fg = ∇Q(x, y, t) + Fg
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