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Losungen zu
Verzweigungstheorie

Blatt 4

Aufgabe 18 (20 Punkte) Betrachte das Problem der Beugung eines Stabes

(1)

¢"(z) + Asing(z) =0, =z €[0,L],
#(0) = (L) = 0.

Wie bereit in der Vorlesung gezeigt, ist jedes (Ax,0) mit Ag = (%)2 fir K € N,
ein Bifurkationspunkt von (1). Folgen Sie den zusitzlichen Text vom Ausschnitt
zu Blatt 4 (wobei Theorem 9.2.2 den Satz 5.2.5 in der Vorlesung entspricht) und
zeigen Sie ausfiihrlich:

(i) Es gibt eine Kurve R = {(A(s),k(s)) : s € [0,00)} von verzweigenden Losun-
gen die aus (A(0),k(0)) = (Ak,0) verzweigt und

[(A(s), ()] = 00, s — oc.

(ii) Fir alle (A\,¢) € R und ¢ # 0, ist A > Ak.

(iii) Es gilt {A : (\,¢) = (A(9), K(s)),s > 0} = (Mg, 00).

(iv) Zeichnen Sie den globalen Bifurkationsdiagram fiir (1).

Lésung der Aufgabe 18 Es seien X = {¢ € C?[0,L] : ¢'(0) = ¢/(L) = 0},

Y =CI[0,L] und F(\, ¢) = ¢"” + Asin¢. Dann ist (1) dquivalent zu F(X, ¢) = 0 fiir
¢ € X. 0.B.d.A, nehmen wir K = 1.

Man priift zunéchst die Bedingungen (G1)-(G3) und (a)-(d) des Satzes 5.2.4 (iiber
globale Bifurkation auf Kegelfsrmigem Bereich) nach.

(G1) (uber triviale Losungen) und (G3) (iiber Linerisierung um (A,,0) und die
Transversalitidtsbedingung) sind klar aus der lokalen Bifurkationsanalysis (vgl. Auf-
gabe 14). Fiir (G2) soll man zeigen 9, F[\, ¢] ist ein Fredholm-Operator mit Index
0, wenn F(\, ¢) = 0 ist. Aus

F\¢+h)=F(\¢)=(¢+h)" +Asin(¢+h) —¢" — Asing
= h" + A(sin(¢ + h) — sin ¢) = h” + A(sin ¢ cos h + cos ¢psin h — sin @)
= h" + Mhcos ¢+ o(|h])
folgt
0. F [\, ¢lh = h" + Ah cos ¢.

Essei (A, ¢) € Rx X festgewihlt. Dann hat (aus der Theory der GDG) die h-lineare
Differentialgleichung

B+ Xhcosp =0
zwei linear unabhéngige Losungen hy und hs. Wegen der Randbedingung fiir Ele-
mente aus X, gehort hohstens eine von h; und hg zu X.



Falls h1, ho € X, dann hat h” 4+ M h cos ¢ = f eine eindeutige Losung fiir jedes f € Y.
Es gilt folglich dimkerd, F[A, ¢] = dim {0} = codimY = codim ranged, F'[}, ¢], also
0. F [\, @] ist ein Fredholm-Operator mit Index 0.

Falls hy € X, dann hat h” + Ahcos ¢ = f eine Losung h € X fiir f € Y g.d.w.

L
/ hi(z)f(x)dz = 0.
0

In der Tat, die Hin-Richtung folgt aus der Partiell-Integration: es sei h eine Losung,
dann ist

L L
/ b (@) f (&) da = / I () (B (&) + A(z) cos 6(x))da
0 0

P.I.

L
d /O h(@) (W () + M () cos ¢(x) )da

L
:/ h(zx)-0 dx =0.
0
Die Riick-Richtung folgt aus der Variation der Parameter. Daher ist
dim kerd, F[\, ¢] = dim (hy) = 1 = codim ranged, F[A, ¢],

also 0, F[\, ¢] ist ein Fredholm-Operator mit Index 0. Der andere Fall fiir hy € X
ist vollsténdig analog. O(az)

Definiere I C X durch
L
K={ueX :u(x)=—u(ll—=2z), u>0auf 0, 5]}
Man sieht KC ist ein Kegel, da au € K fiir alle v € K und a > 0. Ua)

Fiir (c), seien A € R und € € kerd, F[\,0] N K. Da kerd, F[),0] # {0} nur wenn

A = Ak (in welchem Fall ist kerd, F[\, 0] = (k) fiir Ex = Ex(z) = cos £22) und

£x € K nur wenn K = 1 ist, ist £ € (&1). O

Fiir (d), betrachte (A, ¢) € R x (K \ {0}) mit F(\, ¢) = 0. Wir zeigen

A#0, sing(0) #0, sing(L)#0. (2)

Angenommen A = 0, dann folgt aus F(\, ¢) = 0, dass ¢”(z) = 0 fiir alle z € [0, L],
aber ¢/(0) = ¢/(L) = 0 und ¢ € K, daher ist ¢ = 0, ein Widerspruch. Angenommen
sing(0) = 0. Da ¢ € K, ist ¢(L) = —¢(0) und damit ist sin ¢(L) = —sin¢(0) = 0.
Aus F(X\,¢) =0 und X # 0 folgt ¢”(0) = ¢”(L) =0, d.h. ¢ ist eine Lésung von

@"(x) + Asing(x) =0
¢'(0)=¢'(L)=0
#(0) = ¢"(L) = 0



daraus folgt ¢ = konst., aber ¢ € IC, folglich ist ¢ = 0, ein Widerspruch. Damit ist

(2) bewiesen. Auch jede Losung (X, ¢) von F(X, ¢) = 0 erfiillt

%q@'(m)z +Xcosp(0) — Acosp(x) =0, Vael0,L], (3)

da

d 1, N
= &'
= %(Zﬁ'(x)Q — Acosp(z) = %q@'(O)Q — Acos(0) = — A cos ¢(0)

@' (L)? + Acos ¢(0) — Acos ¢(L) =
wobei ¢/(L) = 0 und A # 0 falls ¢ # 0. Daher ist

cos 4(0) = cos p(L).

Betrachte eine Losung (), ¢), die nah an (\, ¢) liegt. Wir zeigen
dek.

Es folgt aus ¢(0) = —¢(L) und cos ¢(0) = cos (L), dass ¢(0) = —p(L) (denn seien
es x = qAS(O), y= qAS(L), Zo = ¢(0) und y, = ¢(L), dann ist aus

COST = COS T, — SN X, (T — o) + of|x — x0])
COSy:COSyo_Sinyo(y_yo)"_o('y_yob (4)
COST = COSY

Lo = Yo

folgt slnxo(y+x) =0, aber sinz, = smfb( ) # 0, daher ist y+x = (b( Y+p(0) = 0).
Damit 16st ¢ = ¢(z) und ¢ = @(x) := —¢( — x) die Gleichung F()\ x) = 0 mit der
gleichen Randbedingung, und folglich ist ¢ = ¢, d.h. qS( ) = qS( x). Wir zeigen
noch es gibt € > 0 sodass ¢ > 0 auf [0, L] fiir alle o — | <e.

Angenommen nicht, d.h. es gibt eine Folge {(A\x, ¢x)} C R x X der Losungen mit
(A, &) — (X, 8), als k — oo sodass ¢y (zy) < 0 fiir ein zj, € [0, £]. Da sin ¢(0) # 0
und ¢(0) > 0 sind, ist ¢(0) > 0. Damit ist ¢(0) > 0 fiir ausreichend grofies k.
AuBerdem ist ¢y (z) = —¢r(L — z) (und daher ¢5(%) = 0) fiir ausreichend groBes k
(da ¢(0) = —¢(L) und cos ¢y, (0) = cos ¢y, (L) ist). Folglich ist x4, € (0, £) fiir alle k.
0.B.d.A, xj, sei ein Minimizer von ¢y, d.h.

Ou(rx) = minfo(a) : v € 0, ]} <0



Dann gilt ¢ (zx) = 0 und ¢p(2x) < 0. Aus ¢ > 0 auf [0, £] folgt ¢(z) = ¢/(z) =
fiir ein z € (0, %) und damit ist ¢ = 0, ein Widerspruch. Oay

Fiir (b), es sei (A, ¢) € RT, wobei
RT ={(As),5(& +7(5))) : s € (0,8)},
fireine > 0und A(s) — 1,7(s) — 0,als s — 0, & (x) = cos T, §,(0) = 1 = —&,(L).

Es sei ¢s := s(& + 7(s)). Da A(s) # 0 (fiir ausreichend kleines s) ist, ist ¢4(0) =
—¢s(L) (mit dem gleichen Argument wie (4)), d.h.

s(1+7(0)) = =s(=1+7(s)(L)) = s(1 = 7(s)(L)),

folglich ist 7(s)(0) = —7(s)(L) und damit ist ¢(z) = —¢s(L — x). Wir zeigen noch
¢s > 0 auf [0, £]. Man sieht

85(3) = s(6o(z) +7(5)) =0,
und fiir ausreichend kleines s > 0,
£ u(@)omg = S o) + 7 (5)()) g = S+ r(5)(2))) < 0,

da 7(s)(z) — 0 in X und so “7(s)(z) — 0 in Sup-Norm, als s — 0. Daraus folgt
¢s > 0 auf [0, £]. )

Aus dem Satz 5.2.4 folgt dann ||A(s), k(s)|| — oo als s — oo. gy

Es sei (A, ¢) = (A(s), k(s)) € R, dann ist A > 0 wegen der Zusammenhéngigkeit von
(0,00). Aus ¢” 4+ Asin ¢ = 0 folgt

L L L
0= / &0 (1) + €N sin g(z)dx = / Eod (2)dw + / EoAsin ¢p(z)dx
PI.

L /50 dm+/ £, Asin oz

B Ty  Asing(z)
= /0 E0l@)(~(7)? + 2

Andererseits ist ’\g%fbm < A fiir A > 0. Daher ist

wobei & (z)¢(z) > 0 fiir alle z € [0, £]. Damit ist A > ()% = Ay. Ois i

Fiir (iii), zeigen wir

{(A¢) eR: A<M}



ist beschréinkt fiir jedes endliches M € (A, 00). Da ¢/(0) = 0 = ¢(%) und
L L
¢"(Z)+ Asing(=) =0
2 2
ist, ist qS”(%) = 0. Weiter folgt aus A > 0 und ¢ > 0 auf [0, %], dass ¢”(z) < 0 auf
[0, £]. Daher ist ¢/(z) fallend von ¢'(0) = 0 bis ¢/(%) < 0. Damit ist ||¢]x < oco.
Ui

Der Bifurkationsdiagram sieht so aus wie in der ersten Vorlesung bezeichnet.lU,g(iy)

Aufgabe 19 (10 Punkte) Betrachte die Euler-Gleichungen
U+ U-V)U=VP+F, V-U=0, VxU=0, (5)

wobei U :  C R? x R — R? die Bewegung einer Welle (wessen Profil von 92
gegeben ist) in (z,y) € R? und um Zeit ¢ € R beschreibt, P : R? x R — R?
der Druck ist und F : R? x R — R? andere Kriifte auf die Welle beschreibt. Es sei
Q= {(z,w(r)) : x € R} C R? fiir w mit w(z) = w(—2) = w(z+27) und ¥ = Y(z,y)
sie die (eindeutige) Losung (fiir eine positive Konstant ¢ > 0) von

Ay =0, fir (z,y) €

=0, fiir (z,y) € 0N

Y(x,y) =Y(—z,y) = P(z +2m,y), fir (z,y) €Q
Vi(z,y) — (0,¢), alsy— —oo.

Zeigen Sie:

(1) U = (¢y, —1)5) ist eine Losung von (5) fir F = F(z,y) = (0, —g) und
1
P = P(x,y) = 5|Vi(z,y) + gy

(ii) Definiere einen “bewegenden Frame” durch Q; = {(x,y) : (x + ct,y) € Q},
Viz,y,t) =U(x+ct,y,t) — (¢,0) und Q(z,y,t) = P(x+ct,y), fiir t € R. Dann
ist V eine Losung von (5) fir P =Q und F = F(z,y) = (0, —g).

Losung der Aufgabe 19 (i) Essei U = (¢y, —%¢,). Dann gilt U; = 0 und

V= (L 2y vy = | 7 B [ EQ _ap.F=o
- 8$78y Y x) — 1)[}:[/ _1)/}w - - Y
und
VU = (2, L) (=) = Gy — thay = 0
- 8x78y Y x) — Ty xy — Y-
Weiter ist

9 0
ox’ Oy

0 0
= ("by% - wra—y)(%, _¢T) = (¢y¢Ty - %%y, —%wm + wrwry)a (7)

(U D) = (s —t) - (s gV = (g — b2 20



und da P(z,y) = 3|VYI* + gy = 542 + ¢7) + gy ist, gilt

und ©
6
Py = Yuhuy + Vythyy + 9 = Yutbey — Yyue + 9.
Folglich ist

VP + F, = (PT, Py) + (O, _g) = (—%%y + Yyuy, wrwry - ¢y¢TT) (8)
Aus (7) und (8) folgt dann

U+ (U -V)U = (U-V)U =VP +F,.

Losung der Aufgabe 19 (ii) Es sei V(z,y,t) = U(x + ct,y,t) — (¢,0). Offen-
sichtlich sind V x V =0 und V - V = 0. Es gniigt zu priifen

i+ (V-V)V =VQ+F,.
Da V(z,y,t) = U(x + ct,y,t) — (c,0) ist, gilt Vi(z,y,t) = cUy(x + ct,y,t) und

(V(z,y,t) - V)V (2,y,t) = (U(z +ct,y,t) — (c,0)) - V)(U(z + ct,y, 1) — (c,0))
=U(x+ect,y,t) - VU (x + ct,y,t) — (U(x + ct,y,t) - V)(c,0)

=0

= ((¢,0) - V)U(z + ct, y,t) + ((¢,0) - V)(c, 0)

=0
=U(x+ct,y,t) - VIU(x + ct,y,t) — cUy(x + ct, y,t)
=(U(x+ect,y,t) - VYU (x + ct,y,t) — Vi(z,y,t).

Daraus folgt
Vi(@,y,t) + (V(z,y,t) - V)V(2,y,t) = (U(z +ct,y, 1) - V)U(z + ct,y, 1)
S VP + ety 1) + Fy = VQ(w,y,t) + F,



