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Aufgabe 13 (5 Punkte) Beweisen Sie den Satz 4.4.1 anhand des Satzes 4.3.1 in der
Vorlesung.

Losung der Aufgabe 13  Man priift die Bedingungen des Satzes 4.3.1 nach. Es
sei L = 0, F [y, 0] = Aot — A. Aus der Voraussetzung dass A, ein einfacher Eigenwert
von A ist, folgt

(s1) L ist ein Fredholm-Operator mit Index 0;

(s2) kerL = (&,) ist ein-dimensional iiber R;

(s3) rangeL Nu(kerL) = {0},

wobei (s1) und (s2) den ersten 2 Bedingungen vom Satz 4.3.1 entsprechen. Fiir die
dritten Bedingung vom 4.3.1, betracht man
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Mit (s3) hat man dann 8§7mF[/\0, 0](1,&) = & ¢ rangeL. Daher folgt die Aussage
aus dem Satz 4.3.1.

Aufgabe 14 (20 Punkte) Betrachte das Problem der Beugung eines Stabes

{w )+ Asing(z) =0, =z e [0,L],

#(0) = ¢(L) = 0. o

Wie bereit in der Vorlesung gezeigt, ist jedes (Ax,0) mit Ax = (£Z)? fiir K € N, ein
Bifurkationspunkt von (1). Genauer gesagt, es gibt eine R-analytischen Abbildung
(A, @) : (—e,e) — X sodass

F(A(S)ﬂg(ng + (I)(S))) =0, Vse€ (_656)5 (2)
wobei F(\,z) = 2" + Asinz, pg(t) = cos ZZL, ®(0) = 0, A(0) = Ak. Zeigen Sie:

(i) A0) = LA(5)]s—0 = 0; K(0) = Z5A(8)|smp = 2.
(i) D(0) = Ld(s)|so = 1 - pic; D(0) = LB(s)|smo = 2 - px — msiparc fiir
c1,c2 € R, wobei g3k (t) = cos 312’”
(iii) Es gilt
A(s) = Ak + 252 4 o(s?),
D(s) = crprs + 3(c2 - pr — 95P3K)5% + 0(s?).



(iv) Zeichnen Sie den Bifurkationsdiagram um (Mg, 0) und bestimmen Sie die Sta-
bilitat der verzweigenden Losungen.

(Hinweis: (i) fir A0), beobachte: (A, z) ist eine Lisung von (1) genaus dann, wenn
(A, —z) eine Losung ist; fir A(0), wende %ngo auf (2); (i) Wende %ngo bzw.

3
e ls=0 auf (2))
Losung der Aufgabe 14  Aus den folgenden Bemerkungen

(a) (A, x) ist eine Losung von (1) genau dann wenn (A, —x) eine Losung ist;

(b) (A, ®) gibt (lokal) um (Ag,0) alle Losungen von (1) vor (vgl. Satz 4.3.1), d.h.

{Nzx)eU, : FI\z)=0,z# 0} ={(A(s),D(s)) : 0< [s] <e}

folg, dass (A(—s),®(—s)) = (A(s),—P(s)) fir alle 0 < s < e. Insbesondere ist
A(—s) = A(s) und damit ist

A(0) = lim Als) — A(=s)

iy == 0.

Um weitere Ableitungen zu erhalten, betrachte man (2) und mit F(\, z) = 2" +
Asinz eingesetzt erhélt man (sei ¢ = k)

s(@" +®(s)") + A(s)sin(s(p + ®(s))) =0, Vs e (—¢,¢). (3)
Ableitung 4 der beiden Seite von (3) fiirht zu
@ +®(s)"+5B(s)"+A(s) sin(s(p+P(s)))+A(s) cos(s(p+P(s))) (p+P(s)+5(s)) = 0,
welches bewertet aus s = 0 ist
¢" +©(0)" + A(0)(¢ + ©(0)) = 0,

wobei A(0) = Ax und ®(0) = 0. Andererseits ist ¢’ + Axe = 0, daraus folgt

(0
$(0)” = 0.

Ableitung % der beiden Seite von (3) fiirht zu

B(s)" + B(s)" + sB(s)" + As) sin(s(io + B(s))
( (s(0 + ®(s)))( + D(s) + s(s))
+ A(s) cos(s(p + ©(s))) (¢ + D(s) + sB(s))
— A(s) sin(s(p + @(s) (so + ®(s) + sb(s))?
A(s) cos(s(p + ®(s)))((s) + D(s) + sB(s)) = 0.

+ A(s) cos(s

COs(s

Auswertung in s = 0 fithrt zu (wobei A(0) = 0)
28(0)" + 2A(0)®(0) = 0,
d.h. u = u(t) = ®(0) ist eine Losung von u” + Agu = 0. Weiter zeigt man
o' (0) =u/(L) = 0.



In der Tat, da ¢ = s(¢ + @(s)) die Randbedingung erfiillt (fiir alle s € (—¢,¢))
¢'(0) = ¢'(L) =0,
ist s(¢'(0) + @(s)'(0)) = s(¢' (L) + ®(s)' (L)) = 0. Ableitung %|s:0 der beiden Seite
von s(¢’(0) + ®(s)’(0)) = 0 gibt
#'(0) + (0)'(0) =0,
wobei ¢(0) = 0. Daher ist $(0)’(0) = 0 und &hnlich gilt ®(0)'(L) = 0. Das heifit
u=u(t) = ®(0) 16st v’ + Agu = 0 mit v/ (0) = /(L) = 0. Daraus folgt
<I>(O) =c1p, fiirein c; € R.

Ableitung (2% der beiden Seite von (3) fiirht zu

)
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Auswertung in s = 0 fithrt zu (wobei A(0) = 0, ®(0) = 0)
30(0)” + 38(0)p — A(0)¢® 4+ 3A(0)D(0) = 0. (4)
Da ¢ = cos & ’”t := cos @ ist, ist

1 5(2 1 1
©® = cosfcos® O = cos - * C;’b( e 9 cosf + 2 cos 0 cos(20)
1 1 3 1
=3 cosf + —(cos@ + cos(30)) = 1 cosf + 1 cos(30).

Es sei 3 := cos(30) = c05(3k’rt) Damit ist (4)

.. 3 1
30(0)" +3A(0)p — Ak (9 + 7s) +3A(0)8(0) =0, (5)
wobei ¢ orthogonal zu 3 (auf [0, L]) ist. Weiter ist ¢ auch orthogonal zu $(0)” und
®(0), da ¢ orthogonal zu ®(s) ist (fiir alle s € (—¢,¢)). Daher wird aus (5) zwei
Gleichungen:
AK

38(0)¢ — %)\Kﬁp =0, und 3(0)" +3AxH(0) = o,

3



Aus der ersten folgt A(0) = 2K und aus der zweiten folgt u = ®(0) ist eine Losung
von

u + Agu = 35 @3
W (0) = w/(L) = 0.

Es sei u = u(t) = c1 cos(35L) + ¢y sin(257L) (um eine speziellen Losung zu finden).

Dann ist 2 St ok ot
" _ T2 LIS T o . m
u"(t) = (—L ) el COS(—L ) (—L ) 6251n(—L )

und

_ km ] 3kmt kT o . 3kmt
Aru(t) = (f> ¢1 cos( T )+(L) co sin( T )
und A 1k Skt
AK o (B2 o 2FT
1393 = 15 ) cos(=—)-
Folglich ist ¢ = 0 und —9¢; 4+ ¢; = %, d.h. ¢ = —%. Damit ist

- 1 kmt kmt 1
®(0) = ~96 cos(gTW) + e cos(%) = C2PK — GEP3K fiir ein ¢ € R.

Damit sind (i) und (ii) bewiesen, und (iii) folgt aus (i)-(ii).

Der Bifurkationsdiagram ist wie in Abb. 1 (folgt vom Ausdruck von A(s) um s =0
und dem Satz 4.4.2), wobei der Kurve mit griiner bzw. roter Farbe gezeichnet stabil
bzw. instabil ist.

Abbildung 1: Der Bifurkationsdiagram von (1) um (Ag,0).

Aufgabe 15 (5 Punkte) Zeigen Sie, dass der linearer Operator 9, F[0,0] : X — Y
vom Abschnitt 4.6 der Vorlesung, ein Fredholm-Operator mit Index 0 ist und er
erfiillt die Crandall-Rabinowitz-Transversalitdtsbedingung.

Losung der Aufgabe 15 Man betrachte
F(0,u) = F(0,0) = @+ u®A(u(t), t,0),
dann ist 9, F[0,0]u = 4. Es sei L = 8, F|0,0]. Dann gilt



(a) kerL = {u € X : u = konst.};

Ist u eine Konstantenfunktion, so ist Lu = @ = 0. Ist Lu = 0, so ist u eine
Konstantenfunktion.

(b) rangeL = {v €Y : fo% v(t)dt = 0}.
Ist v € rangeL, so gibt es u € X mit & = v. Da «(0) = u(27) = 0 ist, gilt
2 27
/ v(t)dt = / w(t)dt = u(2m) — u(0) = 0.
0 0
Ist v € Y mit fo% v(t)dt = 0, so ist
t
u(t) = u(0) —|—/ v(s)ds
0
eine Losung fiir Lu = v mit Randbedingungen «(0) = u(27), v/(0) = v/ (27)

(da v(0) = v(27)).
(¢) Es gilt die Crandall-Rabinowitz-Transversalitéitsbedingung:

. O F[X\, + 1,01 — 0. F [\, 0]&,
0 F Mo, 0](1, &) = tim 2o 100060 = 00, Dl

1 éo"’tfo_éo_ : tgo_
—}gr(l) ; —}gr(l)t = ¢, & rangeL.

Aufgabe 16 (10 Punkte) Es sei O C C™ eine nichtleere offene Menge und var(O, G)

sei eine C-analytische Varietiit, wobei G eine endliche Familie von C-analytischen
Funktionen ¢ : O — C ist. Zeigen Sie:

(i) var(O, G) ist entweder das ganze O oder nirgendwo dicht in O.

(ii) falls var(O,G) € O und O wegzusammenhéngend ist, ist O \ var(O, G) eine
wegzusammenhédngende Menge.

(Hinweis: wende den Identititssatz fiir C-analytischen Funktionen (d.h. holomorphe
Funktionen): f,g : U — C seien C-analytische Funktionen auf einer offenen zusam-
menhdngenden Menge U C C™ sodass f = g auf einer Teilmenge S C U und S
erhilt einen Hiufungspunkt in U, dann ist g1 = go tberall in U)

Losung der Aufgabe 16 (i) Eine Menge heifit nirgendwo dicht in X, wenn der
offenen Kern des Abschluss der Menge leer ist. Es sei var(O, G) nicht nirgendwo
dicht, d.h. int(var(O,G)) # 0. Da var(O, G) nach Definition abgeschlossen ist, gilt
int(var(O, G)) # 0. Dann enthélt var(O, G) eine nichleere offene Menge U in O. Es
seien g1, g2, - - - , gm C-analytische Funktionen mit

var(O,G) ={x €0 : ¢g;(x) =0, V1<i<m}.

Da U C var(O, Q) ist, verschwindet g; auf einer offenen Menge in O und daher ist
g; = 0 fiir 1 <7 < m. Folglich ist var(O, G) = O.



Losung der Aufgabe 16 (ii) Es seien a,b € O \ var(O,G). Betrachte die
complexe Linie

L={z=a+Xb—-a): AeC},

die durch a,b durch lduft. Wir zeigen var(O,G) N L ist eine diskrete Menge. Da
var(O,G) € O ist, folgt aus (i), dass es mindestens ein ¢ € {1,2,...,m} gibt mit
fi Z 0in O. Da f; C-analytisch ist, besitzt f; nur isolierte Nullstellen. Daher ist
var(O,G) N L eine diskrete Menge und folglich gibt es einen Weg innerhalb L \
var(O, G) der a und b verbindet.

Aufgabe 17 (15 Punkte) Bestimmen Sie die Dimension der folgenden C-analytischen
Varietéten:

(i) Ap ={(21,22,23) € C3 : 2129 = 2123 = 0};

(i) Az = {(21,22,23) € C3 : 2120 = 2123 = 1};

(i) Az = {(21,22) € C% : 25 = 23}.
Losung der Aufgabe 17 (i) Da

Ay ={(0,22,23) € C® : 29,23 € C}U{(21,0,0) € C? : z; e C\ {0}}:=BUC

ist, ist jeder Punkt aus B\ {(0,0,0)} ein 2-regulirer Punkt von A; und jeder Punkt
aus C'\ {(0,0,0)} ein 1-regulérer Punkt von A;. Daher ist dim A; = max{1,2} = 2.
Losung der Aufgabe 17 (ii) Da

Ag:{(z,é,%) .2 eC\{0}}

ist, ist jeder Punkt ein 1-regulérer Punkt und folglich dim Ay = 1.

Lésung der Aufgabe 17 (iii)  Betrachte f(z1, 22) = 23 — 23, eine C-analytische
Funktion von C? nach C. Dann ist A3 = f~1(0). Da Df(21,22) = (—32%,222) nir-
gends null in C? aufler (0,0) ist, ist (aus Satz der impliziten Funktionen folgend)
jeder Punkt aus As \ {(0,0)} ein 1-regulérer Punkt. Weiter ist (0,0) kein regulérer
Punkt, da in jeder Umgebungen von (0,0) sind zwei C-Kurven (21, 4++/2?) vorhan-
den. Damit beschliefen wir, dass dim A3 = 1.



