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Blatt 6

Es seien X ⊂ L2[−π, π] der Vektorraum aller geraden Funktionen in L2[−π, π]
und Y der Vektorraum aller 2π-periodischen, absoluten stetigen, geraden Funk-

tionen u mit u′ ∈ L2[−π, π].

Aufgabe 23 (10 Punkte) Es sei ω ∈ Y . Ist W : D → C eine C-analytische
Funktion auf D mit W |∂D = ω′ + i(1 + Cω′), so ist W (0) = i, wobei D = {z ∈
C : |z| ≤ 1} die Einheitsscheibe in C ist.

Aufgabe 24 (10 Punkte) Betrachte

Cω′ − λ(ω + ωCω′ + C(ωω′)) = 0, ω ∈ Y, (1)

wobei C : L2[−π, π] → L2[−π, π] der Konjugationsoperator, definiert von C(1) =
0, C(sin(nt)) = − cos(nt) und C(cos(nt)) = sin(nt) für n ∈ N. Definiere G :
R × Y → X durch

G(λ, ω) = Cω′ − λ(ω + ωCω′ + C(ωω′)), (2)

wessen Nullstellen den Lösungen von (1) entsprechen. Zeigen Sie:

(i) C ist selbst-adjungiert in Y , im Sinne von

〈Cu′, v〉 = 〈u, Cv′〉, ∀u, v ∈ Y,

wobei 〈x, y〉 :=
∫ π

−π
x(t)y(t)dt.

Hinweis: wenden Sie die Orthogonalität der trignometrischen Funktionen

an: 〈cos(mt), cos(nt)〉 = 〈sin(mt), sin(nt)〉 = 0 für m 6= n, 〈cos(mt), sin(nt)〉 =
0 für alle m, n ∈ N.

(ii) (1) ist die Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionals

J (λ, ω) =
1

2

∫ π

−π

(

ωCω′ − λω2(1 + Cω′)
)

dt, (λ, ω) ∈ R × Y.

Hinweis: zeigen Sie dadurch, dass ∇Y J (λ, ·) = G(λ, ·) für jedes λ ∈ R,

wobei ∇Y der Gradient von J bezüglich des zweiten Variables ω ∈ Y ist.
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Aufgabe 25 (10 Punkte) Es sei G von (2) gegeben. Zeigen Sie:

(i) für Q(ω) = ωCω′ − C(ωω′), gilt

G(λ, ω) = (1 − 2λω)(Cω′ + ω) + λQ(ω) − (1 − 2λω + λ)ω.

(ii) für h ∈ Y , gilt

∂ωG(λ, ω)h = (1−2λω)(Ch′+h)+λdQ(ω)h−2λh(Cω′+ω)−λh+4λωh−h.

Aufgabe 26 (10 Punkte) Ergänzen Sie den Beweis des Satzes 10.5.6: der Opera-
tor Q : Y → Lp[−π, π] mit Q(ω) = ωCω′−C(ωω′) ist sequetiell stetig (bezüglich
der schwachen Topologie in Y und der starken Topologie in Lp), dadurch die
folgenden zu zeigen:

(i) konvergiert {vn}
∞

n=1
⊂ Y schwach in Y gegen v ∈ Y , d.h.

〈vn, y〉Y → 〈v, y〉Y → 0, ∀ y ∈ Y,

wobei 〈x, y〉Y =
∫ π

−π
x(t)y(t) + x′(t)y′(t)dt, so konvergiert v′

n gegen v′ in

L2, nämlich ‖v′

n − v′‖L2 → 0.

(ii) für un(t) =
∫ t

0
v′

n(s) − v′(s)ds, gilt Q(un) = Q(vn − v).

(iii) es gilt
∫ π

−π
Q(un)(t)dt → 0, als n → ∞.
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