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Aufgabe 6 (10 Punkte) Es seien X, Y, Z Banachräume, U ⊂ X, V ⊂ Y offene
Mengen und x0 ∈ U .

(a) (Addition) Sind F, G : U → Y zwei Operatoren wessen Fréchet Ablei-
tungen dF [x0] und dG[x0] existieren, so existiert d(F + G)[x0] und

d(F + G)[x0] = dF [x0] + dG[x0] ∈ L(X, Y ).

(b) (Kettenregel) Es seien F : U(⊂ X) → Y und G : V (⊂ Y ) → Z sodass
F ◦ G : U → Z wohl-definiert ist. Existieren dF [x0] und dG(F (x0)), so
existiert d(G ◦ F )[x0] und

d(G ◦ F )[x0] = dG(F (x0)) ◦ dF [x0] ∈ L(X, Z).

Aufgabe 7 (10 Punkte) Es seien X ein Banachraum und L(X, X), der Banach-
raum der linearen beschränkten Opertoren. Betrachte f : L(X, X) → L(X, X)
von f(A) = A ◦A = A2 definiert. Dann ist Df [A](B) = A ◦B + B ◦A. Was ist
Df [A](B) für f(A) = An, n ∈ N?

Aufgabe 8 (5 Punkte) Es seien X, Y, Z Banachräume, U ⊂ X × Y eine offene
Menge und (x0, y0) ∈ U . Ist F : U → Z sodass dF [x0, y0] existiert, so existieren
∂xF [x0, y0] und ∂yF [x0, y0] mit

dF [x0, y0](x, y) = ∂xF [x0, y0]x + ∂yF [x0, y0]y, ∀ (x, y) ∈ X × Y.

Aufgabe 9 (5 Punkte) Es seien X, Y Banachrä um, U ⊂ X offen und F :
U → Y ein kompakter Operator sodass dF [x0] existiert für ein x0 ∈ U . Dann
ist dF [x0] ∈ L(X, Y ) ein kompakter linearer Operator.

Aufgabe 10 (10 Punkte) Es sei (X, 〈·, ·〉) ein R-Hilbertraum. Zeigen Sie:

(i) f : X → R mit f(x) = ‖x‖2 ist stetig differenzierbar und ∇f(x) = 2x;

(ii) f : X → R mit f(x) = ‖x‖ ist stetig differenzierbar auf X \ {0} und
∇f(x) = x

‖x‖
für x ∈ X \ {0}.

1



Aufgabe 11 (5 Punkte) Es sei F : F×X → Y eine C2-Abbildung, wobei X, Y

Banachräume sind. Zeigen Sie:

∂2

λ,xF [λo, xo](1, ξo) = lim
t→0

∂xF [λo + t, xo]ξo − ∂xF [λo, xo]ξo

t
,

für alle (λo, xo) ∈ F × X, 1 ∈ F, ξo ∈ X.

Aufgabe 12 (15 Punkte) Es seien F = R, X = Y = R. Prüfen Sie die Crandall-
Rabinowitz-Transversalitätsbedingung für (λo, 0) = (0, 0), im Fall von

(i) F (λ, x) = x(λ2 + x2);

(ii) F (λ, x) = x(λ + x2);

(ii) F (λ, x) = x(λ3 + x3).

Ist (λo, 0) = (0, 0) ein Bifurkationspunkt für F (λ, x) = 0? Begründen Sie Ihre
Antwort.
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