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Ubungen zu
Dynamische Systeme

Blatt 6

Aufgabe 26 (20 Punkte) Es sei p € R™ ein hyperbolischer kritischer Punkt
von einem Vektorfeld X in R™. Fiir eine Umgebung U von p, definiere die lokale
stabile (bzw. stabile) Mannigfaltigkeit durch

Wip)={x €U : ¢(t,x) € U firt > 0und p(t,x) — palst — oo}
Wé(p) ={x € R™ : p(t,z) — palst — oo}.

Geben Sie ein Beispiel von X jeweils dafiir, dass

(1) Wi(p) #W=(p) NU;
(ii) W*(p) ist keine Teilmannigfaltigkeit von R™.

Aufgabe 27 (10 Punkte) Geben Sie ein Beispiel vom Vektorfeld, das einen
nichthyperbolischen kritischen Punkt p hat, der eine zentrale Mannigfaltigkeit
W€ besitzt, woauf der Fluss von p hingezogen ist.

Aufgabe 28 (20 Punkte) Fiir einen Diffeomorphismus f : R® — R", definiere
ein (diskretes) dynamisches System von f durch

0:ZxR*"—=R" (k,z)— p(k,x),

wobei o(k,z) = fF(x) := fo---o f(z) fiir k > 0, und @(k,z) = (f*(z))~! fiir
o(k,x) = f*(z) kolf() ok, z) = (f"(z))

k < 0. Es sei p ein Fixpunkt von ¢, d.h. ¢(k, x) = z fiir alle k£ € Z. p heifit einen

stabilen (bzw. instabilen) Fizpunkt von , falls es eine Umgebung U von p gibt,

sodass ¢(k,z) — p als k — oo (bzw. als k — —o0) fiir alle z € U. Beweisen
Sie:

(i) Ist |A] <1 fiir alle Eigenwerte A von D f(p), so ist p stabil;
(ii) Ist |A| > 1 fiir alle Eigenwerte A von D f(p), so ist p instabil.

Aufgabe 29 (10 Punkte) Es seien v ein periodischer Orbit von einem Vektorfeld
X inR™ pe~yund P:U — P(U) eine Poincaré-Abbildung fiir p, wobei U
eine Umgebung von p ist. Es sei p = ¢,(p) € 7 fiir ein s € Rund P : U — P(U)
eine Poincaré-Abbildung fiir p. Beweisen Sie:
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(i) DP(p) = Dioy(p) - DP(p) - Dip—,(p);
(ii) DP(p) und DP(p) habe die gleichen Eigenwerte.

(Die Eigenwerte von D P(p) sind auch als die Multiplikatoren von 7 gennant.)

Aufgabe 30 (30 Punkte) Es sei ¢ ein Fluss in R™. Eine Menge S C R™ heifit
p-invariant, falls p(t, ) € S fiir alle t € R, z € S. Beweisen Sie:
(i) Die nichtwandernde Menge ist y-invariant und abgeschlossen;

(ii) Die w-Grenzmenge (bzw. a-Grenzmenge) von z ist g-invariant und abge-
schlossen, fiir alle x € R™;

(ili) Ein w-Grenzpunkt (bzw. a-Grenzpunkt) von z ist nichtwandernd, fiir alle
r € R™
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