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1 Einfiihrung II

1.1 Terme und Schreibweisen

Zur Definition von mathematischen Symbolen wird fiir gewShnlich ein Doppelpunkt vor
einem Gleichheitszeichen benutzt, dabei wird der links (beim Doppelpunkt) stehende
Ausdruck durch den anderen definiert.

(1.1) Beispiel. Mochte man die Menge betrachten, die ausschlieklich die Zahlen 2, 3
und 4 enthélt und diese Menge mit dem Buchstaben M bezeichnen, so schreibt man

M :={2,3,4}.

Eine unsaubere Schreibweise kommt auch ofters vor, bei der der Doppelpunkt hin-
ter dem Gleichheitszeichen steht, in dem Fall wiirde der rechts (beim Doppelpunkt)
stehende Ausdruck durch den anderen definiert. Unser Beispiel wiirde dann wie folgt
aussehen:

{2,3,4} =: M.

(1.2) Definition. In der Mathematik steht der Begriff Term allgemein fiir einen sinn-
vollen Ausdruck, der Zahlen, Variablen, mathematische Verkniipfungen etc. enthalten
kann.

(1.3) Beispiel (Terme). e 6
e 22 (fiir eine reelle Zahl z)
o (a+10)?

Indexschreibweise

Endliche (oder auch abzdhlbare unendliche) Mengen in Zusammenhang stehender ma-
thematischer Elemente (z.B. Zahlen) werden hédufig mit nur einem Symbol (z.B. z)
gekennzeichnet, dass dann einen Laufindex (z.B. i) erhélt um die Elemente zu unter-
scheiden.

Man nennt die Elemente (Zahlen) dann also beispielsweise x1, 22, x3, x4, wenn vier Zah-
len betrachtet werden.

(1.4) Beispiel. 1 = 4, T2 = 6, T3 = 8, zy =10

Diese Schreibweise ist vorteilhaft wenn sehr viele Elemente gleichzeitig betrachtet wer-
den und man sie als x; zusammenfassen kann; dabei muss dann nur noch angegebenen
werden welche Indexwerte i gemeint sind, oben war dies z.B. 1 <1 < 4.
Oft wird die Indexschreibweise auch zur Definition von Elementen benutzt, man setzt
beispielsweise

T, =1

und definiert unendliche viele weitere Symbole durch eine einzige Definition:

T; ‘= 2- Ti—1, fiir i > 2.



1 FEinfiihrung II D

Diese Definition ergibt eine Hintereinanderreihung von Zahlen:

1,2,4,8,16,32,64, . ..

Auslassungspunkte

In der Darstellung oben wurden Auslassungspunkte verwendet um anzudeuten, dass
noch viele weitere Zahlen (sogar unendlich viele) bei dieser Schreibweise weggelassen
wurden, dem Leser jedoch klar sein diirfte welche Zahlen die néchsten folgenden wéren.
Dies wird in der Mathematik allgemein hiufig gemacht um lange und uniibersichtliche
Darstellungen abzukiirzen, man konnte z.B.

1+24+3+4+5+6+7+8+94+10=14+2+3+...+10

schreiben.

1.2 Zahlen
1.2.1 Natiirliche Zahlen: N

Als Natiirliche Zahlen bezeichnet man meistens' die Menge {1,2,3,4,5,6,...} und
schreibt symbolisch N dafiir.
Um die Menge inklusive der Null darzustellen schreibt man dann Ny := {0,1,2,...}.

Bekannt sind Thnen sicherlich die Addition und die Multiplikation auf der Menge der
natiirlichen Zahlen: Zu zwei natiirlichen Zahlen x und y kann man x 4+ y und x - y
berechnen und erhélt jeweils wieder eine natiirliche Zahl, z.B. ist

4+5=09.

und
4.5 =20.

1.2.2 Ganze Zahlen: Z

Md6chte man nun diese Struktur der Zahlen so erweitern, dass sie gewisse, in der Ma-
thematik wichtige Eigenschaften, erfiillt, kommt man nicht drum herum eine grofere
Menge von Zahlen zu betrachten.

Eine wichtige Eigenschaft ist die Existenz eines Elements, hier also einer Zahl e, fiir die
gilt

n+e=n=e-+n, fir allen € N.

Nun ist Thnen sicher sofort klar welche Zahl als einzige dafiir in Frage kommt: Es ist
die Null. Es gilt ja beispielsweise

3+40=0+3=30der 7+0=0+7=7"7.

!Einige Mathematiker betrachten auch die Null als natiirliche Zahl.
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Man nennt 0 das additiv neutrale Element von Z.

Die zweite wichtige Eigenschaft besteht in der Existenz eines sogenannten additiv inver-
sen Elements zu einer beliebig (!) vorgegebenen Zahl n € N, d.h. zu jeder natiirlichen
Zahl n soll es ein Element (eine Zahl) m geben, so dass

n+m=m-+n=>0

gilt.
Man braucht also die sogenannten negativen Zahlen, das additiv Inverse von einer na-
tiirlichen Zahl n wird als —n bezeichnet. Es gilt z.B.

44 (—=4)=(-4)+4=0o0der 1+ (-1)=(-1)+1=0.

Die Ganzen Zahlen werden nun so definiert, dass sie alle diese Bedingungen erfiillen,
man setzt folglich
7z :={0,1,-1,2,—-2,3,-3,...}.

Bemerkung. Fiir ein m € Z definiert man hdufig auch noch die Menge
Z=" ={z € Zlm > 2}

aller ganzen Zahlen, die kleiner oder gleich m sind.
Analog werden auch Mengen wie N=™ oder Z=™ etc. definiert.

1.2.3 Rationale Zahlen: Q

Wie eben bzgl. der Addition kann man auch die Existenz eines neutralen Elements bzw.
inverser Elemente bzgl. der Multiplikation verlangen. Ein mogliches neutrales Element
(bzw. neutrale Zahl) der Multiplikation d miifte folgendes leisten:

d-z=z-d=2zVz €Z.

Offensichtlich ist die Eins genau jene Zahl, die die geforderten Eigenschaften erfiillt,
schlieflich gilt u.a.
1-6=6-1=6.

Das multiplikativ neutrale Element ist also bereits vorhanden. Wie sieht es mit den
Inversen aus? Zu jeder beliebigen ganzen Zahl z soll es eine Zahl w geben, so dass

z-w=w-z=1

gilt.
Wie Sie sicher wissen muss man fiir z # 0 dazu einfach w := % wahlen, den sogenannten
Kehrwert von z, denn es gilt beispielsweise

g 1ot oty
11771

Fiir z = 0 gibt es kein multiplikativ inverses Element.

Somit erhélt man die Menge aller sogenannten Briiche, formal geschrieben:

Q::{%mez,beN}.
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Bemerkung. 1. Fiir das multiplikativ inverse Element zu z # 0, also %, schreibt

man oft auch z7-.

1

2. Ein Bruchstrich ist gleichbedeutend mit einer Division.

3. Es gelten diverse Rechenregeln in @QQ, von denen hier nur die grundlegendsten
erwiahnt werden sollen:

Fiir b # 0 gilt stets % =1.

Fiir alle b € Q gilt % =b.

Briiche konnen mit ganzen Zahlen multipliziert werden, es gilt a - § = “¢.
Briiche kénnen erweitert werden, es gilt § = < fiir a # 0.

Zwei Briiche konnen addiert werden, dazu bringt man sie zunéchst auf den

gleichen Nenner (gegebenenfalls erweitern) und addiert dann wie folgt:
frg=to

Zwei Briiche konnen leicht miteinander multipliziert werden: ¢ - £ = < (be-
achte, dass mit b # 0 und d # 0 auch b-d # 0 ist).

Durch einen Bruch # 0 zu dividieren ist gleichbedeutend dazu mit dem
Kehrwert (der dann automatisch existieren muss) zu multiplizieren, d.h. es
gilt

—q.¢ = ac
=a-7=.

olo|e

1.2.4 Reelle Zahlen: R

Man kann jede rationale Zahl p auch in sogenannter Dezimalschreibweise darstellen,
d.h. in einer Form

=Xy 10"+ a9 102 4+ 21 - 10" + 20 10°+ 21 - 107 + 25 - 1072+ .. .,

d.h. es gilt

1

1
p:xm10m+x2100+x110+:€0+$_1—+x_2—+

10 100

und in der iiblichen Darstellung wiirde man

schreiben,

P=Tpym...T201T9, L_1T_9...

wobei alle (!) x; Ziffern zwischen 0 und 9 sind.

Wenn wir jetzt erstmal vereinfachend annehmen p sei kleiner als 1000 ergibt sich

P = T2X1X9, T_1T—2 ...

(1.5) Beispiel. Einfach und Thnen sicher vertraut sind folgende Darstellungen:

e Fiir xo =21 =29 = 2 und z; = 0 fiir 7 < 0 oder 7 > 2 gilt p = 222.
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e Fiir xo =7, x_1 = 5 und alle anderen x; = 0 ergibt sich p =7, 5.

(1.6) Satz. Jeder rationalen Zahl p € Q laft sich eine endliche oder perodische De-
zimaldarstellung zuordnen, d.h. in Dezimalschreibweise hat jede rationale Zahl p eine
Darstellung der Form

P=Tym... 020109, T_1T_2...T_p

mit festen Zahlen m € N und n € N, oder
PD=Tpm...Co,L_1... 0 p... TpTpy... Tyl py...,
—_———
Periode
wobei sich die Eintrdige x_,, bis x_, periodisch wiederholen.

(1.7) Definition. Als Menge der reellen Zahlen R definieren wir

1
R := {r:ixm10m+...+x110+x0+x_1ﬁ—l—...|m€N,a72~E{O,...,9}‘v’i€Z§m},

d.h. es sind insbesondere auch Zahlen zugelassen, die in Dezimaldarstellung weder end-
lich noch periodisch sind. Solche Zahlen werden dann als irrational bezeichnet und die
reellen Zahlen setzen sich aus den rationalen und irrationalen zusammen.

Bemerkung. /2 und 7 sind Beispiele fiir irrationale reelle Zahlen.

Eigenschaften des Rechnens mit Zahlen

e Kommutativitiat: Sowohl die Multiplikation als auch die Addition von Zahlen ist
kommutativ, d.h. fiir beliebige Zahlen a,b € R gilt

a+b=b+aANa-b=>b-a.

e Assoziativitdt: Sowohl die Multiplikation als auch die Addtion von Zahlen ist
assoziativ, d.h. fiir beliebige Zahlen a, b, c € R gilt

(a+b)+c=a+b+c)A(a-b)-c=a-(b-c).

e Es gilt das Distributivgesetz:
a-(b+c)=a-b+a-cVa,bceR.

Bemerkung. Die mehrfache Hintereinandermultiplikation einer Zahl, also z.B. 5-5-5,
kann kiirzer in der sogenannten Potenzform dargestellt werden, in unserem Beispiel
wire das 5.

Fiir » € R und n € N setzt man also

n

ro=r-r-r... 7.
—————
n—mal

Fiir alle r € R setzt man r° := 0.
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Potenzrechenregeln Fiir » € R und m,n € N gilt:

— Tm+n

° (,rm)n — T,m~n

r 1

m—n N
und 5 =

° Fiirr;«é()undmzngilt:—n:r

1.3 Kombinatorik

(1.8) Definition. Fiir ein beliebiges n € N und i < n seien a; reelle Zahlen, also
a; € R, Vi < n. Dann sei

Ya;i=ay+ay+az+ ...+ ay.
i=1

n

Bemerkung. Entsprechend setzt man Y a; = as+az+...+a,, etc., eine Summe muss
i=2

also nicht unbedingt beim Index 7 = 1 beginnen.

n

(1.9) Beispiel. 1. a; = 2,¥i < n. Dann ist > a; = a1 + ay + a3 + ... + a, =
=1
242424 .. +2=n-2

n—mal
3
Fiir beispielsweise n = 3 ist in diesem Fall also > a; =a; +as+a3=2+2+2 =
i=1
3-2=0.

2. Setze a; :=1,Vi < n, d.h. ay = 1,ay = 2,a3 = 3 usw., dann ist > a; = a; + as +
i=1
a+..+a,=14+24+3+...+n.

Direkte Folgerungen

1. Fiir n > 2 und beliebige (!) a; € R (d.h. jede endliche Summe reeller Zahlen) gilt

n n—1
Yai=(a1+as+...+ap1)+ta,=a,+ (a1 +as+...+a,-1) =a,+ Y a.
i=1 i=1

2. Fiir beliebige a;,b; € R gilt (3" a;))+ (O_ b)) = (a1 +as+as+ ...+ a,) + (b1 + by +

i=1 =1
n

b3+ ...+by) =a1+by+as+bo+ ... +an+b,=> (a; +b).
=1

n
3. Man kann eine allgemeine Summe ) a; (dann ist m < n) mit einem konstanten

i=m

n n
C- E a; = E C-a;.
i=m i=m

Faktor ¢ multiplizieren:
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4. Eine Summe, die aus mindenstens zwei Summanden besteht kann man in zwei
Summen aufspalten:

n l n
E a; = E a; + E a;,
i=m i=m

i=l+1

wobei m <[ <[+ 1 <n gelten muss.

(1.10) Satz. Es gilt > k=" v e N,
k=1

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch eine sogenannte vollstdndige Induktion
nach n € N, das ist eine Beweisform, die hdufig sehr niitzlich ist um eine Aussage fiir
(abzéhlbar) unendlich viele Fille zu beweisen.

In unserem Fall unterscheiden sich die Félle durch den Wert von n. Da n € N unendlich
viele verschiedene Werte annehmen kann ist es unmdoglich alle Fille einzeln nacheinander
zu beweisen, man wire unendlich lange damit beschéftigt. ..

Die Idee besteht darin, die Aussage zuerst fiir einen festen Startwert ng € N zu zeigen,
im obigen Fall wird das ny = 1 sein, und anschliefend in einem allgemeinen Schritt
(Induktionsschluss genannt) zu beweisen, dass aus der Giiltigkeit der Behauptung fiir
ein festes n € N die Giiltigkeit der Behauptung fiir n + 1 folgt.

Hat man dies geschafft, ist man fertig, denn die Gleichung gilt dann, wie ja gezeigt
wurde, fiir den Startwert ng (hier ist 7o = 1) und mit dem Induktionsschluss auch fiir
ng + 1, da die Behauptung fiir ng + 1 gilt, muss sie nach dem Induktionsschluss auch
fiir ng + 2 richtig sein, entsprechend auch fiir ng + 3 usw.; es ist ein Dominoeffekt, mit
dem man eine Aussage tatsichlich fiir unendliche viele Fille beweisen kann.

Allgemein unterteilt man eine Induktion in drei Abschnitte: Induktionsanfang, Induk-
tionsschritt und Induktionsschluss.

Induktionsanfang und -schluss wurden eben bereits erklit, der sogenannte Induktions-
schritt dazwischen dient lediglich der Feststellung, dass ab dieser Stelle des Beweises fiir
ein allgemeines und fest gewéhltes n € N die Richtigkeit der Behauptung vorausgesetzt
wird:

Der Induktionsschluss ist i.A. nur unter Voraussetzung des Induktionsschritts richtig.

Fiir unseren Satz sieht ein Induktionsbeweis nun wie folgt aus:

1. Induktionsanfang: Der Startwert ist ng = 1, also rechnen wir einfach nach, ob die
Gleichung fiir n = 1 gilt:

1
2 1-(1+1

E k:12_2g7
2 2

k=1

die Behauptung ist also offensichtlich fiir n = 1 korrekt.

2. Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen nun an, dass die Gleichung fiir ein belie-
biges, aber fest gewihltes n € N richtig sei. Und genau dieses fest gewihlte n
nehmen wir mit hiniiber in den Induktionsschluss:
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3. Induktionsschluss: Unter der Annahme aus dem Induktionsschritt mdéchten wir
nun eine Aussage iiber n + 1 machen, und da wir ja wissen was zu beweisen ist,
die Behauptung aus dem Satz oben, liegt der Ansatz fiir die folgenden Argumen-
tationen auf der Hand: Wir miissen die Summe

betrachten. Mit den uns bekannten Rechenregeln fiir Summen beginnen wir nun,
diesen Term umzuformen:

n+1

D k=(1+2+3+...+n)+(n+1) <Zk> (1)

k=1

Die néchste Umformung ist die entscheidende fiir den ganzen Beweis, es ist die
Stelle, an der wir die Annahme aus dem Induktionsschritt benutzen werden, nim-
lich dass die Behauptung fiir n richtig wire. Dies vorausgesetzt, konnen wir weiter

umformen:
(Zk) +(n+1) '("Tﬂ)ﬂnﬂ). (2)

Nun sind wir fast schon fertig, es sind lediglich noch die beiden letzten Zahlen zu
addieren. Fasst man nun noch einmal alles in einer Gleichungskette zusammen,
ergibt sich

n+1
Yok=(142+3+...4n)+(n+1)= (Z k) +(n+1) = 2 vt 4 (n41) =
k=1
n-(n+1) + 2:(nt+l) _ (n41)-(n+2) _ (n+1)-((n+1)+1)
2 2 2 2 )

und genau das war ja zu zeigen, da die Gleicheit

Zk_(n+1)~((n+1)+1)

2

die Richtigkeit der Behauptung fiir n + 1 beweist, falls die Behauptung fiir das
fest gewahlte beliebige n aus dem Induktionsschritt richtig ist.

Wie oben erklért ist die Aussage nun fiir alle n € N bewiesen, da sie im Induktionsanfang
fiir n = 1 beiwesen wurde und aufgrund des Dominoeffekts auch fiir n = 2, damit auch

fiir n = 3 usw. gelten muss, also fiir alle natiirlichen Zahlen. O
Bemerkung. e Die eben bewiesene Formel nennt man auch Gaufssche Summen-
formel.

e Analog zur Summe der ersten n natiirlichen Zahlen gibt es auch eine Formel fiir

n-(n+1)-(2n+1) .

die Summe der ersten n Quadratzahlen: > k? = 5

k=1
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(1.11) Definition. Fiir eine natiirliche Zahl n ist n—Fakultét, geschrieben n!, definiert
durch
nl:=1-...-n.

D.h. n—Fakultit erhdlt man durch Multiplizieren der ersten n natiirlichen Zahlen.

(1.12) Definition. Fiir k,n € Ny, n > k und 0! := 1 setze

(3)

Die Zahlen (Z) heiflen Binomialkoeffizienten.
Bemerkung. Es gilt (Z) = (nﬁk)

(1.13) Satz (Binomischer Lehrsatz). Fir a,b € R und n € Ny gilt
(a+0b)" = i (n) a"on k.
par\

Bemerkung. e Fiir n = 2 ergibt sich damit die bekannte binomische Formel

2 2 2
(a+b)? = (0>62 + (l)ab+ (2)a2 = b + 2ab + a*.

e Die Binomialkoeffizienten kann man sich auch ohne Kenntnisse iiber Fakultiten
leicht im sogenannten Pascalschen Dreieck berechnen:

n=0: 1 (a+0)°=1
n=1: 11 (a+b)! =a' + b
n=2: 121 (a+0)* = a® + 2ab + V?
n =3 1331 (a+b)® = a®+ 3a*b + 3ab® + 1*
n = 4: 14641
usw

Die Bedeutung der Binomialkoeffizienten fiir die Kombinatorik liegt u.a. darin, dass fiir
n > k die Zahl (Z) genau die Anzahl von Moglichkeiten angibt aus einer Menge von n
Elementen k verschiedene auszuwéhlen.

Vorstellen kann man sich dies wie beim Lottospielen, wo k = 6 aus n = 49 gezogen wer-
den. Wichtig dabei ist, dass die gezogenen Elemente (Lottokugeln) nicht zuriickgelegt
werden vor dem néchsten Ziehen und dass die Reihenfolge, in der die Elemente gezogen
wurden, nicht beachtet wird (ebenfalls wie beim Lotto).

Wenn man nun aus der Menge mit n Elementen beginnt zu ziehen, gibt es zuerst n
verschiedene Moglichkeiten (49 verschiedene Kugeln beim Lottospiel), beim 2. Ziehen
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noch n—1 Moglichkeiten (noch 48 Kugeln iibrig), anschliefsend noch n—2 Mdoglichkeiten
usw., d.h. es gibt
n!

n.(n_1)-...-(n—k+1):m

verschiedene Moglichkeiten &£ Elemente aus n zu ziehen, wenn man die Reihenfolge des
Ziehens unterscheidet.

/////

Ziehung 3,5,6,7,9,8 identisch ist), muss man bedenken, dass bei der Zahl (nﬁ—'k), jede
Zugmoglichkeit genau k!—mal gezdhlt wird. Das kann man sich leicht klar machen:

In unserem Lottoziehungsbeispiel, es wurden die Zahlen 3,5,6,7,8 und 9 gezogen, muss
lediglich iiberlegt werden wieviele verschiedene Moglichkeiten es gibt die sechs Zahlen
in verschiedene Reihenfolgen anzuordnen. Betrachtet man zuerst die drei, so kann man
sie an 6 unterschiedlichen Positionen platzieren, fiir die 5 sind dann jeweils (!) nur noch
5 unterschiedliche Plétze frei, fiir die 6 dann jeweils (!) nur noch 4 Plitze usw., d.h. es
gibt

6-5-4-3-2-1=06!

Moéglichkeiten.
Allgemein, wenn k—mal gezogen wird, sind es entsprechend k! Moglichkeiten.
Da wir nun in unserer bisherigen Rechnung oben jede Zugmdglichkeit genau k!—mal

gezahlt haben, muss der Term (HL', noch durch k! dividiert werden und wir erhalten

—k)

als gesuchte Zahl.

1.4 Abbildungen

(1.14) Definition. Seien zwei Mengen D und M gegeben. Eine Abbildung f : D — M
ist eine Zuordnung, die jedem Element d € D genau ein (!) Element m € M zuordnet.
In dem Fall schreibt man dann f(d) = m.

D wird als Definitionsbereich und M als Bildbereich oder Wertebereich bezeichnet.

In der Gleichung f(d) = m nennt man d das Argument und m den Funktionswert (zum
Argument d € D).

Fiir eine Teilmenge S C D definiert man allgemein f(S) := {f(s)|s € S}.

(1.15) Beispiel. Um eine Abbildungsvorschrift anzugeben, also festzulegen wohin ein
m € M abgebildet wird, benutzt man entweder einen Pfeil mit senkrechtem Strich (—)
oder man schreibt direkt hin f(m) :=...

1. f:R—-R:z~ a2
ist das Standardbeispiel fiir eine Parabel.

Fiir diese Funktion ist z.B. f({2,3,4}) = {f(2), f(3), f(4)} = {4,9, 16}.
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2. f:R — R mit f(x):= 2%V € R definiert die selbe Abbildung.
Dabei ist in beiben Fillen x nur ein Symbol, das beliebig gewihlt werden kann,
die selbe Abbildung konnte man auch wie folgt definieren: f : R — R : u +— u?.

3. f:R — R :x+— z, also die Abbildung bei der jede reelle Zahl auf sich selbst
abgebildet wird, bezeichnet man als die Identitdtsabbildung und schreibt dafiir
auch f =id.

Bemerkung. Fiir Abbildungen (auch Funktionen genannt) werden héufig kleine la-
teinische Buchstaben (f,g,h,...) benutzt, prinzipiell kann aber natiirlich auch jedes
andere Symbol verwendet werden.

Wichtig ist, dass fiir eine Abbildung f der Term f(x) i.A. keine Funktion ist sondern
ein Element des Bildbereichs.

Bei Abbildungen R — R ist es oft fiir die Anschauung hilfreich den Graphen der
Funktion zu skizzieren, dazu betrachtet man die Menge aller Punktepaare (z, f(z)) mit
x € R und tragt einige von ihnen in einem 2-dimensionalen Koordinatensystem ein.

(1.16) Beispiel. 1. Fiir f: R — R : 2+ 2? sieht der Graph wie folgt aus:

/()

2. Die Vorschrift f : RZ° — R : 2 — /7 ist auch eine Abbildung, wenn man sich
festlegt unter /x ausschlieflich die postive Wurzel von z zu verstehen und diese

dem Definitionswert x zuzuordnen, so dass beispielsweise f(9) = 3 gilt, aber eben
f(9) # —3, obwohl ja auch (—3)% =9 ist.

Der Graph dieser Abbildung ergibt sich im Prinzip durch eine Drehung des obigen
Graphen um 90° (und weglassen der unteren Parabelhélfte).
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Eine weitere wichtige Funktion R — R ist die sogenannte Betragsfunktion b, die jeder
reellen Zahl x ihren Betrag, geschrieben |z|, zuordnet. Formal definieren kann man sie
wie folgt:

x, falls x > 0 ist

b-R—R:zx x| =
- ad {—:1:, falls © < 0 ist

Folgerung. Es ist |z| > 0, Vo € R.
Direkt beweisbar ist auch folgende wichtige Feststellung:

(1.17) Satz (Dreiecksungleichung). Fir alle z,y € R gilt
|+ yl < fa] + [y|-

Beweis. Um diese Aussage zu zeigen, benutzen wir eine in der Mathematik haufig ver-
wendete Technik: Die Fallunterscheidung.
Wir unterscheiden die drei Félle

1. x =0 oder y = 0.
2. x,y <0 oder x,y > 0.

3. x,—y < 0 oder z, —y > 0.

Wichtig ist zunéchst die Feststellung, dass diese drei fille tatsichlich alle Méglichkeiten
abdecken, d.h. jede Mdoglichkeit Wahl von z,y € R ldsst sich mit einem der drei Félle
beschreiben.

Und anschliefend miissen wir unsere Behauptung nur noch fiir die drei unterschiedenen
Félle getrennt beweisen:

1. Sei 0.B.d.A. x = 0. Dann gilt |z +y| =0+ y| = |y| =0+ |y| = |z| + |y| .

2. Firz,y <0gilt [z +y|=—(v+vy) = (—2) + (—y) = |z| + |y .
Analog gilt auch fiir x,y > 0 sogar die Gleichheit.
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3. Seien 0.B.d.A. z,—y < 0 und |y| > |z|. Dann gilt
|z +yl <yl <z +y[.
0
(1.18) Definition. Eine Funktion f: D C R — R heift beschrankt auf D, wenn gilt:
dm eR:|f(z) <m,Vx e D.

(1.19) Beispiel. 1) id : R — R :  — x ist nicht beschrinkt.
2) f:R — Rmit f(z) :=3,Vx € R ist beschrinkt auf R.

(1.20) Definition. Hat man zwei Funktionen f: Dy CR —- Rund g: Dy CR — R
mit f(D;) C Dy (d.h. fiir alle d € Dy ist f(d) € D5), so kann man fiir jedes d € D; den
Term f(d) als Argument in die Abbildung g einsetzen, d.h. man kann den Term

9(f(d)) eR
berechnen und allgemein eine neue Abbildung D; — R definieren durch
gof:Di—R:z—g(f(x)) =: (g0 f)(x).

Man nennt g o f die Hintereinanderausfithrung oder Verkniipfung von g und f und
spricht es oft als g verkniipft f.

(1.21) Beispiel. Seien f und g gegeben durch
fRoR:z— 22

und
g: RO SRz .

Wegen 22 > 0,V € R ist die Voraussetzung f(R) C R=? erfiillt und es gilt
(g0 f)(u) == g(f(u) = g(u?) = Vu? = u.

D.h. es gilt (g o f) = id (Man setzt ein Gleichheitszeichen zwischen zwei Funktionen,
wenn die beiden Funktionen den selben Definitionsbereich haben und jedes Element des
Definitionsbereichs gleich abbilden).

1.5 Besondere Eigenschaften von Abbildungen

Wir definieren nun noch zwei besonders wichtige Eigenschaften mancher Abbildungen
und betrachten diese anschliefsend an Beispielen.

(1.22) Definition. Eine Abbildung
f:D—-M
heifst injektiv, falls fiir alle dy, dy € D gilt
fldy) = fld2) = di=dy.
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Die Abbildung wird also genau dann injektiv genannt, wenn je zwei verschiedene Ele-
mente aus dem Definitionsbereich auf verschiedene Elemente der Bildmenge abgebildet
werden.

Visualisiert man sich die Abbildung mit Pfeilen, die Elemente von der Menge D in die
Menge M ,transportieren®, d.h. abbilden, so bedeutet Injektivitit, dass zwei Pfeile mit
unterschiedlichem Startpunkt nie am selben Punkt ankommen:

<

./.\)g

B
S
g
E

nicht injektiv injektiv

(1.23) Definition. Eine Abbildung
f:D—M
heifst surjektiv, falls fiir jedes Element m € M ein Element d € D existiert, so dass
f(d) =m
gilt.

Die Abbildung wird also genau dann surjektiv genannt, wenn jedes Element m der
Bildmenge ein Urbild hat, d.h. es existiert ein Element im Definitionsbereich D, das
auf m abgebildet wird.

In der Pfeildarstellung bedeutet Surjektivitit, dass bei jedem Element der Menge M
(mindestens) ein Pfeil ankommt:

o

- //}
.]g

C. 4

C\ N}

=

7

surjektiv nicht surjektiv
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(1.24) Definition. Eine Abbildung
f:D—M
heifst bijektiv, falls sie surjektiv und injektiv ist.

Stellt man bijektive Abbildungen mit Pfeilen dar, so kommt also bei jedem Element
m der Bildmenge genau ein Pfeil an! Zusétzlich gilt allgemein fiir jede (!) Abbildung,
dass bei jedem Element des Definitionsbereichs genau ein Pfeil startet. Bei bijektiven
Abbildungen wird also jedem Element des Definitionsbereichs ,eins-zu-eins* genau ein
Element der Bildmenge zugeordnet.

In dem Sinne kann bei einer bijektiven Abbildung f : D — M davon gesprochen
werden, dass die Mengen D und M ,gleich viele“ Elemente haben (wobei das zu ungenau
formuliert ist). Diesen Zusammenhang werden wir im néchsten Kapitel noch genauer
betrachten.

D M

S G

<

bijektiv nicht bijektiv

|V

[V/
C/ I\
Lo
[ .]g

(1.25) Beispiel. 1. Uberpriife die Abbildung f : R — R : z > 2

e Wegen f(2) =4 = f(—2) und 2 # —2 ist f nicht injektiv.

o Wegen f(z) = 2? > 0 Vr € R existiert kein y € R mit f(y) = —1, d.h. f ist
auch nicht surjektiv.

2. Andern wir nun bei der Abbildung lediglich den Definitionsbereich oder die Bild-
menge, aber nicht die Abbildungsvorschrift, so kann dies bereits zu ganz anderen
Ergebnissen fiihren. Wir betrachten die Abbildung

f:R2 - R:2— 22
Dann ist f wegen

f@)=fly) = =y "L’ 2=y Vi,yeR>

injektiv, da —1 aber nach wir vor kein Urbild hat nicht surjektiv.

3. Die Abbildung f : R — R2: x +— 2? ist wegen
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zwar nicht injektiv, wegen

VZeRVzeRZ und f (V)= (V2)° =2 Vo € R
jedoch surjektiv.

4. Entspechend ist f : R=% — R2%: x s 22 sogar bijektiv.

1.6 Wieviele Zahlen gibt es?

Vermutlich wiirden die meisten von Thnen die Frage mit ,unedlich viele“ beantworten,
und das wire ja auch richtig. Fragt man nun jedoch konkreter nach der Anzahl natiir-
licher, ganzer und reeller Zahlen (gleich viele? Warum ja/nein?), so wird deutlich, dass
wir mit unseren bisherigen Begriffen dazu nicht mehr viel sagen konnen.

Wir bendétigen einen mathematischen Formalismus, der es uns ermoglicht solche Fra-
gen konkret zu untersuchen. Dazu lassen wir Aussagen wie ,gleich viele Elemente nun
hinter uns und spechen von nun an von der ,Méchtigkeit* (oder ,Kardinalitiat®) einer
Menge M, in Zeichen |M]|.

(1.26) Definition. Wir sagen zwei Mengen M und N haben die selbe Méchtigkeit, in
Zeichen
|M| =[N,

falls eine bijektive Abbildung
f:M— N

existiert.

Fiir endliche Mengen, das sind Mengen mit endlich vielen Elementen, entspricht diese
Definition genau Threr Vostellung, dass zwei Mengen genau dann gleichmichtig sind,
wenn sie ,,gleich viele®, z.B. 5, 189 oder 4098, Elemente haben.

Falls man jedoch unendliche Mengen wie z.B. N und R betrachtet, ist zunichst unklar
was dieser neue Begriff bedeutet.

1.6.1 Hilberts seltsames Hotel

Unter dem Hilbert-Hotel (benannt nach David Hilbert) versteht man ein Hotel, in dem
genau so viele Zimmer vorhanden sind, dass |N| Personen jeweils ein Zimmer belegen
konnen.

Nun stelle man sich vor eine Reisebusgruppe mit genau |N| Personen reise an und belege
alle Zimmer des Hotels. Am folgenden Tag erreicht nun eine weitere Person das Hotel
und fragt ob sie denn noch ein Zimmer bekommen koénne - was sollte der Hotelier nun
antworten?

Um darauf eine Antwort zu finden stellen wir uns sowohl die Zimmer im Hotel als auch
die Personen aus der Reisegruppe mit den natiirlchen Zahlen durchnummeriert vor; die
Hotelgéste konnten z.B. Namensschilder mit einer natiirlichen Zahl bedruckt tragen,
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die ihre Zimmernummer angibt. Die neu hinzugekommene Person stellen wir uns durch
die Null symbolisiert vor, sie trage also ein Namensschild mit einer 0.

Dann besteht eine Moglichkeit die Person noch unterzubringen darin, den Gast Nummer
0 in Zimmer Nummer 1 unterzubringen, den Gast aus Zimmer Nummer 1 zu bitten, in
Zimmer Nummer 2 umzuziehen, den Gast aus Zimmer Nummer 2 zu bitten, in Zimmer
Nummer 3 umzuziehen, usw. - iibersetzt in den mathematischen Formalismus steckt
dahinter nichts weiter als eine bijektive Abbildung b : Ny — N, némlich mit folgender
Abbildungsvorschrift:

b(m):=m+1 Vm e N,.

b ist eine Bijektion, denn:

e b ist injektiv: Seien m,n € Ny mit b(m) = b(n), dann gilt b(m) =m+1=n+1 =
b(n), also inshbesondere m + 1 =n + 1 und damit m = n.

e b ist surjektiv: Sei m € N gegeben, dann ist (m — 1) € Ny und es gilt b(m — 1) =
m—1)+1=m+(-1+1)=m+0=m.

Da wir somit eine Bijektion Ny — N gefunden haben gilt nach Definition
IN| = [Nol.
Wenn wir also zu den unendlich vielen natiirlichen Zahlen noch eine weitere hinzu

nehmen, so dndert das an der Méchtigkeit iiberhaupt nichts!

Wenn nun am néchsten Tag nicht nur ein, sondern 50 weitere Géste gekommen wéren,
hitte das natiirlich trotzdem geklappt: Gast 1 wire in Zimmer 51 umgezogen, Gast 2
in Zimmer 52 usw., so dass die Rdume 1 bis 50 frei geworden wiren.

In den Ubungen werden wir |N| mit |Z| vergleichen. In den Vorlesungen des ersten
Semesters werden Sie sich natiirlich noch mit |Q| und |R| beschéftigen und sicherlich
auch Uberraschungen erleben.
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2 Folgen

(2.1) Definition. Wird jeder natiirlichen Zahl n = 1,2, 3, ... genau eine reelle Zahl x,,
zugeordnet, so nennt man x1, s, T3, . .. eine Folge (reeller Zahlen).
Man schreibt dafiir allgemein (z,),en, oder etwas kiirzer (z,,).

(2.2) Beispiel. 1. (z,)neny mit z; := 4, Vi € N ergibt die konstante Folge 4,4,4, ...

2. (Tp)neny mit z; := 14, Vi € N, also (n),en, ergibt die Folge 1,2,3,. ..

11

3. (Tp)neny mit z; := %, Vi € N ergibt die Folge 1,3, 3,. ..

Man schreibt dafiir auch (1),en.

Bemerkung. Bei einer Folge ist die Reihenfolge der Zahlen eindeutig festgelegt (durch
den Index), durch veréndern der Reihenfolge erhélt man i.A. eine andere Folge.

2.1 Konvergenz

Motivation Man nennt eine Folge (z,),en konvergent gegen eine reelle Zahl z € R,
falls sich die Zahlen der Folge dem Wert x beliebig dicht nédhern.
Man schreibt dann lim z,, = z und nennt = den Limes oder Grenzwert der Folge (z,,).

Formal bedeutet ,beliebig dicht”, dass zu einem beliebig kleinen Abstand ¢ > 0 ein
Index n. existiert, so dass alle (!) Zahlen der Folge mit einem Index grofergleich n.,
also jene Zahlen, die in der Folge weit genung hinten stehen, dichter als € an x dran
sind, d.h. es gilt |z — z,| < &, Vn > n..

(2.3) Definition. Eine reelle Folge (z,,),en heifst konvergent gegen x € R, falls gilt:
Fir allee >0 3 n., sodass |z —z,/<e Vn>n..

Eine Folge reeller Zahlen heifst divergent, falls sie gegen keine reelle Zahl konvergiert.

Ganz entscheidend bei dieser Definition ist die Forderung, dass fiir alle (!) ¢ > 0 die
geforderte Eigenschaft gelten muss. Dadurch wird gewéhrleistet, dass sich bei konver-
genten Folgen zu jedem auch noch so kleinen Abstand ¢ > 0 die Folgenglieder stérker
als bis auf € dem Grenzwert nihern.

(2.4) Beispiel. 1. Die konstante Folge 4,4, 4, ... konvergiert offensichtlich (7) gegen
4.
Allgemein konvergiert jede konstante reelle Zahlenfolge gegen eben diesen Wert.

2. Die Folge 1,2,3,... divergiert, da die Zahlen der Folge beliebig grofs werden. In
diesem Fall schreibt man auch lim z,, = lim n = oo.

n—oo n—oo

3. Die Folge 1, %, %, ... konvergiert gegen 0,

man schreibt daher lim z, = lim 1 = 0.

n—oo n—oo
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Bemerkung. Bzgl. der Kovergenzdefinition gelten folgende Aquivalenzen:

Fir allee >0 3 n., sodass |z —z,/ <& Vn>n..
< Firallee >04dn,, sodass z—cs<z,<zxz+e Vn>n,..
< Firallee >0dn,, sodass z, € (x—e,x+¢) VYn>n..

Wir kénnen uns Konvergenz also so vorstellen, dass ab dem Grenzindex alle Folgenglie-
der in dem £—Schlauch um z liegen miissen (wenn man die Folgenglieder als Punkte in
einem zweidimensionalen Koordinatensystem eintréigt):

FOlge (%)nGN
1+ Vermuteter Grenzwert: 0
1/24% .
- T - - -~ e T T T T J 7 7 Te=Schlauch um den Wert 0 mit e = 1/4
T T T T T T T T
S I S 0 - — -

Bildlich interpretiert bedeutet Konvergenz also, dass wir einen beliebig schmalen e—Schlauch
um den Grenzwert legen konnen, und die Folgenglieder ab dem Grenzindex dennoch
alle innerhalb des Schlauchs liegen miissen.

(2.5) Definition. Seien D C R eine offene Teilmenge (7.B. ein offenes Intervall),
f: D — R eine Abbildung und a € D.? Gilt fiir jede gegen a konvergente Folge (z,,)
aus D

lim f(z,) =c (3)

n—oo
fiir ein (festes) ¢ € R, so schreiben wir dafiir

lim f(z) =c. (4)

r—a

Bemerkung. Sind eine Folge (z,)neny C R und eine Abbildung f : R — R gegeben,
so bildet (f(z,))nen natiirlich auch eine reelle Folge, die man auch auf Konvergenz hin
untersuchen kann.

(2.6) Beispiel. 1. Betrachte (x,,) mit x; := 7. Es geht also um die Folge 1,2,3, ...
Ist f:R — R definiert durch f(z) := 2x, so ergibt (f(z,)) die Folge 2,4,6, ...

2. Seien f(z) := 2? — 3 und a = 0. Wihle (%)neN als Beispiel fiir eine gegen a = 0
konvergente Folge.

2das bedeutet gerade, dass es mindestens eine Folge in D gibt, die gegen a konvergiert; a selber
muss nicht in D liegen
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Die Folge (f(2))nen = (37 — 3)nen hat dann die Gestalt —2, 23, —23 . und
konvergiert gegen —3: lim f(%) = -3.

Wenn man dann allgemeiner nachweisen kann, dass (f(z,)) tatséchlich fiir jede
gegen 0 konvergierende Folge (x,) gegen —3 konvergiert, erhilt man als Ergebnis

lim f(z) = —3.
z—0
3. liII(l) jzfg = %6 = —%. Dies zu beweisen erfordert allerdings bereits etwas mehr
T—
Vorkenntnisse.

2.2 Aussagen iiber Folgenkonvergenz

Wir halten zunéchst eine wichtige Aussage fest:

(2.7) Satz. Eine reelle Folge kann mazimal einen Grenzwert haben.

Der Beweis ist nicht allzu schwer (annehmen es gebe zwei verschiedene und zu einem
Widerspruch fiihren), vielleicht werden wir in den Ubungen Gelegenheit haben dariiber
zu sprechen.

Eng mit der Konvergenz zusammen hingt der Begriff der Beschrianktheit:
(2.8) Definition. Eine reelle Folge (,,)nen heifit beschrinkt, falls es eine Zahl N > 0
gibt mit

|z, <N VneN.

In dem Fall nennt man N auch eine Schranke.

Um diesen Zusammenhang zu erkennen iiberlegen wir uns zunéchst, was fiir verschie-
dene Arten von Folgen wir uns denn vorstellen konnen. Wir halten fest:

e Es gibt konvergente Folgen, z.B. die konstanten Folgen.

e Es gibt divergente Folgen. Sie kdnnen unbeschrankt, wie im Beispiel x; := i Vi € N,
oder beschriinkt, wie im Beispiel z; := (—1)? Vi € N, sein.

e Einige konvergente Folgen sind beschrinkt, wie z.B. die konstanten Folgen oder
die durch z; := % Vi € N definierte Folge.

e Es stellt sich die Frage, ob es unbeschriankte konvergente Folgen gibt, oder ob eine
konvergente Folge zwangsweise beschriankt sein muss.

Zunichst ist klar, dass jede endliche Menge beschriankt ist: Man bestimmt das kleinste
Element A und das grofte Element B (durch paarweises Vergleichen) und wéhlt als
Schranke S den grokeren der beiden Werte |A| und |B|. Dies schreibt man auch wie
folgt:

S :=max{|A|,|B|}.
Die Frage nach der Beschrianktheit einer Menge ist also nur fiir unendliche Mengen
interessant.
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(2.9) Definition. Sei M eine beliebige Menge reeller Zahlen. Existiert ein Element
a € M mit a < m Vm € M, so nennen wir a das Minimum von M und schreiben dafiir
auch

min(M) = a.

Existiert ein Element b € M mit b > m ¥Ym € M, so nennen wir b das Maximum von
M und schreiben dafiir auch
max(M) = b.

Zu beachten ist dabei, dass sowohl Minimum als auch Maximum, falls iiberhaupt exis-
tent, selber Elemente der betrachteten Menge sein miissen!

Bemerkung. e Jede endliche Menge hat ein Minimum und ein Maximum, um sie
zu bestimmen muss man (zumindest theoretisch) lediglich jedes Element mit allen
anderen vergleichen. ..

Beispiel: Fiir die Menge {4, 7, 7,/67, 33} ist 7 das Minimum und 33 das Maxi-

mum.

e Fiir unendliche Mengen trifft dies nicht unbedingt zu, das offene Intervall (2,3) =
]2,3[ hat weder ein Minimum noch ein Maximum. Die Menge N hat die 1 als
Minimum, jedoch kein Maximum.

e Hat man zwei beschrinkte Mengen M; und M, mit Schranken N; bzw. N, so

ist m := max { Ny, No} eine Schranke von M; U My, insbesondere ist die Menge
M, U Ms beschrankt.

(2.10) Satz. Jede konvergente reelle Folge ist beschrankt.

Beweis. Den Beweis kénnen Sie in den Ubungen selber versuchen hinzubekommen. Hier
nun einige Anmerkungen dazu:

Um die Beschrinktheit zu zeigen muss ja eine Schranke N gefunden werden. Tatséch-
lich besteht die einzige Schwierigkeit in diesem Beweis darin, dass eine Folge unendlich
viele Folenglieder hat, d.h. man kann nicht einfach davon ausgehen, dass die Menge der
Folgenglieder ein Maximum und ein Minimum hat. (Die Menge {% | n € N} hat bei-
spielsweise kein Minimum, obwohl sie offensichtlich beschrénkt ist, z.B. durch N = 5.)
Der Trick besteht nun darin, sich ein beliebiges € > 0 vorzugeben, z.B. £ = 1, und dann
die Konvergenzeigenschaft auszunutzen: Es existiert ein Index n., so dass die unendlich
vielen danach kommenden Folgenglieder in einem gewissen Intervall um den Grenzwert
liegen, insbesondere ist also die Menge dieser unendlich vielen Folgenglieder beschrénkt
(mit welcher Schranke?).

Anschliefslend muss man lediglich noch die endlich vielen Folgenglieder x1,...,x,_ mit

€

in die Argumentation einbeziehen. . . 0
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3 Reihen

In der Mathematik bezeichnet man spezielle Formen von Folgen auch als Reihen:

(3.1) Definition. Fiir eine Folge (ay),cy nennt man

(=)

eine Partialsummenfolge und bezeichnet diese auch als Reihe.
Die Reihe wird als konvergent (divergent) bezeichnet, falls die dazugehorige Partial-
summenfolge konvergiert (divergiert).

Im Falle der Konvergenz einer Reihe schreibt man fiir den Grenzwert kurz
o0 n
E ap := lim E ag )
n—oo
k=1 k=1 neN

Insbesondere in Aufgabenstellungen spricht man fiir speziell definierte Zahlen a; etwas
ungenauer und allgemeiner von einer Reihe ) 77, aj, unabhingig von einer Konver-
genzbetrachtung, und fragt dann fiir gewohnlich nach der mdéglchen Konvergenz der
Reihe.

(3.2) Beispiel. 1. Setze a; := 3 Vk € N. Dann hat die Partialsummenfolge folgende

Gestalt:
(Z ak> = (Z 3) =3,6,9,12,15, ...
k=1 neN k=1"/ neN

Die Partialsummenfolge, und somit die Reihe, divergiert also offensichtlich.

2. Setze aj := 1 fiir alle geraden & € N und a; := —1 fiir alle ungeraden £ € N
(Wie kénnte man dies eleganter aufschreiben?). Dann hat die Partialsummenfolge
folgende Gestalt:

<Zak> - (Z(_l)k) = _1707_1707_1707"-
k=1 neN k=1 neN

Die Partialsummenfolge, und somit die Reihe, divergiert also ebenfalls.
3. Gibt es ein N € N mit a, = 0 V& > N, so ist die entsprechende Reihe stets
konvergent, denn in dem Fall gilt
n 1 2 3 N N N
(So) ~FwFaYa YaTaYu.
neN k=

1 k=1 k=1

d.h. die Reihe konvergiert gegen die Summe der ersten N Eintrdge (jene, bevor
die folgenden Summanden ay, alle Null sind), in Zeichen:

[e's) N
E Qap = E Qg .
k=1 k=1
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Ein Beispiel fiir eine deratige Reihe bekommen wir, indem wir N = 4 setzen, also
0 =a5 = ag = ay = ag = ..., und fiir a; bis a4 irgendwelche Zahlen einsetzen,
7z.B. a1 =1,a0 =2,a3 = 3 und a4 = 4.

Die Partialsummenfolge ist dann

1,1+2,14+2+3,14+2+34+4142+3+4+0,1+2+3+4+0+0,...
=1,3,6,10,10, 10, ...

Sie konvergiert gegen 10 = Zizl ay,.

3.1 Konvergenz

Es stellt sich nun die Frage, ob man Reihen eventuell ansehen kann ob sie konvergieren
oder nicht, und, falls ja, wie?

Es gibt in der Tat einige Aussagen und Sézte, die Sie diesbeziiglich in den ersten Semes-
tern Thres Studiums kennenlernen werden. Wir werden an dieser Stelle lediglich einige
wenige, vergleichsweise einfache, Feststellungen machen und versuchen Interesse fiir die
fortfiihrenden Vorlesungen zu wecken.

In unseren drei Beispielen oben konvergierte lediglich die Reihe im letzten Beispiel, in
der die Folge a; offensichtlich gegen Null konvergierte. Nun sind dies extrem einfache
Beispiele gewesen, immerhin gilt aber folgender Satz:

(3.3) Satz. Ist eine Reihe Y -, ar konvergent, so muss die Folge (ay),oy gegen Null
konvergieren.

Der Satz beantwortet allerdings nicht die Frage, ob umgekehrt fiir jede Nullfolge (a ),y
die Reihe > ;7 a; konvergiert. Und dies ist tatséchlich auch nicht der Fall, wie das
Beispiel a; := 1 Vk € N beweist, die (harmonische) Reihe Y7, 1 divergiert néimlch
gegen Unendlich.

Ein anderes sehr wichtiges Beispiel wird durch Folgen (ay),cy mit ay := 2% Vk € N
gebildet, wobei z eine reelle Zahl mit Betrag kleiner als 1 ist:

3.2 Die geometrische Reihe

Seien nun also x € R mit |:v| <1,d. h esist x € (—1,+1), und a, := 2* Vk € Np.

Wir betrachten die Reihe E k= Z 2F=1 und versuchen herauszufinden ob die Reihe
k=0 k=1
konvergent ist. Dazu gehen wir auf die Definition der Reihen-Konvergenz zuriick und

untersuchen die Partialsummenfolge auf Folgen-Konvergenz. Die Partialsummenfolge
lautet

0 1 2 3
Zazk,Zxk,Zxk,Zxk,...:1,1+x,1+:1:+:z:2,1+:c+:c2+:1:3,
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Es stellt sich also die Frage, ob man zu vorgegbenem x € (—1, +1) und einer Zahl n € Ny
direkt den Ausdruck > z* bestimmen kann. Folgender Satz liefert eine Antwort auf

k=0
diese Frage:

(3.4) Satz (Geometrische Summenformel). Seien x € R mit || < 1 und n € Ny,
dann gilt
1 — gpntl
Zx 11—z

Beweis. Diese Aussage ist, wenn man die Behauptung erstmal vor sich stehen hat, gar
nicht mal schwer zu beweisen. Man kann dann ndmlich die Beweistechnik der vollstandi-
gen Induktion anwenden. Wir nutzen die Moglichkeit um eben jenes wichtige Verfahren
nochmal zu iiben:

Beweis durch vollstindige Induktion nach n € Ny:

IA Sei n = 0. Dann ist Zzzo ¥ = 2% = 1, die Formel stimmt also fiir n = 0.

IV Wir nehmen nun an die Formel wire fiir eine feste Zahl n € Ny richtig. Wir setzen

also Y _ af =1 1’” voraus.

IS Unter dieser Voraussetzung folgt

n+1 n 1— $n+1
Z Z 1—=x
k=0 k=0

C(]n+1 o xn+2 1— xn-i—l 1— xn-i—?

11—z 11—z 1—=zx

]

Mit der Aussage dieses Satzes ldsst sich die zur betrachteten Reihe gehérende Partial-
summenfolge also wie folgt darstellen:

0 1 2 3 n el
k k k k _ k (l—x
Ty xt Y xt, Yy xt,...= x =|(—- .
11—z N
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 neN n&lNo
Um die Reihe auf Konvergenz zu untersuchen muss also nur noch die mogliche Kon-

171.714—1
11—z

vergenz der Folge ( ) iiberpriift und gegebenenfalls der Grenzwert bestimmt
n€Np

werden.

Geringfiigige Kenntnisse iiber Folgen vorausgesetzt, ldsst sich leicht einsehen, dass die

Folge (x™*! fiir |2| < 1 gegen Null konvergiert und somit
g n€Np

) 1— l,nJrl 1
lim =
n—oo 1 —2x 1l—=x

folgt. Es ergibt sich also direkt:
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(3.5) Satz (Geometrische Reihe). Fiir |z| < 1 ist die Reihe Y " stets konvergent
k=0
und es gilt

1
k
E et =T (5)
k=0

3.3 Das Zenon-Paradoxon

Das so genannte Zenon-Paradoxon beruht auf folgender Uberlegung, die Zenon von
Elea® zugeschrieben wird. Dabei stellt man sich folgende Situation vor:

Achilles will mit einer Schildkréte ein Wettrennen machen. Da die Schildkréte langsamer
ist, bekommt sie einen Vorsprung von genau einem Stadion. Nun geht das Rennen
los. Achilles erreicht nach einer gewissen Zeit den Punkt, an dem die Schildkrote zum
Startzeitpunkt war. In der Zwischenzeit ist diese aber auch ein Stiick vorangekommen.
Nun erreicht Achilles diesen zweiten Punkt und die Schildkréte ist wieder ein kleines
Stiick weiter gekommen. So setzt sich das Rennen fort und Achilles wird seinen Gegner
(scheinbar) nicht einholen kénnen, da dieser, wenn Achilles den jeweils letzten Punkt
des Tieres erreicht, schon wieder ein Stiick vorwirts gekommen ist.

Wir machen die vereinfachenden Annahmen, dass beide Teilnehmer jeweils konstant
schnell laufen und Achilles 12 mal so schnell lauft wie die Schildkrote.

Wir werden uns mit unseren Kenntnissen iiber Reihen versuchen klar zu machen, warum
dieses Paradoxon aus heutiger Sicht keines (mehr) ist, zumindest nicht bei entsprechen-
den mathematischen Vorkenntnissen (die es auch erst seit wenigen hundert Jahren in
Europa gibt).

Die angedeutete Argumentation ist logisch korrekt und kann auch beliebig (,abzahlbar
unendlich®) oft wiederholt werden. Und fiir den bei dieser Argumentation betrachteten
Zeitraum bzw. den betrachteten Laufweg gilt in der Tat offensichtlich auch, dass Achilles
der Schildkréte zwar beliebig nahe kommt, sie aber nie iiberholt und auch nur und genau
dann einholt, wenn man die Argumentation ,abzdhlbar unendlich“ oft nacheinander
ausfiihrt.

Eine wichtige Frage ist nun, wie lange die beiden laufen bzw. wieviel an Strecke zuriick-
gelegt wird bei ,abzdhlbar unendlich® vielen Argumentationsschritten.

Man kann mathematisch zeigen, dass dabei lediglich eine begrenzte, endlich lange Stre-
cke zuriickgelegt wird und die beiden Akteure auch nur eine endlich lange Zeitspanne
unterwegs sind?. Das folgt im Wesentlichen aus der geometrischen Reihe (siehe Satz
3.5):

Die Lénge ,,1 Stadion“ sei mit S abgekiirzt, die Zeit, in der Achilles die Strecke S < oo
lauft sei T < oo.

3geboren circa 490 v. Chr. in Elea, gestorben circa 430 v. Chr. vermutlich in Elea oder Syrakus

4wenn vorausgesetzt wird, dass Achilles endlich schnell liuft
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Dann erhalten wir als Zeit, die Achilles unterwegs ist, wenn wir ,,abzdhlbar unendlich®
oft nacheinander argumentieren wie oben:

D T3 Z(12) -1 11 >

k=0 k=0 12

Als zuriickgelegte Strecke (von Achilles) in dieser Zeit erhélt man analog:

=S = 1\ ) 1 12
= _g. — ) ¥g9. —9. 2 <92. )
Zm S 2(12) S T §. <2 8<00

k=0 k=0

Die obige Uberlegung, dass Achilles die Schildkréte nicht iiberholen kann, ist also nur
fiir diese begrenzte Zeitspanne % -T bzw. fiir diese begrenzte Laufstrecke % - S richtig.
Uber mogliche Ereignisse (z.B. einen Uberholvorgang) zeitlich danach, falls die Akteure
weiterlaufen sollten, kann mit dieser Argumentation keine Aussage gemacht werden.

In der Tat kann man durch Bestimmen der entsprechenden geometrischen Reihen aber
immerhin berechnen, wann und wo Achilles die Schildkréte einholen wird: Es miissen
lediglich die entsprechenden Grenzwerte ermittelt werden, die Ergebnisse sind nach

obigen Rechnungen gerade

12 12
—.T R
11 bzw 11 S
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4 Differentialrechnung

(4.1) Definition (ungenau). Eine Funktion f : D C R — R heifit stetig, wenn ver-
schwindend kleine Anderungen des Argumentes (der Argumente) nur zu verschwindend
kleinen Anderungen des Funktionswertes fiihren. Das heifit insbesondere, dass in den
Funktionswerten keine Spriinge auftreten (man kann den Graphen der Funktion also
zeichnen ohne den Stift abzusetzen).

Diesen Zusammenhang mathematisch korrekt zu formulieren erfordert ein wenig mehr
Theorie und soll nicht Inhalt dieses Kurses sein, fiir Interessierte wird er hier dennoch
kurz aufgeschrieben: f: D C R — R heift stetig in einem Punkt x € D, wenn gilt:

Ve>030>0:z—y|<dhyeD=|f(x)— fly)] <e.

Ist f in allen Punkten z € D stetig, so heifst f stetig (auf D).

Bemerkung. Eine Funktion f : D C R — R ist im Punkt @ € D genau dann stetig,
wenn

lim f(z) = f(lim ) = f(a)

r—a r—a

gilt.
Vielleicht konnen wir diesen Zusammenhang in den Ubungen zumindest teilweise be-
weisen.

Wir werden nun den Begriff der Differenzierbarkeit einfithren und differenzierbare Funk-

tionen betrachten. Differenzierbare Funktionen haben einige niitzliche Eigenschaften, sie
sind z.B. auch stetig.

4.1 Differenzierbarkeit

Zuniichst betrachten wir (nicht senkrechte) Geraden im R?, d.h. Abbildungen der Art
fR—=R:xz—ax+0.

Ein wesentlicher Aspekt von Geraden ist, dass ihre Steigung konstant, also auf dem
ganzen Defintionsbereich gleich ist. Man kann sie entweder in der Abbildungsvorschrift
direkt ablesen, sie betrigt bei obiger Schreibweise a, oder allgemein mit Hilfe eines
Steigungsdreiecks ermitteln:
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Az

Mift man die Liangen Az und Ay aus und dividiert, so erhélt man als Steigung von f

_ Ay
Az

(b ist der Y'—Achsenabschnitt, also b = f(0).) Das Besondere an einer Geraden ist nun,
dass der so ermittelte Wert fiir die Steigung unabhingig von der Gréfe des Steigungs-
dreiecks und unabhéngig von der Stelle ist, an der es an den Graphen ansetzt.

Die Steigung ist positiv (d.h. grofer als Null), wenn die Gerade von links nach rechts
steigt, negativ, wenn sie von links nach rechts fillt und Null, wenn sie horizontal verlauft.
Das liegt natiirlich an der unten folgenden Definition der Steigung bzw. Ableitung.

a

Mochte man nun auch fiir andere Funktionen die Steigung in einem speziellem Punkt
bestimmen, muss man die Vorgehensweise auf zwei Arten ein wenig verfeinern:

1. Das Steigungsdreieck muss bei genau dem z—Wert an den Graphen ansetzen, fiir
den die Steigung ermittelt werden soll.

2. Das Dreieck muss sehr klein gemacht werden, i.A. sogar beliebig klein, d.h. man
muss Folgen von kleiner werdenden Dreiecken, bzw. genauer gesagt Folgen von
Zahlen ﬁ—fi fiir kleiner werdende Dreiecke, und deren moglichen Grenzwert be-
trachten.

Diesen Grenzwert, falls er existiert, nennt man dann die Steigung des Graphen
im jeweiligen Punkt.

(4.2) Definition. Seien D C R und f : D — R eine Abbildung. f heift in einem
Punkt zy € D differenzierbar, falls der Grenzwert

f(wo +h) — f(xo)
h

) = fm

(6)

existiert. f'(zg) heifst dann die Ableitung oder der Differentialquotient von f im Punkt
Zg.



32 Vorkurs Mathematik: Analysis

Dabei sind bei der Limesbildung natiirlich nur gegen Null konvergente Folgen (h,)
zugelassen mit h, # 0 und xg + h,, € D fiir alle n € N.

Bemerkung. 1. Setzt man F(h) := w fiir ein fest gewéhltes xy € R,
dann entspricht die Berechnung der Ableitung an der Stelle x, (falls sie existiert)
der Berechung des Grenzwertes der Folge (F'(hy,))nen-

2. f'(xp) ist die Steigung der Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkt
(l’o, f(x()))

3. Fiir f'(zg) ist auch die Schreibweise %(:po) gebrauchlich.

(4.3) Definition. Eine Abbildung f : D — R heifit differenzierbar auf D, falls der
Grenzwert f'(zg) fiir alle xq € D existiert, d.h. wenn f in jedem Punkt xq € D diffe-

renzierbar ist.
In dem Fall heifit die Funktion
f':D—R

Ableitung von f bzw. Ableitungsfunktion.

(4.4) Beispiel. 1. Betrachte Geraden im R?, also Funktionen
f:R—>R:x— ax+bmita,beR.

= f'(zo) = ;llli% f(x0+hf)L—f(ro) _ }ZE% a($0+h)+2—(axo+b) _ ;1113(1)

lim% = lima = a, Vo € R.
h—0 h—0

axrg+ah+b—axg—b __
= =

D.h. fist auf ganz R differenzierbar und die Ableitung ist konstant (f’ unabhéngig
von xg). Die Gerade f(x) = ax + b hat also die kostante Steigung a.

2. Betrachte eine konstante Funktion f : R — R, also f(z) = ¢,Vz € R, fiir ein
festes ¢ € R.

if'(xo)zkii%w:}lﬁ%zﬂ%%:%@)o:o,vxoe[&

Konstante Funktionen sind also auf ganz R differenzierbar mit Ableitung 0.

3. Berechne die Ableitung von f : R — R : z > 22

(o) = lim f(a:o—i-h})l— [(x0) _ 1im (zoth)?—af _ lim e +2wohth®—af lim PGroth) _

h—0 h—0 h h—0 h oo P
Illlﬁ(l] 21’0 -+ h = 21'0, Va:o e R.
Bemerkung. 1. Die Ableitung einer Funktion enthélt Informationen iiber die Ver-

anderung der Funktionswerte f(z):

e f'(z9) < 0 bedeutet, dass der Graph von f an der Srelle z fillt (von links
nach rechts betrachtet).

o f'(x9) > 0 bedeutet, dass der Graph von f an der Stelle zq steigt.
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e f'(x9) = 0 bedeutet, dass der Graph von f an der Stelle 2y weder steigt noch
fallt, es konnte sich dort also moglicherweise ein lokales Extremum oder ein
Sattelpunkt befinden.

2. Ist eine Funktion f : D — R differenzierbar auf einer Teilmenge T C D, so ist sie
auf T auch stetig.

Beweis. Wir mochten die Beweisidee hier zumindest kurz andeuten: Wir sezten
voraus f sei im Punkt a € D differenzierbar, dann existiert

J et SR = f(@)

eR
hn—0 hn

fiir eine ,beliebige* Nullfolge (h,)nen. Setzt man nun
Tp:=a+h, VnéeN,

so folgt
() = f(a)

n

g = lim

n—~oo

Nehmen wir nun an es wire lim f(x,) # f(a), dann gilt

n—~o0

lim (f (zn) — f(a)) # 0

n—oo

und somit (einige wenige Kenntnisse iiber Konvergenz vorausgesetzt)

f(a‘l’hn)_f(a)

hljr—r}o I, = oo,
im Widerspruch zu
Also war unsere Annahme falsch und es gilt
lim f(z,) = /(@)
Das bedeutet gerade, dass f in a stetig ist. O]

4.2 Ableitungen von wichtigen Funktionen

Hier sollen nur kurz eine wichtige Beispiele von Funktionen und ihren Ableitungen
angegeben werden, die Sie grofstenteils wahrscheinlich schon aus der Schule kennen und
in Analysis 1 bzw. Mathe 3 sicher noch genauer betrachten werden.
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| flx) | fx) |
ar +0b a
b 0
In |x| 1
sin(z) | cos(x)
cos(x) | —sin(z)

Es kommt oft vor, dass Funktionen abgeleitet werden sollen, die eine Zusammensetzung
anderer, z.B. der oben angegebenen, sind. Mit Hilfe einiger allgemeingiiltiger Formeln
l1aft sich in so einem Fall die gesuchte Ableitung oft schnell aus bereits bekannten
Ableitungen zusammenfiigen, zum Beispiel bei der Funktion f(z) = (z + sin(x))2.

4.3 Ableitungsregeln

Faktorregel. Seien D C R und f : D — R differenzierbar. Dann ist k : D — R, defi-
niert durch k(z) := (c- f)(x) := c- f(z),Va € D fiir ein festes ¢ € R, auch differenzierbar
und es gilt

K (xo) = (¢ f)(x0) = ¢+ f'(xg),Vao € D. (7)
(4.5) Beispiel. (52%) =5 (2*) =5+ (32?) = 1522
Summenregel. Seien D C Rund g, f : D — R differenzierbar. Dann ist g+ f : D — R,
definiert durch (¢ + f)(z) := g(z) + f(z),Vz € D, auch differenzierbar und es gilt

(9 + f) (z0) = g'(w0) + f'(x0), Vo € D. (8)
(4.6) Beispiel. (e* +3z) = () + (3z) = e” + 3

Produktregel. Seien D C R und g, f : D — R differenzierbar. Dann ist g- f : D — R,
definiert durch (g - f)(z) := g(x) - f(x),Vz € D, auch differenzierbar und es gilt

(9 ) (xo) = ¢'(wo) (o) + g(wo) ' (0), Va0 € D. (9)
(4.7) Beispiel. (sin(z) - x) = cos(x) - x + sin(z)

Quotientenregel. Seien D C R und g, f : D — R differenzierbar mit f(z) # 0,Vx €
D. Dann ist % : D — R, definiert durch %(x) = %,‘v’x € D, auch differenzierbar und
es gilt

@ (a0) = g’(frro)f(fv(})(;o)g;%)f'(xO),v:co eD. (10)
(4.8) Beispiel. (&) = 2¢5<" = ez(jgl)

Kettenregel. Seien g, f : R — R differenziebare Funktionen, dann ist auch gof : R —
R differenzierbar und es gilt

(g o f) (x0) = ¢'(f(x0)) - f'(20), Vo € D. (11)
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Bemerkung. f'(zy) wird auch die innere und ¢'(f(zo)) die dufere Ableitung genannt,
so dass sich die Formel mit der Faustregel ,innere mal dufere Ableitung merken l&fst.

(4.9) Beispiel. 1. Mit y(z) := ax ist (e9) = (e¥@) = ¢e¥ - ¢/(x) = €% - a.
2. ((x+sin(z))?) =2 (z +sin(x)) - (1 + cos(x))

3. ((5x - cos(z))?) = 3 - (5x - cos(x))? - (5z - cos(x)) = 3 - (5x - cos(z))? - (5 cos(x) —
Sx sin(x))

4.4 Hohere Ableitungen

(4.10) Definition. Sei f : D — R eine auf D C R differenzierbare Funktion. Ist die
Ableitung f' : D — R im Punkt zy € D differenzierbar, so nennt man f zweimal
differenzierbar in xy und definiert

(o) == () (o). (12)

f"(x¢) wird als die zweite Ableitung von f in xy bezeichnet.

f D — R heiftt zweimal differenzierbar auf D, falls f in jedem Punkt xq € D zweimal
differenzierbar ist. Die Abbildung f” : D — R wird dann zweite Ableitung von f
genannt.

Bemerkung. Auf diese Weise konnen rekursiv beliebig hohe Ableitungen definiert wer-
den, als k—te Ableitung erh&lt man

FO(x) = (fFEDY(2), fir k=1,2,3,...

Unter der 0—ten Ableitung versteht man die Funktion selber, es gilt also f© = f.

(4.11) Beispiel. 1. Die Funktion f : R — R : 2 — 2% ist auf ganz R differenzierbar
mit Ableitung
f'(x) = 42°.

Nun ist f' : R — R auch auf ganz R differenzierbar, also ist f zweimal differen-

zierbar und es gilt
() = 1222

In der Tat ist f sogar beliebig oft differenzierbar, es gilt z.B. f©) = 24x.

2.8 i f:R—-R:z+ 2%+ To. =
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5 Das Newton-Verfahren

Wie wir im folgenden Kapitel noch sehen werden, ist das Finden von Nullstellen von
Funktionen f : R — R bei einer Kurvendiskussion hdufig notwendig und wichtig. Doch
selbst bei vergleichsweise einfachen Funktionen wie folgendem Polynom dritten Grades

f:R-R:2x—2*+20° 430 +7

kann dies relativ schwierig werden.

Hilfreich kann in solchen Fillen das so genannte Newton-Verfahren sein, das fiir gewisse
Funktionen unter ,ausreichend guten“ Startbedingungen Naherungswerte fiir Nullstellen
liefert:

Ist f: R — R differenzierbar, f’ stetig und xq € R, so definieren wir rekursiv eine Folge

durch
_ f(=)
f'(@i)

falls f an den entsprechenden Stellen keine Nullstelle hat.

Vi € N,

Tit1 ‘= Ty

Ohne Beweis halten wir fest, dass die so definierte Folge gegen eine Nullstelle von f
konvergiert, falls f eine Nullstelle hat, der Startwert x ,dicht genug“ an der Nullstelle
liegt und ,ausreichend gute“ Zusatzbedingungen gelten (u.a. f'(x;) # 0 Vi € Ny).

Wir kénnen diese abstrakt anmutende Definition aber zumindest geometrisch deuten
und uns auf diese Weise klarmachen warum das Verfahren unter ,ausreichend guten®
Startbedingungen funktioniert:

fla)p —=-=---~-

f'(wo) = Slzol

To—T1

Wenn man weifs, dass

1. nach der Definition des Differentialquotienten die Ableitung von f an der Stelle x,
der Steigung der Tangenten an den Funktionsgaphen an der Stelle z( entspricht
und
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2. jede Gerade eine konstante Steigung hat, die man an einem beliebigen Steigungs-
dreieck an einer beliebigen Stelle der Geraden ablesen kann,

dann folgt mit den Bezeichnungen in obiger Skizze direkt

f(ﬂUo)

l‘o—iL’l‘

f(wo) =

Einfache Aquivalenzumformungen ergeben nun

f(zo) = % & fl(xo) - (wo — 1) = f(o) o g — 1 = ]{/iii))
f(x0) f(wo)

= —T1 = — X <~ T1 =Ty —

f'(xo)

Also entspricht der in obiger Skizze als x; gekennzeichnete Wert genau jenem, den wir
beim Newton-Verfahren als nichsten Folgenwert erhalten, wenn wir bei der eingezeich-
neten Funktion mit dem Startwert xy beginnen.

Geometrisch gedeutet macht das Newtonverfahren also nichts Anderes, als zum vorgege-
benen Wert x; den Schnittpunkt von der X —Achse mit der Tangenten an den Graphen
im Punkt (x;, f(x;)) als ndchsten Wert x;,1 zu bestimmen.

(5.1) Beispiel. Ganz einfache Beispiele fiir Funktionen sind hiufig Geraden. Man kann
sie natiirlich auch beim Newton-Verfahren einsetzen, und in der Tat kommt man im
folgenden Fall einer nicht senkrechten Geraden auch extrem schnell zu einem sehr guten
Ergebnis.

Sei also

fR>R:x+—ax+0b

mit a,b € Rund a # 0, d.h. a ist die Steigung der Geraden und b der Y —Achsenabschnitt.
Zu einem beliebigen Startwert zy € R liefert das Verfahren dann im ersten Schritt mit

_fl@o) _ o amtb o b b
0 f,(x(])— 0 a - 0 0 CL_ a

1 =X

direkt die einzige Nullstelle von f.

Dies verwundert auch kaum, da jede Tangente an einer Geraden die Gerade selber ist
und somit der Schnittpunkt dieser Tangenten mit der X —Achse dem Schnittpunkt der
Geraden mit der X —Achse entspricht.

Wenn man nicht merkt, dass das Verfahren bereits den exakten Wert der Nullstelle
geliefert hat, kann man natiirlich auch weitere Folgenglieder x5, z3 usw. berechnen -
welche Werte miissen da dann herauskommen?

Mit anderen einfachen Beispielen erhilt man auf diese Weise auch Folgen, die Néhe-
rungswerte fiir beliebige reelle Wurzeln liefern:
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5.1 Babylonisches Wurzelziehen
Setzt man beim Newtonverfahren als Funktion die Abbildung
f:RoR:z—2*—a
mit einer beliebigen reellen Zahl a > 0 ein, so erhélt man die Folge
2 —a T+t

Tit1 x o1, 5 1 € Ny

Nach der Aussage des Newtonverfahrens konvergiert die Folge gegen einen Wert T, der
eine Nullstelle von f ist, d.h. es gilt

f@)=2"-a=0.

Nun gilt jedoch

d.h. die Folge konvergiert gegen \/a oder —/a (je nachdem wie man xy wihlt) und
liefert somit Ndherungwerte fiir beliebige reelle Wurzeln.

In der Tat hat die Funktion
f:RoR:z—2*—a

fiir a > 0 genau zwei Nullstellen:

()

(5.2) Beispiel. Natiirlich kannten die Babylonier das Newton-Verfahren nicht, d.h.
wenn sie wirklich so gerechnet haben sollten miissen sie sich diese Vorgehensweise an-
ders hergeleitet bzw. begriindet haben.

Eine Mdoglichkeit besteht darin sich zu vorgegebenem a > 0 ein Quadrat mit Flachenin-
halt a vorzustellen dessen Kantenlénge Sie bestimmen sollen. Natiirlich wissen Sie, dass
das Quadrat die Kantenlédnge y/a haben muss, man kann sich dies jedoch auch geome-
trisch rekursiv definiert vorstellen, wobei die Kantenldngen gegen /a konvergieren.
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Wie das funktioniert machen wir uns am simplen Beispiel des Quadrats mit Flichen-
inhalt 9 und Startwert zy = 1 klar:
Das Babylonische Wurzelziehen liefert in dem Fall folgende erste Werte:

5U0+I%_1+9

- = =5
5+2 34
= =34
i) 9 10 )
34 9 34 90 1028
b= WEM Tt g S4BT oo
3 2 2 2 170 8
257
20 4
:(}4:852

Und dies ldsst sich tatséichlich sehr schén geometrisch interpretieren: Der Startwert
xg = 1 bedeutet, dass wir uns zu Beginn die Fliche als Rechteck mit Kantanldnge
1 und ...naja, die zweite Kantenldnge muss halt passend gewihlt werden, damit die
richtige Fliche herauskommt, also als 9, denn es gilt ja

9-1=09.

Man kann dies aber auch schreiben als

Betrachten wir nun noch einmal unsere rekursive Definition

9
l’i‘i‘;
2 )

Tiy1 =

so fallt auf, dass wir nichts anderes machen als unsere Kantenldnge x; und den dazu
,passenden“ Wert 9, (zweite Kantenlédnge) zu nehmen, die i.A. ungleich sind und daher
lediglich ein Rechteck mit dem richtigen Flicheninhalt, jedoch kein Quadrat, erzeugen.
Und von diesen beiden Kantenldngen bilden wir dann einen Mittelwert, indem wir die
zwei Zahlen addieren und dann durch zwei dividieren.

Wiederholt man diesen Vorgang beliebig oft, so ndhert man das Rechteck immer mehr
einem Quadrat an.
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6 Kurvendiskussion und einige spezielle Funktionen

6.1 Kurvendiskussion

Betrachtet werden Abbildungen f : R — R, gesucht werden Merkmale und spezielle
Eigenschaften, bzgl. derer man diese Abbildungen vergleichen und klassifizieren kann.

6.1.1 Definitionsbereich
Fiir eine Abbildung f: D C R — R wird D auch als Definitionsbereich bezeichnet. Es
ist also die Menge aller x € R, fiir die f(x) definiert ist.

Um zu einer vorgegebenen Abbildungsvorschrift x — f(x) die bzw. eine mégliche De-
finitionsmenge zu bestimmen muss also herausgefunden werden fiir welche x € R die
Abbildung f sinnvoll definiert ist.

Beispielsweise muss bei Bruchrechnung beachtet werden, dass der Nenner # 0 bleibt;
oder bei der Wurzelrechnung in R muss der Term unter der Wurzel > 0 bleiben.

Zur Bestimmung dieser moglichen Definitionsliicken miissen dann oft Gleichungen bzw.
Ungleichungen gel6st werden:

(6.1) Beispiel. 1. Bei der Abbildungsvorschrift 2 — = ist also zu priifen wann
5 — x Null ergibt, d.h. man muss die Gleichung

5—x2=0

nach z auflésen. Wegen
b—r=0&2=5

ist D := R\ {5} := {z € R|z # 5} ein mdglicher Definitionsbereich. Z\ {5} wire
jedoch auch ein moglicher Definitionsbereich.

2. Bei der Abbildungsvorschrift x +— +/x + 7 ist zu priifen wann x + 7 negativ ist,
d.h. man muss die Ungleichung

r+7>0

nach x auflésen. Wegen
r+7>20& 2> -7

ist D :={z € R|lz > =T} =: [-7,00) ein moglicher Definitionsbereich.

6.1.2 Symmetrie

Wir unterscheiden drei hiufig auftretende Fille:

1. Achsensymmetrie
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Gilt fiir eine reelle Funktion f die Aussage
f(l’) - f(—x),Vx S D7

so nennt man sie achsensymmetrisch oder auch eine gerade Funktion.

Beispiel: f(z) :=2? = f(z) = 2*> = (—2)? = f(—x),Vz € R.

2. Punktsymmetrie (bzgl. des Nullpunktes)

Gilt fiir eine reelle Funktion f die Aussage
f(z) = —f(=x),Vz € D,

so nennt man sie punktsymmetrisch oder auch eine ungerade Funktion.

Beispiel: f(z) =2 = f(z) =2 = —(—2) = —f(—2),Vz e R.

3. Periodizitit
Eine Funktion f heifit periodisch (T'—periodisch), falls

flx+T) = f(z)

fiir alle x mit x,x + T € D gilt. T heift in diesem Fall die Periode von f.
Beispiel: f(x) :=sin(z) = f(x) = f(x + 27),Vz € R.

Bemerkung. 1. Symmetrien erleichtern eine Kurvendiskussion oft erheblich, weil
nur ein spezielles Intervall [z, x + T (bei T'—Periodizitét) oder ein Bereich der
reellen Zahlen, z.B. alle z > 0, betrachtet werden muss (bei geraden und ungera-
den Funktionen). Das Verhalten der Funktion auf dem Rest des Definitionsbreichs
folgt aus der vorliegenden Symmetrie.

2. Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten periodischer Funktionen mit
identischer Peridode sind wieder periodisch mit derselben Periode.

3. Die Abbildung f : R — R : 2 — 2* mit k € Z ist gerade, wenn k gerade oder 0
ist und ungerade, wenn k ungerade ist.

4. Summen (un)gerader Funktionen sind (un)gerade.

5. Produkte und Quotienten von nur geraden oder nur ungeraden Funktionen sind
gerade.

6. Produkte und Quotienten von einer geraden und einer ungeraden Funktion sind
ungerade.

. - 1. . 523*31 .
Belsplel. f(l‘) = Po1+13z247 1St ungerade.
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6.1.3 Grenzwerte

Das Verhalten einer Funktion an den Definitionsrédndern ist fiir Anwendungen oftmals
von Bedeutung und wird daher auch in Kurvendiskussionen iiblicherweise betrachtet.

1. Ist der Definitionsbereich abgeschlossen, z.B. ein abgeschlossenes Intervall, also
f :]a,b] — R, so sind die Definitionsrander a und b im Definitionsbereich enthal-
ten, man muss also lediglich f(a) und f(b) berechnen.

Beispiel: f :[0,4] — R sei definiert durch f(z) := y/z - (4 — z).
Dann nimmt f an den Definitionsréndern die Werte f(0) = 0 bzw. f(4) = 0 an.

2. Fiir einen offenen Definitionsbereich einer Funktion f wie ein offenes Intervall
(a,b) =]a, b[ liegen die Definitionsrander nicht im Definitionsbereich, kénnen also
nicht einfach durch Einsetzen berechnet werden.

In diesem Fall ist, falls existent, der Grenzwert lim f(x) bzw. glglirllj f(z) zu bilden.

r—a

Beispiel: f : (0,6) — R sei definiert durch f(x) :=1. 2

Dann berechnen sich die (nicht vorhandenen) Grenzwerte an den Definitionsran-
dern als lir% f(z) = oo bzw. lir% f(z) = oc.
T—> T—

3. Fir Funktionen f : R — R werden die Grenzwerte lim f(x) bzw. lim f(x)

T—00 r— —00

berechnet.
Beispiel: f: R — R sei definiert durch f(x) := 9z + 14.

Dann berechnen sich die (nicht vorhandenen) Grenzwerte an den Definitionsrén-
dern als lim f(z) = —oo bzw. lim f(x) = occ.
T——0Q r—00
Bemerkung. Lingst nicht jeder Definitionsbereich muss diesen drei Féllen entspre-
chen, es gibt z.B. auch Funktionen

f:[0,00) = R,

wo der Definitionsbereich also ein halboffenes Intervall ist. In diesem Fall konnte f(0)
direkt berechnet werden, fiir den zweiten Definitionsrand miifste der Grenzwert lim f(z)

r—00

gebildet werden.

6.1.4 Pole

Liicken im Definitionsbereich, an denen der Funktionswert unendlich grof oder unend-
lich klein wird, nennt man auch Polstellen der Abbildung.

Um solche Stellen zu finden sollte bei einer Definitionsliicke xy stets sowohl der soge-
nannte linksseitige als auch der rechtsseitige Grenzwert gebildet werden:
lim f(x) bzw. lim f(x).

T—x0 Tr—To
<z Tr>x0
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Beispiel: Sei f: R\ {0} = R:z— 1.

Dann ist 0 ein Pol und liII(l) f(z) = —oc bzw. hII(l) f(z) = oc.
z<0 >0

6.1.5 Asymptoten

Als Asymptote zu einer Funktion f bezeichnet man eine Gerade, die sich fiir z — 400
bzw. y — oo der Funktion f beliebig dicht néhert.

1. Betrachte den Fall y — 400, also eine Funktion f mit einer Polstelle xy und
lim f(z) = too.

T—x0

Dann ist die senkrechte Gerade x = xy eine Asymptote von f fiir z — xo.

Beispiel: Sei f : R\ {0} — R : 2+ 1, dann ist die senkrechte Gerade z = 0 eine
Asymptote von f.

2. Betrachte den Fall x — 400, also eine Funktion f mit unbeschrinktem Definiti-
onsbereich, z.B. f: R — R oder f: R\ {0} — R.

Falls sich die Funktion f fiir x — 00 wie eine Gerade verhilt, also

lim f(x) =azx+b bzw. lim f(x)=cr+d

gilt, so sind ax + b und cx + d Asymptoten von f.
Beispiel: Fiir die Funktion f(z) := 5z + 2+ 2 gilt

lim f(x) =5z + 2,

Tr—00

somit ist also bz + 2 eine Asymptote.

Bemerkung. Eine Funktion kann mehrere verschiedene Asymptoten haben.

6.1.6 Nullstellen

(6.2) Definition. Fiir eine Funktion f : R — R bezeichnet man Losungen der Glei-
chung f(x) = 0 als Nullstellen der Funktion.

(6.3) Beispiel. Sei f: R — R : z +— 2x + 4. Dann gilt

flz)=2z+4=02r=—4 2 =-2.

—2 ist also die einzige Nullstelle von f.

Bemerkung. Fiir eine Funktion f = 7 mit g,h : R — R sind natiirlich genau jene

x € R Nullstellen, fiir die g(z) = 0 und h(x) # 0 gilt.
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6.1.7 Monotonie

(6.4) Definition. Eine Abbildung f : R — R heift auf einem Intervall [a,b] C R
monoton wachsend (steigend), falls fiir alle z,y € [a, b] die Implikation

r<y= f(xr) < fly)

gilt.

Folgt sogar f(z) < f(y), so nennt man die Funktion auch streng monoton wachsend
auf [a, b].

Analog definiert man den Begriff (streng) monoton fallend durch die Implikation

r<y= f(z) > f(y)
bzw.
r<y= f(r)> f(y).

Man kann die Monotonie ganz analog auch fiir beliebige Teilmengen D C R des Defi-
nitionsbereichs definieren.

Zusammenhang mit der Ableitung

Ist f auf dem betrachteten Intervall [a,b] differenzierbar, so kann man am Vorzeichen
der Ableitung das Monotonieverhalten der Funktion erkennen, es gilt ndmlich

>0 streng monoton wachsend
>0 t hsend
fl(x) — fir alle z € [a,b] = f ist HHONOTOT wachsen auf [a, b].
<0 streng monoton fallend
<0 monoton fallend

Die Existenz von f’ und gewisse Eigenschaften dieser Funktion vorausgesetzt kann obige
Aussage die Bestimmnung des Monotonieverhaltens von f erheblich vereinfachen,
dann miissen namlich nur noch

e die Nullstellen von f’ bestimmt,
e die Intervalle zwischen diesen Nullstellen betrachtet und

o fiir jedes Intervall nur ein Wert f’(z;), mit z; aus diesem Intervall, berechnet
werden.

(6.5) Beispiel. Sei f:R —R:x— 2 — 3.
= f'(z) = 32" -3
Berechne die Nullstellen von f”:
30 -3=0e3"=3cr’=1cr==+1
Die zu betrachtenden Intervalle sind also

(—o0,—1),(—1,1) und (1, c0).
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Wegen f'(—=2) =9 >0, f/(0) = -3 <0 und f'(2) =9 > 0 folgt

streng monoton wachsend (—o0,—1)
f ist { streng monoton fallend auf ¢ (=1,1)
streng monoton wachsend (1,00)

6.1.8 Extrema

(6.6) Definition. Sei f: D C R — Rund zy € D.
Man sagt:

1. f hat in z( ein globales Maximum
i f(z) < f(xo),Va € D.

2. f hat in z( ein lokales Maximum
& f(x) < f(xo), Vr in einem offenen Intervall um .

Analog definiert man die Begriffe globales und lokales Minimum.

Extremum ist ein Oberbegriff fiir Maximum und Minimum.

(6.7) Definition. Ein Maximum von f: D C R — R in 2 heift streng (strikt), wenn
statt der Ungleichung oben sogar

f(@) < f(xo)

gilt.
Analog kann natiirlich auch ein Minimum streng (strikt) sein.

(6.8) Satz. Ist f : (a,b) — R differenzierbar und besitzt in © € (a,b) ein lokales
Eztremum, so gilt f'(x) = 0.

(6.9) Satz. Ist f: (a,b) — R zweimal differenzierbar und es gilt
f(2)=0A f"(z) >0 (bzw. f"(x) <0),
dann besitzt f in x ein strenges lokales Minimum (bzw. Mazimum,).

Bemerkung. 1. Die Bestimmung moglicher globaler Extrema ist haufig einfacher
als bei lokalen Extrema.
Oft muss lediglich das Verhalten an den Definitionsrdndern betrachtet werden,
die nicht selten die Existenz globaler Extrema verhindern.

2. Fiir das Finden der lokalen Extrema sind die beiden oben zitierten Sétze wich-
tig: Der erste Satz zeigt ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen
Extremums auf, d.h. man braucht bei der Suche nach lokalen Extrema lediglich
Werte x € R zu betrachten fiir die die erste Ableitung verschwindet: f’(z) = 0.
Der zweite Satz liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz lokaler Ex-
trema, das allerdings, um es zu iiberpriifen, die Existenz und Berechnung der 2.
Ableitung voraussetzt.
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3. Die beiden Sétze machen keine Aussage iiber Werte x aus dem Definitionsbhereich
von f mit f'(z) =0 und f"(z) = 0!
(6.10) Beispiel. 1. Sei f:[-10,10] —» R: z — 2% — 3.
= [(2) = 322~ 3/ f'(x) = 6

Wie weiter oben bereits berechnet wurde sind die Nullstellen von f’ genau die
Werte 1 und —1.
Bestimme nun f”(1) und f”(—1):

f"1)=6-1=6>0und f'(-1) =6-(-1) = -6 < 0,

also besitzt f bei x = —1 ein lokales Maximum und bei x = 1 ein lokales Minimum.

Die globalen Extrema liegen bei x = —10 bzw. x = 10.

2. Sei f:R\{0} > R:z—1=g"1
= f(a) =~
Somit ist f'(z) # 0, Vo € R\ {0}, d.h. f kann kein lokales Extremum haben.
Globale Extrema existieren auch nicht, da f an der Definitionsliicke x = 0 beliebig

grofe (fiir Zahlen > 0) bzw. beliebig kleine Werte (fiir Zahlen < 0) annimmt;
formal kann man das wie folgt ausdriicken:

lim f(x) = —oo A lim f(z) = 0.
<0 0

6.1.9 Kriimmungsverhalten

Allgemein kann an der zweiten Ableitung einer Funktion (falls existent) die Anderung
der Steigung abgelesen werden, d.h. man kann unterscheiden ob die Funktion eine Links-
oder eine Rechtskurve macht. Es gilt folgender Zusammenhang;:

<0 Rechtskurve
1" (z) { bedeutet, dass der Graph von f in z eine { COMPSEIIVE  nacht.

>0 Linkskurve

(6.11) Definition (ungenau). Eine Funktion f: D C R — R heikt konvex, wenn der
Graph von f fiir alle 1,29 € D unterhalb der Verbindungsgeraden von (x1, f(z1)) und
(x9, f(x2)) verlduft.

f heift konkav, wenn — f konvex ist.

(6.12) Satz. Ist D C R ein offenes Intervall und f : D — R zweimal differenzierbar,
so ist f genau dann konvex, wenn gilt

f"(x) > 0,Va € D.

Bemerkung. 1. Eine Funktion kann sich auf einer Teilmenge des Definitionsbe-
reichs konvex und auf einer anderen Teilmenge konkav verhalten.
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2. Gewisse Eigenschaften von f bzw. f” vorausgesetzt, kann man bei der Ermittlung
des Kriimmungsverhaltens also wie folgt vorgehen:

e Nullstellen von f” bestimmen.

o Offene Intervalle zwischen diesen Nullstellen und eventuellen Definitions-
liicken betrachten.

e Fiir jeweils einen z—Wert pro Intervall den Funktionswert f”(z) berechnen.
(6.13) Beispiel.
f:R->R:z— 232
f'(z) =32 -3
1" (z) = 6x

Berechne die Nullstellen von f”:
f"(z)=6x=0<z=0.

Da z = 0 die einzige Nullstelle von f” ist, miissen also die beiden Intervalle (—o0,0)
und (0, 00) betrachtet werden:
Wegen

f"(-1)=-6<0A f"(1)=6>0

verlduft der Graph von f auf (—oo, 0) konkav und (0, 00) konvex.

6.1.10 Wendepunkte

(6.14) Definition. Kurvenpunkte, in denen konkaves in konvexes Verhalten iibergeht
(oder umgekehrt), nennt man Wendepunkte.

Bemerkung. Gewisse Eigenschaften der Funktion f vorausgesetzt lassen sich folgende
Aussagen machen:

e 1 ist Wendepunkt von f = f”(z) = 0 (notwendige Bedingung).
o () =0Af"(x) # 0= x ist ein Wendepunkt von f (hinreichende Bedingung).

(6.15) Definition. Wendepunkte mit waagerechter Tangente, also Wendepunkte x mit
f'(x) = 0, heiken Sattelpunkte.

(6.16) Beispiel. 1. f:R—R:z~ 23
= f'(x) = 322, f"(z) = 6z, " (x) = 6.

Wegen 62 = 0 < x =0 und f”(0) =6 # 0 ist x = 0 einziger Wendepunkt, der
wegen f’(0) = 0 ein Sattelpunkt ist.
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2. g:R—R:2— 2% —3x

= ¢'(x) = 32° — 3,¢"(x) = 6, ¢" (x) = 6.

Wie im 1. Beispiel ist £ = 0 ein Wendepunkt, wegen ¢'(0) = —3 # 0 jedoch kein
Sattelpunkt.

6.2 Polynome

(6.17) Definition. Ein Polynom ist eine Abbildung p : R — R mit einer Abbildungs-
vorschrift der Form

p(z) = Z ;' = ag + ax + asx® + ... + a,z",
i=0
mit einem n € N und a; € R.
Die Zahl n wird der Grad des Polynoms p genannt, falls a,, # 0 ist.
Sind alle (!) a; = 0, so definiert man den Grad von f als —occ.

(6.18) Beispiel. Z.B. f : R — R : z — x? — 2 ist ein Polynom.
Polynome mit niedrigem Grad sind besonders angenehm, weil man ihnen einige Figen-

schaften direkt ansehen kann. Aus diesem Grund gibt es fiir solche Polynome auch noch
spezielle Bezeichnungen:

’ Grad \ Funktionen \ Name ‘
0 c konstante Funktion
1 ar +b lineare Funktion (Gerade)
2 ax® +bx +c quadratische Funktion
3 |ar®+ba?+cx+d kubische Funktion

Bemerkung. Polynome haben u.a. die Eigenschaft, dass man sie sehr leicht differen-
zieren und integrieren kann, es gilt beispielsweise

f(x) = ax® + b’ +cx +d = f(z) = 3ax® + 2bx + c.

Man kann auch zwei Polynome addieren oder ein Polynom mit einer konstanten Zahl
multiplizieren, indem man einfach die entsprechenden Zahlen addiert bzw. multipliziert
(die Menge der Polynome zusammen mit den passenden Verkniipfungen bildet dann
einen Vektorraum), z.B. rechnet man

(52 + 22 + 1) + (22* + 32) = 52 + 22 + 5w + 1

oder
3 (2% 4 62) = 32* + 182.

Entsprechend konnen auch 2 Polynome miteinander multipliziert werden:

(22° +z) - (2° +4) = 22° + 2 + 827 + 4.



6 Kurvendiskussion und einige spezielle Funktionen 49

Bemerkung. Man kann am Grad eines Polynoms direkt erkennen wieviel Nullstellen
das Polynom maximal haben kann. Darauf wird im Verlauf Ihres Studiums noch genauer
eingegangen werden.

Hier sollen dafiir zunéchst nur Polynome vom Grad < 2 betrachtet werden:

e Grad 0: Das Polynom hat also die Gestalt f(z) = a, Vx € R fiir ein festes a € R.

Ist a # 0, so hat f offensichtlich keine Nullstellen.
Fiir a = 0 hat f nach Definition den Grad —oo.

Grad 1: Das Polynom hat also die Gestalt f(z) = ax+b, Vx € R fiir feste a,b € R
und a # 0.

Wegen
b
aw+b=08ar=-bsr=—
a
ist x = —(—IZ einzige Nullstelle von f.
Grad 2: Das Polynom hat also die Gestalt f(z) = az?® + bz + ¢, Vo € R fiir feste

a,b,c € R und a # 0.

Um die Nullstellen zu bestimmen muf nun die Gleichung ax? + bz + ¢ = 0 geldst
werden, wobei erstmal unklar ist ob Losungen existieren und wenn ja, wieviele.
Es gilt

ar’+br+c =0 2’+224¢ =0 2’ +gz+h =0 & (2492 +(-Z+h) = 0 &
(m+%)2=%—h@x—l—%zi\/%—héx:—%i\/%—h,

mit g := g und h = £.

D.h. man kann mogliche Losungen der Gleichung 2% + gx + h = 0 sofort hinschrei-
ben: r = —gi\/%—h.

Zwei unterschiedliche Lésgngen, und damit 22wei verschiedene Nullstellen des Po-
lynoms liegen vor, wenn 4- — h > 0 ist, fiir 4- — h = 0 gibt es genau eine Lésung
und damit eine Nullstelle des Polynoms und fiir % — h < 0 gibt es, zumindest in
den reellen Zahlen R, keine Losung.

Betrachtet man ausschlieflich quadratische Polynome, so konnen gar nicht allzu viele
verschiedene Fille auftreten. Es liegt stets eine so genannte Parabel vor, die sich durch
recht wenige Informationen eindeutig beschreiben ldsst:

1.

2.

Die Parabel kann nach oben oder nach unten gedffnet sein.

Der lokale Extrempunkt der Parabel kann ein beliebiger Punkt im R? sein, d.h.
Parabeln konnen sowohl horizontal als auch vertikal verschoben werden, und man
erhilt erneut eine Parabel.
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3. Parabeln konnen beliebig steil bzw. flach verlaufen.

Aber wie kann man nun der Abbildungsvorschrift diese Eigenschaften ansehen? Dazu
bringen wir unser Polynom durch wenige Umformungen in eine andere Form, der wir
diese wichtigen Eigenschaften (dhnlich wie bei Geraden) direkt ansehen kénnen:
Mit a # 0, g := g,p::%’ undm::c—a% gilt

2 2
ax2+bx+c:a(x2+gx)+c:a<x+g> —agz+c:a(m+p)2+m.

Dabei gilt nun:

1. Fiir {a ” 8 ist die Parabel nach {oben gobfinet
a <

unten geoffnet

2a. Der Wert m gibt die vertikale Verschiebung an, also ist die Parabel
i {m > 0 um |m| nach oben verschoben
ir

m < 0 um |m| nach unten verschoben

2b. Der Wert p gibt die horizontale Verschiebung an, die Parabel ist
i {p > 0 um |p| nach links verschoben
ir

p < 0 um |p| nach rechts verschoben
3. Der Betrag von a, also |a|, gibt an wie steil die Parabel steigt bzw. féllt.
(6.19) Beispiel. e Der Abbildung
f RoR:zw— (z—-2)72+1

entspricht also eine Parabel, die im Vergleich zur ,Standard-Parabel“ p(z) = z?

um 1 nach oben und um 2 nach rechts verschoben ist:

()

e Fiigt man nun noch einen Faktor 0 < a < 1 hinzu, z.B. a = %, so verlduft die
Parabel wesentlich flacher:
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/()

Bemerkung. Hat man eine Nullstelle g eines Polynoms p gefunden (errechnen, raten,
...), dann ist das Polynom x — 1z ein so genannter Teiler von p, d.h. man kann mit Hilfe
der Polynomdivision p(x) : (x —z) = r(x) berechnen und erhilt ein Polynom r(z), fiir
das p(z) = (z — xo) - r(x) gilt. Mogliche weitere Nullstellen lassen sich auf gleiche Weise
aus dem Polynom (dann r(z)) herausdividieren.

Der Vorteil dieser Darstellung besteht vor allem darin, dass man die Nullstellen von p
sofort ablesen kann.

(6.20) Beispiel. 1. Sei p(z) = 22? — 3z + 1.

Betrachte die Gleichung
20" =3r+1=0&u —§x—|—§:O.

Wie wir eben bewiesen haben ergeben sich als Losungen

3 9 8 3 1 3
2=y 16 16 4 16 4

somit sind 1 = 1 und x5 = % Nullstellen von p.

Alternativ hatte man z; = 1 als Nullstelle erkennen bzw. raten konnen und dann
durch Polynomdivision berechnet:

(22 —3x+1): (v —1) =2z — 1.

Dann z, = % als Nullstelle von 2z — 1 zu berechnen ist nicht sehr schwer. ..
Wegen (z — 3) - 2 = 2z — 1 iRt sich p(z) also darstellen als

1

pa) = (=1 (0= 3)-2

wo man die Nullstellem direkt in den Klammern ablesen kann.
2. Sei p(x) = 2 + 222 —x — 2.
Es muss zum Finden der Nullstellen also die Gleichung

2+t —r—-2=0
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gelost werden.

Da uns fiir kubische Gleichungen keine so schone Losungsformel wie fiir quadra-
tische Gleichungen vorliegt, miissen wir auf andere Weise versuchen eine Losung
zu finden und erkennen hoffentlich nach einer Weile, dass x; = 1 eine Losung und
somit Nullstelle von p ist.

Jetzt kann uns wieder die Polynomdivision weiterhelfen:

(*+20 —2—2): (z— 1) =2>+ 32+ 2,

d.h. es gilt
plr)=a"+22" —x —2=(z— 1) (2* + 32+ 2)

und um die moglichen weiteren Nullstelen von p zu finden muss nur noch unter-
sucht werden, wann 22 + 3z + 2 Null wird, d.h. es ist die Gleichung

22 4+3r+2=0

zu 16sen, eine quadratische Gleichung, fiir die wir die moéglichen Losungen wie
oben direkt hinschreiben kénnen:

3 9 8 3 1 3 1
S T A . TR A i
T3 T TN T LT Y \/; 273

Es ist also xo = —1 und xr3 = —2 und man kann p auch darstellen als

pr)=@+20 —r-2)=(r—-1)- (2* +3z+2)=(x—1)- (z+ 1) (z +2).

6.3 Trigonometrische Funktionen

Etwas vereinfacht sollen hier kurz die Funktionen sin und cos mit Hilfe des Einheits-
kreises eingefiihrt werden. Dazu betrachten wir zunéchst beliebige Dreiecke, die einen
rechten Winkel enthalten, und definieren fiir einen Winkel ¢ # 90° aus dem Dreieck:

) : .__ Gegenkathete von ¢ .__ Ankathete von ¢
(6.21) Definition. sin(p) := =EFEEECEE und cos(p) = IR0,

wobei jeweils die Linge der Strecken gemeint ist.®

Das definiert die beiden Funktionen jetzt fiir Winkel zwischen 0° und 90°, um sie fiir
beliebige Winkel zu definieren kann man die bekannte (?7) Darstellung im Einheits-
kreis betrachten: Zu einem beliebigen Punkt (z,y) auf dem Einheitskreis (d.h. es gilt
22> +y*> = 1), der aber nicht auf den Koordinatenachsen liegt, betrachtet man das
rechtwinklige Dreieck mit den Eckpunkten (z,y), (0,0) und (z,0) und bildet wie oben
den sin bzw. cos des Winkels, der von der x—Achse und dem Ortsvektor zu (z,y)
eingeschlossen wird, siehe Abbildung 2.

Fiir Punkte auf den Achsen, also Winkel ¢ = 0°,90°, 180°,270°, 360°, . . ., definiert man
sin(0°) := 0,sin(90°) := 1,sin(180°) := 0, sin(270°) := —1,sin(360°) := 0, . ..

®Die fiinf Abbildungen auf den folgenden Seiten sind http://de.wikipedia.org entnommen.
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lathete b

% =30.23° 59.77° =B\

Xm

Hypotenuse ¢

Abbildung 1: Katheten und Hypotenuse

nf3 13
3m/4 4
5m‘ﬁ< > /6
S 2 2 v 7 ’ ;

Tnl6 11n/6

S

Abbildung 2: Funktionswerte am Einheitskreis

bzw.
cos(0°) :=1,cos(90°) := 0, cos(180°) := —1,cos(270°) := 0, cos(360°) :=1,...

Bemerkung. Um die Abbildungen sin und cos nun so darstellen zu kénnen wie es
in der Mathematik allgemein {iblich ist, mdchte man als Definitionsberich die reellen
Zahlen R benutzen und keine Menge von Winkeln mit Gradzahlen. Daher wird in der
Mathematik gewohnlich das sogenannte Bogenmaf benutzt, dazu wird einem Winkel
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einfach die Zahl zugeordnet, die ein Teilbogen des Einheitskreises lang ist, der genau
diesen Winkel umlauft.

Fiir z.B. ¢ = 90° wird ein Viertel des Kreisbogens betrachtet, fiir ¢ = 180° der halbe
Kreisbogen etc., und da der Umfang des Einheitskreises 27 betréigt, wird also der Winkel
@ = 90° mit %f = 5 gleichgesetzt, ¢ = 180° entspricht 7 usw..

Auf diese Weise erhalten wir also Abbildungen

sin: R —R

und
cos: R — R.

n/2 mi2

y
05 /\
-é é T ii ; am é
04
1

/2 ) /2

Abbildung 3: Sinusfunktion

2n

y
05 /\
2 0 1IN & S 6 /2
04
4 X

L8

Abbildung 4: Cosinusfunktion

Eigenschaften von sin und cos

1. Periodizitat: Fiir alle z € R gilt

sin(xz 4 27) = sin(z) und cos(z + 27) = cos(z).

2. Nullstellen: Die Nullstellen vom Sinus sind 0, 7, 27, 37, .. ., also genau die Zahlen
k-mmit k € Z.
Die Nullstellen vom Cosinus sind 7, 37”, 57”, ..., also genau die Zahlen (2k 4 1) - 5

mit k € Z.



6 Kurvendiskussion und einige spezielle Funktionen 95
3. Symmetrie:

e Es gilt sin(x) = —sin(—xz) fiir alle x € R, d.h. der Sinus verlduft punktsym-
metrisch bzgl. des Nullpunkts.

e Wegen cos(z) = cos(—x),Vx € R verlduft der Cosinus achsensymmetrisch
bzgl. der Y —Achse.

4. Zusammenhang zwischen cos und sin:
Die Graphen der beiden Funktionen gleichen sich bis auf eine Verschiebung um
5, d.h. es gilt

cos(x) = sin(z + g) A sin(x) = cos(z — g),Vx eR.

5. In den kommenden Vorlesungen werden [hnen diese beiden Funktionen vermutlich
mit einer anderen Definition vorgestellt werden, es gilt namlich:

0 2k+1 1 1

. T

SIH(ZL‘) — Z(—l)km =T — 5333 + 5.235 — ... und
k=0
= k 2" 1, 1,

cos(z) :Z(—l) o] :1—§x +§x - ... fiir alle x € R.
k=0 ’

Natiirlich muss man dann zunéchst beweisen, dass diese beiden Reihen tatséichlich
fiir alle z € R konvergieren!

(6.22) Definition. Definiere die Tangens-Abbildung
tan:R\{(2k+1)'g\keZ}—>R

durch

Wichtige Formeln

1. sin?(x) + cos?(x) = 1,Vz € R
2. Additionstheoreme: Fiir alle z,y € R gilt

e sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)
e cos(x +y) = cos(z) cos(y) F sin(z) sin(y)

3. sin’ = cos
4. cos’ = —sin

5. tan’ = . ..
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6.4 Die Exponentialfunktion

(6.23) Definition. Die Exponentialfunktion auf R ist definiert durch

exp: R—R:z— lim <1+£>n.
n

n—oo

Abbildung 5: Exponentialfunktion

Der Funktionswert exp(z) ist also als Grenzwert einer Folge angegeben. Damit diese
Definition sinnvoll ist muss natiirlich zunéchst die Konvergenz der Folge fiir alle x € R
sichergestellt sein. . .
Da uns fiir diesen Beweis noch die nétigen Vorkentnisse fehlen miissen wir ihn in die
folgenden Vorlesungen verschieben und bis dahin einfach annehmen die Konvergenz
ware bereits gezeigt.

(6.24) Satz (Eigenschaften der Exponentialfunktion). e exp(0) =1
e exp(z) >0,V € R
o exp(z +y) = exp(z) - exp(y), Yo,y € R

e cxp ist differenzierbar und es gilt exp’ = exp

(6.25) Definition. Die so genannte Eulersche Zahl e ist definiert durch

1 n
e:=exp(l) = lim <1 + —) :
n

Bemerkung. o Es gilt e € R\Q, d.h. e ist eine irrationale Zahl.

e Auch die Exponentialfunktion hat eine Darstellung als Reihe:

© _k
exp(z) = Z % Vr e R.
k=0
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(6.26) Satz. Fir alle n € Ny gilt exp(n) = e".

Beweis. Setzt man die Formel exp(z + y) = exp(x) - exp(y),Vz,y € R als bekannt
voraus, 1aft sich die Behauptung leicht durch eine vollstdndige Induktion nach n € Ny
beweisen.

Vielleicht werden wir in den Ubungen dazu kommen. . . O
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7 Integralrechnung

7.1 Das bestimmte Integral

Wir beginnen damit uns den Graphen einer Funktion f : R — R vorzustellen und
mochten die Fliche zwischen dem Graphen und der x—Achse auf einem fest vorgege-
benen Intervall bestimmen.

Es ist also eine 2—dimensionale Fliche zu berechnen, die i.A. keine leicht berechenbare
Struktur (z.B. Rechteck, Dreieck etc.) aufweist.

Man kann jedoch erstmal versuchen Naherungswerte fiir die Flache zu finden, indem
man Flachen berechnet, die grofler bzw. kleiner als die gesuchte sein miissen. Dazu bie-
tet es sich an Rechtecke zu betrachten, die zusammen genommen grofer bzw. kleiner
als die Flache unter der Kurve sind, siche Abbildung:

f(x)

/
/
/
/
/
A

/
s
/

/
/’/
,,,,
i 4

/]
/7

7
,f
e
S

AZEl /’/

e

To I X2 X3 Tyq

Gesucht ist hier die Flache A zwischen dem Graphen und der z—Achse in den Grenzen
von xg bis x4. In unserem Beispiel miissen dann lediglich die vier Rechtecke unterhalb des
Graphen berechnet und addiert werden, um eine untere Abschéitzung fiir die gesuchte
Fliache zu bekommen, und analog die vier Rechtecke oberhalb des Graphen berechnet
und addiert werden, um eine obere Abschitzung fiir die gesuchte Fliache zu erhalten.
Fiir die untere Abschéitzung ergibt sich also

U= f(zo) - Axy + f(z1) - Azg + f(x2) - Awg + f(x3) - Awyg < A,
und als obere Abschitzung erhélt man

O = f(x1) - Azy + f(z2) - Azg + f(x3) - Azg + f(x4) - Axy > A.

Da uns so eine Abschétzung i.A. noch nicht reicht, bisher wurde ja nur ein Intervall
[U, O] berechnet, in dem der gesuchte Flécheninhalt liegen muss, kann man auf die Idee



7 Integralrechnung 29

kommen die Naherungswerte zu verbessern und das Intervall zu verkleinern, indem man
die Anzahl der verschiedenen Rechtecke erhoht.

Und genau das ist der Ansatz zur Integralberechnung: Es wird allgemein eine Untertei-
lung des betrachteten Definitionsbereichs in n Teilintervalle Az, ..., Az, betrachtet,
die durch n+1 Zahlen zg, x4, ..., z, gegeben ist, und laft n dann beliebig grof werden,
d.h. die Unterteilung der Fliche in Rechtecke wird beliebig fein.

Etwas allgemeiner und formaler definiert man das nun wie folgt:

(7.1) Definition. Sei f : [a,b] — R eine beschréinkte Funktion.
Als Untersumme von f auf [a, b] bzgl. einer Unterteilung xo, . .., z, bezeichnen wir den

Wert

D@:zj{@ﬁAxl+ijQAx2+.”—kf@mq)Axn::EZfﬁm;QAxi§14 (13)

Die Obersumme von f auf [a, b] ist gegeben durch

n

O = fla1) Az + f(22)Azs + ...+ f(z2)Az, = Y fla)Az; > A (14)

=1

Dabei sei A die Fliache zwischen dem Graphen von f und der x—Achse in den Grenzen
von a bis b, o = a und z,, = b.

Bzgl. der Berechnung der gesuchten Fliche A gilt die Formel

U, <A<O,. (15)

Wenn man nun das n, also die Anzahl der verschiedenen Rechtecke, beliebig grof werden
1d6t, d.h. man betrachtet den Grenzwert n — o0, stellt sich die Frage, ob die Grenzwerte
lim U, und lim O,, existieren.

n—oo n—~o0

Wir lassen dabei nur Streifenbreiten Axy zu, fiir die bei der Limesbildung n — oo
jede (!) Streifenbreite Az gegen Null konvergiert.

Falls die betrachtete Funktion f iiberhaupt integrierbar ist, so erwarten wir bei der
Limesbildung n — oo folgendes Ergebnis: lim U, = lim O,,.

n—o0 n—oo

Und entsprechend definieren wir nun den Begriff Integrierbarkeit:

(7.2) Definition. Gilt fiir eine beschrankte Funktion f : [a,b] — R

lim U, = lim O,, (16)

n—oo n—oo

so nennt man f auf [a,b] integrierbar und nennt

n—oo

/b f(z)dz = lim O, (17)

das bestimmte Integral der Funktion f in den Grenzen von x = a bis x = b.

Bemerkung. Aus der Definition ergeben sich einige wichtige Folgerungen:
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1. Fiir unsere gesuchte Fliche A ergibt sich also A = lim O,,.

n—oo

2. Ist die betrachtete Funktion f : [a,b] — R in einem Definitionsintervall > 0,
so wird iiber diesem Intervall auch die Fliche positiv berechnet; ist f auf einem
Definitionsintervall hingegen < 0, so wird iiber diesem Intervall auch die Fliche
negativ berechnet. Somit kann ff f(z)dz = 0 gelten, ohne dass f die Nullfunktion
ist.

3. Die Integrationsvariable kann beliebig gewihlt werden: f: f(z)dx = f;f(u)du =
12 FNdA.
(7.3) Beispiel. Sei f: R — R : x +— z die Identitdtsabbildung. Dann gilt

/f(:l:)d:v =0.

Bemerkung. Nach Konstruktion des Integralbegriffs folgt, dass sich zwei Integrale
iiber eine Funktion f zwischen den Grenzen a und b bzw. b und ¢ addieren lassen zu
einem Integral zwischen den Grenzen a und c¢; fiir eine auf [a, ¢| integrierbare Funktion
fund b € [a, ] gilt also

/abf(x)dx—i— /bcf(x)dx - /:f(@dm.

7.2 Das unbestimmte Integral

Betrachtet man fiir eine integrierbare Funktion f : R — R das Integral fax f(t)dt mit
einem fest gewdhlten Wert a aber variabler oberer Integrationsgrenze x, so hingt der
Integralwert von x ab, sogar ausschlieflich von x. Man kann den Integralwert daher als
Funktionswert einer Funktion F': R — R an der oberen Grenze x auffassen:

F(x) ::/ f(t)dt. (18)
(7.4) Definition. Fiir eine integrierbare Funktion f nennt man
F(x) ::/ f(t)dt.

das unbestimmte Integral von f an der Stelle x.

Bemerkung. 1. Hiufig wird statt F'(z) := [ f(t)dt auch kiirzer und unpréziser

F(a)i= [ fla)da

geschrieben.
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2. Wihlt man fiir x einen festen Wert x = z, so wird aus dem unbestimmten ein
bestimmtes Integral: [ f(t)dt

3. Wihlt man fiir die Untergrenze des Integrals unterschiedliche Werte a; bzw.
ay # ay, so sind auch die unbetimmten Integrale F(x f f(t)dt und Fy(z) =

fa2 f(t)dt i.A. verschieden.

7.3 Berechnen von Integralen

(7.5) Satz. Sei f: R — R stetig und F(x f f(t)dt das unbestimmte Integral bzgl.
a € R.
Dann ist F': R — R differenzierbar und es gilt F' = f.

Beweisandeutung: Um diese Aussage zu beweisen muss natiirlich der entsprechende
Differentialquotient betrachtet werden, also

z+h x
F h)—F t)dt — t
lim (x+h) (z) = lim fa I fa J(dt = hm
h—0 h h—0 h h—0 h
Fiir die weitere Umformung und Argumentation muss man nun einige Vorkenntnisse

mitbringen und wissen, dass fiir die stetige Abbildung f : [z, z+h] — Reinn, € [z, z+h]
existiert, so dass gilt:

z+h
[ f0d= ) (@ 1) ).
Wir erhalten also
h
/ ft)dt = n f(m) = f ().
Da f stetig ist, folgt aus }lLlI% N = x direkt
lim f() = f(limna) = f(2),

also insgesamt

. F(z+h)— F(x)

/ I —

F'(z) = lim h =y / F()dt = lim f(n,) = f(x)

fiir alle z aus dem Definitionsbereich. O

(7.6) Definition. Eine differenzierbare Funktion F' : R — R heift Stammfunktion
einer Funktion f: R — R, falls F = f gilt.

Bemerkung. Die Integration ist also eine Art Umkehrung der Differentation:

Differentation
F7—""F=f

bzw.
Integration
—

F'=f F.
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(7.7) Zwei verschiedene Stammfunktionen F und G einer Funktion f: R — R unter-
scheiden sich genau um eine Konstante, d.h. es gilt F(x) = G(x) + ¢,V € R fiir ein
festes ¢ € R.

Addiert man umgekehrt zu einer Stammfunktion F von f eine Kostante hinzu, so erhdlt
man eine weitere Stammfuktion G von f.

Beweisandeutung: Die zweite Aussage ist leicht zu zeigen, denn aus
G(zx)=F(z)+c,Ve e D
folgt, dass fiir alle x aus dem Definitionshereich D gilt:

G'(z) = F'(z) = f(z).

Um die erste Aussage zu zeigen nimmt man zunichst an, man hitte zwei Stammfunk-
tionen G und F' von f, d.h. es gilt

F'(z) =G'(z) = f(x),Vx € D.
Daraus folgt dann
(F - G)(z)=F'(zr) - G'(x) =0,Vx € D,

d.h. wenn man (F — G) ableitet, erhélt man die Nullfunktion.

An dieser Stelle bendtigt man nun einige Vorkenntnisse und muss wissen, dass lediglich
konstante Funktionen abgeleitet die Nullfunktion ergeben, d.h. es gibt ein ¢ € R, so
dass gilt:

(F—G)(z) =c¢,Vr e D,

d.h. es gilt F'= G +c. |
(7.8) Beispiel. Sei f(x) = 7.

Fiir F(z) := 12* gilt F'(z) = 2® = f(z) und fiir

G(z) := a* 4 7 gilt ebenfalls G'(z) = z* = f(x).

(7.9) Satz. Sei f: R — R differenzierbar (und stetig) und F eine Stammfunktion von
f. Dann gilt fir alle a,b € R mit a < b

[ s = FO) - Fla) = (Pl (19)

Ein allgemeiner Beweis dieses Zusammenhangs wird in der Vorlesung Analysis I gezeigt
werden.

Um ein vorgegebenes Integral fab f(t)dt direkt auszurechnen ist es also nétig eine Stamm-
funktion F' von f zu finden (egal welche), die Werte F'(b) und F'(a) zu berechnen und
zu subtrahieren.

(7.10) Definition. Fiir eine integrierbare Funktion f und b < a definieren wir

/ab fla)da == — / f(x)dz und / f(w)dx := 0. (20)

a
b
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Die Definition ist so gew#hlt, dass Formel 19 allgemein fiir alle a,b € R gilt!
(7.11) Beispiel. fiir einfache Integrale:

1. Sei f(x) = 2. Dann folgt f02 f(x)dx = f02 zdr = [%xﬂz =2-0=2.

0
2. Sei f(x) = e®. Dann folgt fol f(z)dx = fol erdr = [e*]g = e — 1.

3. Es gilt flo etdr = — fol etdr =1 —e.

7.4 Spezielle Integrale

Analog zum Kapitel 4 sind hier einige wichtige Beispiele von Funktionen und ihren
Stammfunktionen angegeben:

| f(z) = F'(z) | F(z) | Voraussetzungen
a ar +c
0 c
" %H-x”“—l—c n# —1
e’ e’ +c
e %e‘” +c a0
1 In|z|+c T #0
sin(z) —cos(x) + ¢
cos(x) sin(z) + ¢

(7.12) Beispiel. 1. [Sde= [27%de=—2""+c¢
x _ 1.5z
2. [e =1+

Unklar ist aber weiterhin wie man selbst simple Kombinationen dieser Beispielfunktio-
nen, z.B. [e® + %dx , integrieren kann, dazu bendtigt man allgemeingiiltige Rechenre-
geln:

7.5 Integrationsregeln

Faktorregel. Fiir eine auf [a, b] integrierbare Funktion f und eine Konstante ¢ € R gilt
b b
/ c- f(x)dr =c- / f(z)dz. (21)

Summenregel. Fiir zwei auf [a, b] integrierbare Funktionen f und g ist auch f+ g auf
la, b] integrierbar und es gilt

/ab f(z) + g(z)dx = /abf(x)dx + /ab g(x)dx. (22)
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Partielle Integration. Ist f - g integrierbar auf [a,b] und F' eine Stammfunktion von
f, dann gilt

b b
[ 1@ g = 7@ @)l ~ [ F@) g @) (23)

Substitutionsregel. Fiir Funktionen f,p : R — R gilt, falls die entsprechenden Inte-
grale existieren, die Formel

b w(b)
/ﬂwamw—/ f(x)d. (24)

(a)
(7.13) Beispiel. 1. [3-2%dz =3 [2?de =3 (32% 4+ ¢) = 2% + 3¢

2. [(a*+2)de = [2?de + [ade = 32° + ¢ + 307 + ¢

3. [e" ade =e"z— [€" ldv =€z — (" +¢)=€e"(x — 1) — ¢
Ebenfalls eine richitge Rechnung wére jedoch auch
[e* - xdr =e”- %:p2 — [e"- %x2da:,
das nun zu berechnende Integral ist jedoch noch komplizierter als das urspriingli-
che. Die vorgenommene Zerlegung ist also offensichtlich ungeeignet um das Inte-
gral zu berechnen. Welche Zerlegung geeignet ist muss von Fall zu Fall gesondert
entschieden werden, i.A. versucht man g als einen Faktor zu verwenden, der durch
Ableiten einfacher, am besten nach wiederholtem Ableiten konstant wird.

4. Manchmal sieht man es einem Integral nicht auf den ersten Blick an ob und wie
man die Substitutionsregel anwenden konnte, in dem Fall kann man auch erstmal
die Abbildung ¢ so definieren wie man es fiir sinnvoll erachtet und beginnen,
damit das Integral umzuformen. Falls die Substitutionsregel anwendbar ist, 1aft
sich das Integral dann so umformen, dass es vielleicht berechnet werden kann.
Zur Berechnung von f02 e®tdt setze dazu p(t) = t* =: x, d.h. es ist € = 2t =
¢'(t) und somit dt = 5-dx. Einsetzen liefert die Gleichung

2 e 4 1 I 1,
/e(t)tdt:/e“'ﬁ—dx:—/ e“dr = = - (" = 1).
. . 26" T2, 2

5. Zur Berechnung von [ %tdt setze p(t) =1 —4t3 =: z, d.h. es ist % = —12¢?

und somit dt = ——>dx. Einsetzen liefert die Gleichung

T 1262
612 612 1 1 /1 11, 1,1
/(1—4t3)3tdt—/;3'(——1%2)@’——5 St =—5(—5a77+c) = 1177 —oc
1 1
=-(1-4)7%- ¢
4( ) 2C

Bemerkung. In den letzten beiden Beispielen wurden ein bestimmtes und ein un-
bestimmtes Integral mit Substitution berechnet, beim unbestimmten Integral kénnen
wegen fehlender Integrationsgrenzen jene natiirlich nicht mit substituiert werden (von
a,bzu p(a),¢(b)), d.h. man muss nach Berechnung einer Stammfunktion in der Varia-
blen z wieder auf die urspriingliche Variable ¢ zuriick substituieren.



