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4 Vorkurs Mathematik: Analysis1 Einführung II1.1 Terme und S
hreibweisenZur De�nition von mathematis
hen Symbolen wird für gewöhnli
h ein Doppelpunkt voreinem Glei
hheitszei
hen benutzt, dabei wird der links (beim Doppelpunkt) stehendeAusdru
k dur
h den anderen de�niert.(1.1)Beispiel. Mö
hte man die Menge betra
hten, die auss
hlieÿli
h die Zahlen 2, 3und 4 enthält und diese Menge mit dem Bu
hstaben M bezei
hnen, so s
hreibt man
M := {2, 3, 4} .Eine unsaubere S
hreibweise kommt au
h öfters vor, bei der der Doppelpunkt hin-ter dem Glei
hheitszei
hen steht, in dem Fall würde der re
hts (beim Doppelpunkt)stehende Ausdru
k dur
h den anderen de�niert. Unser Beispiel würde dann wie folgtaussehen:
{2, 3, 4} =: M.(1.2)De�nition. In der Mathematik steht der Begri� Term allgemein für einen sinn-vollen Ausdru
k, der Zahlen, Variablen, mathematis
he Verknüpfungen et
. enthaltenkann.(1.3)Beispiel (Terme). • 6

• x3 (für eine reelle Zahl x)
• (a + b)2Indexs
hreibweiseEndli
he (oder au
h abzählbare unendli
he) Mengen in Zusammenhang stehender ma-thematis
her Elemente (z.B. Zahlen) werden häu�g mit nur einem Symbol (z.B. x)gekennzei
hnet, dass dann einen Lau�ndex (z.B. i) erhält um die Elemente zu unter-s
heiden.Man nennt die Elemente (Zahlen) dann also beispielsweise x1, x2, x3, x4, wenn vier Zah-len betra
htet werden.(1.4)Beispiel. x1 = 4, x2 = 6, x3 = 8, x4 = 10Diese S
hreibweise ist vorteilhaft wenn sehr viele Elemente glei
hzeitig betra
htet wer-den und man sie als xi zusammenfassen kann; dabei muss dann nur no
h angegebenenwerden wel
he Indexwerte i gemeint sind, oben war dies z.B. 1 ≤ i ≤ 4.Oft wird die Indexs
hreibweise au
h zur De�nition von Elementen benutzt, man setztbeispielsweise

x1 := 1und de�niert unendli
he viele weitere Symbole dur
h eine einzige De�nition:
xi := 2 · xi−1, für i ≥ 2.



1 Einführung II 5Diese De�nition ergibt eine Hintereinanderreihung von Zahlen:
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, . . .AuslassungspunkteIn der Darstellung oben wurden Auslassungspunkte verwendet um anzudeuten, dassno
h viele weitere Zahlen (sogar unendli
h viele) bei dieser S
hreibweise weggelassenwurden, dem Leser jedo
h klar sein dürfte wel
he Zahlen die nä
hsten folgenden wären.Dies wird in der Mathematik allgemein häu�g gema
ht um lange und unübersi
htli
heDarstellungen abzukürzen, man könnte z.B.

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 = 1 + 2 + 3 + . . . + 10s
hreiben.1.2 Zahlen1.2.1 Natürli
he Zahlen: NAls Natürli
he Zahlen bezei
hnet man meistens1 die Menge {1, 2, 3, 4, 5, 6, . . .} unds
hreibt symbolis
h N dafür.Um die Menge inklusive der Null darzustellen s
hreibt man dann N0 := {0, 1, 2, . . .}.Bekannt sind Ihnen si
herli
h die Addition und die Multiplikation auf der Menge dernatürli
hen Zahlen: Zu zwei natürli
hen Zahlen x und y kann man x + y und x · ybere
hnen und erhält jeweils wieder eine natürli
he Zahl, z.B. ist
4 + 5 = 9.und
4 · 5 = 20.1.2.2 Ganze Zahlen: ZMö
hte man nun diese Struktur der Zahlen so erweitern, dass sie gewisse, in der Ma-thematik wi
htige Eigens
haften, erfüllt, kommt man ni
ht drum herum eine gröÿereMenge von Zahlen zu betra
hten.Eine wi
htige Eigens
haft ist die Existenz eines Elements, hier also einer Zahl e, für diegilt

n + e = n = e + n, für alle n ∈ N.Nun ist Ihnen si
her sofort klar wel
he Zahl als einzige dafür in Frage kommt: Es istdie Null. Es gilt ja beispielsweise
3 + 0 = 0 + 3 = 3 oder 7 + 0 = 0 + 7 = 7.1Einige Mathematiker betra
hten au
h die Null als natürli
he Zahl.



6 Vorkurs Mathematik: AnalysisMan nennt 0 das additiv neutrale Element von Z.Die zweite wi
htige Eigens
haft besteht in der Existenz eines sogenannten additiv inver-sen Elements zu einer beliebig (!) vorgegebenen Zahl n ∈ N, d.h. zu jeder natürli
henZahl n soll es ein Element (eine Zahl) m geben, so dass
n + m = m + n = 0gilt.Man brau
ht also die sogenannten negativen Zahlen, das additiv Inverse von einer na-türli
hen Zahl n wird als −n bezei
hnet. Es gilt z.B.

4 + (−4) = (−4) + 4 = 0 oder 1 + (−1) = (−1) + 1 = 0.Die Ganzen Zahlen werden nun so de�niert, dass sie alle diese Bedingungen erfüllen,man setzt folgli
h
Z := {0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . .} .Bemerkung. Für ein m ∈ Z de�niert man häu�g au
h no
h die Menge

Z≤m := {z ∈ Z|m ≥ z}aller ganzen Zahlen, die kleiner oder glei
h m sind.Analog werden au
h Mengen wie N≤m oder Z≥m et
. de�niert.1.2.3 Rationale Zahlen: QWie eben bzgl. der Addition kann man au
h die Existenz eines neutralen Elements bzw.inverser Elemente bzgl. der Multiplikation verlangen. Ein mögli
hes neutrales Element(bzw. neutrale Zahl) der Multiplikation d müÿte folgendes leisten:
d · z = z · d = z,∀z ∈ Z.O�ensi
htli
h ist die Eins genau jene Zahl, die die geforderten Eigens
haften erfüllt,s
hlieÿli
h gilt u.a.

1 · 6 = 6 · 1 = 6.Das multiplikativ neutrale Element ist also bereits vorhanden. Wie sieht es mit denInversen aus? Zu jeder beliebigen ganzen Zahl z soll es eine Zahl w geben, so dass
z · w = w · z = 1gilt.Wie Sie si
her wissen muss man für z 6= 0 dazu einfa
h w := 1

z
wählen, den sogenanntenKehrwert von z, denn es gilt beispielsweise

4 · 1

4
=

1

4
· 4 =

4

4
= 1.Für z = 0 gibt es kein multiplikativ inverses Element.Somit erhält man die Menge aller sogenannten Brü
he, formal ges
hrieben:

Q :=
{a

b
| a ∈ Z, b ∈ N

}

.



1 Einführung II 7Bemerkung. 1. Für das multiplikativ inverse Element zu z 6= 0, also 1
z
, s
hreibtman oft au
h z−1.2. Ein Bru
hstri
h ist glei
hbedeutend mit einer Division.3. Es gelten diverse Re
henregeln in Q, von denen hier nur die grundlegendstenerwähnt werden sollen:

• Für b 6= 0 gilt stets b
b

= 1.
• Für alle b ∈ Q gilt b

1
= b.

• Brü
he können mit ganzen Zahlen multipliziert werden, es gilt a · c
d

= a·c
d
.

• Brü
he können erweitert werden, es gilt c
d

= a·c
a·d

für a 6= 0.
• Zwei Brü
he können addiert werden, dazu bringt man sie zunä
hst auf denglei
hen Nenner (gegebenenfalls erweitern) und addiert dann wie folgt:

f
b

+ g
b

= f+g
b
.

• Zwei Brü
he können lei
ht miteinander multipliziert werden: a
b
· c

d
= ac

bd
(be-a
hte, dass mit b 6= 0 und d 6= 0 au
h b · d 6= 0 ist).

• Dur
h einen Bru
h 6= 0 zu dividieren ist glei
hbedeutend dazu mit demKehrwert (der dann automatis
h existieren muss) zu multiplizieren, d.h. esgilt a
b

c

= a · c
b

= ac
b
.1.2.4 Reelle Zahlen: RMan kann jede rationale Zahl p au
h in sogenannter Dezimals
hreibweise darstellen,d.h. in einer Form

p = xm · 10m + . . . + x2 · 102 + x1 · 101 + x0 · 100 + x−1 · 10−1 + x−2 · 10−2 + . . . ,d.h. es gilt
p = xm · 10m + . . . x2 · 100 + x1 · 10 + x0 + x−1 ·

1

10
+ x−2 ·

1

100
+ . . .und in der übli
hen Darstellung würde man

p = xm . . . x2x1x0, x−1x−2 . . .s
hreiben, wobei alle (!) xi Zi�ern zwis
hen 0 und 9 sind.Wenn wir jetzt erstmal vereinfa
hend annehmen p sei kleiner als 1000 ergibt si
h
p = x2x1x0, x−1x−2 . . .(1.5)Beispiel. Einfa
h und Ihnen si
her vertraut sind folgende Darstellungen:

• Für x2 = x1 = x0 = 2 und xi = 0 für i < 0 oder i > 2 gilt p = 222.



8 Vorkurs Mathematik: Analysis
• Für x0 = 7, x−1 = 5 und alle anderen xi = 0 ergibt si
h p = 7, 5.(1.6) Satz. Jeder rationalen Zahl p ∈ Q läÿt si
h eine endli
he oder perodis
he De-zimaldarstellung zuordnen, d.h. in Dezimals
hreibweise hat jede rationale Zahl p eineDarstellung der Form

p = xm . . . x2x1x0, x−1x−2 . . . x−nmit festen Zahlen m ∈ N und n ∈ N, oder
p = xm . . . x0, x−1 . . . x−n . . . x−r

︸ ︷︷ ︸Periode x−n . . . x−rx−n . . . ,wobei si
h die Einträge x−n bis x−r periodis
h wiederholen.(1.7)De�nition. Als Menge der reellen Zahlen R de�nieren wir
R :=

{

r = ±xm10m + . . . + x110 + x0 + x−1
1

10
+ . . . | m ∈ N, xi ∈ {0, . . . , 9} ∀i ∈ Z≤m

}

,d.h. es sind insbesondere au
h Zahlen zugelassen, die in Dezimaldarstellung weder end-li
h no
h periodis
h sind. Sol
he Zahlen werden dann als irrational bezei
hnet und diereellen Zahlen setzen si
h aus den rationalen und irrationalen zusammen.Bemerkung. √
2 und π sind Beispiele für irrationale reelle Zahlen.Eigens
haften des Re
hnens mit Zahlen

• Kommutativität: Sowohl die Multiplikation als au
h die Addition von Zahlen istkommutativ, d.h. für beliebige Zahlen a, b ∈ R gilt
a + b = b + a ∧ a · b = b · a.

• Assoziativität: Sowohl die Multiplikation als au
h die Addtion von Zahlen istassoziativ, d.h. für beliebige Zahlen a, b, c ∈ R gilt
(a + b) + c = a + (b + c) ∧ (a · b) · c = a · (b · c).

• Es gilt das Distributivgesetz:
a · (b + c) = a · b + a · c,∀a, b, c ∈ R.Bemerkung. Die mehrfa
he Hintereinandermultiplikation einer Zahl, also z.B. 5 ·5 ·5,kann kürzer in der sogenannten Potenzform dargestellt werden, in unserem Beispielwäre das 53.Für r ∈ R und n ∈ N setzt man also

rn := r · r · r . . . · r
︸ ︷︷ ︸

n−mal .Für alle r ∈ R setzt man r0 := 0.



1 Einführung II 9Potenzre
henregeln Für r ∈ R und m,n ∈ N gilt:
• rm · rn = rm+n

• (rm)n = rm·n

• Für r 6= 0 und m ≥ n gilt rm

rn = rm−n und rn

rm = 1
rm−n .1.3 Kombinatorik(1.8)De�nition. Für ein beliebiges n ∈ N und i ≤ n seien ai reelle Zahlen, also

ai ∈ R,∀i ≤ n. Dann sei
n∑

i=1

ai := a1 + a2 + a3 + ... + an.Bemerkung. Entspre
hend setzt man n∑

i=2

ai = a2 +a3 + ...+an, et
., eine Summe mussalso ni
ht unbedingt beim Index i = 1 beginnen.(1.9)Beispiel. 1. ai = 2,∀i ≤ n. Dann ist n∑

i=1

ai = a1 + a2 + a3 + ... + an =

2 + 2 + 2 + ... + 2
︸ ︷︷ ︸

n−mal

= n · 2.Für beispielsweise n = 3 ist in diesem Fall also 3∑

i=1

ai = a1 + a2 + a3 = 2 + 2 + 2 =

3 · 2 = 6.2. Setze ai := i,∀i ≤ n, d.h. a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3 usw., dann ist n∑

i=1

ai = a1 + a2 +

a3 + ... + an = 1 + 2 + 3 + ... + n.Direkte Folgerungen1. Für n ≥ 2 und beliebige (!) ai ∈ R (d.h. jede endli
he Summe reeller Zahlen) gilt
n∑

i=1

ai = (a1 + a2 + ... + an−1) + an = an + (a1 + a2 + ... + an−1) = an +
n−1∑

i=1

ai.2. Für beliebige ai, bi ∈ R gilt (
n∑

i=1

ai)+ (
n∑

i=1

bi) = (a1 + a2 + a3 + ...+ an)+ (b1 + b2 +

b3 + ... + bn) = a1 + b1 + a2 + b2 + ... + an + bn =
n∑

i=1

(ai + bi).3. Man kann eine allgemeine Summe n∑

i=m

ai (dann ist m ≤ n) mit einem konstantenFaktor c multiplizieren:
c ·

n∑

i=m

ai =
n∑

i=m

c · ai.



10 Vorkurs Mathematik: Analysis4. Eine Summe, die aus mindenstens zwei Summanden besteht kann man in zweiSummen aufspalten:
n∑

i=m

ai =
l∑

i=m

ai +
n∑

i=l+1

ai,wobei m ≤ l < l + 1 ≤ n gelten muss.(1.10) Satz. Es gilt n∑

k=1

k = n·(n+1)
2

, ∀n ∈ N.Beweis. Wir beweisen die Aussage dur
h eine sogenannte vollständige Induktionna
h n ∈ N, das ist eine Beweisform, die häu�g sehr nützli
h ist um eine Aussage für(abzählbar) unendli
h viele Fälle zu beweisen.In unserem Fall unters
heiden si
h die Fälle dur
h den Wert von n. Da n ∈ N unendli
hviele vers
hiedene Werte annehmen kann ist es unmögli
h alle Fälle einzeln na
heinanderzu beweisen, man wäre unendli
h lange damit bes
häftigt. . .Die Idee besteht darin, die Aussage zuerst für einen festen Startwert n0 ∈ N zu zeigen,im obigen Fall wird das n0 = 1 sein, und ans
hlieÿend in einem allgemeinen S
hritt(Induktionss
hluss genannt) zu beweisen, dass aus der Gültigkeit der Behauptung fürein festes n ∈ N die Gültigkeit der Behauptung für n + 1 folgt.Hat man dies ges
ha�t, ist man fertig, denn die Glei
hung gilt dann, wie ja gezeigtwurde, für den Startwert n0 (hier ist n0 = 1) und mit dem Induktionss
hluss au
h für
n0 + 1, da die Behauptung für n0 + 1 gilt, muss sie na
h dem Induktionss
hluss au
hfür n0 + 2 ri
htig sein, entspre
hend au
h für n0 + 3 usw.; es ist ein Dominoe�ekt, mitdem man eine Aussage tatsä
hli
h für unendli
he viele Fälle beweisen kann.Allgemein unterteilt man eine Induktion in drei Abs
hnitte: Induktionsanfang, Induk-tionss
hritt und Induktionss
hluss.Induktionsanfang und -s
hluss wurden eben bereits erklät, der sogenannte Induktions-s
hritt dazwis
hen dient ledigli
h der Feststellung, dass ab dieser Stelle des Beweises fürein allgemeines und fest gewähltes n ∈ N die Ri
htigkeit der Behauptung vorausgesetztwird:Der Induktionss
hluss ist i.A. nur unter Voraussetzung des Induktionss
hritts ri
htig.Für unseren Satz sieht ein Induktionsbeweis nun wie folgt aus:1. Induktionsanfang: Der Startwert ist n0 = 1, also re
hnen wir einfa
h na
h, ob dieGlei
hung für n = 1 gilt:

1∑

k=1

k = 1 =
2

2
=

1 · (1 + 1)

2
,die Behauptung ist also o�ensi
htli
h für n = 1 korrekt.2. Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen nun an, dass die Glei
hung für ein belie-biges, aber fest gewähltes n ∈ N ri
htig sei. Und genau dieses fest gewählte nnehmen wir mit hinüber in den Induktionss
hluss:



1 Einführung II 113. Induktionss
hluss: Unter der Annahme aus dem Induktionss
hritt mö
hten wirnun eine Aussage über n + 1 ma
hen, und da wir ja wissen was zu beweisen ist,die Behauptung aus dem Satz oben, liegt der Ansatz für die folgenden Argumen-tationen auf der Hand: Wir müssen die Summe
n+1∑

k=1

kbetra
hten. Mit den uns bekannten Re
henregeln für Summen beginnen wir nun,diesen Term umzuformen:
n+1∑

k=1

k = (1 + 2 + 3 + . . . + n) + (n + 1) =

(
n∑

k=1

k

)

+ (n + 1). (1)Die nä
hste Umformung ist die ents
heidende für den ganzen Beweis, es ist dieStelle, an der wir die Annahme aus dem Induktionss
hritt benutzen werden, näm-li
h dass die Behauptung für n ri
htig wäre. Dies vorausgesetzt, können wir weiterumformen: (
n∑

k=1

k

)

+ (n + 1) =
n · (n + 1)

2
+ (n + 1). (2)Nun sind wir fast s
hon fertig, es sind ledigli
h no
h die beiden letzten Zahlen zuaddieren. Fasst man nun no
h einmal alles in einer Glei
hungskette zusammen,ergibt si
h

n+1∑

k=1

k = (1 + 2 + 3 + . . . + n) + (n + 1) =

(
n∑

k=1

k

)

+ (n + 1)
(2)
= n·(n+1)

2
+ (n + 1) =

n·(n+1)
2

+ 2·(n+1)
2

= (n+1)·(n+2)
2

= (n+1)·((n+1)+1)
2

,und genau das war ja zu zeigen, da die Glei
heit
n+1∑

k=1

k =
(n + 1) · ((n + 1) + 1)

2die Ri
htigkeit der Behauptung für n + 1 beweist, falls die Behauptung für dasfest gewählte beliebige n aus dem Induktionss
hritt ri
htig ist.Wie oben erklärt ist die Aussage nun für alle n ∈ N bewiesen, da sie im Induktionsanfangfür n = 1 beiwesen wurde und aufgrund des Dominoe�ekts au
h für n = 2, damit au
hfür n = 3 usw. gelten muss, also für alle natürli
hen Zahlen.Bemerkung. • Die eben bewiesene Formel nennt man au
h Gauÿs
he Summen-formel.
• Analog zur Summe der ersten n natürli
hen Zahlen gibt es au
h eine Formel fürdie Summe der ersten n Quadratzahlen: n∑

k=1

k2 = n·(n+1)·(2n+1)
6

.



12 Vorkurs Mathematik: Analysis(1.11)De�nition. Für eine natürli
he Zahl n ist n−Fakultät, ges
hrieben n!, de�niertdur
h
n! := 1 · . . . · n.D.h. n−Fakultät erhält man dur
h Multiplizieren der ersten n natürli
hen Zahlen.(1.12)De�nition. Für k, n ∈ N0, n ≥ k und 0! := 1 setze

(
n

k

)

:=
n!

k!(n − k)!
.Die Zahlen (n

k

) heiÿen Binomialkoe�zienten.Bemerkung. Es gilt (n
k

)
=
(

n
n−k

).(1.13) Satz (Binomis
her Lehrsatz). Für a, b ∈ R und n ∈ N0 gilt
(a + b)n =

n∑

k=0

(
n

k

)

akbn−k.Bemerkung. • Für n = 2 ergibt si
h damit die bekannte binomis
he Formel
(a + b)2 =

(
2

0

)

b2 +

(
2

1

)

ab +

(
2

2

)

a2 = b2 + 2ab + a2.

• Die Binomialkoe�zienten kann man si
h au
h ohne Kenntnisse über Fakultätenlei
ht im sogenannten Pas
als
hen Dreie
k bere
hnen:
n = 1:
n = 2:
n = 3:
n = 4:usw. 1 4 6 4 11 3 3 11 2 11 11 : (a + b)1 = a1 + b1: (a + b)2 = a2 + 2ab + b2: (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3...
n = 0: : (a + b)0 = 1

Die Bedeutung der Binomialkoe�zienten für die Kombinatorik liegt u.a. darin, dass für
n ≥ k die Zahl (n

k

) genau die Anzahl von Mögli
hkeiten angibt aus einer Menge von nElementen k vers
hiedene auszuwählen.Vorstellen kann man si
h dies wie beim Lottospielen, wo k = 6 aus n = 49 gezogen wer-den. Wi
htig dabei ist, dass die gezogenen Elemente (Lottokugeln) ni
ht zurü
kgelegtwerden vor dem nä
hsten Ziehen und dass die Reihenfolge, in der die Elemente gezogenwurden, ni
ht bea
htet wird (ebenfalls wie beim Lotto).Wenn man nun aus der Menge mit n Elementen beginnt zu ziehen, gibt es zuerst nvers
hiedene Mögli
hkeiten (49 vers
hiedene Kugeln beim Lottospiel), beim 2. Ziehen



1 Einführung II 13no
h n−1 Mögli
hkeiten (no
h 48 Kugeln übrig), ans
hlieÿend no
h n−2 Mögli
hkeitenusw., d.h. es gibt
n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1) =

n!

(n − k)!vers
hiedene Mögli
hkeiten k Elemente aus n zu ziehen, wenn man die Reihenfolge desZiehens unters
heidet.Ma
ht man dies ni
ht, wie z.B. beim Lottospiel (wo ja die Ziehung 5,6,7,8,9,3 mit derZiehung 3,5,6,7,9,8 identis
h ist), muss man bedenken, dass bei der Zahl n!
(n−k)!

jedeZugmögli
hkeit genau k!−mal gezählt wird. Das kann man si
h lei
ht klar ma
hen:In unserem Lottoziehungsbeispiel, es wurden die Zahlen 3,5,6,7,8 und 9 gezogen, mussledigli
h überlegt werden wieviele vers
hiedene Mögli
hkeiten es gibt die se
hs Zahlenin vers
hiedene Reihenfolgen anzuordnen. Betra
htet man zuerst die drei, so kann mansie an 6 unters
hiedli
hen Positionen platzieren, für die 5 sind dann jeweils (!) nur no
h5 unters
hiedli
he Plätze frei, für die 6 dann jeweils (!) nur no
h 4 Plätze usw., d.h. esgibt
6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 6!Mögli
hkeiten.Allgemein, wenn k−mal gezogen wird, sind es entspre
hend k! Mögli
hkeiten.Da wir nun in unserer bisherigen Re
hnung oben jede Zugmögli
hkeit genau k!−malgezählt haben, muss der Term n!

(n−k)!
no
h dur
h k! dividiert werden und wir erhalten
n!

k!(n − k)!
=

(
n

k

)als gesu
hte Zahl.1.4 Abbildungen(1.14)De�nition. Seien zwei Mengen D und M gegeben. Eine Abbildung f : D → Mist eine Zuordnung, die jedem Element d ∈ D genau ein (!) Element m ∈ M zuordnet.In dem Fall s
hreibt man dann f(d) = m.
D wird als De�nitionsberei
h und M als Bildberei
h oder Werteberei
h bezei
hnet.In der Glei
hung f(d) = m nennt man d das Argument und m den Funktionswert (zumArgument d ∈ D).Für eine Teilmenge S ⊂ D de�niert man allgemein f(S) := {f(s)|s ∈ S}.(1.15)Beispiel. Um eine Abbildungsvors
hrift anzugeben, also festzulegen wohin ein
m ∈ M abgebildet wird, benutzt man entweder einen Pfeil mit senkre
htem Stri
h ( 7→)oder man s
hreibt direkt hin f(m) := . . .1. f : R → R : x 7→ x2ist das Standardbeispiel für eine Parabel.Für diese Funktion ist z.B. f({2, 3, 4}) = {f(2), f(3), f(4)} = {4, 9, 16}.



14 Vorkurs Mathematik: Analysis2. f : R → R mit f(x) := x2,∀x ∈ R de�niert die selbe Abbildung.Dabei ist in beiben Fällen x nur ein Symbol, das beliebig gewählt werden kann,die selbe Abbildung könnte man au
h wie folgt de�nieren: f : R → R : u 7→ u2.3. f : R → R : x 7→ x, also die Abbildung bei der jede reelle Zahl auf si
h selbstabgebildet wird, bezei
hnet man als die Identitätsabbildung und s
hreibt dafürau
h f = id.Bemerkung. Für Abbildungen (au
h Funktionen genannt) werden häu�g kleine la-teinis
he Bu
hstaben (f, g, h, . . .) benutzt, prinzipiell kann aber natürli
h au
h jedesandere Symbol verwendet werden.Wi
htig ist, dass für eine Abbildung f der Term f(x) i.A. keine Funktion ist sondernein Element des Bildberei
hs.Bei Abbildungen R → R ist es oft für die Ans
hauung hilfrei
h den Graphen derFunktion zu skizzieren, dazu betra
htet man die Menge aller Punktepaare (x, f(x)) mit
x ∈ R und trägt einige von ihnen in einem 2-dimensionalen Koordinatensystem ein.(1.16)Beispiel. 1. Für f : R → R : x 7→ x2 sieht der Graph wie folgt aus:

x

f(x)

2. Die Vors
hrift f : R≥0 → R : x 7→ √
x ist au
h eine Abbildung, wenn man si
hfestlegt unter √x auss
hlieÿli
h die postive Wurzel von x zu verstehen und diesedem De�nitionswert x zuzuordnen, so dass beispielsweise f(9) = 3 gilt, aber eben

f(9) 6= −3, obwohl ja au
h (−3)2 = 9 ist.Der Graph dieser Abbildung ergibt si
h im Prinzip dur
h eine Drehung des obigenGraphen um 90◦ (und weglassen der unteren Parabelhälfte).
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x

f(x)

Eine weitere wi
htige Funktion R → R ist die sogenannte Betragsfunktion b, die jederreellen Zahl x ihren Betrag, ges
hrieben |x|, zuordnet. Formal de�nieren kann man siewie folgt:
b : R → R : x 7→ |x| :=

{

x, falls x ≥ 0 ist
−x, falls x < 0 ist .Folgerung. Es ist |x| ≥ 0, ∀x ∈ R.Direkt beweisbar ist au
h folgende wi
htige Feststellung:(1.17) Satz (Dreie
ksunglei
hung). Für alle x, y ∈ R gilt

|x + y| ≤ |x| + |y| .Beweis. Um diese Aussage zu zeigen, benutzen wir eine in der Mathematik häu�g ver-wendete Te
hnik: Die Fallunters
heidung.Wir unters
heiden die drei Fälle1. x = 0 oder y = 0.2. x, y < 0 oder x, y > 0.3. x,−y < 0 oder x,−y > 0.Wi
htig ist zunä
hst die Feststellung, dass diese drei fälle tatsä
hli
h alle Mögli
hkeitenabde
ken, d.h. jede Mögli
hkeit Wahl von x, y ∈ R lässt si
h mit einem der drei Fällebes
hreiben.Und ans
hlieÿend müssen wir unsere Behauptung nur no
h für die drei unters
hiedenenFälle getrennt beweisen:1. Sei o.B.d.A. x = 0. Dann gilt |x + y| = |0 + y| = |y| = 0 + |y| = |x| + |y| .2. Für x, y < 0 gilt |x + y| = −(x + y) = (−x) + (−y) = |x| + |y| .Analog gilt au
h für x, y > 0 sogar die Glei
hheit.



16 Vorkurs Mathematik: Analysis3. Seien o.B.d.A. x,−y < 0 und |y| ≥ |x|. Dann gilt
|x + y| < |y| < |x| + |y| .(1.18)De�nition. Eine Funktion f : D ⊂ R → R heiÿt bes
hränkt auf D, wenn gilt:

∃m ∈ R : |f(x)| ≤ m,∀x ∈ D.(1.19)Beispiel. 1) id : R → R : x 7→ x ist ni
ht bes
hränkt.2) f : R → R mit f(x) := 3,∀x ∈ R ist bes
hränkt auf R.(1.20)De�nition. Hat man zwei Funktionen f : D1 ⊂ R → R und g : D2 ⊂ R → Rmit f(D1) ⊂ D2 (d.h. für alle d ∈ D1 ist f(d) ∈ D2), so kann man für jedes d ∈ D1 denTerm f(d) als Argument in die Abbildung g einsetzen, d.h. man kann den Term
g(f(d)) ∈ Rbere
hnen und allgemein eine neue Abbildung D1 → R de�nieren dur
h

g ◦ f : D1 → R : x 7→ g(f(x)) =: (g ◦ f)(x).Man nennt g ◦ f die Hintereinanderausführung oder Verknüpfung von g und f undspri
ht es oft als g verknüpft f .(1.21)Beispiel. Seien f und g gegeben dur
h
f : R → R : x 7→ x2und

g : R≥0 → R : x 7→
√

x.Wegen x2 ≥ 0,∀x ∈ R ist die Voraussetzung f(R) ⊂ R≥0 erfüllt und es gilt
(g ◦ f)(u) := g(f(u)) = g(u2) =

√
u2 = u.D.h. es gilt (g ◦ f) = id (Man setzt ein Glei
hheitszei
hen zwis
hen zwei Funktionen,wenn die beiden Funktionen den selben De�nitionsberei
h haben und jedes Element desDe�nitionsberei
hs glei
h abbilden).1.5 Besondere Eigens
haften von AbbildungenWir de�nieren nun no
h zwei besonders wi
htige Eigens
haften man
her Abbildungenund betra
hten diese ans
hlieÿend an Beispielen.(1.22)De�nition. Eine Abbildung

f : D → Mheiÿt injektiv, falls für alle d1, d2 ∈ D gilt
f(d1) = f(d2) ⇒ d1 = d2.



1 Einführung II 17Die Abbildung wird also genau dann injektiv genannt, wenn je zwei vers
hiedene Ele-mente aus dem De�nitionsberei
h auf vers
hiedene Elemente der Bildmenge abgebildetwerden.Visualisiert man si
h die Abbildung mit Pfeilen, die Elemente von der Menge D in dieMenge M �transportieren�, d.h. abbilden, so bedeutet Injektivität, dass zwei Pfeile mitunters
hiedli
hem Startpunkt nie am selben Punkt ankommen:
D M D M

ni
ht injektiv injektiv(1.23)De�nition. Eine Abbildung
f : D → Mheiÿt surjektiv, falls für jedes Element m ∈ M ein Element d ∈ D existiert, so dass
f(d) = mgilt.Die Abbildung wird also genau dann surjektiv genannt, wenn jedes Element m derBildmenge ein Urbild hat, d.h. es existiert ein Element im De�nitionsberei
h D, dasauf m abgebildet wird.In der Pfeildarstellung bedeutet Surjektivität, dass bei jedem Element der Menge M(mindestens) ein Pfeil ankommt:

D M D M

surjektiv ni
ht surjektiv



18 Vorkurs Mathematik: Analysis(1.24)De�nition. Eine Abbildung
f : D → Mheiÿt bijektiv, falls sie surjektiv und injektiv ist.Stellt man bijektive Abbildungen mit Pfeilen dar, so kommt also bei jedem Element

m der Bildmenge genau ein Pfeil an! Zusätzli
h gilt allgemein für jede (!) Abbildung,dass bei jedem Element des De�nitionsberei
hs genau ein Pfeil startet. Bei bijektivenAbbildungen wird also jedem Element des De�nitionsberei
hs �eins-zu-eins� genau einElement der Bildmenge zugeordnet.In dem Sinne kann bei einer bijektiven Abbildung f : D → M davon gespro
henwerden, dass die Mengen D und M �glei
h viele� Elemente haben (wobei das zu ungenauformuliert ist). Diesen Zusammenhang werden wir im nä
hsten Kapitel no
h genauerbetra
hten.
D M D M

bijektiv ni
ht bijektiv(1.25)Beispiel. 1. Überprüfe die Abbildung f : R → R : x 7→ x2:
• Wegen f(2) = 4 = f(−2) und 2 6= −2 ist f ni
ht injektiv.
• Wegen f(x) = x2 ≥ 0 ∀x ∈ R existiert kein y ∈ R mit f(y) = −1, d.h. f istau
h ni
ht surjektiv.2. Ändern wir nun bei der Abbildung ledigli
h den De�nitionsberei
h oder die Bild-menge, aber ni
ht die Abbildungsvors
hrift, so kann dies bereits zu ganz anderenErgebnissen führen. Wir betra
hten die Abbildung

f : R≥0 → R : x 7→ x2.Dann ist f wegen
f(x) = f(y) ⇒ x2 = y2 x,y≥0⇒ x = y ∀x, y ∈ R≥0injektiv, da −1 aber na
h wir vor kein Urbild hat ni
ht surjektiv.3. Die Abbildung f : R → R≥0 : x 7→ x2 ist wegen

f(2) = f(−2)



1 Einführung II 19zwar ni
ht injektiv, wegen
√

x ∈ R ∀x ∈ R≥0 und f
(√

x
)

=
(√

x
)2

= x ∀x ∈ R≥0jedo
h surjektiv.4. Entspe
hend ist f : R≥0 → R≥0 : x 7→ x2 sogar bijektiv.1.6 Wieviele Zahlen gibt es?Vermutli
h würden die meisten von Ihnen die Frage mit �unedli
h viele� beantworten,und das wäre ja au
h ri
htig. Fragt man nun jedo
h konkreter na
h der Anzahl natür-li
her, ganzer und reeller Zahlen (glei
h viele? Warum ja/nein?), so wird deutli
h, dasswir mit unseren bisherigen Begri�en dazu ni
ht mehr viel sagen können.Wir benötigen einen mathematis
hen Formalismus, der es uns ermögli
ht sol
he Fra-gen konkret zu untersu
hen. Dazu lassen wir Aussagen wie �glei
h viele Elemente� nunhinter uns und spe
hen von nun an von der �Mä
htigkeit� (oder �Kardinalität�) einerMenge M , in Zei
hen |M |.(1.26)De�nition. Wir sagen zwei Mengen M und N haben die selbe Mä
htigkeit, inZei
hen
|M | = |N | ,falls eine bijektive Abbildung
f : M → Nexistiert.Für endli
he Mengen, das sind Mengen mit endli
h vielen Elementen, entspri
ht dieseDe�nition genau Ihrer Vostellung, dass zwei Mengen genau dann glei
hmä
htig sind,wenn sie �glei
h viele�, z.B. 5, 189 oder 4098, Elemente haben.Falls man jedo
h unendli
he Mengen wie z.B. N und R betra
htet, ist zunä
hst unklarwas dieser neue Begri� bedeutet.1.6.1 Hilberts seltsames HotelUnter dem Hilbert-Hotel (benannt na
h David Hilbert) versteht man ein Hotel, in demgenau so viele Zimmer vorhanden sind, dass |N| Personen jeweils ein Zimmer belegenkönnen.Nun stelle man si
h vor eine Reisebusgruppe mit genau |N| Personen reise an und belegealle Zimmer des Hotels. Am folgenden Tag errei
ht nun eine weitere Person das Hotelund fragt ob sie denn no
h ein Zimmer bekommen könne - was sollte der Hotelier nunantworten?Um darauf eine Antwort zu �nden stellen wir uns sowohl die Zimmer im Hotel als au
hdie Personen aus der Reisegruppe mit den natürl
hen Zahlen dur
hnummeriert vor; dieHotelgäste könnten z.B. Namenss
hilder mit einer natürli
hen Zahl bedru
kt tragen,



20 Vorkurs Mathematik: Analysisdie ihre Zimmernummer angibt. Die neu hinzugekommene Person stellen wir uns dur
hdie Null symbolisiert vor, sie trage also ein Namenss
hild mit einer 0.Dann besteht eine Mögli
hkeit die Person no
h unterzubringen darin, den Gast Nummer0 in Zimmer Nummer 1 unterzubringen, den Gast aus Zimmer Nummer 1 zu bitten, inZimmer Nummer 2 umzuziehen, den Gast aus Zimmer Nummer 2 zu bitten, in ZimmerNummer 3 umzuziehen, usw. - übersetzt in den mathematis
hen Formalismus ste
ktdahinter ni
hts weiter als eine bijektive Abbildung b : N0 → N, nämli
h mit folgenderAbbildungsvors
hrift:
b(m) := m + 1 ∀m ∈ N0.

b ist eine Bijektion, denn:
• b ist injektiv: Seien m,n ∈ N0 mit b(m) = b(n), dann gilt b(m) = m+1 = n+1 =

b(n), also insbesondere m + 1 = n + 1 und damit m = n.
• b ist surjektiv: Sei m ∈ N gegeben, dann ist (m − 1) ∈ N0 und es gilt b(m − 1) =

(m − 1) + 1 = m + (−1 + 1) = m + 0 = m.Da wir somit eine Bijektion N0 → N gefunden haben gilt na
h De�nition
|N| = |N0| .Wenn wir also zu den unendli
h vielen natürli
hen Zahlen no
h eine weitere hinzunehmen, so ändert das an der Mä
htigkeit überhaupt ni
hts!Wenn nun am nä
hsten Tag ni
ht nur ein, sondern 50 weitere Gäste gekommen wären,hätte das natürli
h trotzdem geklappt: Gast 1 wäre in Zimmer 51 umgezogen, Gast 2in Zimmer 52 usw., so dass die Räume 1 bis 50 frei geworden wären.In den Übungen werden wir |N| mit |Z| verglei
hen. In den Vorlesungen des erstenSemesters werden Sie si
h natürli
h no
h mit |Q| und |R| bes
häftigen und si
herli
hau
h Überras
hungen erleben.



2 Folgen 212 Folgen(2.1)De�nition. Wird jeder natürli
hen Zahl n = 1, 2, 3, . . . genau eine reelle Zahl xnzugeordnet, so nennt man x1, x2, x3, . . . eine Folge (reeller Zahlen).Man s
hreibt dafür allgemein (xn)n∈N, oder etwas kürzer (xn).(2.2)Beispiel. 1. (xn)n∈N mit xi := 4, ∀i ∈ N ergibt die konstante Folge 4, 4, 4, . . .2. (xn)n∈N mit xi := i, ∀i ∈ N, also (n)n∈N, ergibt die Folge 1, 2, 3, . . .3. (xn)n∈N mit xi := 1
i
, ∀i ∈ N ergibt die Folge 1, 1

2
, 1

3
, . . .Man s
hreibt dafür au
h ( 1

n
)n∈N.Bemerkung. Bei einer Folge ist die Reihenfolge der Zahlen eindeutig festgelegt (dur
hden Index), dur
h verändern der Reihenfolge erhält man i.A. eine andere Folge.2.1 KonvergenzMotivation Man nennt eine Folge (xn)n∈N konvergent gegen eine reelle Zahl x ∈ R,falls si
h die Zahlen der Folge dem Wert x beliebig di
ht nähern.Man s
hreibt dann lim

n→∞
xn = x und nennt x den Limes oder Grenzwert der Folge (xn).Formal bedeutet �beliebig di
ht�, dass zu einem beliebig kleinen Abstand ε > 0 einIndex nε existiert, so dass alle (!) Zahlen der Folge mit einem Index gröÿerglei
h nε,also jene Zahlen, die in der Folge weit genung hinten stehen, di
hter als ε an x dransind, d.h. es gilt |x − xn| < ε, ∀n ≥ nε.(2.3)De�nition. Eine reelle Folge (xn)n∈N heiÿt konvergent gegen x ∈ R, falls gilt:Für alle ε > 0 ∃ nε, so dass |x − xn| < ε ∀n ≥ nε.Eine Folge reeller Zahlen heiÿt divergent, falls sie gegen keine reelle Zahl konvergiert.Ganz ents
heidend bei dieser De�nition ist die Forderung, dass für alle (!) ε > 0 diegeforderte Eigens
haft gelten muss. Dadur
h wird gewährleistet, dass si
h bei konver-genten Folgen zu jedem au
h no
h so kleinen Abstand ε > 0 die Folgenglieder stärkerals bis auf ε dem Grenzwert nähern.(2.4)Beispiel. 1. Die konstante Folge 4, 4, 4, . . . konvergiert o�ensi
htli
h (?) gegen4.Allgemein konvergiert jede konstante reelle Zahlenfolge gegen eben diesen Wert.2. Die Folge 1, 2, 3, . . . divergiert, da die Zahlen der Folge beliebig groÿ werden. Indiesem Fall s
hreibt man au
h lim

n→∞
xn = lim

n→∞
n = ∞.3. Die Folge 1, 1

2
, 1

3
, . . . konvergiert gegen 0,man s
hreibt daher lim

n→∞
xn = lim

n→∞

1
n

= 0.



22 Vorkurs Mathematik: AnalysisBemerkung. Bzgl. der Kovergenzde�nition gelten folgende Äquivalenzen:Für alle ε > 0 ∃ nε, so dass |x − xn| < ε ∀n ≥ nε.

⇔ Für alle ε > 0 ∃ nε, so dass x − ε < xn < x + ε ∀n ≥ nε.

⇔ Für alle ε > 0 ∃ nε, so dass xn ∈ (x − ε, x + ε) ∀n ≥ nε.Wir können uns Konvergenz also so vorstellen, dass ab dem Grenzindex alle Folgenglie-der in dem ε−S
hlau
h um x liegen müssen (wenn man die Folgenglieder als Punkte ineinem zweidimensionalen Koordinatensystem einträgt):
1 5 10

1
1/2

ε−S
hlau
h um den Wert 0 mit ε = 1/4

Folge ( 1
n

)

n∈NVermuteter Grenzwert: 0
Bildli
h interpretiert bedeutet Konvergenz also, dass wir einen beliebig s
hmalen ε−S
hlau
hum den Grenzwert legen können, und die Folgenglieder ab dem Grenzindex denno
halle innerhalb des S
hlau
hs liegen müssen.(2.5)De�nition. Seien D ⊂ R eine o�ene Teilmenge (z.B. ein o�enes Intervall),
f : D → R eine Abbildung und a ∈ D.2 Gilt für jede gegen a konvergente Folge (xn)aus D

lim
n→∞

f(xn) = c (3)für ein (festes) c ∈ R, so s
hreiben wir dafür
lim
x→a

f(x) = c. (4)Bemerkung. Sind eine Folge (xn)n∈N ⊂ R und eine Abbildung f : R → R gegeben,so bildet (f(xn))n∈N natürli
h au
h eine reelle Folge, die man au
h auf Konvergenz hinuntersu
hen kann.(2.6)Beispiel. 1. Betra
hte (xn) mit xi := i. Es geht also um die Folge 1, 2, 3, . . .Ist f : R → R de�niert dur
h f(x) := 2x, so ergibt (f(xn)) die Folge 2, 4, 6, . . .2. Seien f(x) := x2 − 3 und a = 0. Wähle ( 1
n
)n∈N als Beispiel für eine gegen a = 0konvergente Folge.2das bedeutet gerade, dass es mindestens eine Folge in D gibt, die gegen a konvergiert; a selbermuss ni
ht in D liegen



2 Folgen 23Die Folge (f( 1
n
))n∈N = ( 1

n2 − 3)n∈N hat dann die Gestalt −2,−23
4
,−28

9
, . . . undkonvergiert gegen −3: lim

n→∞
f( 1

n
) = −3.Wenn man dann allgemeiner na
hweisen kann, dass (f(xn)) tatsä
hli
h für jedegegen 0 konvergierende Folge (xn) gegen −3 konvergiert, erhält man als Ergebnis

lim
x→0

f(x) = −3.3. lim
x→0

x2+9
x3−6

= 9
−6

= −3
2
. Dies zu beweisen erfordert allerdings bereits etwas mehrVorkenntnisse.2.2 Aussagen über FolgenkonvergenzWir halten zunä
hst eine wi
htige Aussage fest:(2.7) Satz. Eine reelle Folge kann maximal einen Grenzwert haben.Der Beweis ist ni
ht allzu s
hwer (annehmen es gebe zwei vers
hiedene und zu einemWiderspru
h führen), viellei
ht werden wir in den Übungen Gelegenheit haben darüberzu spre
hen.Eng mit der Konvergenz zusammen hängt der Begri� der Bes
hränktheit:(2.8)De�nition. Eine reelle Folge (xn)n∈N heiÿt bes
hränkt, falls es eine Zahl N > 0gibt mit

|xn| ≤ N ∀n ∈ N.In dem Fall nennt man N au
h eine S
hranke.Um diesen Zusammenhang zu erkennen überlegen wir uns zunä
hst, was für vers
hie-dene Arten von Folgen wir uns denn vorstellen können. Wir halten fest:
• Es gibt konvergente Folgen, z.B. die konstanten Folgen.
• Es gibt divergente Folgen. Sie können unbes
hränkt, wie im Beispiel xi := i ∀i ∈ N,oder bes
hränkt, wie im Beispiel xi := (−1)i ∀i ∈ N, sein.
• Einige konvergente Folgen sind bes
hränkt, wie z.B. die konstanten Folgen oderdie dur
h xi := 1

i
∀i ∈ N de�nierte Folge.

• Es stellt si
h die Frage, ob es unbes
hränkte konvergente Folgen gibt, oder ob einekonvergente Folge zwangsweise bes
hränkt sein muss.Zunä
hst ist klar, dass jede endli
he Menge bes
hränkt ist: Man bestimmt das kleinsteElement A und das gröÿte Element B (dur
h paarweises Verglei
hen) und wählt alsS
hranke S den gröÿeren der beiden Werte |A| und |B|. Dies s
hreibt man au
h wiefolgt:
S := max {|A| , |B|} .Die Frage na
h der Bes
hränktheit einer Menge ist also nur für unendli
he Mengeninteressant.



24 Vorkurs Mathematik: Analysis(2.9)De�nition. Sei M eine beliebige Menge reeller Zahlen. Existiert ein Element
a ∈ M mit a ≤ m ∀m ∈ M , so nennen wir a das Minimum von M und s
hreiben dafürau
h

min(M) = a.Existiert ein Element b ∈ M mit b ≥ m ∀m ∈ M , so nennen wir b das Maximum von
M und s
hreiben dafür au
h

max(M) = b.Zu bea
hten ist dabei, dass sowohl Minimum als au
h Maximum, falls überhaupt exis-tent, selber Elemente der betra
hteten Menge sein müssen!Bemerkung. • Jede endli
he Menge hat ein Minimum und ein Maximum, um siezu bestimmen muss man (zumindest theoretis
h) ledigli
h jedes Element mit allenanderen verglei
hen. . .Beispiel: Für die Menge {4, 7, π,
√

67, 33
} ist π das Minimum und 33 das Maxi-mum.

• Für unendli
he Mengen tri�t dies ni
ht unbedingt zu, das o�ene Intervall (2, 3) =
]2, 3[ hat weder ein Minimum no
h ein Maximum. Die Menge N hat die 1 alsMinimum, jedo
h kein Maximum.

• Hat man zwei bes
hränkte Mengen M1 und M2 mit S
hranken N1 bzw. N2, soist m := max {N1, N2} eine S
hranke von M1 ∪ M2, insbesondere ist die Menge
M1 ∪ M2 bes
hränkt.(2.10) Satz. Jede konvergente reelle Folge ist bes
hränkt.Beweis. Den Beweis können Sie in den Übungen selber versu
hen hinzubekommen. Hiernun einige Anmerkungen dazu:Um die Bes
hränktheit zu zeigen muss ja eine S
hranke N gefunden werden. Tatsä
h-li
h besteht die einzige S
hwierigkeit in diesem Beweis darin, dass eine Folge unendli
hviele Folenglieder hat, d.h. man kann ni
ht einfa
h davon ausgehen, dass die Menge derFolgenglieder ein Maximum und ein Minimum hat. (Die Menge { 1

n
| n ∈ N

} hat bei-spielsweise kein Minimum, obwohl sie o�ensi
htli
h bes
hränkt ist, z.B. dur
h N = 5.)Der Tri
k besteht nun darin, si
h ein beliebiges ε > 0 vorzugeben, z.B. ε = 1, und danndie Konvergenzeigens
haft auszunutzen: Es existiert ein Index nε, so dass die unendli
hvielen dana
h kommenden Folgenglieder in einem gewissen Intervall um den Grenzwertliegen, insbesondere ist also die Menge dieser unendli
h vielen Folgenglieder bes
hränkt(mit wel
her S
hranke?).Ans
hlieÿend muss man ledigli
h no
h die endli
h vielen Folgenglieder x1, . . . , xnε
mitin die Argumentation einbeziehen. . .



3 Reihen 253 ReihenIn der Mathematik bezei
hnet man spezielle Formen von Folgen au
h als Reihen:(3.1)De�nition. Für eine Folge (ak)k∈N
nennt man

(
n∑

k=1

ak

)

n∈Neine Partialsummenfolge und bezei
hnet diese au
h als Reihe.Die Reihe wird als konvergent (divergent) bezei
hnet, falls die dazugehörige Partial-summenfolge konvergiert (divergiert).Im Falle der Konvergenz einer Reihe s
hreibt man für den Grenzwert kurz
∞∑

k=1

ak := lim
n→∞

(
n∑

k=1

ak

)

n∈N

.Insbesondere in Aufgabenstellungen spri
ht man für speziell de�nierte Zahlen ak etwasungenauer und allgemeiner von einer Reihe ∑∞

k=1 ak, unabhängig von einer Konver-genzbetra
htung, und fragt dann für gewöhnli
h na
h der mögl
hen Konvergenz derReihe.(3.2)Beispiel. 1. Setze ak := 3 ∀k ∈ N. Dann hat die Partialsummenfolge folgendeGestalt: (
n∑

k=1

ak

)

n∈N

=

(
n∑

k=1

3

)

n∈N

= 3, 6, 9, 12, 15, . . .Die Partialsummenfolge, und somit die Reihe, divergiert also o�ensi
htli
h.2. Setze ak := 1 für alle geraden k ∈ N und ak := −1 für alle ungeraden k ∈ N(Wie könnte man dies eleganter aufs
hreiben?). Dann hat die Partialsummenfolgefolgende Gestalt:
(

n∑

k=1

ak

)

n∈N

=

(
n∑

k=1

(−1)k

)

n∈N

= −1, 0,−1, 0,−1, 0, . . .Die Partialsummenfolge, und somit die Reihe, divergiert also ebenfalls.3. Gibt es ein N ∈ N mit ak = 0 ∀k > N , so ist die entspre
hende Reihe stetskonvergent, denn in dem Fall gilt
(

n∑

k=1

ak

)

n∈N

=
1∑

k=1

ak,
2∑

k=1

ak,
3∑

k=1

ak, . . . ,
N∑

k=1

ak,
N∑

k=1

ak,
N∑

k=1

ak, . . .d.h. die Reihe konvergiert gegen die Summe der ersten N Einträge (jene, bevordie folgenden Summanden ak alle Null sind), in Zei
hen:
∞∑

k=1

ak =
N∑

k=1

ak.



26 Vorkurs Mathematik: AnalysisEin Beispiel für eine deratige Reihe bekommen wir, indem wir N = 4 setzen, also
0 = a5 = a6 = a7 = a8 = . . ., und für a1 bis a4 irgendwel
he Zahlen einsetzen,z.B. a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3 und a4 = 4.Die Partialsummenfolge ist dann

1, 1 + 2, 1 + 2 + 3, 1 + 2 + 3 + 4, 1 + 2 + 3 + 4 + 0, 1 + 2 + 3 + 4 + 0 + 0, . . .

= 1, 3, 6, 10, 10, 10, . . .Sie konvergiert gegen 10 =
∑4

k=1 ak.3.1 KonvergenzEs stellt si
h nun die Frage, ob man Reihen eventuell ansehen kann ob sie konvergierenoder ni
ht, und, falls ja, wie?Es gibt in der Tat einige Aussagen und Säzte, die Sie diesbezügli
h in den ersten Semes-tern Ihres Studiums kennenlernen werden. Wir werden an dieser Stelle ledigli
h einigewenige, verglei
hsweise einfa
he, Feststellungen ma
hen und versu
hen Interesse für diefortführenden Vorlesungen zu we
ken.In unseren drei Beispielen oben konvergierte ledigli
h die Reihe im letzten Beispiel, inder die Folge ak o�ensi
htli
h gegen Null konvergierte. Nun sind dies extrem einfa
heBeispiele gewesen, immerhin gilt aber folgender Satz:(3.3) Satz. Ist eine Reihe ∑∞

k=1 ak konvergent, so muss die Folge (ak)k∈N
gegen Nullkonvergieren.Der Satz beantwortet allerdings ni
ht die Frage, ob umgekehrt für jede Nullfolge (ak)k∈Ndie Reihe ∑∞

k=1 ak konvergiert. Und dies ist tatsä
hli
h au
h ni
ht der Fall, wie dasBeispiel ak := 1
k
∀k ∈ N beweist, die (harmonis
he) Reihe ∑∞

k=1
1
k
divergiert näml
hgegen Unendli
h.Ein anderes sehr wi
htiges Beispiel wird dur
h Folgen (ak)k∈N

mit ak := xk ∀k ∈ Ngebildet, wobei x eine reelle Zahl mit Betrag kleiner als 1 ist:3.2 Die geometris
he ReiheSeien nun also x ∈ R mit |x| < 1, d.h. es ist x ∈ (−1, +1), und ak := xk ∀k ∈ N0.Wir betra
hten die Reihe ∞∑

k=0

xk =
∞∑

k=1

xk−1 und versu
hen herauszu�nden ob die Reihekonvergent ist. Dazu gehen wir auf die De�nition der Reihen-Konvergenz zurü
k unduntersu
hen die Partialsummenfolge auf Folgen-Konvergenz. Die Partialsummenfolgelautet
0∑

k=0

xk,

1∑

k=0

xk,

2∑

k=0

xk,

3∑

k=0

xk, . . . = 1, 1 + x, 1 + x + x2, 1 + x + x2 + x3, . . .



3 Reihen 27Es stellt si
h also die Frage, ob man zu vorgegbenem x ∈ (−1, +1) und einer Zahl n ∈ N0direkt den Ausdru
k n∑

k=0

xk bestimmen kann. Folgender Satz liefert eine Antwort aufdiese Frage:(3.4) Satz (Geometris
he Summenformel). Seien x ∈ R mit |x| < 1 und n ∈ N0,dann gilt
n∑

k=0

xk =
1 − xn+1

1 − x
.Beweis. Diese Aussage ist, wenn man die Behauptung erstmal vor si
h stehen hat, garni
ht mal s
hwer zu beweisen. Man kann dann nämli
h die Beweiste
hnik der vollständi-gen Induktion anwenden. Wir nutzen die Mögli
hkeit um eben jenes wi
htige Verfahrenno
hmal zu üben:Beweis dur
h vollständige Induktion na
h n ∈ N0:IA Sei n = 0. Dann ist ∑0

k=0 xk = x0 = 1, die Formel stimmt also für n = 0.IV Wir nehmen nun an die Formel wäre für eine feste Zahl n ∈ N0 ri
htig. Wir setzenalso ∑n
k=0 xk = 1−xn+1

1−x
voraus.IS Unter dieser Voraussetzung folgt

n+1∑

k=0

xk = xn+1 +
n∑

k=0

xk = xn+1 +
1 − xn+1

1 − x

=
xn+1 − xn+2

1 − x
+

1 − xn+1

1 − x
=

1 − xn+2

1 − x
.

Mit der Aussage dieses Satzes lässt si
h die zur betra
hteten Reihe gehörende Partial-summenfolge also wie folgt darstellen:
0∑

k=0

xk,
1∑

k=0

xk,
2∑

k=0

xk,
3∑

k=0

xk, . . . =

(
n∑

k=0

xk

)

n∈N0

=

(
1 − xn+1

1 − x

)

n∈N0

.Um die Reihe auf Konvergenz zu untersu
hen muss also nur no
h die mögli
he Kon-vergenz der Folge (1−xn+1

1−x

)

n∈N0

überprüft und gegebenenfalls der Grenzwert bestimmtwerden.Geringfügige Kenntnisse über Folgen vorausgesetzt, lässt si
h lei
ht einsehen, dass dieFolge (xn+1)n∈N0
für |x| < 1 gegen Null konvergiert und somit

lim
n→∞

1 − xn+1

1 − x
=

1

1 − xfolgt. Es ergibt si
h also direkt:



28 Vorkurs Mathematik: Analysis(3.5) Satz (Geometris
he Reihe). Für |x| < 1 ist die Reihe ∞∑

k=0

xk stets konvergentund es gilt
∞∑

k=0

xk =
1

1 − x
. (5)3.3 Das Zenon-ParadoxonDas so genannte Zenon-Paradoxon beruht auf folgender Überlegung, die Zenon vonElea3 zuges
hrieben wird. Dabei stellt man si
h folgende Situation vor:A
hilles will mit einer S
hildkröte ein Wettrennen ma
hen. Da die S
hildkröte langsamerist, bekommt sie einen Vorsprung von genau einem Stadion. Nun geht das Rennenlos. A
hilles errei
ht na
h einer gewissen Zeit den Punkt, an dem die S
hildkröte zumStartzeitpunkt war. In der Zwis
henzeit ist diese aber au
h ein Stü
k vorangekommen.Nun errei
ht A
hilles diesen zweiten Punkt und die S
hildkröte ist wieder ein kleinesStü
k weiter gekommen. So setzt si
h das Rennen fort und A
hilles wird seinen Gegner(s
heinbar) ni
ht einholen können, da dieser, wenn A
hilles den jeweils letzten Punktdes Tieres errei
ht, s
hon wieder ein Stü
k vorwärts gekommen ist.Wir ma
hen die vereinfa
henden Annahmen, dass beide Teilnehmer jeweils konstants
hnell laufen und A
hilles 12 mal so s
hnell läuft wie die S
hildkröte.Wir werden uns mit unseren Kenntnissen über Reihen versu
hen klar zu ma
hen, warumdieses Paradoxon aus heutiger Si
ht keines (mehr) ist, zumindest ni
ht bei entspre
hen-den mathematis
hen Vorkenntnissen (die es au
h erst seit wenigen hundert Jahren inEuropa gibt).Die angedeutete Argumentation ist logis
h korrekt und kann au
h beliebig (�abzählbarunendli
h�) oft wiederholt werden. Und für den bei dieser Argumentation betra
htetenZeitraum bzw. den betra
hteten Laufweg gilt in der Tat o�ensi
htli
h au
h, dass A
hillesder S
hildkröte zwar beliebig nahe kommt, sie aber nie überholt und au
h nur und genaudann einholt, wenn man die Argumentation �abzählbar unendli
h� oft na
heinanderausführt.Eine wi
htige Frage ist nun, wie lange die beiden laufen bzw. wieviel an Stre
ke zurü
k-gelegt wird bei �abzählbar unendli
h� vielen Argumentationss
hritten.Man kann mathematis
h zeigen, dass dabei ledigli
h eine begrenzte, endli
h lange Stre-
ke zurü
kgelegt wird und die beiden Akteure au
h nur eine endli
h lange Zeitspanneunterwegs sind4. Das folgt im Wesentli
hen aus der geometris
hen Reihe (siehe Satz3.5):Die Länge �1 Stadion� sei mit S abgekürzt, die Zeit, in der A
hilles die Stre
ke S < ∞läuft sei T < ∞.3geboren 
ir
a 490 v. Chr. in Elea, gestorben 
ir
a 430 v. Chr. vermutli
h in Elea oder Syrakus4wenn vorausgesetzt wird, dass A
hilles endli
h s
hnell läuft



3 Reihen 29Dann erhalten wir als Zeit, die A
hilles unterwegs ist, wenn wir �abzählbar unendli
h�oft na
heinander argumentieren wie oben:
∞∑

k=0

T

12k
= T ·

∞∑

k=0

(
1

12

)k
(5)
= T · 1

1 − 1
12

= T · 12

11
< 2 · T < ∞.Als zurü
kgelegte Stre
ke (von A
hilles) in dieser Zeit erhält man analog:

∞∑

k=0

S

12k
= S ·

∞∑

k=0

(
1

12

)k
(5)
= S · 1

1 − 1
12

= S · 12

11
< 2 · S < ∞.Die obige Überlegung, dass A
hilles die S
hildkröte ni
ht überholen kann, ist also nurfür diese begrenzte Zeitspanne 12

11
· T bzw. für diese begrenzte Laufstre
ke 12

11
·S ri
htig.Über mögli
he Ereignisse (z.B. einen Überholvorgang) zeitli
h dana
h, falls die Akteureweiterlaufen sollten, kann mit dieser Argumentation keine Aussage gema
ht werden.In der Tat kann man dur
h Bestimmen der entspre
henden geometris
hen Reihen aberimmerhin bere
hnen, wann und wo A
hilles die S
hildkröte einholen wird: Es müssenledigli
h die entspre
henden Grenzwerte ermittelt werden, die Ergebnisse sind na
hobigen Re
hnungen gerade

12

11
· T bzw. 12

11
· S.



30 Vorkurs Mathematik: Analysis4 Di�erentialre
hnung(4.1)De�nition (ungenau). Eine Funktion f : D ⊂ R → R heiÿt stetig, wenn ver-s
hwindend kleine Änderungen des Argumentes (der Argumente) nur zu vers
hwindendkleinen Änderungen des Funktionswertes führen. Das heiÿt insbesondere, dass in denFunktionswerten keine Sprünge auftreten (man kann den Graphen der Funktion alsozei
hnen ohne den Stift abzusetzen).Diesen Zusammenhang mathematis
h korrekt zu formulieren erfordert ein wenig mehrTheorie und soll ni
ht Inhalt dieses Kurses sein, für Interessierte wird er hier denno
hkurz aufges
hrieben: f : D ⊂ R → R heiÿt stetig in einem Punkt x ∈ D, wenn gilt:
∀ ε > 0 ∃δ > 0 : |x − y| < δ ∧ y ∈ D ⇒ |f(x) − f(y)| < ε.Ist f in allen Punkten x ∈ D stetig, so heiÿt f stetig (auf D).Bemerkung. Eine Funktion f : D ⊂ R → R ist im Punkt a ∈ D genau dann stetig,wenn

lim
x→a

f(x) = f(lim
x→a

x) = f(a)gilt.Viellei
ht können wir diesen Zusammenhang in den Übungen zumindest teilweise be-weisen.Wir werden nun den Begri� der Di�erenzierbarkeit einführen und di�erenzierbare Funk-tionen betra
hten. Di�erenzierbare Funktionen haben einige nützli
he Eigens
haften, siesind z.B. au
h stetig.
4.1 Di�erenzierbarkeitZunä
hst betra
hten wir (ni
ht senkre
hte) Geraden im R2, d.h. Abbildungen der Art

f : R → R : x 7→ ax + b.Ein wesentli
her Aspekt von Geraden ist, dass ihre Steigung konstant, also auf demganzen De�ntionsberei
h glei
h ist. Man kann sie entweder in der Abbildungsvors
hriftdirekt ablesen, sie beträgt bei obiger S
hreibweise a, oder allgemein mit Hilfe einesSteigungsdreie
ks ermitteln:
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b
x

f(x)

∆y

∆x

f

Miÿt man die Längen ∆x und ∆y aus und dividiert, so erhält man als Steigung von f

a =
∆y

∆x
.(b ist der Y −A
hsenabs
hnitt, also b = f(0).) Das Besondere an einer Geraden ist nun,dass der so ermittelte Wert für die Steigung unabhängig von der Gröÿe des Steigungs-dreie
ks und unabhängig von der Stelle ist, an der es an den Graphen ansetzt.Die Steigung ist positiv (d.h. gröÿer als Null), wenn die Gerade von links na
h re
htssteigt, negativ, wenn sie von links na
h re
hts fällt und Null, wenn sie horizontal verläuft.Das liegt natürli
h an der unten folgenden De�nition der Steigung bzw. Ableitung.Mö
hte man nun au
h für andere Funktionen die Steigung in einem speziellem Punktbestimmen, muss man die Vorgehensweise auf zwei Arten ein wenig verfeinern:1. Das Steigungsdreie
k muss bei genau dem x−Wert an den Graphen ansetzen, fürden die Steigung ermittelt werden soll.2. Das Dreie
k muss sehr klein gema
ht werden, i.A. sogar beliebig klein, d.h. manmuss Folgen von kleiner werdenden Dreie
ken, bzw. genauer gesagt Folgen vonZahlen ∆y

∆x
für kleiner werdende Dreie
ke, und deren mögli
hen Grenzwert be-tra
hten.Diesen Grenzwert, falls er existiert, nennt man dann die Steigung des Graphenim jeweiligen Punkt.(4.2)De�nition. Seien D ⊂ R und f : D → R eine Abbildung. f heiÿt in einemPunkt x0 ∈ D di�erenzierbar, falls der Grenzwert

f ′(x0) := lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h
(6)existiert. f ′(x0) heiÿt dann die Ableitung oder der Di�erentialquotient von f im Punkt

x0.



32 Vorkurs Mathematik: AnalysisDabei sind bei der Limesbildung natürli
h nur gegen Null konvergente Folgen (hn)zugelassen mit hn 6= 0 und x0 + hn ∈ D für alle n ∈ N.Bemerkung. 1. Setzt man F (h) := f(x0+h)−f(x0)
h

für ein fest gewähltes x0 ∈ R,dann entspri
ht die Bere
hnung der Ableitung an der Stelle x0 (falls sie existiert)der Bere
hung des Grenzwertes der Folge (F (hn))n∈N.2. f ′(x0) ist die Steigung der Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkt
(x0, f(x0)).3. Für f ′(x0) ist au
h die S
hreibweise df

dx
(x0) gebräu
hli
h.(4.3)De�nition. Eine Abbildung f : D → R heiÿt di�erenzierbar auf D, falls derGrenzwert f ′(x0) für alle x0 ∈ D existiert, d.h. wenn f in jedem Punkt x0 ∈ D di�e-renzierbar ist.In dem Fall heiÿt die Funktion

f ′ : D → RAbleitung von f bzw. Ableitungsfunktion.(4.4)Beispiel. 1. Betra
hte Geraden im R2, also Funktionen
f : R → R : x 7→ ax + b mit a, b ∈ R.

⇒ f ′(x0) = lim
h→0

f(x0+h)−f(x0)
h

= lim
h→0

a(x0+h)+b−(ax0+b)
h

= lim
h→0

ax0+ah+b−ax0−b
h

=

lim
h→0

ah
h

= lim
h→0

a = a, ∀x0 ∈ R.D.h. f ist auf ganz R di�erenzierbar und die Ableitung ist konstant (f ′ unabhängigvon x0). Die Gerade f(x) = ax + b hat also die kostante Steigung a.2. Betra
hte eine konstante Funktion f : R → R, also f(x) = c,∀x ∈ R, für einfestes c ∈ R.
⇒ f ′(x0) = lim

h→0

f(x0+h)−f(x0)
h

= lim
h→0

c−c
h

= lim
h→0

0
h

= lim
h→0

0 = 0, ∀x0 ∈ R.Konstante Funktionen sind also auf ganz R di�erenzierbar mit Ableitung 0.3. Bere
hne die Ableitung von f : R → R : x 7→ x2:
f ′(x0) = lim

h→0

f(x0+h)−f(x0)
h

= lim
h→0

(x0+h)2−x2
0

h
= lim

h→0

x2
0
+2x0h+h2−x2

0

h
= lim

h→0

h(2x0+h)
h

=

lim
h→0

2x0 + h = 2x0, ∀x0 ∈ R.Bemerkung. 1. Die Ableitung einer Funktion enthält Informationen über die Ver-änderung der Funktionswerte f(x):
• f ′(x0) < 0 bedeutet, dass der Graph von f an der Srelle x0 fällt (von linksna
h re
hts betra
htet).
• f ′(x0) > 0 bedeutet, dass der Graph von f an der Stelle x0 steigt.
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• f ′(x0) = 0 bedeutet, dass der Graph von f an der Stelle x0 weder steigt no
hfällt, es könnte si
h dort also mögli
herweise ein lokales Extremum oder einSattelpunkt be�nden.2. Ist eine Funktion f : D → R di�erenzierbar auf einer Teilmenge T ⊂ D, so ist sieauf T au
h stetig.Beweis. Wir mö
hten die Beweisidee hier zumindest kurz andeuten: Wir seztenvoraus f sei im Punkt a ∈ D di�erenzierbar, dann existiert

q := lim
hn→0

f(a + hn) − f(a)

hn

∈ Rfür eine �beliebige� Nullfolge (hn)n∈N. Setzt man nun
xn := a + hn ∀n ∈ N,so folgt
q = lim

n→∞

f(xn) − f(a)

hn

.Nehmen wir nun an es wäre lim
n→∞

f(xn) 6= f(a), dann gilt
lim

n→∞
(f(xn) − f(a)) 6= 0und somit (einige wenige Kenntnisse über Konvergenz vorausgesetzt)

lim
hn→0

f(a + hn) − f(a)

hn

= ±∞,im Widerspru
h zu
lim

hn→0

f(a + hn) − f(a)

hn

= q ∈ R.Also war unsere Annahme fals
h und es gilt
lim

n→∞
f(xn) = f(a).Das bedeutet gerade, dass f in a stetig ist.4.2 Ableitungen von wi
htigen FunktionenHier sollen nur kurz eine wi
htige Beispiele von Funktionen und ihren Ableitungenangegeben werden, die Sie gröÿtenteils wahrs
heinli
h s
hon aus der S
hule kennen undin Analysis 1 bzw. Mathe 3 si
her no
h genauer betra
hten werden.
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f(x) f ′(x)

ax + b a
b 0
xn n · xn−1

ex ex

ln |x| 1
x

sin(x) cos(x)
cos(x) − sin(x)Es kommt oft vor, dass Funktionen abgeleitet werden sollen, die eine Zusammensetzunganderer, z.B. der oben angegebenen, sind. Mit Hilfe einiger allgemeingültiger Formelnläÿt si
h in so einem Fall die gesu
hte Ableitung oft s
hnell aus bereits bekanntenAbleitungen zusammenfügen, zum Beispiel bei der Funktion f(x) = (x + sin(x))2.4.3 AbleitungsregelnFaktorregel. Seien D ⊂ R und f : D → R di�erenzierbar. Dann ist k : D → R, de�-niert dur
h k(x) := (c ·f)(x) := c ·f(x),∀x ∈ D für ein festes c ∈ R, au
h di�erenzierbarund es gilt

k′(x0) = (c · f)′(x0) = c · f ′(x0),∀x0 ∈ D. (7)(4.5)Beispiel. (5x3)′ = 5 · (x3)′ = 5 · (3x2) = 15x2Summenregel. Seien D ⊂ R und g, f : D → R di�erenzierbar. Dann ist g+f : D → R,de�niert dur
h (g + f)(x) := g(x) + f(x),∀x ∈ D, au
h di�erenzierbar und es gilt
(g + f)′(x0) = g′(x0) + f ′(x0),∀x0 ∈ D. (8)(4.6)Beispiel. (ex + 3x)′ = (ex)′ + (3x)′ = ex + 3Produktregel. Seien D ⊂ R und g, f : D → R di�erenzierbar. Dann ist g · f : D → R,de�niert dur
h (g · f)(x) := g(x) · f(x),∀x ∈ D, au
h di�erenzierbar und es gilt

(g · f)′(x0) = g′(x0)f(x0) + g(x0)f
′(x0),∀x0 ∈ D. (9)(4.7)Beispiel. (sin(x) · x)′ = cos(x) · x + sin(x)Quotientenregel. Seien D ⊂ R und g, f : D → R di�erenzierbar mit f(x) 6= 0,∀x ∈

D. Dann ist g
f

: D → R, de�niert dur
h g
f
(x) := g(x)

f(x)
,∀x ∈ D, au
h di�erenzierbar undes gilt

(
g

f

)′

(x0) =
g′(x0)f(x0) − g(x0)f

′(x0)

f(x0)2
,∀x0 ∈ D. (10)(4.8)Beispiel. ( ex

x

)′
= xex−ex

x2 = ex(x−1)
x2Kettenregel. Seien g, f : R → R di�erenziebare Funktionen, dann ist au
h g ◦f : R →

R di�erenzierbar und es gilt
(g ◦ f)′ (x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0),∀x0 ∈ D. (11)



4 Di�erentialre
hnung 35Bemerkung. f ′(x0) wird au
h die innere und g′(f(x0)) die äuÿere Ableitung genannt,so dass si
h die Formel mit der Faustregel �innere mal äuÿere Ableitung� merken läÿt.(4.9)Beispiel. 1. Mit y(x) := ax ist (eax)′ = (ey(x))′ = ey · y′(x) = eax · a.2. ((x + sin(x))2)′ = 2 · (x + sin(x)) · (1 + cos(x))3. ((5x · cos(x))3)′ = 3 · (5x · cos(x))2 · (5x · cos(x))′ = 3 · (5x · cos(x))2 · (5 cos(x) −
5x sin(x))4.4 Höhere Ableitungen(4.10)De�nition. Sei f : D → R eine auf D ⊂ R di�erenzierbare Funktion. Ist dieAbleitung f ′ : D → R im Punkt x0 ∈ D di�erenzierbar, so nennt man f zweimaldi�erenzierbar in x0 und de�niert

f ′′(x0) := (f ′)′(x0). (12)
f ′′(x0) wird als die zweite Ableitung von f in x0 bezei
hnet.
f : D → R heiÿt zweimal di�erenzierbar auf D, falls f in jedem Punkt x0 ∈ D zweimaldi�erenzierbar ist. Die Abbildung f ′′ : D → R wird dann zweite Ableitung von fgenannt.Bemerkung. Auf diese Weise können rekursiv beliebig hohe Ableitungen de�niert wer-den, als k−te Ableitung erhält man

f (k)(x) := (f (k−1))′(x), für k = 1, 2, 3, . . .Unter der 0−ten Ableitung versteht man die Funktion selber, es gilt also f (0) = f .(4.11)Beispiel. 1. Die Funktion f : R → R : x 7→ x4 ist auf ganz R di�erenzierbarmit Ableitung
f ′(x) = 4x3.Nun ist f ′ : R → R au
h auf ganz R di�erenzierbar, also ist f zweimal di�eren-zierbar und es gilt

f ′′(x) = 12x2.In der Tat ist f sogar beliebig oft di�erenzierbar, es gilt z.B. f (3) = 24x.2. Sei f : R → R : x 7→ x3 + 7x. ⇒
f (1)(x) = 3x2 + 7

f (2)(x) = 6x
f (3)(x) = 6
f (4)(x) = 0
f (5)(x) = 0...



36 Vorkurs Mathematik: Analysis5 Das Newton-VerfahrenWie wir im folgenden Kapitel no
h sehen werden, ist das Finden von Nullstellen vonFunktionen f : R → R bei einer Kurvendiskussion häu�g notwendig und wi
htig. Do
hselbst bei verglei
hsweise einfa
hen Funktionen wie folgendem Polynom dritten Grades
f : R → R : x 7→ x3 + 2x2 + 3x + 7kann dies relativ s
hwierig werden.Hilfrei
h kann in sol
hen Fällen das so genannte Newton-Verfahren sein, das für gewisseFunktionen unter �ausrei
hend guten� Startbedingungen Näherungswerte für Nullstellenliefert:Ist f : R → R di�erenzierbar, f ′ stetig und x0 ∈ R, so de�nieren wir rekursiv eine Folgedur
h

xi+1 := xi −
f(xi)

f ′(xi)
∀i ∈ N0,falls f ′ an den entspre
henden Stellen keine Nullstelle hat.Ohne Beweis halten wir fest, dass die so de�nierte Folge gegen eine Nullstelle von fkonvergiert, falls f eine Nullstelle hat, der Startwert x0 �di
ht genug� an der Nullstelleliegt und �ausrei
hend gute� Zusatzbedingungen gelten (u.a. f ′(xi) 6= 0 ∀i ∈ N0).Wir können diese abstrakt anmutende De�nition aber zumindest geometris
h deutenund uns auf diese Weise klarma
hen warum das Verfahren unter �ausrei
hend guten�Startbedingungen funktioniert:

x0x1

f(x0)

f ′(x0) = f(x0)
x0−x1

Wenn man weiÿ, dass1. na
h der De�nition des Di�erentialquotienten die Ableitung von f an der Stelle x0der Steigung der Tangenten an den Funktionsgaphen an der Stelle x0 entspri
htund



5 Das Newton-Verfahren 372. jede Gerade eine konstante Steigung hat, die man an einem beliebigen Steigungs-dreie
k an einer beliebigen Stelle der Geraden ablesen kann,dann folgt mit den Bezei
hnungen in obiger Skizze direkt
f ′(x0) =

f(x0)

x0 − x1

.Einfa
he Äquivalenzumformungen ergeben nun
f ′(x0) =

f(x0)

x0 − x1

⇔ f ′(x0) · (x0 − x1) = f(x0) ⇔ x0 − x1 =
f(x0)

f ′(x0)

⇔ −x1 =
f(x0)

f ′(x0)
− x0 ⇔ x1 = x0 −

f(x0)

f ′(x0)
.Also entspri
ht der in obiger Skizze als x1 gekennzei
hnete Wert genau jenem, den wirbeim Newton-Verfahren als nä
hsten Folgenwert erhalten, wenn wir bei der eingezei
h-neten Funktion mit dem Startwert x0 beginnen.Geometris
h gedeutet ma
ht das Newtonverfahren also ni
hts Anderes, als zum vorgege-benen Wert xi den S
hnittpunkt von der X−A
hse mit der Tangenten an den Graphenim Punkt (xi, f(xi)) als nä
hsten Wert xi+1 zu bestimmen.(5.1)Beispiel. Ganz einfa
he Beispiele für Funktionen sind häu�g Geraden. Man kannsie natürli
h au
h beim Newton-Verfahren einsetzen, und in der Tat kommt man imfolgenden Fall einer ni
ht senkre
hten Geraden au
h extrem s
hnell zu einem sehr gutenErgebnis.Sei also

f : R → R : x 7→ ax + bmit a, b ∈ R und a 6= 0, d.h. a ist die Steigung der Geraden und b der Y −A
hsenabs
hnitt.Zu einem beliebigen Startwert x0 ∈ R liefert das Verfahren dann im ersten S
hritt mit
x1 = x0 −

f(x0)

f ′(x0)
= x0 −

ax0 + b

a
= x0 − x0 −

b

a
= − b

adirekt die einzige Nullstelle von f .Dies verwundert au
h kaum, da jede Tangente an einer Geraden die Gerade selber istund somit der S
hnittpunkt dieser Tangenten mit der X−A
hse dem S
hnittpunkt derGeraden mit der X−A
hse entspri
ht.Wenn man ni
ht merkt, dass das Verfahren bereits den exakten Wert der Nullstellegeliefert hat, kann man natürli
h au
h weitere Folgenglieder x2, x3 usw. bere
hnen -wel
he Werte müssen da dann herauskommen?Mit anderen einfa
hen Beispielen erhält man auf diese Weise au
h Folgen, die Nähe-rungswerte für beliebige reelle Wurzeln liefern:



38 Vorkurs Mathematik: Analysis5.1 Babylonis
hes WurzelziehenSetzt man beim Newtonverfahren als Funktion die Abbildung
f : R → R : x 7→ x2 − amit einer beliebigen reellen Zahl a ≥ 0 ein, so erhält man die Folge

xi+1 := xi −
x2

i − a

2xi

=
xi + a

xi

2
∀i ∈ N0.Na
h der Aussage des Newtonverfahrens konvergiert die Folge gegen einen Wert x, dereine Nullstelle von f ist, d.h. es gilt

f(x) = x2 − a = 0.Nun gilt jedo
h
x2 − a = 0 ⇔ x2 = a ⇔ x =

√
a ∨ x = −

√
a,d.h. die Folge konvergiert gegen √

a oder −√
a (je na
hdem wie man x0 wählt) undliefert somit Näherungwerte für beliebige reelle Wurzeln.In der Tat hat die Funktion

f : R → R : x 7→ x2 − afür a > 0 genau zwei Nullstellen:
x

f(x)

(5.2)Beispiel. Natürli
h kannten die Babylonier das Newton-Verfahren ni
ht, d.h.wenn sie wirkli
h so gere
hnet haben sollten müssen sie si
h diese Vorgehensweise an-ders hergeleitet bzw. begründet haben.Eine Mögli
hkeit besteht darin si
h zu vorgegebenem a > 0 ein Quadrat mit Flä
henin-halt a vorzustellen dessen Kantenlänge Sie bestimmen sollen. Natürli
h wissen Sie, dassdas Quadrat die Kantenlänge √a haben muss, man kann si
h dies jedo
h au
h geome-tris
h rekursiv de�niert vorstellen, wobei die Kantenlängen gegen √
a konvergieren.



5 Das Newton-Verfahren 39Wie das funktioniert ma
hen wir uns am simplen Beispiel des Quadrats mit Flä
hen-inhalt 9 und Startwert x0 = 1 klar:Das Babylonis
he Wurzelziehen liefert in dem Fall folgende erste Werte:
x1 =

x0 + 9
x0

2
=

1 + 9

2
= 5

x2 =
5 + 9

5

2
=

34

10
= 3, 4

x3 =

34
10

+ 9
34/10

2
=

34
10

+ 90
34

2
=

1028
170

2
=

514

170
=

257

85
≈ 3, 02353

x4 =
257
85

+ . . .

2Und dies lässt si
h tatsä
hli
h sehr s
hön geometris
h interpretieren: Der Startwert
x0 = 1 bedeutet, dass wir uns zu Beginn die Flä
he als Re
hte
k mit Kantanlänge1 und . . . naja, die zweite Kantenlänge muss halt passend gewählt werden, damit dieri
htige Flä
he herauskommt, also als 9, denn es gilt ja

9 · 1 = 9.Man kann dies aber au
h s
hreiben als
1 · 9

1
= 9,und wenn wir nun wieder allgemeiner statt der 1 dort unsere Kantenlänge xi einsetzen:

xi ·
9

xi

= 9.Betra
hten wir nun no
h einmal unsere rekursive De�nition
xi+1 :=

xi + 9
xi

2
,so fällt auf, dass wir ni
hts anderes ma
hen als unsere Kantenlänge xi und den dazu�passenden� Wert 9

xi
(zweite Kantenlänge) zu nehmen, die i.A. unglei
h sind und daherledigli
h ein Re
hte
k mit dem ri
htigen Flä
heninhalt, jedo
h kein Quadrat, erzeugen.Und von diesen beiden Kantenlängen bilden wir dann einen Mittelwert, indem wir diezwei Zahlen addieren und dann dur
h zwei dividieren.Wiederholt man diesen Vorgang beliebig oft, so nähert man das Re
hte
k immer mehreinem Quadrat an.



40 Vorkurs Mathematik: Analysis6 Kurvendiskussion und einige spezielle Funktionen6.1 KurvendiskussionBetra
htet werden Abbildungen f : R → R, gesu
ht werden Merkmale und spezielleEigens
haften, bzgl. derer man diese Abbildungen verglei
hen und klassi�zieren kann.6.1.1 De�nitionsberei
hFür eine Abbildung f : D ⊂ R → R wird D au
h als De�nitionsberei
h bezei
hnet. Esist also die Menge aller x ∈ R, für die f(x) de�niert ist.Um zu einer vorgegebenen Abbildungsvors
hrift x 7→ f(x) die bzw. eine mögli
he De-�nitionsmenge zu bestimmen muss also herausgefunden werden für wel
he x ∈ R dieAbbildung f sinnvoll de�niert ist.Beispielsweise muss bei Bru
hre
hnung bea
htet werden, dass der Nenner 6= 0 bleibt;oder bei der Wurzelre
hnung in R muss der Term unter der Wurzel ≥ 0 bleiben.Zur Bestimmung dieser mögli
hen De�nitionslü
ken müssen dann oft Glei
hungen bzw.Unglei
hungen gelöst werden:(6.1)Beispiel. 1. Bei der Abbildungsvors
hrift x 7→ 1
5−x

ist also zu prüfen wann
5 − x Null ergibt, d.h. man muss die Glei
hung

5 − x = 0na
h x au�ösen. Wegen
5 − x = 0 ⇔ x = 5ist D := R\ {5} := {x ∈ R|x 6= 5} ein mögli
her De�nitionsberei
h. Z\ {5} wärejedo
h au
h ein mögli
her De�nitionsberei
h.2. Bei der Abbildungsvors
hrift x 7→

√
x + 7 ist zu prüfen wann x + 7 negativ ist,d.h. man muss die Unglei
hung

x + 7 ≥ 0na
h x au�ösen. Wegen
x + 7 ≥ 0 ⇔ x ≥ −7ist D := {x ∈ R|x ≥ −7} =: [−7,∞) ein mögli
her De�nitionsberei
h.6.1.2 SymmetrieWir unters
heiden drei häu�g auftretende Fälle:1. A
hsensymmetrie



6 Kurvendiskussion und einige spezielle Funktionen 41Gilt für eine reelle Funktion f die Aussage
f(x) = f(−x),∀x ∈ D,so nennt man sie a
hsensymmetris
h oder au
h eine gerade Funktion.Beispiel: f(x) := x2 ⇒ f(x) = x2 = (−x)2 = f(−x),∀x ∈ R.2. Punktsymmetrie (bzgl. des Nullpunktes)Gilt für eine reelle Funktion f die Aussage

f(x) = −f(−x),∀x ∈ D,so nennt man sie punktsymmetris
h oder au
h eine ungerade Funktion.Beispiel: f(x) := x ⇒ f(x) = x = −(−x) = −f(−x),∀x ∈ R.3. PeriodizitätEine Funktion f heiÿt periodis
h (T−periodis
h), falls
f(x + T ) = f(x)für alle x mit x, x + T ∈ D gilt. T heiÿt in diesem Fall die Periode von f .Beispiel: f(x) := sin(x) ⇒ f(x) = f(x + 2π),∀x ∈ R.Bemerkung. 1. Symmetrien erlei
htern eine Kurvendiskussion oft erhebli
h, weilnur ein spezielles Intervall [x, x + T ] (bei T−Periodizität) oder ein Berei
h derreellen Zahlen, z.B. alle x ≥ 0, betra
htet werden muss (bei geraden und ungera-den Funktionen). Das Verhalten der Funktion auf dem Rest des De�nitionsbrei
hsfolgt aus der vorliegenden Symmetrie.2. Summen, Di�erenzen, Produkte und Quotienten periodis
her Funktionen mitidentis
her Peridode sind wieder periodis
h mit derselben Periode.3. Die Abbildung f : R → R : x 7→ xk mit k ∈ Z ist gerade, wenn k gerade oder 0ist und ungerade, wenn k ungerade ist.4. Summen (un)gerader Funktionen sind (un)gerade.5. Produkte und Quotienten von nur geraden oder nur ungeraden Funktionen sindgerade.6. Produkte und Quotienten von einer geraden und einer ungeraden Funktion sindungerade.Beispiel: f(x) = 5x3−3x

x6+13x2+7
ist ungerade.



42 Vorkurs Mathematik: Analysis6.1.3 GrenzwerteDas Verhalten einer Funktion an den De�nitionsrändern ist für Anwendungen oftmalsvon Bedeutung und wird daher au
h in Kurvendiskussionen übli
herweise betra
htet.1. Ist der De�nitionsberei
h abges
hlossen, z.B. ein abges
hlossenes Intervall, also
f : [a, b] → R, so sind die De�nitionsränder a und b im De�nitionsberei
h enthal-ten, man muss also ledigli
h f(a) und f(b) bere
hnen.Beispiel: f : [0, 4] → R sei de�niert dur
h f(x) :=

√

x · (4 − x).Dann nimmt f an den De�nitionsrändern die Werte f(0) = 0 bzw. f(4) = 0 an.2. Für einen o�enen De�nitionsberei
h einer Funktion f wie ein o�enes Intervall
(a, b) =]a, b[ liegen die De�nitionsränder ni
ht im De�nitionsberei
h, können alsoni
ht einfa
h dur
h Einsetzen bere
hnet werden.In diesem Fall ist, falls existent, der Grenzwert lim

x→a
f(x) bzw. lim

x→b
f(x) zu bilden.Beispiel: f : (0, 6) → R sei de�niert dur
h f(x) := 1

x
· 1

6−x
.Dann bere
hnen si
h die (ni
ht vorhandenen) Grenzwerte an den De�nitionsrän-dern als lim

x→0
f(x) = ∞ bzw. lim

x→6
f(x) = ∞.3. Für Funktionen f : R → R werden die Grenzwerte lim

x→∞
f(x) bzw. lim

x→−∞
f(x)bere
hnet.Beispiel: f : R → R sei de�niert dur
h f(x) := 9x + 14.Dann bere
hnen si
h die (ni
ht vorhandenen) Grenzwerte an den De�nitionsrän-dern als lim

x→−∞
f(x) = −∞ bzw. lim

x→∞
f(x) = ∞.Bemerkung. Längst ni
ht jeder De�nitionsberei
h muss diesen drei Fällen entspre-
hen, es gibt z.B. au
h Funktionen

f : [0,∞) → R,wo der De�nitionsberei
h also ein halbo�enes Intervall ist. In diesem Fall könnte f(0)direkt bere
hnet werden, für den zweiten De�nitionsrand müÿte der Grenzwert lim
x→∞

f(x)gebildet werden.6.1.4 PoleLü
ken im De�nitionsberei
h, an denen der Funktionswert unendli
h groÿ oder unend-li
h klein wird, nennt man au
h Polstellen der Abbildung.Um sol
he Stellen zu �nden sollte bei einer De�nitionslü
ke x0 stets sowohl der soge-nannte linksseitige als au
h der re
htsseitige Grenzwert gebildet werden:
lim

x→x0
x<x0

f(x) bzw. lim
x→x0
x>x0

f(x).



6 Kurvendiskussion und einige spezielle Funktionen 43Beispiel: Sei f : R\ {0} → R : x 7→ 1
x
.Dann ist 0 ein Pol und lim

x→0
x<0

f(x) = −∞ bzw. lim
x→0
x>0

f(x) = ∞.6.1.5 AsymptotenAls Asymptote zu einer Funktion f bezei
hnet man eine Gerade, die si
h für x → ±∞bzw. y → ±∞ der Funktion f beliebig di
ht nähert.1. Betra
hte den Fall y → ±∞, also eine Funktion f mit einer Polstelle x0 und
lim

x→x0

f(x) = ±∞.Dann ist die senkre
hte Gerade x = x0 eine Asymptote von f für x → x0.Beispiel: Sei f : R\ {0} → R : x 7→ 1
x
, dann ist die senkre
hte Gerade x = 0 eineAsymptote von f .2. Betra
hte den Fall x → ±∞, also eine Funktion f mit unbes
hränktem De�niti-onsberei
h, z.B. f : R → R oder f : R\ {0} → R.Falls si
h die Funktion f für x → ±∞ wie eine Gerade verhält, also

lim
x→∞

f(x) = ax + b bzw. lim
x→−∞

f(x) = cx + dgilt, so sind ax + b und cx + d Asymptoten von f .Beispiel: Für die Funktion f(x) := 5x + 2 + 3
x
gilt

lim
x→∞

f(x) = 5x + 2,somit ist also 5x + 2 eine Asymptote.Bemerkung. Eine Funktion kann mehrere vers
hiedene Asymptoten haben.6.1.6 Nullstellen(6.2)De�nition. Für eine Funktion f : R → R bezei
hnet man Lösungen der Glei-
hung f(x) = 0 als Nullstellen der Funktion.(6.3)Beispiel. Sei f : R → R : x 7→ 2x + 4. Dann gilt
f(x) = 2x + 4 = 0 ⇔ 2x = −4 ↔ x = −2.

−2 ist also die einzige Nullstelle von f .Bemerkung. Für eine Funktion f = g
h
mit g, h : R → R sind natürli
h genau jene

x ∈ R Nullstellen, für die g(x) = 0 und h(x) 6= 0 gilt.



44 Vorkurs Mathematik: Analysis6.1.7 Monotonie(6.4)De�nition. Eine Abbildung f : R → R heiÿt auf einem Intervall [a, b] ⊂ Rmonoton wa
hsend (steigend), falls für alle x, y ∈ [a, b] die Implikation
x < y ⇒ f(x) ≤ f(y)gilt.Folgt sogar f(x) < f(y), so nennt man die Funktion au
h streng monoton wa
hsendauf [a, b].Analog de�niert man den Begri� (streng) monoton fallend dur
h die Implikation
x < y ⇒ f(x) ≥ f(y)bzw.
x < y ⇒ f(x) > f(y).Man kann die Monotonie ganz analog au
h für beliebige Teilmengen D ⊂ R des De�-nitionsberei
hs de�nieren.Zusammenhang mit der AbleitungIst f auf dem betra
hteten Intervall [a, b] di�erenzierbar, so kann man am Vorzei
hender Ableitung das Monotonieverhalten der Funktion erkennen, es gilt nämli
h

f ′(x)







> 0

≥ 0

< 0

≤ 0

für alle x ∈ [a, b] ⇒ f ist 


streng monoton wa
hsendmonoton wa
hsendstreng monoton fallendmonoton fallend auf [a, b].Die Existenz von f ′ und gewisse Eigens
haften dieser Funktion vorausgesetzt kann obigeAussage die Bestimmnung des Monotonieverhaltens von f erhebli
h vereinfa
hen,dann müssen nämli
h nur no
h
• die Nullstellen von f ′ bestimmt,
• die Intervalle zwis
hen diesen Nullstellen betra
htet und
• für jedes Intervall nur ein Wert f ′(xi), mit xi aus diesem Intervall, bere
hnetwerden.(6.5)Beispiel. Sei f : R → R : x 7→ x3 − 3x.

⇒ f ′(x) = 3x2 − 3Bere
hne die Nullstellen von f ′:
3x2 − 3 = 0 ⇔ 3x2 = 3 ⇔ x2 = 1 ⇔ x = ±1.Die zu betra
htenden Intervalle sind also

(−∞,−1), (−1, 1) und (1,∞).



6 Kurvendiskussion und einige spezielle Funktionen 45Wegen f ′(−2) = 9 > 0, f ′(0) = −3 < 0 und f ′(2) = 9 > 0 folgt
f ist 



streng monoton wa
hsendstreng monoton fallendstreng monoton wa
hsend auf 


(−∞,−1)

(−1, 1)

(1,∞)

.6.1.8 Extrema(6.6)De�nition. Sei f : D ⊂ R → R und x0 ∈ D.Man sagt:1. f hat in x0 ein globales Maximum
:⇔ f(x) ≤ f(x0),∀x ∈ D.2. f hat in x0 ein lokales Maximum
:⇔ f(x) ≤ f(x0),∀x in einem o�enen Intervall um x0.Analog de�niert man die Begri�e globales und lokales Minimum.Extremum ist ein Oberbegri� für Maximum und Minimum.(6.7)De�nition. Ein Maximum von f : D ⊂ R → R in x0 heiÿt streng (strikt), wennstatt der Unglei
hung oben sogar

f(x) < f(x0)gilt.Analog kann natürli
h au
h ein Minimum streng (strikt) sein.(6.8) Satz. Ist f : (a, b) → R di�erenzierbar und besitzt in x ∈ (a, b) ein lokalesExtremum, so gilt f ′(x) = 0.(6.9) Satz. Ist f : (a, b) → R zweimal di�erenzierbar und es gilt
f ′(x) = 0 ∧ f ′′(x) > 0 (bzw. f ′′(x) < 0),dann besitzt f in x ein strenges lokales Minimum (bzw. Maximum).Bemerkung. 1. Die Bestimmung mögli
her globaler Extrema ist häu�g einfa
herals bei lokalen Extrema.Oft muss ledigli
h das Verhalten an den De�nitionsrändern betra
htet werden,die ni
ht selten die Existenz globaler Extrema verhindern.2. Für das Finden der lokalen Extrema sind die beiden oben zitierten Sätze wi
h-tig: Der erste Satz zeigt ein notwendiges Kriterium für die Existenz eines lokalenExtremums auf, d.h. man brau
ht bei der Su
he na
h lokalen Extrema ledigli
hWerte x ∈ R zu betra
hten für die die erste Ableitung vers
hwindet: f ′(x) = 0.Der zweite Satz liefert ein hinrei
hendes Kriterium für die Existenz lokaler Ex-trema, das allerdings, um es zu überprüfen, die Existenz und Bere
hnung der 2.Ableitung voraussetzt.
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hen keine Aussage über Werte x aus dem De�nitionsberei
hvon f mit f ′(x) = 0 und f ′′(x) = 0!(6.10)Beispiel. 1. Sei f : [−10, 10] → R : x 7→ x3 − 3x.
⇒ f ′(x) = 3x2 − 3 ∧ f ′′(x) = 6xWie weiter oben bereits bere
hnet wurde sind die Nullstellen von f ′ genau dieWerte 1 und −1.Bestimme nun f ′′(1) und f ′′(−1):

f ′′(1) = 6 · 1 = 6 > 0 und f ′′(−1) = 6 · (−1) = −6 < 0,also besitzt f bei x = −1 ein lokales Maximum und bei x = 1 ein lokales Minimum.Die globalen Extrema liegen bei x = −10 bzw. x = 10.2. Sei f : R\ {0} → R : x 7→ 1
x

= x−1.
⇒ f ′(x) = −x−2Somit ist f ′(x) 6= 0, ∀x ∈ R\ {0}, d.h. f kann kein lokales Extremum haben.Globale Extrema existieren au
h ni
ht, da f an der De�nitionslü
ke x = 0 beliebiggroÿe (für Zahlen > 0) bzw. beliebig kleine Werte (für Zahlen < 0) annimmt;formal kann man das wie folgt ausdrü
ken:

lim
x→0
x<0

f(x) = −∞∧ lim
x→0
x>0

f(x) = ∞.6.1.9 KrümmungsverhaltenAllgemein kann an der zweiten Ableitung einer Funktion (falls existent) die Änderungder Steigung abgelesen werden, d.h. man kann unters
heiden ob die Funktion eine Links-oder eine Re
htskurve ma
ht. Es gilt folgender Zusammenhang:
f ′′(x)

{

< 0

> 0
bedeutet, dass der Graph von f in x eine {Re
htskurveLinkskurve ma
ht.(6.11)De�nition (ungenau). Eine Funktion f : D ⊂ R → R heiÿt konvex, wenn derGraph von f für alle x1, x2 ∈ D unterhalb der Verbindungsgeraden von (x1, f(x1)) und

(x2, f(x2)) verläuft.
f heiÿt konkav, wenn −f konvex ist.(6.12) Satz. Ist D ⊂ R ein o�enes Intervall und f : D → R zweimal di�erenzierbar,so ist f genau dann konvex, wenn gilt

f ′′(x) ≥ 0,∀x ∈ D.Bemerkung. 1. Eine Funktion kann si
h auf einer Teilmenge des De�nitionsbe-rei
hs konvex und auf einer anderen Teilmenge konkav verhalten.
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haften von f bzw. f ′′ vorausgesetzt, kann man bei der Ermittlungdes Krümmungsverhaltens also wie folgt vorgehen:
• Nullstellen von f ′′ bestimmen.
• O�ene Intervalle zwis
hen diesen Nullstellen und eventuellen De�nitions-lü
ken betra
hten.
• Für jeweils einen x−Wert pro Intervall den Funktionswert f ′′(x) bere
hnen.(6.13)Beispiel.

f : R → R : x 7→ x3 − 3x

f ′(x) = 3x2 − 3

f ′′(x) = 6xBere
hne die Nullstellen von f ′′:
f ′′(x) = 6x = 0 ⇔ x = 0.Da x = 0 die einzige Nullstelle von f ′′ ist, müssen also die beiden Intervalle (−∞, 0)und (0,∞) betra
htet werden:Wegen

f ′′(−1) = −6 < 0 ∧ f ′′(1) = 6 > 0verläuft der Graph von f auf (−∞, 0) konkav und (0,∞) konvex.6.1.10 Wendepunkte(6.14)De�nition. Kurvenpunkte, in denen konkaves in konvexes Verhalten übergeht(oder umgekehrt), nennt man Wendepunkte.Bemerkung. Gewisse Eigens
haften der Funktion f vorausgesetzt lassen si
h folgendeAussagen ma
hen:
• x ist Wendepunkt von f ⇒ f ′′(x) = 0 (notwendige Bedingung).
• f ′′(x) = 0∧ f ′′′(x) 6= 0 ⇒ x ist ein Wendepunkt von f (hinrei
hende Bedingung).(6.15)De�nition. Wendepunkte mit waagere
hter Tangente, also Wendepunkte x mit

f ′(x) = 0, heiÿen Sattelpunkte.(6.16)Beispiel. 1. f : R → R : x 7→ x3

⇒ f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x, f ′′′(x) = 6.Wegen 6x = 0 ⇔ x = 0 und f ′′′(0) = 6 6= 0 ist x = 0 einziger Wendepunkt, derwegen f ′(0) = 0 ein Sattelpunkt ist.
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⇒ g′(x) = 3x2 − 3, g′′(x) = 6x, g′′′(x) = 6.Wie im 1. Beispiel ist x = 0 ein Wendepunkt, wegen g′(0) = −3 6= 0 jedo
h keinSattelpunkt.6.2 Polynome(6.17)De�nition. Ein Polynom ist eine Abbildung p : R → R mit einer Abbildungs-vors
hrift der Form
p(x) :=

n∑

i=0

aix
i = a0 + a1x + a2x

2 + . . . + anx
n,mit einem n ∈ N und ai ∈ R.Die Zahl n wird der Grad des Polynoms p genannt, falls an 6= 0 ist.Sind alle (!) ai = 0, so de�niert man den Grad von f als −∞.(6.18)Beispiel. Z.B. f : R → R : x 7→ x2 − 2 ist ein Polynom.Polynome mit niedrigem Grad sind besonders angenehm, weil man ihnen einige Eigen-s
haften direkt ansehen kann. Aus diesem Grund gibt es für sol
he Polynome au
h no
hspezielle Bezei
hnungen:Grad Funktionen Name0 c konstante Funktion1 ax + b lineare Funktion (Gerade)2 ax2 + bx + c quadratis
he Funktion3 ax3 + bx2 + cx + d kubis
he FunktionBemerkung. Polynome haben u.a. die Eigens
haft, dass man sie sehr lei
ht di�eren-zieren und integrieren kann, es gilt beispielsweise

f(x) = ax3 + bx2 + cx + d ⇒ f ′(x) = 3ax2 + 2bx + c.Man kann au
h zwei Polynome addieren oder ein Polynom mit einer konstanten Zahlmultiplizieren, indem man einfa
h die entspre
henden Zahlen addiert bzw. multipliziert(die Menge der Polynome zusammen mit den passenden Verknüpfungen bildet danneinen Vektorraum), z.B. re
hnet man
(5x3 + 2x + 1) + (2x2 + 3x) = 5x3 + 2x2 + 5x + 1oder

3 · (x2 + 6x) = 3x2 + 18x.Entspre
hend können au
h 2 Polynome miteinander multipliziert werden:
(2x2 + x) · (x3 + 4) = 2x5 + x4 + 8x2 + 4x.



6 Kurvendiskussion und einige spezielle Funktionen 49Bemerkung. Man kann am Grad eines Polynoms direkt erkennen wieviel Nullstellendas Polynommaximal haben kann. Darauf wird im Verlauf Ihres Studiums no
h genauereingegangen werden.Hier sollen dafür zunä
hst nur Polynome vom Grad ≤ 2 betra
htet werden:
• Grad 0: Das Polynom hat also die Gestalt f(x) = a, ∀x ∈ R für ein festes a ∈ R.Ist a 6= 0, so hat f o�ensi
htli
h keine Nullstellen.Für a = 0 hat f na
h De�nition den Grad −∞.
• Grad 1: Das Polynom hat also die Gestalt f(x) = ax+b, ∀x ∈ R für feste a, b ∈ Rund a 6= 0.Wegen

ax + b = 0 ⇔ ax = −b ⇔ x = − b

aist x = − b
a
einzige Nullstelle von f .

• Grad 2: Das Polynom hat also die Gestalt f(x) = ax2 + bx + c, ∀x ∈ R für feste
a, b, c ∈ R und a 6= 0.Um die Nullstellen zu bestimmen muÿ nun die Glei
hung ax2 + bx + c = 0 gelöstwerden, wobei erstmal unklar ist ob Lösungen existieren und wenn ja, wieviele.Es gilt
ax2+bx+c = 0 ⇔ x2+ b

a
x+ c

a
= 0 ⇔ x2+gx+h = 0 ⇔ (x+ g

2
)2+(−g2

4
+h) = 0 ⇔

(x + g
2
)2 = g2

4
− h ⇔ x + g

2
= ±

√
g2

4
− h ⇔ x = −g

2
±
√

g2

4
− h,mit g := b

a
und h := c

a
.D.h. man kann mögli
he Lösungen der Glei
hung x2 +gx+h = 0 sofort hins
hrei-ben: x = −g

2
±
√

g2

4
− h.Zwei unters
hiedli
he Lösungen, und damit zwei vers
hiedene Nullstellen des Po-lynoms liegen vor, wenn g2

4
− h > 0 ist, für g2

4
− h = 0 gibt es genau eine Lösungund damit eine Nullstelle des Polynoms und für g2

4
− h < 0 gibt es, zumindest inden reellen Zahlen R, keine Lösung.Betra
htet man auss
hlieÿli
h quadratis
he Polynome, so können gar ni
ht allzu vielevers
hiedene Fälle auftreten. Es liegt stets eine so genannte Parabel vor, die si
h dur
hre
ht wenige Informationen eindeutig bes
hreiben lässt:1. Die Parabel kann na
h oben oder na
h unten geö�net sein.2. Der lokale Extrempunkt der Parabel kann ein beliebiger Punkt im R2 sein, d.h.Parabeln können sowohl horizontal als au
h vertikal vers
hoben werden, und manerhält erneut eine Parabel.



50 Vorkurs Mathematik: Analysis3. Parabeln können beliebig steil bzw. �a
h verlaufen.Aber wie kann man nun der Abbildungsvors
hrift diese Eigens
haften ansehen? Dazubringen wir unser Polynom dur
h wenige Umformungen in eine andere Form, der wirdiese wi
htigen Eigens
haften (ähnli
h wie bei Geraden) direkt ansehen können:Mit a 6= 0, g := b
a
, p := 2b

a
und m := c − ag2

4
gilt

ax2 + bx + c = a(x2 + gx) + c = a
(

x +
g

2

)2

− a
g2

4
+ c = a (x + p)2 + m.Dabei gilt nun:1. Für {a > 0

a < 0
ist die Parabel na
h {oben geö�netunten geö�net .2a. Der Wert m gibt die vertikale Vers
hiebung an, also ist die Parabelfür {m > 0 um |m| na
h oben vers
hoben

m < 0 um |m| na
h unten vers
hoben .2b. Der Wert p gibt die horizontale Vers
hiebung an, die Parabel istfür {p > 0 um |p| na
h links vers
hoben
p < 0 um |p| na
h re
hts vers
hoben .3. Der Betrag von a, also |a|, gibt an wie steil die Parabel steigt bzw. fällt.(6.19)Beispiel. • Der Abbildung

f : R → R : x 7→ (x − 2)2 + 1entspri
ht also eine Parabel, die im Verglei
h zur �Standard-Parabel� p(x) = x2um 1 na
h oben und um 2 na
h re
hts vers
hoben ist:

x

f(x)

• Fügt man nun no
h einen Faktor 0 < a < 1 hinzu, z.B. a = 1
2
, so verläuft dieParabel wesentli
h �a
her:
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x

f(x)

Bemerkung. Hat man eine Nullstelle x0 eines Polynoms p gefunden (erre
hnen, raten,. . . ), dann ist das Polynom x−x0 ein so genannter Teiler von p, d.h. man kann mit Hilfeder Polynomdivision p(x) : (x− x0) = r(x) bere
hnen und erhält ein Polynom r(x), fürdas p(x) = (x−x0) · r(x) gilt. Mögli
he weitere Nullstellen lassen si
h auf glei
he Weiseaus dem Polynom (dann r(x)) herausdividieren.Der Vorteil dieser Darstellung besteht vor allem darin, dass man die Nullstellen von psofort ablesen kann.(6.20)Beispiel. 1. Sei p(x) = 2x2 − 3x + 1.Betra
hte die Glei
hung
2x2 − 3x + 1 = 0 ⇔ x2 − 3

2
x +

1

2
= 0.Wie wir eben bewiesen haben ergeben si
h als Lösungen

x1,2 =
3

4
±
√

9

16
− 8

16
=

3

4
±
√

1

16
=

3

4
± 1

4
,somit sind x1 = 1 und x2 = 1

2
Nullstellen von p.Alternativ hätte man x1 = 1 als Nullstelle erkennen bzw. raten können und danndur
h Polynomdivision bere
hnet:

(2x2 − 3x + 1) : (x − 1) = 2x − 1.Dann x2 = 1
2
als Nullstelle von 2x − 1 zu bere
hnen ist ni
ht sehr s
hwer. . .Wegen (x − 1

2
) · 2 = 2x − 1 läÿt si
h p(x) also darstellen als

p(x) = (x − 1) · (x − 1

2
) · 2,wo man die Nullstellem direkt in den Klammern ablesen kann.2. Sei p(x) = x3 + 2x2 − x − 2.Es muss zum Finden der Nullstellen also die Glei
hung

x3 + 2x2 − x − 2 = 0



52 Vorkurs Mathematik: Analysisgelöst werden.Da uns für kubis
he Glei
hungen keine so s
höne Lösungsformel wie für quadra-tis
he Glei
hungen vorliegt, müssen wir auf andere Weise versu
hen eine Lösungzu �nden und erkennen ho�entli
h na
h einer Weile, dass x1 = 1 eine Lösung undsomit Nullstelle von p ist.Jetzt kann uns wieder die Polynomdivision weiterhelfen:
(x3 + 2x2 − x − 2) : (x − 1) = x2 + 3x + 2,d.h. es gilt

p(x) = x3 + 2x2 − x − 2 = (x − 1) · (x2 + 3x + 2)und um die mögli
hen weiteren Nullstelen von p zu �nden muss nur no
h unter-su
ht werden, wann x2 + 3x + 2 Null wird, d.h. es ist die Glei
hung
x2 + 3x + 2 = 0zu lösen, eine quadratis
he Glei
hung, für die wir die mögli
hen Lösungen wieoben direkt hins
hreiben können:

x2,3 = −3

2
±
√

9

4
− 8

4
= −3

2
±
√

1

4
= −3

2
± 1

2
.Es ist also x2 = −1 und x3 = −2 und man kann p au
h darstellen als

p(x) = (x3 + 2x2 − x − 2) = (x − 1) · (x2 + 3x + 2) = (x − 1) · (x + 1) · (x + 2).6.3 Trigonometris
he FunktionenEtwas vereinfa
ht sollen hier kurz die Funktionen sin und cos mit Hilfe des Einheits-kreises eingeführt werden. Dazu betra
hten wir zunä
hst beliebige Dreie
ke, die einenre
hten Winkel enthalten, und de�nieren für einen Winkel ϕ 6= 90◦ aus dem Dreie
k:(6.21)De�nition. sin(ϕ) := Gegenkathete von ϕHypotenuse und cos(ϕ) := Ankathete von ϕHypotenuse ,wobei jeweils die Länge der Stre
ken gemeint ist.5Das de�niert die beiden Funktionen jetzt für Winkel zwis
hen 0◦ und 90◦, um sie fürbeliebige Winkel zu de�nieren kann man die bekannte (?) Darstellung im Einheits-kreis betra
hten: Zu einem beliebigen Punkt (x, y) auf dem Einheitskreis (d.h. es gilt
x2 + y2 = 1), der aber ni
ht auf den Koordinatena
hsen liegt, betra
htet man dasre
htwinklige Dreie
k mit den E
kpunkten (x, y), (0, 0) und (x, 0) und bildet wie obenden sin bzw. cos des Winkels, der von der x−A
hse und dem Ortsvektor zu (x, y)einges
hlossen wird, siehe Abbildung 2.Für Punkte auf den A
hsen, also Winkel ϕ = 0◦, 90◦, 180◦, 270◦, 360◦, . . ., de�niert man

sin(0◦) := 0, sin(90◦) := 1, sin(180◦) := 0, sin(270◦) := −1, sin(360◦) := 0, . . .5Die fünf Abbildungen auf den folgenden Seiten sind http://de.wikipedia.org entnommen.
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Abbildung 1: Katheten und Hypotenuse

Abbildung 2: Funktionswerte am Einheitskreisbzw.
cos(0◦) := 1, cos(90◦) := 0, cos(180◦) := −1, cos(270◦) := 0, cos(360◦) := 1, . . .Bemerkung. Um die Abbildungen sin und cos nun so darstellen zu können wie esin der Mathematik allgemein übli
h ist, mö
hte man als De�nitionsberi
h die reellenZahlen R benutzen und keine Menge von Winkeln mit Gradzahlen. Daher wird in derMathematik gewöhnli
h das sogenannte Bogenmaÿ benutzt, dazu wird einem Winkel



54 Vorkurs Mathematik: Analysiseinfa
h die Zahl zugeordnet, die ein Teilbogen des Einheitskreises lang ist, der genaudiesen Winkel umläuft.Für z.B. ϕ = 90◦ wird ein Viertel des Kreisbogens betra
htet, für ϕ = 180◦ der halbeKreisbogen et
., und da der Umfang des Einheitskreises 2π beträgt, wird also der Winkel
ϕ = 90◦ mit 2π

4
= π

2
glei
hgesetzt, ϕ = 180◦ entspri
ht π usw..Auf diese Weise erhalten wir also Abbildungen

sin : R → Rund
cos : R → R.

Abbildung 3: Sinusfunktion

Abbildung 4: CosinusfunktionEigens
haften von sin und cos1. Periodizität: Für alle x ∈ R gilt
sin(x + 2π) = sin(x) und cos(x + 2π) = cos(x).2. Nullstellen: Die Nullstellen vom Sinus sind 0, π, 2π, 3π, . . ., also genau die Zahlen

k · π mit k ∈ Z.Die Nullstellen vom Cosinus sind π
2
, 3π

2
, 5π

2
, . . ., also genau die Zahlen (2k + 1) · π

2mit k ∈ Z.
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• Es gilt sin(x) = − sin(−x) für alle x ∈ R, d.h. der Sinus verläuft punktsym-metris
h bzgl. des Nullpunkts.
• Wegen cos(x) = cos(−x),∀x ∈ R verläuft der Cosinus a
hsensymmetris
hbzgl. der Y −A
hse.4. Zusammenhang zwis
hen cos und sin:Die Graphen der beiden Funktionen glei
hen si
h bis auf eine Vers
hiebung um

π
2
, d.h. es gilt

cos(x) = sin(x +
π

2
) ∧ sin(x) = cos(x − π

2
),∀x ∈ R.5. In den kommenden Vorlesungen werden Ihnen diese beiden Funktionen vermutli
hmit einer anderen De�nition vorgestellt werden, es gilt nämli
h:

sin(x) =
∞∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
= x − 1

3
x3 +

1

5
x5 − . . . und

cos(x) =
∞∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
= 1 − 1

2
x2 +

1

2
x4 − . . . für alle x ∈ R.Natürli
h muss man dann zunä
hst beweisen, dass diese beiden Reihen tatsä
hli
hfür alle x ∈ R konvergieren!(6.22)De�nition. De�niere die Tangens-Abbildung

tan : R\
{

(2k + 1) · π

2
| k ∈ Z

}

→ Rdur
h
tan(x) :=

sin(x)

cos(x)
∀x ∈ R.Wi
htige Formeln1. sin2(x) + cos2(x) = 1,∀x ∈ R2. Additionstheoreme: Für alle x, y ∈ R gilt

• sin(x ± y) = sin(x) cos(y) ± cos(x) sin(y)

• cos(x ± y) = cos(x) cos(y) ∓ sin(x) sin(y)3. sin′ = cos4. cos′ = − sin5. tan′ = . . .



56 Vorkurs Mathematik: Analysis6.4 Die Exponentialfunktion(6.23)De�nition. Die Exponentialfunktion auf R ist de�niert dur
h
exp : R → R : x 7→ lim

n→∞

(

1 +
x

n

)n

.

Abbildung 5: ExponentialfunktionDer Funktionswert exp(x) ist also als Grenzwert einer Folge angegeben. Damit dieseDe�nition sinnvoll ist muss natürli
h zunä
hst die Konvergenz der Folge für alle x ∈ Rsi
hergestellt sein. . .Da uns für diesen Beweis no
h die nötigen Vorkentnisse fehlen müssen wir ihn in diefolgenden Vorlesungen vers
hieben und bis dahin einfa
h annehmen die Konvergenzwäre bereits gezeigt.(6.24) Satz (Eigens
haften der Exponentialfunktion). • exp(0) = 1

• exp(x) > 0,∀x ∈ R

• exp(x + y) = exp(x) · exp(y),∀x, y ∈ R

• exp ist di�erenzierbar und es gilt exp′ = exp(6.25)De�nition. Die so genannte Eulers
he Zahl e ist de�niert dur
h
e := exp(1) = lim

n→∞

(

1 +
1

n

)n

.Bemerkung. • Es gilt e ∈ R\Q, d.h. e ist eine irrationale Zahl.
• Au
h die Exponentialfunktion hat eine Darstellung als Reihe:

exp(x) =
∞∑

k=0

xk

k!
∀x ∈ R.



6 Kurvendiskussion und einige spezielle Funktionen 57(6.26) Satz. Für alle n ∈ N0 gilt exp(n) = en.Beweis. Setzt man die Formel exp(x + y) = exp(x) · exp(y),∀x, y ∈ R als bekanntvoraus, läÿt si
h die Behauptung lei
ht dur
h eine vollständige Induktion na
h n ∈ N0beweisen.Viellei
ht werden wir in den Übungen dazu kommen. . .
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hnung7.1 Das bestimmte IntegralWir beginnen damit uns den Graphen einer Funktion f : R → R vorzustellen undmö
hten die Flä
he zwis
hen dem Graphen und der x−A
hse auf einem fest vorgege-benen Intervall bestimmen.Es ist also eine 2−dimensionale Flä
he zu bere
hnen, die i.A. keine lei
ht bere
henbareStruktur (z.B. Re
hte
k, Dreie
k et
.) aufweist.Man kann jedo
h erstmal versu
hen Näherungswerte für die Flä
he zu �nden, indemman Flä
hen bere
hnet, die gröÿer bzw. kleiner als die gesu
hte sein müssen. Dazu bie-tet es si
h an Re
hte
ke zu betra
hten, die zusammen genommen gröÿer bzw. kleinerals die Flä
he unter der Kurve sind, siehe Abbildung:

x0 x1 x2 x3 x4

∆x1

∆x2

∆x3

∆x4

x

f(x)

Gesu
ht ist hier die Flä
he A zwis
hen dem Graphen und der x−A
hse in den Grenzenvon x0 bis x4. In unserem Beispiel müssen dann ledigli
h die vier Re
hte
ke unterhalb desGraphen bere
hnet und addiert werden, um eine untere Abs
hätzung für die gesu
hteFlä
he zu bekommen, und analog die vier Re
hte
ke oberhalb des Graphen bere
hnetund addiert werden, um eine obere Abs
hätzung für die gesu
hte Flä
he zu erhalten.Für die untere Abs
hätzung ergibt si
h also
U := f(x0) · ∆x1 + f(x1) · ∆x2 + f(x2) · ∆x3 + f(x3) · ∆x4 ≤ A,und als obere Abs
hätzung erhält man
O := f(x1) · ∆x1 + f(x2) · ∆x2 + f(x3) · ∆x3 + f(x4) · ∆x4 ≥ A.Da uns so eine Abs
hätzung i.A. no
h ni
ht rei
ht, bisher wurde ja nur ein Intervall

[U,O] bere
hnet, in dem der gesu
hte Flä
heninhalt liegen muss, kann man auf die Idee



7 Integralre
hnung 59kommen die Näherungswerte zu verbessern und das Intervall zu verkleinern, indem mandie Anzahl der vers
hiedenen Re
hte
ke erhöht.Und genau das ist der Ansatz zur Integralbere
hnung: Es wird allgemein eine Untertei-lung des betra
hteten De�nitionsberei
hs in n Teilintervalle ∆x1, . . . , ∆xn betra
htet,die dur
h n+1 Zahlen x0, x1, . . . , xn gegeben ist, und läÿt n dann beliebig groÿ werden,d.h. die Unterteilung der Flä
he in Re
hte
ke wird beliebig fein.Etwas allgemeiner und formaler de�niert man das nun wie folgt:(7.1)De�nition. Sei f : [a, b] → R eine bes
hränkte Funktion.Als Untersumme von f auf [a, b] bzgl. einer Unterteilung x0, . . . , xn bezei
hnen wir denWert
Un := f(x0)∆x1 + f(x1)∆x2 + . . . + f(xn−1)∆xn =

n∑

i=1

f(xi−1)∆xi ≤ A. (13)Die Obersumme von f auf [a, b] ist gegeben dur
h
On := f(x1)∆x1 + f(x2)∆x2 + . . . + f(xn)∆xn =

n∑

i=1

f(xi)∆xi ≥ A. (14)Dabei sei A die Flä
he zwis
hen dem Graphen von f und der x−A
hse in den Grenzenvon a bis b, x0 = a und xn = b.Bzgl. der Bere
hnung der gesu
hten Flä
he A gilt die Formel
Un ≤ A ≤ On. (15)Wenn man nun das n, also die Anzahl der vers
hiedenen Re
hte
ke, beliebig groÿ werdenläÿt, d.h. man betra
htet den Grenzwert n → ∞, stellt si
h die Frage, ob die Grenzwerte

lim
n→∞

Un und lim
n→∞

On existieren.Wir lassen dabei nur Streifenbreiten ∆xk zu, für die bei der Limesbildung n → ∞jede (!) Streifenbreite ∆xk gegen Null konvergiert.Falls die betra
htete Funktion f überhaupt integrierbar ist, so erwarten wir bei derLimesbildung n → ∞ folgendes Ergebnis: lim
n→∞

Un = lim
n→∞

On.Und entspre
hend de�nieren wir nun den Begri� Integrierbarkeit:(7.2)De�nition. Gilt für eine bes
hränkte Funktion f : [a, b] → R

lim
n→∞

Un = lim
n→∞

On, (16)so nennt man f auf [a, b] integrierbar und nennt
∫ b

a

f(x)dx := lim
n→∞

On (17)das bestimmte Integral der Funktion f in den Grenzen von x = a bis x = b.Bemerkung. Aus der De�nition ergeben si
h einige wi
htige Folgerungen:



60 Vorkurs Mathematik: Analysis1. Für unsere gesu
hte Flä
he A ergibt si
h also A = lim
n→∞

On.2. Ist die betra
htete Funktion f : [a, b] → R in einem De�nitionsintervall ≥ 0,so wird über diesem Intervall au
h die Flä
he positiv bere
hnet; ist f auf einemDe�nitionsintervall hingegen ≤ 0, so wird über diesem Intervall au
h die Flä
henegativ bere
hnet. Somit kann ∫ b

a
f(x)dx = 0 gelten, ohne dass f die Nullfunktionist.3. Die Integrationsvariable kann beliebig gewählt werden: ∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(u)du =

∫ b

a
f(λ)dλ.(7.3)Beispiel. Sei f : R → R : x 7→ x die Identitätsabbildung. Dann gilt

3∫

−3

f(x)dx = 0.Bemerkung. Na
h Konstruktion des Integralbegri�s folgt, dass si
h zwei Integraleüber eine Funktion f zwis
hen den Grenzen a und b bzw. b und c addieren lassen zueinem Integral zwis
hen den Grenzen a und c; für eine auf [a, c] integrierbare Funktion
f und b ∈ [a, c] gilt also

∫ b

a

f(x)dx +

∫ c

b

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx.7.2 Das unbestimmte IntegralBetra
htet man für eine integrierbare Funktion f : R → R das Integral ∫ x

a
f(t)dt miteinem fest gewählten Wert a aber variabler oberer Integrationsgrenze x, so hängt derIntegralwert von x ab, sogar auss
hlieÿli
h von x. Man kann den Integralwert daher alsFunktionswert einer Funktion F : R → R an der oberen Grenze x au�assen:

F (x) :=

∫ x

a

f(t)dt. (18)(7.4)De�nition. Für eine integrierbare Funktion f nennt man
F (x) :=

∫ x

a

f(t)dt.das unbestimmte Integral von f an der Stelle x.Bemerkung. 1. Häu�g wird statt F (x) :=
∫ x

a
f(t)dt au
h kürzer und unpräziser

F (x) :=

∫

f(x)dxges
hrieben.



7 Integralre
hnung 612. Wählt man für x einen festen Wert x = x0, so wird aus dem unbestimmten einbestimmtes Integral: ∫ x0

a
f(t)dt.3. Wählt man für die Untergrenze des Integrals unters
hiedli
he Werte a1 bzw.

a2 6= a1, so sind au
h die unbetimmten Integrale F1(x) =
∫ x

a1
f(t)dt und F2(x) =

∫ x

a2
f(t)dt i.A. vers
hieden.7.3 Bere
hnen von Integralen(7.5) Satz. Sei f : R → R stetig und F (x) =

∫ x

a
f(t)dt das unbestimmte Integral bzgl.

a ∈ R.Dann ist F : R → R di�erenzierbar und es gilt F ′ = f .Beweisandeutung: Um diese Aussage zu beweisen muss natürli
h der entspre
hendeDi�erentialquotient betra
htet werden, also
lim
h→0

F (x + h) − F (x)

h
= lim

h→0

∫ x+h

a
f(t)dt −

∫ x

a
f(t)dt

h
= lim

h→0

1

h

∫ x+h

x

f(t)dt.Für die weitere Umformung und Argumentation muss man nun einige Vorkenntnissemitbringen und wissen, dass für die stetige Abbildung f : [x, x+h] → R ein ηh ∈ [x, x+h]existiert, so dass gilt:
∫ x+h

x

f(t)dt = f(ηh) · ((x + h) − x).Wir erhalten also
1

h

∫ x+h

x

f(t)dt =
h

h
· f(ηh) = f(ηh).Da f stetig ist, folgt aus lim

h→0
ηh = x direkt
lim
h→0

f(ηh) = f(lim
h→0

ηh) = f(x),also insgesamt
F ′(x) = lim

h→0

F (x + h) − F (x)

h
= lim

h→0

1

h

∫ x+h

x

f(t)dt = lim
h→0

f(ηh) = f(x)für alle x aus dem De�nitionsberei
h. 2(7.6)De�nition. Eine di�erenzierbare Funktion F : R → R heiÿt Stammfunktioneiner Funktion f : R → R, falls F ′ = f gilt.Bemerkung. Die Integration ist also eine Art Umkehrung der Di�erentation:
F

Di�erentation−→ F ′ = fbzw.
F ′ = f

Integration−→ F .



62 Vorkurs Mathematik: Analysis(7.7) Zwei vers
hiedene Stammfunktionen F und G einer Funktion f : R → R unter-s
heiden si
h genau um eine Konstante, d.h. es gilt F (x) = G(x) + c,∀x ∈ R für einfestes c ∈ R.Addiert man umgekehrt zu einer Stammfunktion F von f eine Kostante hinzu, so erhältman eine weitere Stammfuktion G von f .Beweisandeutung: Die zweite Aussage ist lei
ht zu zeigen, denn aus
G(x) = F (x) + c,∀x ∈ Dfolgt, dass für alle x aus dem De�nitionsberei
h D gilt:
G′(x) = F ′(x) = f(x).Um die erste Aussage zu zeigen nimmt man zunä
hst an, man hätte zwei Stammfunk-tionen G und F von f , d.h. es gilt

F ′(x) = G′(x) = f(x),∀x ∈ D.Daraus folgt dann
(F − G)′(x) = F ′(x) − G′(x) = 0,∀x ∈ D,d.h. wenn man (F − G) ableitet, erhält man die Nullfunktion.An dieser Stelle benötigt man nun einige Vorkenntnisse und muss wissen, dass ledigli
hkonstante Funktionen abgeleitet die Nullfunktion ergeben, d.h. es gibt ein c ∈ R, sodass gilt:

(F − G)(x) = c,∀x ∈ D,d.h. es gilt F = G + c. 2(7.8)Beispiel. Sei f(x) = x3.Für F (x) := 1
4
x4 gilt F ′(x) = x3 = f(x) und für

G(x) := 1
4
x4 + 7 gilt ebenfalls G′(x) = x3 = f(x).(7.9) Satz. Sei f : R → R di�erenzierbar (und stetig) und F eine Stammfunktion von

f . Dann gilt für alle a, b ∈ R mit a < b
∫ b

a

f(x)dx = F (b) − F (a) =: [F (x)]ba . (19)Ein allgemeiner Beweis dieses Zusammenhangs wird in der Vorlesung Analysis I gezeigtwerden.Um ein vorgegebenes Integral ∫ b

a
f(t)dt direkt auszure
hnen ist es also nötig eine Stamm-funktion F von f zu �nden (egal wel
he), die Werte F (b) und F (a) zu bere
hnen undzu subtrahieren.(7.10)De�nition. Für eine integrierbare Funktion f und b < a de�nieren wir

∫ b

a

f(x)dx := −
∫ a

b

f(x)dx und ∫ a

a

f(x)dx := 0. (20)



7 Integralre
hnung 63Die De�nition ist so gewählt, dass Formel 19 allgemein für alle a, b ∈ R gilt!(7.11)Beispiel. für einfa
he Integrale:1. Sei f(x) = x. Dann folgt ∫ 2

0
f(x)dx =

∫ 2

0
xdx =

[
1
2
x2
]2

0
= 2 − 0 = 2.2. Sei f(x) = ex. Dann folgt ∫ 1

0
f(x)dx =

∫ 1

0
exdx = [ex]10 = e − 1.3. Es gilt ∫ 0

1
exdx = −

∫ 1

0
exdx = 1 − e.7.4 Spezielle IntegraleAnalog zum Kapitel 4 sind hier einige wi
htige Beispiele von Funktionen und ihrenStammfunktionen angegeben:

f(x) = F ′(x) F (x) Voraussetzungen
a ax + c
0 c
xn 1

n+1
· xn+1 + c n 6= −1

ex ex + c
eax 1

a
eax + c a 6= 0

1
x

ln |x| + c x 6= 0
sin(x) − cos(x) + c
cos(x) sin(x) + c(7.12)Beispiel. 1. ∫ 1

x2 dx =
∫

x−2dx = −x−1 + c2. ∫ e5x = 1
5
e5x + cUnklar ist aber weiterhin wie man selbst simple Kombinationen dieser Beispielfunktio-nen, z.B. ∫ ex + 3

x
dx , integrieren kann, dazu benötigt man allgemeingültige Re
henre-geln:7.5 IntegrationsregelnFaktorregel. Für eine auf [a, b] integrierbare Funktion f und eine Konstante c ∈ R gilt

∫ b

a

c · f(x)dx = c ·
∫ b

a

f(x)dx. (21)Summenregel. Für zwei auf [a, b] integrierbare Funktionen f und g ist au
h f + g auf
[a, b] integrierbar und es gilt

∫ b

a

f(x) + g(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx +

∫ b

a

g(x)dx. (22)



64 Vorkurs Mathematik: AnalysisPartielle Integration. Ist f · g integrierbar auf [a, b] und F eine Stammfunktion von
f , dann gilt

∫ b

a

f(x) · g(x)dx = [F (x) · g(x)]ba −
∫ b

a

F (x) · g′(x)dx. (23)Substitutionsregel. Für Funktionen f, ϕ : R → R gilt, falls die entspre
henden Inte-grale existieren, die Formel
∫ b

a

f(ϕ(t)) · ϕ′(t)dt =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x)dx. (24)(7.13)Beispiel. 1. ∫ 3 · x2dx = 3 ·
∫

x2dx = 3 ·
(

1
3
x3 + c

)
= x3 + 3c2. ∫ (x2 + x)dx =

∫
x2dx +

∫
xdx = 1

3
x3 + c1 + 1

2
x2 + c23. ∫ ex · xdx = exx −

∫
ex · 1dx = exx − (ex + c) = ex(x − 1) − cEbenfalls eine ri
hitge Re
hnung wäre jedo
h au
h

∫
ex · xdx = ex · 1

2
x2 −

∫
ex · 1

2
x2dx,das nun zu bere
hnende Integral ist jedo
h no
h komplizierter als das ursprüngli-
he. Die vorgenommene Zerlegung ist also o�ensi
htli
h ungeeignet um das Inte-gral zu bere
hnen. Wel
he Zerlegung geeignet ist muss von Fall zu Fall gesondertents
hieden werden, i.A. versu
ht man g als einen Faktor zu verwenden, der dur
hAbleiten einfa
her, am besten na
h wiederholtem Ableiten konstant wird.4. Man
hmal sieht man es einem Integral ni
ht auf den ersten Bli
k an ob und wieman die Substitutionsregel anwenden könnte, in dem Fall kann man au
h erstmaldie Abbildung ϕ so de�nieren wie man es für sinnvoll era
htet und beginnen,damit das Integral umzuformen. Falls die Substitutionsregel anwendbar ist, läÿtsi
h das Integral dann so umformen, dass es viellei
ht bere
hnet werden kann.Zur Bere
hnung von ∫ 2

0
e(t2)tdt setze dazu ϕ(t) = t2 =: x, d.h. es ist dx

dt
= 2t =

ϕ′(t) und somit dt = 1
2t

dx. Einsetzen liefert die Glei
hung
∫ 2

0

e(t2)tdt =

∫ 4

0

ex · t · 1

2t
dx =

1

2

∫ 4

0

exdx =
1

2
· (e4 − 1).5. Zur Bere
hnung von ∫ 6t2

(1−4t3)3
tdt setze ϕ(t) = 1− 4t3 =: x, d.h. es ist dx

dt
= −12t2und somit dt = − 1

12t2
dx. Einsetzen liefert die Glei
hung

∫
6t2

(1 − 4t3)3
tdt =

∫
6t2

x3
·(− 1

12t2
)dx = −1

2

∫
1

x3
dx = −1

2
·(−1

2
x−2+c) =

1

4
x−2−1

2
c

=
1

4
(1 − 4t3)−2 − 1

2
c.Bemerkung. In den letzten beiden Beispielen wurden ein bestimmtes und ein un-bestimmtes Integral mit Substitution bere
hnet, beim unbestimmten Integral könnenwegen fehlender Integrationsgrenzen jene natürli
h ni
ht mit substituiert werden (von

a, b zu ϕ(a), ϕ(b)), d.h. man muss na
h Bere
hnung einer Stammfunktion in der Varia-blen x wieder auf die ursprüngli
he Variable t zurü
k substituieren.


