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1)

2)

3)

4)

Man bestimme die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

o o0
Z :TL 2", a>1 fest, Z (n55" + (—1)nn55”) 2",
n=0 n=0

E E E 1 fest .
n_1< o ) z, n z, av'z , a> es

n=0 n=0

Man finde eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zp = —1, die in der Umgebung

dieses Punktes die Funktion 1 darstellt, und berechne ihren Konvergenzra-

] -z
dius.

Man bestimme die folgenden Funktionsgrenzwerte:
n

-1
limL, n,m €N, lim (a:—\/cv2+3ac),
T— 00

z—=1 gm — 1

li an$n+"'+a1$+a0
m
z—==00 by ™ 4 ---bix + b

1
li in — .
, Qpby #0, zl{%\/ism "
Essei Q={r,: n €N} eine Abzahlung der rationalen Zahlen. Man definiere

f(z) = 227", T ER,

T <T

und zeige: f ist eine auf R definierte, streng monoton wachsende Funktion, die
in jedem Punkt von R\ Q stetig und in jedem Punkt von Q unstetig ist.

Abgabetermin: Voraussichtlich (zumindest teilweise) als Blatt 1 im kommenden Semester.
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(Zum freiwilligen Uben oder Erwerben fehlender Punkte)

1) Essei aj:= 27k falls <k, und 0 sonst. Man berechne

i(i) und i(i)

und begriinde, warum die beiden Ausdriicke gleich sein missen. Man leite die
daraus resultierende Identitdt auch aus der ,doppelten geometrischen Reihe“ ab.

2)  Wie in Aufgabe 1 berechne man die beiden Ausdriicke fiir die Doppelreihe (a; x)

mit aj; = —1/2j, aj2; :=1/2j fiir j > 1 und Null sonst. Stimmen die Ergeb-
nisse auch diesmal iiberein?

3) Man bestimme sdmtliche Haufungswerte der Folgen (a,)peny mit

3 3 1 o 144\"
an—in— |:§7’L:| + 2_n, (1+Z) bZW. <W) y

wobei fir z € R das Symbol [z] die grofite ganze Zahl, die < z ist, bezeichnet
(die sogenannte ,,Gaufi-Klammer*“).

4) Die Funktion f: R — R sei an jeder Stelle a € R folgenstetig, d. h. es gelte

nhﬁngo f(zn) = f(a) {ur alle reellen Folgen (zn)nen mit nhﬂnéo Tn = a.

Eine reelle Zahl P # 0 heifit eine Periode von f, falls f(z+ P) = f (z) fir alle

x € R. Man sagt dann auch, f sei periodisch (mit Periode P ). Man zeige:

a) f besitzt genau dann beliebig kleine positive Perioden, wenn f konstant ist.

b) Ist f periodisch, aber nicht konstant, so gibt es eine Periode Py, so daf die
Menge aller Perioden genau aus den Vielfachen n Py, n € Z*, besteht.

Abgabetermin: 3. 2. 2003
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1) (Einzelabgabe nur erforderlich, wenn noch Punkte fehlen). Es sei (ay,),en die Folge
der Fibonacci—Zahlen 1,1, 2, 3, 5,....

. . Qn
a) Man bestimme den Grenzwert « := lim
n—oo0 @

2 und damit

= (-

n=0 &n Gn+2

b) Man berechne s bis auf einen Fehler < 1073.

2) Die Reihe s =Y, a, sei konvergent.
a) Man zeige, dal dann auch die umgeordnete Reihe

ayg+a;+az+azx+ar+ag+as+as+a5+---+ag+a3; +---+a+---
N AN Y 2T LN °

v v

gegen s konvergiert.
b) Man belege durch ein Beispiel, daf§ die umgeordnete Reihe

aptaitaz +as+aqg+ag+as+ar+ag+app+---+aytag+an+---+as+aet--
\ AN g N iy 5,1 .
divergieren kann.

o
3) Essei Z an =: s eine absolut konvergente Reihe. Fiir £ € N werde

n=0 a0 + 201 + 4ag + - - + 2kay,
92k+1

by =

o
gesetzt. Man bestimme die Summe Z by , sofern vorhanden.

k=0
Hinweis: Man betrachte die Doppelreihe mit den Gliedern
0, falls n > k;

Unk == —k—1
2" an, falls n<k.

4)  Gibt es eine bijektive Abbildung f: N* — N*, so daf}
i f(n)
n2
n=1

N
konvergiert? (Hinweis: Man betrachte A (N) := Z f (n) und verwende Abelsche

n=1

Summation). Abgabetermin: 27. 1. 2003
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1)  (Einzelabgabe) Die Folge (a,)nen sei wie folgt rekursiv definiert: ap := a > 1,
und fiir n > 0 gelte a,11 = a2 —a, + 1. Man zeige:
a) Die Folge (a,)pen divergiert monoton gegen oo.

<1
b) Man berechne Z —.

n—o n
N - M1 1
Hinweis: Man studiere die Folge Z —+ —.
=5 0n an4+1 — 1

2)  Man untersuche die folgenden Reihen auf ihr Konvergenzverhalten:
T

o0
z
a) Z , x>0;
= 142z

b) 3 (Vatl - vi);

NG

s 1 1
c) Z (-=1)"*'a, mit a, = —, falls n gerade, baw. = —, falls n ungerade
n
n=1

1st.

3) Man zeige: Konvergiert die Reihe > 2, a, absolut, so konvergiert auch die Reihe

i Vian|
n=1 n

4) Es seien (an)nen, (bn)nen zwei Folgen komplexer Zahlen und s, := ag + a1 +
-+ 4+ a, . Man zeige:

Die Reihe >, anby, ist konvergent, falls >, |b, — byy1| konvergiert und
a) >, a, konvergiert

oder

b) die Folge (sp)nen beschrankt ist und b, — 0.

Man wende dieses Resultat an auf die Reihe

Oozn
Z— fir z€C mit [z]=1.

n=1

Abgabetermin: 20. 1. 2003
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1)  (Einzelabgabe) Man zeige, dass sowohl das Quotienten— als auch das Wurzel-
Kriterium bei der Untersuchung der Reihe

<1
2o
versagt. Dennoch kann man sehr einfach beweisen, dafl diese Reihe konvergiert.
Man finde z. B. eine konvergente Teleskopreihe als Majorante.
2)  Fir welche z € C existieren die folgenden Grenzwerte?

lim 2/, > =, lim #2°.
j—o0 = k! £—00

Ist die Folge (z;) komplexer Zahlen konvergent, so auch die Folgen (z;) und
(|27 ]). Wie hingen die jeweiligen Grenzwerte mit lim z; zusammen?
j—00
3) Man zeige: Konvergiert die Folge (a,) nichtnegativer reeller Zahlen gegen a, so
konvergiert die Folge (\/a,) gegen +/a.Mit dieser Erkenntnis bestimme man die

Grenzwerte
. . a b
lim \/ﬁ(\/n—l— —\/ﬁ) bzw. lim n(l—\/(l——> (1——)) ,
n—00 n—00 n n

sofern diese existieren. (Hierbei sind a, b fest vorgegebene positive reelle Zahlen).

4) Essei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum (Metrik mit Werten in R ), und
f: X — X sei eine Abbildung, zu der es eine reelle Konstante ¢ mit 0 <9 < 1
gibt, so daB8 d(f (z), f(y)) < 9d(z, y) fir alle z,y € X gilt. Man zeige: f
besitzt genau einen Fixpunkt, also eine Stelle ¢ € X mit f(a) =a.Ist 1o € X
ein beliebiger Punkt und die Folge (z,,)nen induktiv erklart durch z,41 := f (z,,),
so konvergiert diese Iterationsfolge gegen a .

Abgabetermin: 13. 1. 2003
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Das Analysis I-Team wunscht
Srohe Weihnachten und ein erfolgreiches Neues Jahe.

1)  (Silvesteraufgabe; statt Einzelabgabe maximale Gruppengrofie von 11 erlaubt!)

Auf einer Tafel sind die 2003 Stammbriiche % , % ' 12003
angeschrieben. Man darf nun irgendzwei dieser Zahlen a, b ausloschen und durch
die Zahl a+b+ab ersetzen. Dieses Verfahren setze man solange fort, bis nur noch
eine einzige Zahl Z tubrigbleibt. Welche Werte kann Z annehmen?

Hinweis: Man konstruiere sich ein geeignetes (endliches) ,, Teleskop—Produkt“, das

gerade in das neue Jahr hineinreicht.

mit Kreide

2)  Man untersuche die beiden folgenden Reihen nach Konvergenz bzw. Divergenz
und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert:

%) 2k+1 00 (2 + m) —1/m
Z und Z ;
P 3k m—1 m

3) Essei (X, d) ein metrischer Raum (mit Werten in einem angeordneten Korper
Ky ) und ¢ := min (d, 1) die in Blatt 6, Aufgabe 3 eingefiihrte neue Metrik. Man
zeige, daf} eine Folge in X genau dann eine Cauchy—Folge bzw. konvergent bzgl.
d ist, wenn sie die entsprechende Eigenschaft bzgl. § besitzt. Man konstruiere
ferner einen metrischen Raum, der Cauchy—vollstandig ist, in dem aber der Satz
von Bolzano und Weierstraf nicht gilt.



4)

Es sei /2 die Menge der komplexen Folgen a := (aj)jen, fiir die die Folge der
Partialsummen der Reihe 3272, |a; |2 beschriinkt ist. Man zeige, dal /2 mit der
iblichen Addition von Folgen und Multiplikation mit Skalaren in C einen C-
Vektorraum bildet und da mit b := (b;)jen € ¢2 durch

o0

(a,b) == > ajb;

=0

ein positiv definites hermitesches Skalarprodukt auf diesem Vektorraum erklirt
wird. Insbesondere wird durch

lalli= (3 1o )"
=0

eine Norm auf /2 definiert, und es gilt ein Analogon zu der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung. Der normierte Vektorraum ¢2 ist zudem (Cauchy-) vollstéindig.
(Hinweis: Es darf erneut die ,klassische“ CAUCHY - SCHWARZsche Ungleichung
verwendet werden).

Abgabetermin: 6. 1. 2003
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1) (Einzelabgabe) Zu jeder der unten angegebenen Folgen (a,) finde man zu jedem
e>0ein N=N(e),s.d. fir alle n > N die Ungleichung |a, | < & besteht.

T Ve
S e B
2) Esseien a und b reelle Zahlen. Die Folge (ay)nen sei wie folgt rekursiv definiert:

1
ag=a, ar=0b, a, = =(ap_1 + an_2) fir n>2.
2

Man beweise, dafl die Folge konvergiert, und bestimme ihren Grenzwert.
(Hinweis: Wahle evtl. zunichst a = 0 und b = 1).

3) Die Folge (ay) sei induktiv erklart durch ag = 1 und

2+ a,
Qni1 = .
n+1 1+ an
a) Man zeige durch Induktion die Ungleichungen 1 < a, < 2, |a2 — 2| < 2727
fiir
n>0.

b) Man schliele hieraus, daf§ die Folge dem CAUCHY-KTriterium genugt.
c) Man bestimme ihren Grenzwert in R und begriinde, warum der Koérper der
rationalen  Zahlen nicht Cauchy—vollstandig ist.

4)  Essei ¢2 die Menge der reellen Folgen a := (a;)jen, fiir die die Folge der Par-
tialsummen der Reihe }°72, a? beschrankt ist. Man schreibt fiir diese Bedingung
auch kurz und suggestiv

o
Za? < 0.
7=0

(Aus dem Satz tber die monotone Konvergenz folgt dann, daB die Reihe
tatsichlich konvergent ist). Man zeige, daB mit b:= (b;);en € £2 durch

d(a, b) = (i(%’ — b;)? )1/2
=0

eine Metrik auf ¢2 erklirt wird.
(Hinweis: Es darf die CAUCHY - SCHWARZsche Ungleichung verwendet werden).

Abgabetermin: 16. 12. 2002
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1) (Einzelabgabe) Es gilt in R:

lim (v (Y—1) = 0.

n—oo
Hinweis: Man studiere das Beispiel 3 auf p.42 in KONIGSBERGER.

2)  Man zeige fiir festes p€ N und b € R mit |b] <1, daB

lim nPb" = 0.

n—0o0
Hinweis: man schreibe |b| in der Form 1/(1 4+ h) und verwende die binomische
Formel.

3) Essei X eine nichtleere Menge und d: X x X — K eine Metrik mit Werten in
dem angeordneten Korper K. Man zeige, dafl mit d auch

i) 6(z,y) = min(d(z,y),1)
und d(z.)
.. z,y

A = 7
ll) (x7y) 1 _I_ d(l‘,y)
Metriken auf X sind.

4) Man zeige, daB jede unendliche Folge in R eine unendliche Teilfolge besitzt, die
monoton aufsteigend oder monoton absteigend ist. (Diese Aussage bendtigt nur,
daB R ein angeordneter Korper ist).

Hinweis: Man betrachte die Menge der Gipfelstellen der Folge (a,), d.h. der
Stellen m € N mit a, < a,, fur alle n > m.

Abgabetermin: 9. 12. 2002
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1)  (Einzelabgabe) Man zeige, daf} fir alle reellen Zahlen z, y, z die folgenden Un-
gleichungen bestehen:

doy < (z +y)? < 2@+ 9%, zy+yz+ 2z < 2P+ 9?4+ 2.

2)  Man beweise, daf die folgenden Ungleichungen fiir reelle Zahlen gelten:

24yl _ | 1y

|z + [yl <lz+yl+ ]z -y T+joty] ST+lz] T4y

3) a) Man bestimme alle komplexen Zahlen ¢ = a + bi # 2, a, b € R, die der

Ungleichung
1 1

|c—2|>1+|c—1|

genugen, und fertige eine Skizze der Menge dieser ¢ an.
b) Man berechne Real- und Imaginérteil der komplexen Zahlen

<—1 . z\/ﬁ)?’ 1 (1 + i)
T

2 3020 (1—4)p"
c¢) Man bestimme alle komplexen Zahlen ¢ mit ¢* = —1.

4) Essei f, bzw. F, die Fliche des dem Einheitskreis { (z, y) € R : 22 + 92 = 1}
einbeschriebenen bzw. umbeschriebenen regelméfigen n-Ecks. Man zeige durch
elementar—geometrische Uberlegungen, daf§

on:G(fnaFn)a F2n:H(f2n,Fn)7

wobei G das geometrische und H das harmonische Mittel zweier reeller Zahlen
bezeichnet.

Abgabetermin: 2. 12. 2002
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1)  (Einzelabgabe) Man zeige, daf} fiir positive Elemente z1,...,z, in dem angeord-
neten Korper K die folgenden Aussagen richtig sind:
n n

Aus ijzl folgt Z:vj > n und H(l + ;) > 2"

n n
Umgekehrt folgt aus Z.’Ej = n die Ungleichung H z; < 1.
In den drei Ungleichungen gilt jeweils das Gleichheitszeichen genau dann, wenn
r=--=x,=1.

2)  Man bestimme alle natiirlichen Zahlen n, fiir welche die Ungleichung 2" < n3
besteht. Entsprechend untersuche man den Giiltigkeitsbereich der Ungleichung
3 < nt.

3) Man zeige: jede reguliare Halbgruppe von endlicher Ordnung, die eine Rechtseins
e besitzt, ist eine Gruppe.

4)  Man betrachte die Menge aller reellen 2 x 2-Matrizen vom Typ

a b
b a
und zeige, daf} diese zusammen mit der iiblichen Addition und Multiplikation von

Matrizen einen Korper bildet, der einen zu R isomorphen Unterkorper besitzt.
Man gebe ein Element J an mit J? = —F.

Abgabetermin: 25. 11. 2002
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1)  (Einzelabgabe) Man zeige, daff im Korper Q der rationalen Zahlen die Menge

P = {w:% ta€Z,beEZ",a-beN}
einen Positivitatsbereich bildet. Mit anderen Worten: Es ist Q = PU{0}U(—P),
die Mengen P, —P und {0} sind paarweise disjunkt, und es gilt P + P C
P,P-PCP.

2) Die Zahl 4 148t sich auf fiinf verschiedene Weisen als Summe von Einsen und
Zweien darstellen:

1+41+14+1=14+142=14+24+1=24+1+1=2+2.

Man gebe eine Rekursionsformel fiir die Anzahl solcher Darstellungen durch Ein-
sen und Zweien fiir eine beliebige positive natiirliche Zahl n an und berechne sie
im Fall n = 12. Welche Anzahl ergibt sich fiir n = 12, wenn man zusétzlich auch
Dreien zur Darstellung zulafit 7

3) Es bezeichne 9, , n € N, die Menge der Teilmengen M C {z € N: 1<z <n}
und &, die Menge der M € B,,, deren Anzahl #M gerade ist. Entsprechend
definiere man die Menge {,, der Teilmengen mit ungerader Anzahl. Man gebe
Formeln fiir die Kardinalitat der endlichen Mengen &, und i, an.

4) Esseien M und N Mengen. Man zeige: es gibt Mengen M’ und N’ mit M’ ~
M, N'~N und M'NN'= 0. Bezeichne mit card M die Aquivalenzklasse von
M bzgl. der Relation ~ (Gleichméchtigkeit) etc. und definiere

card M + card N := card (M' U N').

Man zeige:

a) Die Definition ist unabhéngig von der Auswahl der Reprisentanten M, N, M’
und N'.

b) Es gelten fiir diese Addition das Kommutativ- und das Assoziativgesetz, und
es gibt  ein neutrales Element.

c) Es gilt stets

card M + card N = card(M UN) + card(M NN) .

Abgabetermin: 18. 11. 2002
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1)  (Einzelabgabe) Man zeige: Ist = eine von 1 verschiedene rationale Zahl, so gilt
fiir alle » € N die Formel:
n 1 — $2n+1
A4+z)1+2%)-...- 1+ 2%) =
1 — =z

Hierbei bedeutet 22" die 2"-te Potenz von z (und nicht etwa die n-te Potenz
von z2).

Ist diese Aussage auch fiir ein Element z # 1 in einem beliebigen Korper richtig ?

2)  Man berechne die Summe
i 1
192::1 E(k+1)(k+2)

ohne Verwendung von vollstandiger Induktion.
Hinweis: Man zerlege die Summanden geschickt in eine Differenz von zwei
Briichen.

(p) (p)
0 »

3) Man beweise, dal es fiir jede natiirliche Zahl p rationale Zahlen rg”, ... ry

gibt, so daB fiir alle n € N* die Formel

n p+1 P
57(11)) — ij _n + Zrl(gp)np—k
j=1 r+l =

besteht.

Hinweis: Man darf die Aussage der Aufgabe 2 in Abschnitt 1. 3 von
KONIGSBERGER und das Prinzip der ordnungstheoretischen Induktion (Skript,
Satz 2.12) verwenden.

4)  Man begriinde, warum die folgende Aussage unabhingig vom Wahrheitswert der
Aussagen A, B und C stets richtig ist:

(A=B)A(B=0C)) =(A=0).

Gruppenarbeit: KONIGSBERGER, pp. 1-6.

Abgabetermin: 11. 11. 2002
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1)  (Einzelabgabe !) Man interpretiere die Formel

(2§ —1) = n?

n
=1

J

geometrisch und beweise sie
a) durch vollstindige Induktion,
b) durch direkte Herleitung aus der Formel fiir die Summe der ersten n

naturlichen Zahlen.

2)  Man verifiziere die Giltigkeit der Formeln

ijzzn(n—l—l)@n—i—l) s n?(n+1)?

6 ,']:?,nEN*.

7j=1

3) Die Folge der FIBONACCI-Zahlen wird induktiv definiert durch a9 =

a; = 1 und apqo

= ap41 + a,. Die ersten zehn Glieder lauten also

1,1,2, 3,5, 8,13, 21, 34,55. Man zeige fiir alle n, k € N, daB

n
A Gpgkq2 = Qi1 Gnpker = (—1)"ag .

4)  Esgilt ,offensichtlich“ der folgende Satz: Je n Dinge sind gleich. Denn fir n =1
ist nichts zu beweisen, und ist die Aussage fiir ein n richtig, so gelten fiir n + 1
Dinge a1, ao,...,ay, apy1 die Gleichungen a1 = as =--- =a, und ag = --- =
an = apy1 und folglich auch a1 =ay =+ =ap, = an41 -

Abgabetermin: 4. 11. 2002
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Beginn der ﬁbungen: 28. 10. 2002

Eintrag in die Listen fur die einzelnen
Ubungsgruppen: ab 21.10. 2002

(Die Listen liegen neben meinem Dienstzimmer 221 aus)

Ich wiunsche Thnen einen erfolgreichen Start in das
Mathematik - Studium,

IThr Oswald Riemenschneider



