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Vorwort

Diese Noten dokumentieren den Inhalt meiner jeweils zweistiindigen Vorlesungen iiber Lineare Algebra
und Analytische Geometrie, deren Grundlage die Biicher von GERD FISCHER! waren. Den Vorlesungs-
teilnehmern wurden nur die Teile ausgehéndigt, in denen ich wesentlich von dem Grundtext, der vor
allem auch zum Selbststudium benutzt werden sollte, abgewichen bin. Auf allgemeinen Wunsch ha-
be ich mich spéter entschlossen, den gesamten Text auszuarbeiten, die in der Vorlesung nur zitierten
Abschnitte aufzunehmen und somit eine halbwegs kohirente Materialsammlung einem grofleren Leser-
kreis zugénglich zu machen. Der Text enthielt in dieser Fassung als Anhang einige Anwendungen der
Linearen Algebra, insbesondere auf Probleme der Analysis, die ich vorwiegend in der Veranstaltung
s»2Anwendungen und Modelle“ prisentiert hatte. Ich habe bei der vorliegenden Neuauflage auf die Auf-
nahme dieser Teile verzichtet, da sie in meine Manuskripte Analysis I, Analysis II und Analysis 11T
eingeflossen sind. Am Ende befinden sich auch die Ubungsaufgaben, wie sie zu der Vorlesung ausgeteilt
wurden. Eine Sammlung von Losungen ist auf Anfrage separat erhéltlich.

An Voraussetzungen sollte der Leser/die Leserin eine Kenntnis der Notationen der ,elementaren
Mengenlehre “ und der ,,Abbildungstheorie“ (siche dazu z. B. meine eben erwihnten Texte zur Analysis)
und ein gutes Training in formaler Logik, zudem Rechenfertigkeit in den Bereichen der natiirlichen,
ganzen, reellen und komplexen Zahlen mitbringen, vor allem aber Neugier auf mathematisches
Basiswissen und Freude am mathematischen Denken.

Hamburg, im Marz 2005
Oswald Riemenschneider

ISiehe die Literaturliste auf p. iii).



Inhalt

© o0 N o ot ks W

10
11
12
13

14

15

VOTWOTt ..ot i
TRl . ii
Lteratur .. oo iii
Bnleitung .. e v
o)y o Y P 1
VEKEOITAUINE . ..ot e e e e e e )
Lineare AbbIlAUungen ... ......... .ot 13
Direkte Summen und Dimensionsformeln .......... ... . i 23
QuotientenveKtOITAUINE . ... ..ot et e 31
Lineare Gleichungssysteme und affine Rdume ......... ... .. ... i i 35
Basiswechsel und Matrizen ............ i e 43
Determinanten ... ......... i 55
Dualrfiume ... ..o 65
Euklidische und unitére Vektorraume ............. o i e 73
Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit von Endomorphismen .......................... 87
Jordansche Normalform .. ... i 95
Normalformen fiir Endomorphismen von Skalarproduktrdumen. ............................ 101
Anhang: Orientierung von Basen reeller Vektorrdume. ............ ... ... .. ... 110
Quadratische Formen und Quadriken ........... ... i 113
Die Methode der kleinsten Quadrate ......... ... .. i 121
Supplement: Sphérische Trigonometrie ......... ... .. i 125

Aufgaben . ..o 129



Literatur

[10]
[11]
[12]

[13]

[14]
[15]
[16]
[17]

(18]
[19]
[20]
[21]

[22]
23]

E. Artin: Analytische Geometrie und Algebra I, II. Vorlesungsausarbeitung 1960/61, Hamburg.
B. Artmann: Lineare Algebra. Basel-Boston—Stuttgart: Birkhduser 1986.
S. Bosch: Lineare Algebra. Berlin: Springer 2001.

E. Brieskorn: Lineare Algebra und Analytische Geometrie I, II, III. Braunschweig: Vieweg 1983,
1985 und > 1993.

N. Bourbaki: Algebre I, Chap. 1 a 3. Paris: Hermann 1970.
G. Fischer: Lineare Algebra. Braunschweig etc.: Vieweg 1983 (7., durchg. Auflage und spétere).
G. Fischer: Analytische Geometrie. Braunschweig etc.: Vieweg 1985 (3. Auflage und spétere).

P. Halmos: Finite-dimensional vector spaces. Princeton, New Jersey, etc.: Van Nostrand 1958 (2nd
edition).

K. Hoffmann, R. Kunze: Linear Algebra. Englewood Cliffs, New Jersey: Prentice Hall 1971 (2nd
edition).

K. Jénich: Lineare Algebra. Berlin etc.: Springer 1991 (4. verb. Auflage).
K. Klingenberg: Lineare Algebra und Geometrie. Heidelberg, etc.: Springer 1984.

M. Koecher: Lineare Algebra und analytische Geometrie. Grundwissen Mathematik 2. Berlin etc.:
Springer 1985 (2. Auflage).

A. 1. Kostrikin, Yu. I. Manin: Linear algebra and geometry. New York etc.: Gordon and Breach
1989.

H.-J. Kowalsky: Lineare Algebra. Berlin etc.: Walter de Gruyter 1972 (6., verb. Auflage).
S. Lang: Linear Algebra. Reading, Mass.: Addison—Wesley 1966.
R. Lingenberg: Lineare Algebra. Mannheim: BI 1969.

F. Lorenz: Lineare Algebra I, II. Mannheim-Wien—Ziirich: BI Wissenschafts—Verlag 1988, 1989
(2., iiberarbeitete Auflage).

E. Oeljeklaus, R. Remmert: Lineare Algebra I. Berlin etc.: Springer 1974.
G. Pickert: Analytische Geometrie. Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft 1955.
G. Scheja, U. Storch: Lehrbuch der Algebra. Teil 1, 2, 3. Stuttgart: Teubner 1980, 1988, 1991.

E. Sperner: Einfithrung in die Analytische Geometrie (1. Teil). Géttingen: Vandenhoeck & Ru-
precht 1959.

U. Stammbach: Lineare Algebra. Stuttgart: Teubner 1980.

G. Strang: Linear algebra and its applications. New York etc.: Academic Press 1976.

(Und in diesen Werken aufgefiihrte weitere Literatur).






Einleitung

Mit Lineare Algebra und Analytische Geometrie bezeichnet man diejenige mathematische Disziplin,
deren Zweck in der Grundlegung des abstrakten Begriffes der Linearitéit von Abbildungen zwischen ge-
eigneten mathematischen Objekten und seiner Verwendung und Veranschaulichung bei Realisierungen
in Geometrie und Analysis besteht. Es handelt sich also bei diesem Gebiet um ein Wechselspiel zwi-
schen algebraischen und geometrischen Begriffsbildungen, wobei (heutzutage) die Algebra im Vorder-
grund steht, da diese den universellen Rahmen bildet, in den sich die verschiedensten Konkretisierungen
einfiigen lassen.

Ich mo6chte dieses Wechselspiel erlautern an dem Studium von zwei linearen Gleichungen in zwei
Unbekannten:

ar + by =r
(%)
cx +dy = s.

a, b, ¢, d, r, s sind dabei fest vorgegebene Elemente aus einer gewissen Menge von ,Zahlen“, die ich
mit K bezeichnen moéchte und deren Eigenschaften spéter noch festgelegt werden sollen. Eine Ldsung
von (x) (in K) ist ein (geordnetes) Paar (7, %) € K2, so daB nach Einsetzen von T statt x und ¥
statt y in (x) beide Gleichungen wahr (erfiillt) sind.

Aufgabe. Finde alle Losungen des Systems (x) und beschreibe diese konzeptionell (strukturell).

Mindestvoraussetzung an den Zahlbereich K ist natiirlich, dafl es zwei Verkniipfungen 4+ und - auf
K gibt, d. h. Abbildungen

KxK — K KxK — K

(r,y) = x+y (z,y) = x-y oder uzy,

die gewissen Bedingungen geniigen miissen. So vereinbart man (i. a. stillschweigend), daf8 die Multipli-
kation - ,stérker bindet“ als die Addition +, d. h. dafl der Ausdruck ax + by genauer als

((a-z) + (b-y))

zu interpretieren ist.

Beispiele.
N =1{0,1,2,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen
mit der iiblichen Addition + und
der iiblichen Multiplikation -,

Z =4{0,1,-1,2,-2,...}, die Menge der ganzen Zahlen ,
Q = {E ta,beEZ, b# O} , die Menge der rationalen Zahlen,
R, die Menge der reellen Zahlen
C, die Menge der komplexen Zahlen .

Wie 16st man nun das System (x) ? Man nimmt an, dafl (%) iiberhaupt eine Losung (T, ) besitzt,
d. h. daf} die Gleichungen
ax +by=r, cx+dy =s

erfiillt sind, und versucht dann, hieraus T und § durch Elimination zu bestimmen. Dazu multipliziert
man die erste Gleichung mit d, die zweite mit b:

daT + dby = dr, bcx + bdy = bs.
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Hieraus 148t sich 3 eliminieren, wenn bd = db gilt und man in K uneingeschrinkt subtrahieren kann
(was z. B. in N nicht der Fall ist). Wir erhalten dann

(ad — be)T = dr — bs,

wobei wir noch ad = da und ein Distributivgesetz vorausgesetzt haben. - Es sind nun zwei Félle zu
unterscheiden:

A A:=ad—-bc=0.

Ist hierbei auch noch dr — bs = 0, so folgt fiir T nichts. Ist dagegen dr — bs # 0, so kann es wegen
AZ =0 (warum ?) kein T mit AT = dr — bs geben.

B A =ad—bc#0.

In diesem Fall ist notwendig
7 = A" (dr — bs),

wenn A~! € K ein multiplikatives Inverses zu A bezeichnet: A~'A = 1. Genauso ergibt sich
7=A""(as — cr).

In Q, R, C gibt es zu jedem A # 0 ein solches Inverses. Also gibt es fiir diese Zahlbereiche hdchstens
eine Losung. Umgekehrt zeigt man aber leicht, daf§ durch die obigen Gleichungen tatséchlich auch eine
Losung gegeben wird. Z. B. ergibt sich sofort

aA7Ydr — bs) + bA Y as — cr) = A adr — ber) = AT VAr =17 =1,

und ebenso fiir die zweite Gleichung.

Die Analyse des obigen ,Beweises® zeigt, dafl wir nur von gewissen Axiomen Gebrauch machen
(denen eines Kdrpers, siehe das nichste Kapitel), ohne auf die Bedeutung der Zahlen zuriickgreifen zu
miissen.

Erfillt K, hinreichend viele “ Aziome (die eines Korpers) und ist A = ad — bc # 0, so besitzt (%)
genau eine Losung in K, die zudem durch obige Gleichungen gegeben ist. Ist A =0, so braucht (x)
keine Ldosungen zu besitzen, kann aber auch mehr als eine Lisung haben.

Die Analyse zeigt ferner, dafl die Zahlbereiche N und Z nicht alle diese Axiome erfiillen. Wollen wir
den obigen Sachverhalt ohne Einschrinkung erhalten, so miissen wir diese Zahlbereiche, wenn méglich,
in einen groferen Korper einbetten und (alle) Losungen in diesem Kérper studieren. Der kleinste Korper,
der N bzw. Z enthélt, ist der Kérper Q der rationalen Zahlen.

Wir wollen noch die Bedingung A = 0 bzw. # 0 geometrisch deuten, um die oben angesprochene
Dychotomie von Algebra und Geometrie zu beleuchten. Dazu nehmen wir K =R an.

dIA:c=Xa,d=Ab
A=0<«= ad — bc =0 < ad = bc <~ oder
Jp:a = pc, b= pud.

(Wihle A =ca~!, wenn a #0, oder A=db~!, wenn b# 0, oder A=0, wenn c=d =0, etc.). Im
ersten Fall lautet das Gleichungssystem:
(k) ax +by =1, Xax + Aby = s.

Ist A =0, so hat dieses System keine Losung, wenn s # 0; sonst ist die 2. Gleichung iiberfliissig und die
1. Gleichung hat eventuell keine Losung, oder alle Paare (%, 7) € R? als Losung (falls a =b=1r =0),
oder eine eindimensionale Losungsmenge:

y=b"'(r —axz), b#0, =z &R beliechig (oder umgekehrt) .
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Ist A # 0, so lautet das Gleichungssystem

ar +by =1, axr+by=A1ts.

vii

Dies hat keine Losung, wenn 7 # A~!s. Sonst kann man wie oben weiterschliefen: Ist A = 0, so hat

(%) keine Losung oder wviele Losungen, oder anders ausgedriickt:

() hat genau eine Losung <= A #0.

Der geometrische Grund fiir diesen Sachverhalt ist unschwer einzusehen. Die Gleichung
ax + by =r

beschreibt eine Gerade in R? (wenn a, b nicht beide gleich 0 sind).

Figur E.1

Zwei Geraden ax + by = r, cx + dy = s haben die gleiche Steigung (und sind dann parallel oder
identisch), genau dann wenn (a, b) und (¢, d) linear abhiingig iiber R sind, d. h. wenn (a, b) = (uc, pd)

bzw. (¢, d) = (Aa, Ab) gilt, und dies ist genau dann der Fall, wenn A =0 ist.

N /
e
A
Voo
i >
s L7
/
/
v

Figur E.2






1 Korper

Die Uberlegungen der Einleitung legen die folgenden Axiome nahe. Es sei K eine Menge zusammen
mit zwei Abbildungen + : K x K — K und -: K x K, die wir Addition bzw. Multiplikation nennen.
Wir schreiben fiir diesen Sachverhalt auch kurz (K, +, -).

Definition. (K, 4, -) heifit ein Kdrper, falls die folgenden Axiome erfiillt sind:
1. Fiir die Addition + gelten die folgenden Regeln:

Assoziativitat : (a+b)+c =a+ (b+c fir ale a, b, ceK.
Kommutativitéat : a+b=>bb+a fir alle a, b e K.

Existenz eines
neutralen Elements 0: a+0 = a fir alle a € K.

Existenz des Inversen :
zu jedem a € K existiert
ein Element —a € K mit a+ (—a) = 0.

Man sagt dann auch: (K, +) bildet eine kommutative oder abelsche Gruppe mit neutralem Ele-
ment 0.

2. Fiir die Multiplikation - gilt:
(K*, -) = (K\ {0}, -) bildet eine kommutative Gruppe (wobei das neutrale Element mit 1 und
das multiplkative Inverse zu einem Element a # 0 mit a~! bezeichnet wird).

3. Es gilt ferner das Distributivgesetz

alb+c¢) =ab+ac.

Beispiele. 1. Die Zahlbereiche N, Z besitzen eine Addition und eine Multiplikation, sind aber keine
Korper (Begriindung?). Dagegen erfiillen Q, R, C alle oben aufgelisteten Axiome?.

2. Fo = {0, 1}, 0 # 1, ist die kleinstmogliche Menge, die eine Kérperstruktur besitzt. Aufgrund der
Korperaxiome ist die Multiplikationstabelle eindeutig festgelegt (siehe Satz 1). Bei der Additionstabelle
ist a priori der Wert von 1 4+ 1 noch frei. Es folgt jedoch aus 1 + 1 = 1 sofort der Widerspruch
1=14+0=1+1+(-1)=(1+1)+(-1) =1+ (=1) = 0, so daB auch die Additionstabelle
festgelegt ist:

01
0101 01010
111]0 1101

Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl durch diese Tabellen tatséchlich eine Koérperstruktur definiert
wird.

Allgemeiner kann man zeigen: Ist F, = {0, 1,2,...,p — 1}, p eine Primzahl, und rechnet man in
F, C Z beziiglich Addition und Multiplikation modulo p, d. h. bis auf Reste bzgl. p, so ist F, ein
Korper. (Siehe auch Aufgabe 6).

Es kommt fiir viele Betrachtungen nicht darauf an, um welche Zahlen es sich tatsédchlich handelt, son-
dern nur um ihre Beziehungen zueinander. Wir werden daher i. f. meistens nur mit den obigen Axiomen
rechnen und alles andere ableiten (miissen). Von Fall zu Fall machen wir noch Zusatzannahmen.

2Zur Konstruktion von @, R und C sieche mein Manuskript Analysis I.
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Satz 1.1 K sei ein Kérper. Dann sind die neutralen Elemente 0 und 1 eindeutig bestimmt, und es
gilt
0-a =0 firale ackK.

Beweis. 0, 0’ seien ,zwei“ Nullen. Dann folgt 0’ = 0/ + 0 = 0 + 0’ = 0. Entsprechend ergibt

sich '/ = 1"-1 = 1-1 = 1. Zum Beweis der letzten Aussage setzen wir b := 0-a. Dann folgt
b+b=0-a+0-a=(0+0)-a=0-a=>,also
b=b+0=b+ b+ (-b)=0B+b +(-b) =b+(-b) =0 ,d.h. 0-a =0. O

Bemerkung. Man schreibt a — b fir a + (—b) und % fir ab~! etc.

Auch die Inversen sind eindeutig bestimmt. Allgemein gilt:
Satz 1.2 In einem Korper K hat jede Gleichung
(+) a+x=2»5
genau eine Liésung, ndimlich x = b — a. Die entsprechende Aussage ist richtig fir die Gleichung
(x) axr =0b, wenn a # 0.

Beweis. Selbstverstindlich hat (+) die Losung b — a: Esist a + (b — a) = a + (b + (—a)) =
a+ ((—a) +b) = (a+ (—a)) + b =0+ b = b. Ist umgekehrt z eine beliebige Losung, so folgt
notwendig b —a = b+ (—a) = (a+2z)+(—a) = (z+a)+ (—a) =z +(a+(—a)) =2+0 ==z.
Fiir die Multiplikation schliefft man ganz entsprechend. (I

Satz 1.3 Es gilt in einem Korper ab = 0 genau dann, wenn a = 0 oder b = 0.

Mit anderen Worten : Kérper sind nullteilerfrei.

Beweis. ,«<—=“1Ist z. B. a = 0, so folgt ab = 0 nach Satz 1.

»— " Umgekehrt ergibt sich aus ab = 0, a # 0, sofort
b=1-b=(ata)b=0a"1(ab) =a0=0. O
Satz 1.4 In jedem Kérper gelten die folgenden Regeln :
a(=b) = (—a)b = —(ab), (—a)(=b) =ab.
Beweis. Z. B. erhdlt man unmittelbar aus den Definitionen

ab+a(=b) =a+ (-b) =a0 =0,

also a(—=b) = —(ab). Aus b + (—=b) = 0 folgt ferner —(—b) = b, und damit ergibt sich die letzte
Identitéit aus der ersten:
ab = a(=(=b)) = (—a)(=b) . O
Seien jetzt endlich viele Elemente aq,...,a, € K vorgegeben. Man definiert induktiv

n n—1
E aj = a1+ + ap = E a; + an .
Jj=1 j=1

Also
a1 +as+az3= (a1 +az)+as, ar+as+az+as=((a1+a)+a3)+as etc.

Fiir n > 3 hingt diese Definition nicht von der Beklammerung ab (zum Beweis siehe Satz 4.3 in meinem
Manuskript Analysis I):
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Satz 1.5 Endliche Summen in K konnen beliebig geklammert werden. Das Gleiche gilt fiir endliche
Produkte.

Ist speziell a := a1 = ax =--- = a,, so setzt man

zn:a:a+---+a::na,

n—mal
n
Ha: a-...-a =:a"
——
Jj=1 n—mal

Man beachte aber, daf3 die Abbildung

N — K

n — n-1
im allgemeinen nicht injektiv ist, d. h. es kann durchaus n-1 = 0 in K gelten, ohne dal n = 0 ist.
Tritt diese Pathologie nicht auf wie z. B. fiir die Kérper K = Q, R, C, so nennt man K wvon der
Charakteristik 0, in Zeichen: char K = 0. In diesem Fall ist der Kérper @Q der rationalen Zahlen in
K als Unterkorper enthalten. Im anderen Fall gibt es eine kleinste positive Zahl p € N mit p-1 = 0 in
K, und man schreibt dann char K = p. Der kleinste Kérper mit zwei Elementen hat die Charakteristik

2; allgemeiner gilt
charF, = p.

Es ist iibrigens leicht einzusehen, dafl die Charakteristik eines Korpers nur Null oder eine Primzahl

sein kann. - Wir sollten also stets der folgenden Warnung eingedenk sein:

Warnung. Nicht jede Eigenschaft der uns vertrauten Korper iibertrigt sich auf einen beliebig vorgege-
benen Koérper K, insbesondere dann nicht, wenn charK = p > 0.






2 Vektorraume

Der Begriff des Vektors stammt urspriinglich aus der Physik (als ,gerichtete Grofie®). Als Prototyp
fiir algebraische Operationen bei solchen Vektoren gilt die Addition in Form des ,Parallelogramms der
Krifte“:

L2 I+ X2

3
Figur 2.1
Solche Kriftevektoren konnen nicht nur addiert, sondern auch mit reellen Skalaren multipliziert werden.
In obigem Beispiel haben wir die Modellierung von Vektoren in der Ebene als geordnete Paare (z, y) €
R? mit Addition
(@1, y1) + (22, y2) = (1 + T2, Y1 + 2)

und Sakalaren—Multiplikation
- (l’, y) = (T.’E, Ty) .

Wir verallgemeinern sogleich.

Definition. Sei K ein Korper und V eine nichtleere Menge. V' heifit ein K- Vektorraum bzgl. der
Addition
+:VxV —V, (v1,v2) — v1 + vg,

und der ,,Skalarenmultiplikation“
G KxV — V., (o) — Av,
falls die folgenden Axiome erfiillt sind:
1. (V, +) ist eine abelsche Gruppe, d. h.
a) (v + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3) .

b) V1 + v = vy + vy .

c¢) Es gibt (genau) ein neutrales Element (ebenfalls mit 0 bezeichnet, obwohl es nichts mit der
Null 0 € K zu tun hat) mit

v+0=9v firalleveV.

d) Fiir alle v gibt es (genau) ein w mit v + w = 0. (Man schreibt dann w = —v).

2. Fiir die Skalaren—Multiplikation gelten die folgenden Regeln:

a) A+ v =2Av+ pv.
b) Av+ w) = Av + Aw.
¢) Ap)v = A(uv).

d) 1-v=uw.

Bemerkung. In jedem Vektorraum gelten die folgenden Rechenregeln:
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1. 0-v = 0 fiir alle v € V. (Dabei steht links die Null in K, rechts der Nullvektor in V).
2. A-0 =0 firalle A e K.

©w

A v =0 genau dann, wenn A = 0 oder v = 0.

Beispiele. 1. X sei eine beliebige nichtleere Menge, K sei ein Korper. Man setzt
Abb (X, K) = {f: f Abbildung X — K }
und definiert fiir f, g: X — K, A € K, Abbildungen f + g, A f: X — K durch

(f+9 () :=f(z)+g(x), z€X
und
Af)(@) =A-f(x), z€X.

Dann sind f + g, A f € Abb (X, K), und es ist trivial nachzurechnen, daf§ diese Operationen eine K-
Vektorraumstruktur auf Abb (X, K) ergeben. Das Negative zu f ist z. B. gegeben durch (—f) (z) =

—f(z).

2. Wihle speziell im 1. Beispiel X = {1,...,n}. Jede Abbildung f: X — K ist eindeutig bestimmt
durch ihre Werte f(j) =: z; € K, also durch das n-Tupel (z1,...,2,). M. a. W.:

Abb({1,...,n}, K) = K" := {(z1,...,2,) : 2; €K, j=1,...,n}
mit der auf der rechten Seite induzierten Addition und Skalarenmultiplikation

(mla"'axn) + (y17"'7yn) = (xl + Y1y Tn + yn)a
A1,y xn) = Az, .o A xy,) .
Wir werden stets die Menge K™ mit dieser Vektorraum—Struktur versehen.

3. Fx = {unendliche Folgen (a;)jen = (ao, a1, az,...) mit a; € K} = Abb (N, K).
Addition und Multiplikation lassen sich auf diesem ,Folgenraum* &hnlich (nédmlich ,komponenten-
weise*) wie im Falle K™ einfiihren.

4. Die Menge K[t] C Fk sei definiert durch
K[t] := {(a;)jen : fast alle (d. h. alle bis auf endlich viele) a; = 0} .

Man iiberzeugt sich leicht, dafl die Addition und Skalarenmultiplikation in Fg eine K-
Vektorraumstruktur auf K[¢] induziert. K[¢] heiit der Vektorraum der Polynome mit Koeffizienten
m K.

Bemerkung. Man kann sogar eine verniinftige Multiplikation auf K[¢] erkliren:

K[t] x K[t] — K[t]
((a;), (bk)) — (ce)

wobei ¢, = Z a;by, . Diese macht K[t] zu einer sogenannten K-Algebra. Die Unbestimmte t kann
k=t

nun einfach mit dem Element (0, 1, 0, 0,...) € K[¢] identifiziert werden, da bzgl. dieser Verkniipfung

jede Folge (ag, a1, az,..., an, 0, 0,...) als das Polynom

ap + a1t + ast? +-- + apt”
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interpretiert werden kann.

Einem solchen Polynom P (t) := ag + a1t + agt? +- - -+ a,t™ koénnen wir nun die polynomiale Funktion
K>z +— P(x) := a9 + a1z + asx® + -+ apz” €K

zuordnen (indem wir also die Unbestimmte t durch die Werte © € K ersetzen). Diese Zuordnung
induziert eine Abbildung

K[t] — Abb(K, K),
die aber i. a. nicht injektiv ist. So sind die Polynome P;(t) = 1 und P(t) = t*> + t + 1 (iiber jedem
Korper) per definitionem verschieden, liefern aber z. B. iiber K = Fy = {0, 1} dieselbe polynomiale

Funktion. Diese Problematik besteht z. B. dann nicht, wenn der Kérper K unendlich viele Elemente
besitzt. In diesem Fall kann man K [¢] mit seinem Bild in Abb (K, K) identifizieren.

Das fiir uns in dieser Vorlesung wohl wichtigste Beispiel eines Vektorraums ist der Ldsungsraum
eines homogenen Gleichungssystems:

(*) Z ajgxry =0, j=1,...,m (m Gleichungen in n Unbekannten) .
k=1

L C K" sei die Menge aller Losungen, also aller n—Tupel (z1,...,z,) € K", die (x) erfiillen.

Die wichtigste strukturelle Eigenschaft von L besteht darin, daf3 die Vektorraum—Verkniipfungen auf
K™ mit L in dem folgenden Sinne ,vertréglich® sind: Seien z = (z1,...,2,), ¥ = (Y1,---,Yn)
Losungen, und A € K sei beliebig. Dann gilt fiir alle 7 = 1,...,m:

n

n n
Za,jk(xk+yk): ajk Tk + Zajkyk =04+0=0,
k=1 1 =

k= k=1
Z a;r (Azg) = Z AMajrzp) = A ajr T = A0 =0;
k=1 k=1 k=1

also
rel, yelL, ANeéK =— z+4+yel, Axel.

Diese Bedingung reicht aus, um die Vektorraum—Eigenschaft von L zu deduzieren, wie wir anschliefend
allgemein zeigen werden. Dies wurde auch schon bei den obigen Beispielen implizit verwendet. Wir haben
also die

Folgerung 2.1 Die Lésungen eines homogenen linearen Gleichungssystems (x) bilden einen K-
Vektorraum.

Definition. Sei V ein K—Vektorraum und W C V' eine Teilmenge mit
LW 0,
2. w,weW = w+uw eW,
3. AeK,weW = AweW.

Dann heiit W ein K-Untervektorraum von V .

Bemerkung. (W, +, -) ist dann tatséchlich ein K-Vektorraum an sich (mit demselben Nullvektor 0
wie in V). Also mufl notwendig 0 € W gelten. Man weist i. a. diese Eigenschaft anstelle von 1. nach.

Beweis (der Bemerkung). Nach Voraussetzung bilden die Addition und die Skalarenmultiplikation in V'
die Mengen W x W bzw. Kx W nach W ab. Wegen des 1. und 3. Axioms und Teil 1 der Bemerkungen
im Anschlufl an die Definition eines Vektorraums ist das Nullelement 0 € V' in W enthalten: Wihle
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irgendein Element w € W ; dann folgt 0 = 0-w € W . Also existiert ein neutrales Element bzgl. der
Addition in W . Wegen 3. und der fritheren Bemerkung 4 folgt auch: w e W —= —w = (-1)w e W.

Damit ist (W, +) eine abelsche Gruppe. Die restlichen Vektorraum—Axiome sind trivialerweise erfiillt.
|

Beispiel. Es sei I C R ein Intervall. Man beweist in der Analysis—Vorlesung, daf3 die Teilmengen

Abb(I,R) D> C°I,R) > Diff(I,R) >  C'(I,R)

stetig
stetige differenzierbare differenzierbare
Funktionen Funktionen Funktionen

die obigen Bedingungen erfiillen. Also besitzen diese Raume kanonische Vektorraumstrukturen.

Bemerkung. Sind W; C V' Untervektorrdume, j € J, J eine beliebige Indexmenge, so ist der
Durchschnitt ﬂ W; wieder ein Untervektorraum.

jeJ
Warnung. Dagegen ist die Vereinigung W7 U Wy i. a. kein Untervektorraum (es sei denn, man hat
W1 C Wy oder Wy C Wy ). - Aber es gilt der folgende Satz.

Satz 2.2 V sei ein K-Vektorraum, M C V eine nichtleere Teilmenge. Dann gibt es einen (bzgl.
Inklusion) kleinsten Untervektorraum < M > wvon V , der M enthdlt: M C< M >.

Beweis. Setze 9 = {W : W C V Untervektorraum mit M C W}. Es ist 9 # 0, da V € M.
Definiere dann
<M >:= ﬂ W
wem
< M > ist ein Untervektorraum, der M umfafit, und aus W O M, W Untervektorraum, folgt
<M>cCcW. |

Bemerkung und Definition. Sind W7 und Ws zwei Untervektorrdume von V', so gilt
<WiUWs >=W; + Wy,

wobei

Wi + Wy = {UEV: E"leWl, HwQGWQ, s.d. v = w —l—w2}
Der Untervektorraum W; + Wy heifit die Summe von Wi und Ws.

Beweis der Bemerkung. Aus < W7 UWs >D Wy, Wy folgt, dal mit w; € Wy, wy € Ws auch
wy + we in < Wiy UWsy > liegt. Also umfait < Wy UWs > die rechte Seite Wy + Ws . Offensichtlich
ist Wi + Ws ein Untervektorraum von V', der W; und Wy umfaBit. Also gilt auch die umgekehrte
Inklusion. O

Wir wollen die letzte Bemerkung noch wesentlich verallgemeinern.

Definition. Eine Familie von Vektoren ist eine Abbildung ¢ : I — V (I eine nicht notwendig
endliche Indexmenge). Man schreibt in diesem Fall auch (v,),er, wobei (1) = v, € V. Man
beachte, daf eine Familie nicht gleichgesetzt werden darf mit der Menge {v, : ¢ € I}. Andererseits
kann jede Teilmenge M C V als eine durch M selbst indizierte Familie von Vektoren aufgefafit werden.

Beispiel. Eine Folge ¢ : N — V ist nicht das gleiche wie ihre Bildmenge ¢ (N); betrachte z. B.
(1,2,0,1,2,0,1,2,0,...) als Folge in R.
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Definition. Es sei (v,),er eine Familie von Vektoren in V. Dann heifit der kleinste Untervektorraum
von V. der alle Vektoren v,, ¢ € I, enthilt, der Spann oder das lineare Erzeugnis der Familie; in
Zeichen:

span (v,),er =< {v,: v€l} >

Der Beweis des folgenden Lemmas ist eine leichte Ubungsaufgabe (man kopiere den Beweis fiir die
Identitit < Wy UWy > = Wy + W ). Manchmal wird die angegebene Charakterisierung als Definition
verwendet.

Lemma 2.3 Fir jede Familie (v,),c; gilt :

span (v, ),e;r = {v = Z A.v, + Ig eine (von v abhéngige) endliche Teilmenge von I} .
el

Bemerkung. Aufgrund der obigen Beschreibung ist auch die folgende Bezeichnung iiblich:

span (v,),er = Z Ko, .
el

Die vielleicht wichtigste Definition der Linearen Algebra ist nun die folgende.

Definition. Eine Familie (v,),e; von Vektoren heifit linear unabhdingig, falls fir alle endlichen Teilmen-
gen Iy C I gilt:
D Ahv =0, NeK = A =0 firalle L€ 1p.

vely

(M. a. W.: ,Der Nullvektor 148t sich nur ¢rivial mit Hilfe der (v,),e; darstellen®).

Bemerkung. (vj)j=1,...n seieine endliche Familie. Dann ist (v;)j—1,..» genau dann linear unabhéngig,
falls

Z)\jvj =0 = N =0furallej =1,...,n.
J

Definition. Die Familie (v,),c; heifit linear abhdngig, wenn sie nicht linear unabhéingig ist, d. h. wenn
es eine endliche Teilmenge Iy C I und Koeflizienten \,, ¢ € Iy, die nicht alle gleich Null sind, gibt,

s. d.
Z Av, =0.

vely

Leichte Folgerungen aus diesen Definitionen liegen auf der Hand. So ist natiirlich jede Teilfamilie
einer unabhéngigen Familie wieder unabhiingig, und jede Oberfamilie einer abhéingigen Familie ebenfalls
abhéngig. - Zur Erlduterung werde ich eine weitere Charakterisierung geben.

Satz 2.4 Die Familie (v,),cr ist genau dann linear unabhingig, falls
span (v,).err G span(v,).er  fir alle echten Teilmengen I GI,

und damit genau dann linear abhdngig, wenn es eine Teilmenge gibt, 5. d. span(v,).er =
d damit d li bhéngi ine Teil 'S T gibt d
span (v,),er ).

Beweis. Wir zeigen die dquivalente Aussage in Klammern (natiirlich ist stets span(v,).err C
span (v,),ey fiir I’ C T).
1. Es sei span (v,),er = span (v,),er, I’ G I, und sei 19 € I\I'. Wegen der vorausgesetzten Gleichheit
folgt
v, = Z Av, mit JCI' endlich.
vedJ
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Es sei weiter Iy = J U {t}. Dann ergibt sich
1-v, — Z)\L’UL =0,
ved
d. h. die Familie (v,),cz, ist linear abhéingig und damit auch (v,),ey .
2. Sei umgekehrt (v,),e; linear abhéingig. Dann existiert eine endliche Teilmenge Jy C I, s. d.

Z c,v, =0, mnichtalle ¢, =0.
vedo

Sei ¢,, # 0. Dann folgt v,, = Z bv,, Jb = Jo\ {w} mit b, = —cL_U1 c, .

LeJ)

Sei nun v € span (v,),¢cr, also v = Z a,v, , Iy C I endlich. Wir unterscheiden zwei Fille: Ist ¢ & Iy,

vely
so folgt In C T\ {to}. Ist ¢p € Iy, so ergibt sich
v:aLovLO—i—ZaLUL, I, = In\ {w}
LI
= Ay Z bLUL + Z a,v, = Z v, ,
LEJ) LET) LEK

mit K = I[)UJ) C I\ {w}. Also ist in beiden Fillen
span (v,),e; C span (v,),epr mit I" = T\ {to}. O

Satz 2.5 Die Familie (v,),e; ist genau dann linear unabhdngig, wenn sich jeder Vektor v €
span (v,),er  auf nur eine Weise aus Vektoren in {v, : v € I} linear kombinieren lifst.

Folgerung 2.6 Enthilt die Familie (v,),c; zwei gleiche Vektoren oder den Nullvektor, so ist sie linear
abhdngig.

Beweis von Satz 5. ,,=— “ Aus

folgt (wenn man A, = 0 setzt fiir ¢ € I> \ [y und vice versa fiir p,): >0 c; op, (A — ) v, = 0 und
damit A\, = p, fir alle ¢ € I := I; U I5. Also hat man Eindeutigkeit.

»<=* Wir zeigen stattdessen die ,Transposition“ — = —. Sei also die Familie (v,),c; linear
abhéngig. Nach dem vorhergehenden Satz existiert dann mindestens ein v mit verschiedenen Darstel-
lungen. O

Wir haben also gesehen, dafi linear unabhingige Familien (v,),e; ihren Spann span(v,),c; auf
minimale Weise erzeugen, und dies fiihrt dazu, daf sich jeder Vektor im Erzeugnis nur auf eine Weise
als Linearkombination der Erzeuger darstellen 14t. Dies ist die Eigenschaft, die wir von sogenannten
Basen erwarten.

Definition. i) Die Familie (v,),er, v, € V', heifit ein Erzeugendensystem von V , falls V' = span (v,),cr ,

d. h. mit anderen Worten, wenn es zu jedem Vektor v € V eine endliche Teilmenge Iy C I und
Koeffizienten A\, € K, ¢ € Iy, gibt, s. d.

il) (v,).er heifit eine Basis von V, falls (v,),er ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V ist.
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Beispiele. 1. Fiir K™ hat man die Standardbasis bestehend aus den FEinheitsvektoren
ej = (6i5)i=1,...n, 0i; das Kroneckersymbol ,
also ausgeschrieben

er = (1,0,0,...,0), es = (0,1,0,...,0), ..., en = (0,0,...,1).

2. K[t] sei der Vektorraum der Polynome iiber K. Dieser hat offensichtlich die abzéihlbar unendliche
Basis t =1, ¢, ¢2,... .

3. Der triviale Vektorraum {0} bekommt die Basis () zugesprochen!

Die folgende Charakterisierung ist mehr oder minder nur eine Zusammenfassung der bisherigen Er-
gebnisse. Wegen ihrer entscheidenden Bedeutung fiir alles Folgende werden wir die einzelnen Argumente,
wenn notig, noch einmal wiederholen.

Satz 2.7 Es sei V # {0} ein K-Vektorraum und (v,),er eine Familie von Vektoren v, € V. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent :

i) (v,).er ist eine Basis von V

ii) (v,),er ist ein unverkiirzbares Erzeugendensystem von V' (d. h. ein Erzeugendensystem, s. d.
(v.).err den Vektorraum V' nicht mehr erzeugt, wenn I' G 1) ;

iii) (v,).er ist eine unverlingerbare Familie von linear unabhéngigen Vektoren in V' (d. h. jede andere
Familie (v,).ep mat 1 S I' ist linear abhingig) ;

iv) Jeder Vektor v € V' schreibt sich eindeutig als Linearkombination der Vektoren v,, v € I.
Beweis durch ,Rundlauf*:
) = i)
i) I
iv) <« iii)
i) = ii) ist gerade die Aussage von Satz 4.

ii) = iii). Wieder wegen Satz 4 liefert die Unverkiirzbarkeit, dafl das Erzeugendensystem (v,),c; eine
linear unabhiingige Familie ist. Diese 18t sich nicht verlingern: Wére némlich (v,),cy, I ;% J , eine un-
abhéngige Oberfamilie, so wiirde wieder mit Satz 4 der Widerspruch V' = span (v,).e; & span(v;)jes C
V' folgen.

iii) = iv). Nur zu zeigen ist, daf (v,),e; ein Erzeugendensystem von V bildet (denn die Eindeutig-
keitsaussage folgt aus Satz 5). Angenommen, dies wire nicht der Fall. Dann giibe es einen Vektor v,
der sich nicht darstellen lét als Linearkombination der v, . Dann folgt aber aus einer Gleichung

Av+ Mo, +-F Mo, =0, 1,0 €T,

sofort A = 0 (denn sonst liefle sich v doch darstellen) und wegen der Unabhiingigkeit der v, auch
A1 =---= A, = 0. Also kénnte man das gegebene System durch Hinzunahme von v doch zu einem
linear unabhéngigen System vergrofiern.

vi) = i). Die (v,),es erzeugen nach Voraussetzung den Vektorraum V und sind linear unabhiingig,
da insbesondere der Nullvektor 0 nur auf eine Weise, ndmlich trivial, dargestellt werden kann. (|

Wir wollen uns noch mit der Frage beschéftigen, ob jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Diese
Frage ist absolut nicht trivial und fithrt zu tiefliegenden Problemen der Mengentheorie. Man kann sich
dies klar machen an dem Beispiel der reellen Zahlen, aufgefafit als Vektorraum iiber dem Unterkérper
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Q: Da die Menge der rationalen Zahlen abzdhlbar ist, die Menge der reellen Zahlen jedoch nicht,
schliefft man unmittelbar, dafl eine Basis in diesem Fall notwendig tberabzihlbar sein mufl! In der Tat
existieren stets Basen (die man HAMELsche Basen nennt); der Nachweis ihrer Existenz bendtigt aber
nichtkonstruktive Methoden der Mengentheorie wie das sogenannte ZORNsche Lemma, das mit dem
Auswahlaziom Aquivalent ist. Das Hauptergebnis in diesem Zusammenhang ist der folgende

Satz 2.8 (Basisauswahlsatz) Aus jedem Erzeugendensystem eines Vektorraums lifst sich eine Basis
auswdhlen.

Da jeder Vektorraum selbstverstindlich Erzeugendensysteme besitzt (z. B. sich selbst als indizierte
Menge), so folgt hieraus unmittelbar

Satz 2.9 Jeder K-Vektorraum besitzt eine Basis (v,).er -

Man kann sogar zeigen, daB je zwei Basen (v,),cr, (wy)sex gleiche Kardinalitét besitzen, d. h.
gleichméchtig sind: Es gibt eine Bijektion I — K . Hierzu benétigt man das Bernsteinsche Lemma:

card M <card N und card N <cardM =— cardM = card N
und den sogenannten

Satz 2.10 (Basisergiinzungssatz) Jede linear unabhingige Familie lifst sich durch Hinzunahme von
Vektoren aus einem beliebig vorgegebenen Erzeugendensystem zu einer Basis erginzen.

Dieser Satz ist iibrigens nicht stérker als der Auswahlsatz, wie wir spéter mit Hilfe der Theorie
linearer Abbildungen zeigen werden.

Um den mengentheoretischen Schwierigkeiten aus dem Weg zu gehen, beschrinken wir uns in
Bezug auf den Auswahlsatz auf den ,endlich-dimensionalen“ Fall. Im oco—dimensionalen sind ohnehin
andere (topologische, analytische) Methoden interessanter, bei denen endliche Linearkombinationen
durch konvergente Reihen ersetzt werden miissen (Banachrdume, Hilbertraume, etc.).

Definition. Ein K-Vektorraum heifit endlich erzeugt, wenn V = span(v,),e; mit einer endlichen
Indexmenge I.

Satz 2.11 (Basisauswahlsatz, endlich erzeugter Fall) Ist V ein endlich erzeugter K-Vektor-
raum, so lift sich aus jedem (nicht notwendig endlichen) Erzeugendensystem von V eine endliche
Basis auswdihlen. Insbesondere sind alle Basen endlich.

Beweis . Es sei vq,...,v, ein endliches Erzeugendensystem. Ist dieses nicht verkiirzbar, so handelt es
sich schon um eine Basis. Im anderen Fall lasse man iiberfliissige Elemente weg und gelangt dadurch
nach endlich vielen Schritten zu einer endlichen Basis.

Ist ferner (wy)xex ein beliebiges Erzeugendensystem (z. B. eine Basis), so reicht zu zeigen, daf} dieses
zu einem endlichen Erzeugendensystem verkiirzt werden kann. Dazu schreiben wir mit dem endlichen
System v1,...,Um:
v = Z /\,(,cj)wn, i=1...,m,
KEK

wobei die K; endliche Teilmengen von K sind. Da die v; den Vektorraum V' erzeugen, ist klar, da
er auch von den endlich vielen Vektoren w, , x € U;n:l K; , erzeugt wird. ]

Warnung. Dieses Argument liefert keinen Beweis fiir die Existenz einer Basis, wenn V' mnicht endlich
erzeugt ist.

Wir kommen auf den Basiserginzungssatz und den Beweis der Gleichméchtigkeit aller Basen im
endlich erzeugten Fall spéater zuriick. Im nicht endlich erzeugten Fall werden wir an unbewiesenen
Aussagen nur die Existenz von Basen benutzen.
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Wir betrachten zunéichst noch einmal lineare Gleichungssysteme in voller Allgemeinheit:

n
(*) Zajkxk:bj, j:l,...,m.
k=1
Ubereinander ausgeschrieben lautet ein solches System
anry  +  aire + 0+ ar, = b
(%)
Am1T1 + Am2T2 + o+ QT = by

Gegeben sind uns also die Elemente a;, € K, 7 = 1,...,m, k =1,...,n,und b; €K, j =1,...,m,
die wir aufgrund ihrer Herkunft von dem obigen System in der Form

aip - Qin by

Gm1  *° OGmn b,

zusammenfassen. Wir nennen ein Schema A von dem obigen Typ eine Matriz, und zwar genauer
eine Matriz mit m Zeilen und n Spalten (oder kurz: eine m x n—Matriz) mit Eintrigen aji in dem
Grundkorper K. Wir verwenden auch abgekiirzte Symbole wie

A= (ajk)]";ll ,,,,, 7:; oder A = (aj;c)jzl,m’m’kzlw,’n

oder sogar A = (aj), wenn aus dem Kontext heraus klar ist, welche Zahlen der Zeilenindex j und
welche der Spaltenindez k durchlduft. Formal ist A aufzufassen als eine Abbildung {1,...,m} x
{1,...,n} — K, deren Werte A ((j, k)) man halt als a;; schreibt (besser und bei konkreten Indizes
zur Vermeidung von MiBversténdnissen angebracht ist a;x, vgl. z. B. ai2.3, a123 und aq23) und in
der obigen Matrixform anordnet. In dieser Interpretation wird die Menge der m x n—Matrizen, die wir
im folgenden stets mit M (m x n, K) bezeichnen werden:

a1 o Qln
M(mxn,K) = :oajp €K
Gm1  ** Gmn

zu einem K—Vektorraum, in dem die Vektorraumoperationen fiir

komponentenweise durch
A+ A" = (ajr + ajy), AA = (Naj)
definiert sind.

Die rechte Seite b ist in diesem Sinne eine m x 1-Matrix; wir nennen b auch einen Spaltenvektor;
bei der Interpretation von Abb ({1,...,n}, K) als Menge K" der Zeilenvektoren mit Werten in K hat
uns natiirlich nur die Bequemlichkeit der Schreibweise geleitet. Es kann uns niemand daran hindern,
den Vektorraum K" auch als Raum der Spaltenvektoren aufzufassen, was wir im folgenden stets tun
werden, sofern nicht ausdriicklich das Gegenteil gesagt wird. Schreibt man nun entsprechend auch noch
fiir den Vektor der Unbekannten formal einen Spaltenvektor

1

Tn
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und definiert das Produkt Az durch

a1l - Qin T a1y + -+ aipnTy

Am1 ot Gmn T Am1Z1 + 0+ Gmn Tn

so wird (x) einfach zu der Gleichung
Az =b.

(DaB die obige Definition der Matrizenmultiplikation geradezu zwangsliufig ist, werden wir spéter noch
in diesem Kapitel beweisen).

Die letztgenannte Schreibweise von linearen Gleichungssystemen macht den Abbildungscharakter der
Aufgabenstellung wesentlich deutlicher: Bei gegebener Matrix A in M (m x n, K) wird durch

K'"s z+— Az € K™
eine Abbildung von K™ nach K™ definiert, die wir stets mit
Fy: K" — K™

bezeichnen. Der Lisungsraum L von (x) ist dann schlicht die Gesamtheit aller z € K™ mit Fy(z) =
b; oder mengentheoretisch ausgedriickt:

Lay = Fi;'(b).

Wenn das Gleichungssystem (%) homogen ist, d. h. wenn b = 0, so haben wir im vorigen Kapitel
schon bemerkt, dafl der Losungsraum L4 := Lao C K" einen Untervektorraum bildet. Der Grund
hierfiir besteht in der Linearitit der Abbildung F:

Fa(z + 2') = Fa(z) + Fa(2') fir alle z, 2’ € K",
Fa(Az) = NF4 (x) firalle zeK", AeK.

Diese Eigenschaft erheben wir nun zu einer allgemeinen Definition:

Definition. Eine Abbildung F : V — W zwischen K—Vektorrdumen V, W heifit (K-)linear, wenn
F(v+1v)=F(Qw) + F(@) fir alle v, v eV,
F(Av) = AF(v) firalle veV, AeK.
Beispiele. 1. I C R sei ein Intervall, zy € I ein fest gewdhlter Punkt. Dann ist die Abbildung
Abb(I,R) — R
{ f — f(w0)

linear.

2. Wie oben sei I C R ein Intervall, z( sei fest in I, und Diff (I, R) sei der Vektorraum der differen-
zierbaren Funktionen auf I. Dann sind die Abbildungen

{ Diff (I, R) — Abb (I, R) 1 { Diff (I, R) — R
foo— ' I )

linear.
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3. Die Abbildung
lim : Konv (N, R) — R

ist linear, wobei Konv (N, R) den Vektorraum der konvergenten Folgen (z;)jeny in R bezeichnet:

Konv (N, R) 3 (g, 1,...) = lim z; € R.

J—00

4. Es bezeichne Int (I, R) den Vektorraum der (Riemann— oder Lebesgue—) integrierbaren Funktionen
auf dem Intervall I C R. Dann ist die Abbildung

Int (I, R) —>

R
— d
/ | @
linear.

Da8 lineare Abbildungen automatisch weitere charakteristische Eigenschaften der betroffenen Vek-
torrdume respektieren, diirfte nicht weiter verwundern. Es gilt zum Beispiel:

Lemma 3.1 Es sei F': V. — W eine lineare Abbildung. Dann gelten die folgenden Aussagen.
1. F(0) =0.
2. F(—v) = =F(v) .
3. Ist V' ein Untervektorraum von V , dann ist F (V') C W ein Untervektorraum von W .

4. Ist W' ein Untervektorraum von W, so ist auch F~Y(W') C V ein Untervektorraum von V .

Beweis. 1. F(0) = F(0-0) =0-F(0) = 0.

2. Flv) + F(-v) = F(v + (—v)) = F(0) = 0.

3.uw, we F(V) = w = F), v = F@'), v, v eV = ¢ + " € V' und
w +w = F@)+ F@") =F(@ +v") e F(V'). Entsprechend ist Aw’ € F(V'), 0€ F(V’).

4. beweist man genauso wie 3. ]

Folgerung und Definition. a) Wahlt man speziell W/ = {0} als Untervektorraum von W, so folgt mit
4. aus dem obigen Lemma, daf} die Menge

ker F := F71(0) = {veV: F(v) = 0}

ein Untervektorraum von V ist. Man nennt ihn den Kern von F'.

b) Wihlt man in 3. den Untervektorraum V' = V', so nennt man den Untervektorraum
imF :=F(V)={weW: esgibtein v eV mit F(v) = w}
das Bild von F'.

Bemerkung. Ist insbesondere F4 die lineare Abbildung K" — K" zur Matrix A, so ist ker Fu
gerade der Losungsraum L4 des homogenen Systems Ax = 0.

Die Begriffe Kern und Bild von linearen Abbildungen sind mit Injektivitdt und Surjektivitédt durch
die beiden folgenden Sétze verbunden.
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Satz 3.2 F: V — W sei linear. Dann sind dquivalent :
i) F ist injektiv.
ii) ker FF = {0}.

iii) Ist (v,),er eine beliebige linear unabhdngige Familie in V , so ist auch die Familie (F (v,)).er
linear unabhdngig in W .

iv) Ist (v1,...,v.) eine beliebige endliche linear unabhingige Familie in V , so ist auch die Familie
(F (v1),...,F (vy)) linear unabhingig in W .
Beweis. 1) = ii). Aus F (v) = 0 = F (0) und der Injektivitit von F folgt v = 0.
i) = iii). Die Relation

0= MNF()=F( Muv), IycI endlch,
velp vely

impliziert > A, v, € ker F = {0}, also A\, = 0 fiir alle ¢ € Ij.
iii) = iv) ist trivial.
iv)=1). F(v1) = F(vg) = F(v) = 0, wobei v = vy — v1. Also ist (F (v)) eine linear abhingige

Familie in W, sodafl nach Voraussetzung auch das System (v) linear abhiingig in V' sein muf, was
aber nichts anderes als v — v1 = v = 0, d. h. v1 = vy bedeutet. O

Man beachte, dafl die Umkehrung von iii) und iv) wegen Lemma 1 fiir beliebige lineare Abbildungen
richtig ist. Man kann daher in beiden Aussagen die Implikation durch eine Aquivalenz ersetzen.

Satz 3.3 F: V — W sei linear. Dann sind dquivalent :

i) F st surjektiv.

)
i) im F = W.
ili) Fir jedes Erzeugendensystem (v,),er von V ist (F(v,)).er ein Erzeugendensystem von W .
)

iv) Es existiert ein Erzeugendensystem (v,),e; von V , s. d. (F(v,)).er ein Erzeugendensystem von
W ist.

Beweis. 1) <= ii) und iii) == iv) sind trivial aufgrund der Definition bzw. der Tatsache, daf jeder
Vektorraum Erzeugendensysteme besitzt.

ii) = iii). Essel w € W = im F, also w = F(v) und v = }_ ., A, v,. Dann folgt

w = F(v) :F(Z A = Z/\LF(UL).

vely vely
iv) = ii) Fiir beliebiges w € W gibt es eine Darstellung

w=>Y MNF(v,)=F()_ A\v)€imF. O

€Iy L€y

Insbesondere ergibt sich aus dem vorstehenden Satz:

Folgerung 3.4 Ist V endlich erzeugt, so auch das Bild im F wunter einer linearen Abbildung F :
V-W.
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Dal auch Kerne in diesem Fall oder ganz allgemein Untervektorrdume von endlich erzeugten
Vektorrdumen wieder endlich erzeugt sind, werden wir im néchsten Kapitel beweisen, auch wenn dies
an dieser Stelle schon ohne Schwierigkeiten moglich wire.

Definition. Lineare Abbildungen werden auch als Homomorphismen (genauer als Vektorraum—
Homomorphismen) bezeichnet. Fiir injektive Homomorphismen ist der Begriff Monomorphismus, fiir
surjektive der Begriff Epimorphismus gebrauchlich. Schliellich spricht man von einem Isomorphismus,
falls die gegebene lineare Abbildung bijektiv ist. Man nennt zwei Vektorrdume isomorph, wenn es einen
Isomorphismus F: V — W gibt.

In diesem Zusammenhang ist der folgende Satz von Bedeutung. Er beinhaltet insbesondere, dafl
Isomorphie nicht von der Reihenfolge der Vektorrdume V', W abhéngig ist.

Satz 3.5 F : V — W sei linear und bijektiv, also ein Isomorphismus. Dann ist auch die Umkehrab-
bildung F~1 linear (und bijektiv).

Bemerkung. Erst diese Aussage rechtfertigt den Begriff des Isomorphismus, der stets beinhaltet, dafl
mit einer bijektiven Abbildung auch ihr Inverses die gleichen strukturellen Merkmale aufweist.

Beweis. a) wy = F(v1), wy = F(v3) = F(v1 +v2) = w1 + wy = F 1wy +wy) = v1 + vy =
Fﬁl(’wl) + Fﬁl(wg).

b) w=F@w) = FQAv) = AF(v) = Aw = F1Qw) = v = AF 1(w). O
Selbstverstindlich haben die Sdtze 2 und 3 auch ein Analogon fiir den bijektiven Fall.

Satz 3.6 F: V — W sei linear. Dann sind dquivalent :
i) F st ein Isomorphismus.
ii) Fir jede Basis (v,),er von V ist (F(v,)).er eine Basis von W .
iii) Es existiert eine Basis (v,),er von V, s. d. (F(v,)),er eine Basis von W bildet.

Beweis. i) = ii) folgt unmittelbar aus den Sétzen 2 und 3; ii) = iii) ist trivial (vorausgesetzt, wir
hitten allgemein die Existenz von Basen in V' bewiesen). Bei iii) = i) ist ebenfalls nach Satz 3 die

Surjektivitdt von F klar. Ist schlielich v =}~ 1, MU, € ker F', so impliziert

S AF(w)=F()_ Av)=F@) =0

L€y vely

sofort A, = 0 firalle t€ Ip,d. h. v = 0. |

Wichtig ist noch der folgende Satz, dessen Beweis wir erst spéter durchfithren kénnen, da uns der
Dimensionsbegriff noch fehlt.

Satz 3.7 Es seien V. und W endlich erzeugte K—Vektorrdume der gleichen Dimension, und F : V —
W sei ein Homomorphismus. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent :

i) F st injektiv, also ein Monomorphismus.
i) F ist surjektiv, also ein Epimorphismus.

iii) F ist bijektiv, also ein Isomorphismus.



18 3 Lineare Abbildungen

Definition. Die Menge aller Homomorphismen F': V — W bezeichnet man oft mit dem Symbol
Homg (V, W) oder Hom (V, W) .
Ist V = W, so setzt man auch
Endg (V) = Homg(V, V)

und 148t auch hier gegebenenfalls den Index K weg, wenn aus dem Zusammenhang der Grundkorper
eindeutig hervorgeht. Man nennt die linearen Selbstabbildungen F': V — V auch Endomorphismen.
SchlieBlich bezeichnet man die bijektiven Endomorphismen auch als Automorphismen (oder auch weiter
als Isomorphismen) und verwendet fiir ihre Gesamtheit das Symbol

AutK(V) .

Es ist klar, dafl man je zwei Homomorphismen F';, G : V — W addieren und F mit Skalaren
A € K multiplizieren kann. Eine leichte Uberlegung zeigt einem dann die Richtigkeit der folgenden
Aussage:

Satz 3.8 Die Mengen
Homg (V, W) und Endg(V)

tragen kanonische K—Vektorraumstrukturen.

Haben wir noch einen weiteren K—Vektorraum U , so kénnen wir jeden Homomorphismus F': V —
W mit Homomorphismen G : U — V verkniipfen und erhalten neue Abbildungen

FoG:U—W,

die unmittelbar als linear erkannt werden konnen. Wir diirfen diesen Prozefl des Verkniipfens selbst
wieder als eine kanonische Abbildung auffassen

Homg (V, W) x Homg (U, V) — Homg (U, W)
(F , @) —  FolQ |
wobei die ungliickliche Reihenfolge der Homomorphismenrdume in dem Produkt der linken Seite
der historisch gewachsenen Schreibweise fiir die Komposition von Abbildungen entspringt, die leider

oft nachteilig ist. Klar ist, dal mit F und G auch F o G ein Isomorphismus ist. Dies impliziert
insbesondere, dafl Isomorphie eine Aquivalenzrelation induziert (siche Kapitel 5).

Wir wollen uns noch mit der Frage beschéftigen, wodurch lineare Abbildungen bestimmt sind.
Grundlegend hierfiir ist

Satz 3.9 Es sei (v,),e; eine Basis von V , und (W0,),cr sei eine beliebige (gleichindizierte) Familie in
W . Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

F:V—W mit F(v,)=w, firadle t€1I.

Beweis. Es kann nur hochstens ein solches F' € Hom (V, W) geben. Dennaus V3 v = ),
eine endliche Teilmenge von I, folgt automatisch

F)=FO Av)=> MNF(v) =Y \i,.

L€l el vely

el )\L vL7 IO

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von v wird durch diese Gleichung aber auch in eindeutiger
Weise eine Abbildung von V nach W erklirt, von der leicht die Linearitdt nachzuweisen ist. (I

Als erste Anwendung dieses Satzes zeigen wir
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Satz 3.10 FEs gibt eine kanonische Vektorraum—Isomorphie
M (m x n, K) — Homg (K", K™) .
Beweis. Wir haben schon jeder Matrix A = (a;,) € M (m x n, K) die lineare Abbildung F4 : K* —
K™ mit
Falz) = A-x

zugeordnet. Diese Zuordnung liefert eine Abbildung der gesuchten Art, die zudem leicht als K-linear
zu erkennen ist, da offensichtlich (A + B)z = Az + Bz und (AA)z = AN(Ax) gilt. Ist (e1,...,en,)

die Standardbasis von K™, (f1,..., fm) die von K™ so berechnet man sofort
a1k
m
Faler) = A-ep = : =Y apfi, k=1..n,
j=1
Qmk !

d. h. der k—te Spaltenvektor von A ist gerade das Bild des k—ten Einheitsvektors unter F' in K™ . Ist
nun umgekehrt F' € Homg (K™, K™) gegeben, so kann man F' die Matrix A = (a;;) mit

F(ex) = Z arfi, k=1,...,n,
j=1
zuordnen. Man sieht unmittelbar, dafl ' = F4 und daf die einer Abbildung F4 zugeordnete Matrix
wieder A ist, d. h. daf die hierdurch gegebene (lineare) Abbildung
Homg (K", K™) — M (m x n, K)

zu der obigen Abbildung invers ist. O

Bemerkung. Aufgrund dieses Satzes werden wir i. f. die Matrix A stets mit dem Homomorphismus
Fy: K* — K™ identifizieren, also z. B. einfach A : K™ — K™ schreiben.

Als zweite Anwendung notieren wir:

Satz 3.11 Das System (vi,...,v,) ist genau dann eine Basis von V , wenn es einen Isomorphismus
®: K" =V mit Pleg) = v, k = 1,...,n, gibt, wobei (ey,...,e,) die Standardbasis von K"
bezeichnet.

Beweis. Eine Richtung ist nach Satz 6 klar. Sei umgekehrt (v1,...,v,) eine Basis von V. Dann gibt
es nach Satz 9 einen Homomorphismus @ : K® — V mit ® (e;) = vy, der wiederum nach Satz 6 ein
Isomorphismus ist. O

Bemerkung. Unter dem Isomorphismus ® : K® — V' geht der Spaltenvektor

A1
: e K*
An
n
gerade in den Vektor v = Z A v iiber. Wir nennen ihn den Koordinatenvektor (oder die
Koordinaten) von v relativ zukgelr Basis B = (vi,...,v,). Wir werden i. f. genauer ®p statt @

schreiben, wenn dies notwendig erscheint.

Wenn man beide Anwendungen kombiniert, so erhiilt man eine zu dem ersten Satz analoge Aussage
fiir endlich erzeugte Vektorrdume V, W nach Wahl fester Basen. Zuvor formulieren wir ein einfaches
Lemma, dessen Beweis wir dem Leser iiberlassen.
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Lemma 3.12 Es scien ®: V' —V U : W — W Isomorphismen. Dann wird durch
Hom (V/, W) 3 F' +— W o F' 0o ®~! € Hom (V, W)

etn Isomorphismus
Hom (V', W') — Hom (V, W)

induziert.

Bemerkung. Man mache sich klar, dafl die Situation des Lemmas sich augenfillig in der Kommutativitdt

des Diagramms
F/

Vv’ w’

d v

V\IJOF’O<I>_1W

ausdriickt. (Allgemein heifit ein Diagramm von Vektorrdumen und Homomorphismen zwischen diesen
kommutativ, wenn fiir je zwei Vektorrdume in diesem Diagramm alle sie verbindenden Kompositionen
von Homomorphismen — unabhéngig von den gewiihlten Wegen — gleich sind).

Es seien nun V und W endlich erzeugte K—Vektorrdume mit Basen B = (v1,...,v,) von V und
C = (wy,...,wy) fir W. Wir wenden dann das obige Lemma auf die Isomorphismen

O =¢5: V' =K' —V und ¥ =20:: W =K" — W
an und erhalten eine Komposition von Isomorphismen
M (m x n, K) — Homg (K", K™) — Homg(V, W),
also wieder einen Isomorphismus, den wir mit Lg bezeichnen. Man beachte, daf3 der Isomorphismus
M (m x n, K) — Homg (K", K™)

hiernach mit Lﬁ, zu bezeichnen ist, wenn K bzw. K’ die kanonischen Basen von K" bzw. K™
bezeichnen. — Wir haben insgesamt gezeigt:

Satz 3.13 Zu vorgegebenen (endlichen) Basen B = (v1,...,v,) von V und C = (wy,...,wy) von
W gibt es eine Isomorphie
LE: M (m xn, K) — Homg(V, W) .

Hierdurch wird einer Matriz A = (ajr);x € M (m x n, K) gerade die durch
m
F(v) = Z ajrw;, k=1,...,n,
j=1

bestimmte lineare Abbildung F : V — W zugeordnet.

Bemerkung und Definition. Die Umkehrabbildung wird durch die gleichen Bedingungsgleichungen be-
stimmt. Wir bezeichnen sie stets mit

MEF : Homg(V, W) — M (m x n, K) .

Ist nun ein weiterer Vektorraum U mit Basis A = (uq,...,u,) gegeben, so haben wir ein Diagramm
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M(m xn,K)x M(n xp, K) — — — M(m x p, K)

~J (a2

HOIDK(U, W)

Homg (V, W) x Homg (U, V)
wobei die untere Zeile durch (F, G) — FoG gegeben wird. Entspricht dem Paar (F, G) in der oberen

Zeile ein Paar von Matrizen (A, B), so definiert dieses Diagramm ein kanonisches Produkt

M(mxn, K)yx M(nxp, K) — M(mxp, K)
(AaB) — A-B ’

wobei C = A- B die F oG zugeordnete Matrix bezeichnet. Wir miissen

noch ausrechnen. Nach Definition ist

F(vk):Zajkwj7 kzl,...,n,
j=1

G(w):mevk, g:l,...,p,
k=1

FoG(uw)=F (kzz:lbldvk) = ; bre F' (vg) = ; bkz;ajkwj

n

:Z(Zajkbkl>wj7 €:1,...,p,

j=1 k=1

also
n

(*) CjézzajkbM, i=1L....m, £=1,...,p.
k=1

Satz 3.14 Unter den obigen Voraussetzungen gilt die Kompositionsregel
Mg (FoG) = ME (F)- Mg (G)

wobei auf der rechten Seite das Matrizenprodukt gemdff der Formel () zu bilden ist.

Bemerkung. Nach Satz 11 ist jeder endlich erzeugte K—Vektorraum zu einem der Standardridume K™
isomorph. (Im n#chsten Kapitel werden wir sehen, dafi die Zahl n eindeutig bestimmt ist; m. a. W.:
K™ und K™ sind nur dann isomorph, wenn m = n ). Die endlich erzeugten Vektorrdume werden somit
bis auf Isomorphie durch die natirlichen Zahlen klassifiziert. Dennoch reicht es nicht, nur die Rdume
K™ mit ihren Standardbasen zu untersuchen, da damit schon Unterrdume wie z. B. Losungsrdume von
homogenen Gleichungssystemen nicht addquat zu behandeln wéren.

Zum Schluf} dieses Kapitels wollen wir noch kurz die Frage streifen, was anstelle von K™ in Satz
11 im unendlich dimensionalen Fall zu treten hat. Es ist naheliegend, den Raum aller Abbildungen
K’ := Abb (I, K) zu betrachten, wenn I die Méchtigkeit einer Basis (v,),er von V bezeichnet. Ist T
jedoch nicht endlich, so ist dieser Vektorraum viel zu grof (dies mache man sich am Beispiel V = K[z]
klar!). Man hat aber auf jeden Fall einen Monomorphismus

{VHKI

vOoE— Q.
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wobei «, : I — K die durch

a,(t) =X, v= Z AU,
L

definierte Abbildung ist. Das Bild von V' 148t sich leicht bestimmen. Da nur endliche Linearkombina-
tionen erlaubt sind, ergibt sich sofort

Satz 3.15 Es sei V' ein K-Vektorraum mit Basis (v,),er . Dann ist V' isomorph zu dem K-Vektor-
raum

KU = {a e Kl : a() = 0 fiir fast alle 1 € T} .
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V' sei ein fester Vektorraum, U, U’ seien Untervektorriume von V , und es gelte V = U + U’, d. h.
fiir alle v existiere eine Zerlegung v = v + v’ mit v € U, v € U’. Es gibt ein einfaches Kriterium
dafiir, daf} diese Zerlegung fiir alle v € V' eindeutig ist.

Satz 4.1 Aquivalent sind (fir V. =U + U’ ) :
i) Die Darstellung v = u + u', w e U, v’ € U’ ist eindeutig fiir alle veV
i) UnU’ = {0} .

Definition. Man nennt unter der Voraussetzung des vorigen Satzes die Summe V = U + U’ direkt
und schreibt

V=UaU.
Beweis von Satz 1. 1) = ii). Sei w € UNU’. Die Eindeutigkeit der Zerlegung v = 0 + v = v + 0
impliziert dann v = 0.
i) =i v=u+dv=uw+uv, =uv—-—uw =u] - eUnNU ={0} = u =u, v, =u.0

Bemerkung. Am Ende dieses Kapitels werden wir beweisen: Ist V' endlich dimensional, V. = U + U’
so gilt V. =Ua®U genau dann, wenn dim V = dim U + dim U’.

Wir geben noch eine weitere wichtige

Definition. Es sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Ein Untervektorraum
U’ CV heift ein direkter Summand oder ein direktes Komplement von U (in V'), wenn

V=UaU.

Bemerkung. Solche direkten Summanden existieren immer, wie wir gleich mit Hilfe des Basisergdnzungs-
satzes zeigen werden, obwohl diese Aussage viel leichter auch aus dem Rangsatz fiir Homomorphismen
deduziert werden kann und wird.

Satz 4.2 Jeder Untervektorraum U in V besitzt ein Komplement.

Beweis. Sei (u,),er eine Basis von U . Der Basisergénzungssatz liefert dann die Existenz eines Systems
(w)erys.d. (u,)eq, J = IUI', eine Basis von V' darstellt. Es sei dann U’ erzeugt von u,, ¢ € I'.
Damit ergibt sich sofort

V=UsU. ]

Man beachte, dafl dieses Argument nicht einmal fiir endlich dimensionales V' ohne den allgemeinen
Basissatz auskommt, da wir noch nicht wissen, dafl mit V' auch U endlich erzeugt ist. Wir geben
daher noch einen weiteren direkten Beweis von Satz 2 in diesem Spezialfall: Es sei B = (v1,...,v,)
eine endliche Basis von V. Dann schreibt sich jedes Element v € V' in der Form

(%) v=u+ Y N, NEK, uel,

J=1

(man braucht nur v = 0 zu setzen). Wir nehmen solange Vektoren aus B fort, bis (x) gerade noch
entsprechend erfiillt ist. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dafl das verbleibende System aus
den r ersten Vektoren wvq,...,v, besteht. Ist hierbei » = 0, so ist U = V und nichts weiter zu
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zeigen. Im anderen Fall sei U’ = span(vj);=1,. ,, so dal nach Konstruktion V' = U + U’ gilt. Ist

nun ug € UNU’, also

.....

r
UOZZ/J,]"UJ‘ S []7

j=1
so kann kein 4; ungleich Null sein. Denn ist z. B. p,. # 0, so ergibt sich fiir jedes v € V' eine Darstellung

r—1

v=(u+ Ay tuo) + Y (N = Mg ) v
j=1

im Gegensatz zur Minimalitéit von r. Somit ist notwendig wg = 0 und daher U’ ein Komplement zu
U. O

Direkte Summanden sind nicht eindeutig bestimmt, aber (jedenfalls nach der folgenden Zeichnung)
offensichtlich isomorph!

Figur 4.1

Diese Idee kann man ohne weiteres prézisieren.

Satz 4.3 Direkte Summanden zu festem Untervektorraum U C V' sind isomorph. D. h. :
V=UsU =UaU" = U =U".

Die Isomorphie entsteht durch Projektion entlang des Unterraumes U .

Beweis. Der Beweis ist denkbar einfach (man mache sich die Situation an der obigen Zeichnung klar):
Ist ' € U' C V, so gibt es eine eindeutige Zerlegung

W =u+u, ueU,u" cU".
Wir setzen 7 (u’) = v” und erhalten so eine Abbildung
.U — U,

die wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung v = u + u” linear ist (z. B. ist Au/ = Au + Au” die
eindeutige Zerlegung von Av' und damit 7 (Au') = Au” = A7 (v')). Vertauscht man die Rollen von
U’ und U”, so folgt sofort die Existenz einer (linearen) Umkehrabbildung von 7. O
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Wir wenden diese Uberlegungen nun zunichst auf endlich erzeugte Vektorrdume an. Um frithere
Bemerkungen zu konkretisieren, sagen wir, daf3 der Vektorraum V von der Dimension [ ist, wenn jede
Basis (v,),es von V die Kardinalitit der Menge I besitzt, d. h. wenn es stets eine Bijektion .J =51
gibt. Tatséchlich besitzen in diesem Sinne, wie wir frither schon behauptet haben, alle Vektorrdume
eine Dimension.

Wir wollen uns, wie oben schon gesagt, auf endlich erzeugte Vektorrdume V' beschrinken. Statt von
der Dimension I = {1,...,n} zu sprechen, sagen wir natiirlich, die Dimension von V sei gleich n; in
Zeichen:

dimK V =n.

M. a. W.: dimg V = n genau dann, wenn jede Basis von V endlich ist und alle Basen die gleiche
Kardinalitét n besitzen.

Satz 4.4 Jeder endlich erzeugte K—Vektorraum V besitzt eine (endliche) Dimension.
Wir benétigen zum Beweis den Austauschsatz in einer sehr schwachen Form (Austauschlemma).

Lemma 4.5 Es sei (v,),er eine Basis von V und vy # 0 ein beliebiger Vektor. Dann kann man einen
der Vektoren v, durch vy ersetzen, ohne die Basiseigenschaft zu verlieren.

Beweis. Es gibt eine nichtleere endliche Teilmenge Iy C I mit
vy = Z)\Lv“ ANFEO0, 1ely.
vely
Jedes solche ¢ erfiillt die Behauptung des Satzes, wie man sich leicht iiberzeugt. O
Beweis von Satz 4. Wir fithren Induktion nach der Minimalzahl n von Erzeugenden fir V (da V
endlich erzeugt ist, gibt es eine kleinste solche Zahl).
Ist n = 0,s0o mul V = {0} sein, und es gilt tatsichlich dim V = 0.

Seinun n > 1 und vy,...,v, ein minimales Erzeugendensystem von V', also eine Basis, und (wg)xex
sei eine beliebige Basis. Nach dem Austauschlemma kénnen wir ohne Einschrankung voraussetzen, daf3
Up = Wy, , Ko € K. Dann gilt:

V=Viel=VeW

mit Vi = span(v,) = span (wx,), Vo = span (vi,...,vn—1), Wa = span (wx).ei\{xo} - Nach Satz 3
gilt nun V5 = Wy, so dafl nach Induktionsvoraussetzung

dim Wy =dim Vo, =n — 1

und damit card K = card (K \ {ko}) + 1 = (n — 1) + 1 = n ist. O

Wir kommen nun zu der zentralen Dimensionsformel, von der alle spiter noch abzuleitenden ab-
stammen.

Satz 4.6 Es seien Uy, Uy Untervektorrdume des endlich erzeugten Vektorraumes V , und die Summe
V = Uy + Uy sei direkt. Dann sind die Vektorraume Uy, Us endlich erzeugt, und es gilt

dim V = dim U; + dim Us .

Beweis. Es gibt kanonische Projektionen V' = U; ® Uy — U;, j = 1, 2. Hieraus folgt die endliche
Erzeugtheit von U; und Us. Man wihlt dann (endliche) Basen von U; und Us und zeigt ohne
Schwierigkeit, dal deren Vereinigung eine Basis von V' = U; @ Uy bildet. O

Da nach Satz 2 Untervektorraume U von endlich erzeugten Vektorrdumen V direkte Summanden
besitzen, folgt hieraus unmittelbar
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Satz 4.7 Es seit U ein Untervektorraum des endlich erzeugten Vektorraums V . Dann gilt
dim U < dim V
und Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn U = V.
Weiter ergibt sich damit sofort der auflerordentlich niitzliche

Satz 4.8 Es seir V' ein Vektorraum der Dimension n € N. Dann gilt :
i) Je m Vektoren vy,...,v, sind linear abhingig, wenn m > n.
ii) m Vektoren vi,...,v, erzeugen niemals V , wenn m < n.

iii) n Vektoren bilden schon dann eine Basis von V , wenn sie V erzeugen oder linear unabhingig
sind.

Diese Resultate werden besonders fruchtbar im Zusammenhang mit linearen Abbildungen. Hier ist
die Hauptaussage der folgende Satz, den wir weiter unten beweisen.

Satz 4.9 Essei F: V. — W ein Homomorphismus von Vektorrdumen. Dann gibt es direkte Summan-
den V! CV won ker F :
V=krFoV,

und jeder solche direkte Summand V' ist kanonisch isomorph zu im F .

Folgerungen aus diesem Satz sind Legion. Z. B. ergibt sich sofort die Rangformel.

Definition. Der Rang einer linearen Abbildung F : V — W ist die Dimension des Bildes im F'; in
Zeichen:
rang F' = dim im F' .

Satz 4.10 (Rangformel) F: V — W sei eine lineare Abbildung, V sei endlich dimensional. Dann
gilt
dim V = rang F' + dim ker F' .

Wir wenden die Rangformel sogleich auf lineare Gleichungssysteme an.

Definition. Es sei A € M (m x n, K) eine Matrix. Dann ist der Rang von A der Rang der A
zugeordneten linearen Abbildung F : K" — K™ . Anders ausgedriickt: Der Rang rang A von A ist
gleich der Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten der Matrix A. Wir nennen diese Zahl daher auch
manchmal genauer den Spaltenrang von A . Entsprechend gibt es auch einen Zeilenrang, von dem wir
spater nachweisen werden, dafl er mit dem Spaltenrang iiberraschenderweise iibereinstimmt.

Mit Hilfe dieser Begriffsbildung kénnen wir feststellen:
Satz 4.11 Fir den Lésungsraum Ly eines homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0, A €

M (m x n, K), gilt
dimLys = n — rang A .

Eine weitere Folgerung ist der Beweis eines frither schon formulierten Satzes.



4  Direkte Summen und Dimensionsformeln 27

Satz 4.12 Es seien V. und W endlich erzeugt und gleichdimensional : dim V = dim W = n < oo,
und es sei F: V. — W eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent :

i) F ist injektiv.
ii) F st surjektiv.
iii) F ist ein Isomorphismus.

Beweis. Es gilt nach Voraussetzung dim ker F' + dim im F = dim V' = dim W . Also ist F' injektiv
< dimker F =0 <= dimim F = dim W < im F = W <= F ist surjektiv. O

Wir beweisen nun Satz 9. Dazu nehmen wir zunéchst die Existenz eines Komplementes V' = ker F®V’
an und setzen ¢ = F|V': V' — im F. Wir behaupten: ¢ ist ein Isomorphismus.
a) Es sei v’ € ker ¢. Dann ist v' € ker FNV’ = {0}, also v" = 0, d. h. ¢ ist injektiv.

b)yweimF = w=F@W),veV =ker FeV' = v =y +v = w = F(v) = F (v +7v') =
Fvg) + F(') =0+ () = ¢((v'). Also ist ¢ surjektiv.

Fiir die Existenz von Komplementen benutzen wir nun im allgemeinen Fall den Basissatz. Die mit F'
yibereinstimmende“ lineare Abbildung f in dem folgenden Diagramm

v E - W
\ /
imF
ist surjektiv. W&hlt man irgendeine Basis (wy)xea von im F und Urbilder vy € V von wy unter
f, so hat man eine lineare Abbildung ¢ : im FF — V mit g (wy) = vy und folglich fog = idimF-

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Injektivitit von g und die Isomorphie im F — g (im F) =: V':
img =V’ Vv
= g
im F

Es bleibt zu zeigen:
(+) VkerFapV.
Ist also v € V', soist v' := go f(v) € V' und
F-2v)=f-f@)=Ff@)-f)=0,
d. h.
v=(v-—20)+

mit (v — v') € ker F und v € V'. Ist aber v € ker FNV’, so gilt v = ¢g(w) mit einem Element
w € im F' und damit wegen v € ker F':

0=f@)=/(gw) =idw) =w wd v=g(w)=g(0)=0. 0

Bemerkung. Man beachte, dafl dieser Beweis fiir endlich dimensionales V' ohne Satz 2 auskommt.
Tatséchlich kann man Satz 2 aus der Rangformel (bzw. ihrem Vorldufer Satz 9) folgern, wenn man
zeigen kann, dafl jeder Unterraum Kern einer linearen Abbildung ist. Dazu kann man das Konzept des
Quotientenraumes, das wir im folgenden Kapitel entwickeln wollen, heranziehen. - Als eines der dortigen
Ergebnisse formulieren wir schon hier:
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Satz 4.13 Jeder Untervektorraum U C 'V ist Kern eines Epimorphismus ¢ : V. — W.

Wir geben hiermit einen weiteren Beweis von Satz 7. Nach der Rangformel fiir den Epimorphismus
e: V— W mit ker e = U ergibt sich

dim V = dim U + dim W,
und dim W ist nur dann gleich Null, wenn W = {0}, was offenbar zu V = U #quivalent ist. |

Genauso konnen wir die Existenz von Komplementen folgern. Wir zeigen ferner noch, wie mit dersel-
ben Methode aus dem Basisauswahlsatz der Austauschsatz folgt: Es seien (u,),c; ein linear unabhingi-
ges und (vg)xek ein beliebiges Erzeugendensystem von V. Dann ist nach fritheren Uberlegungen
(u,).er eine Basis des Erzeugnisses

U = span (U’L)LEI )

und die € (v;) bilden ein Erzeugendensystem von W unter der surjektiven Abbildung ¢ : V —
W . Wir wihlen nun aus (g (vs))sex eine Basis (e (vg))ser: aus. Aus dem Beweis der Existenz von
Komplementen zu Kernen folgt dann

V=U® span (vn)HGK’ 5

und die (vx)rek bilden eine Basis des zweiten Anteils wegen span (e(vg))werx: = W.
Die Dimensionsformel fiir nichtdirekte Summen erhdlt man wie folgt: Es seien zunéchst V; und V5
zwei beliebige Vektorrdume. Man bildet dann das direkte Produkt

Vi x Vo = {(v1, v2) : v1 € Vi, vg € Va}

mit der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation. Es ist sofort einzusehen, daf} die
Abbildung
Visv — (v1,0) € Vh x Vs

einen Isomorphismus von V; auf den Untervektorraum

Vi = {(v1,0) € Vi x Vo : v; € Vi}
von Vi x Vy stiftet und entsprechend fiir Vo und

Vo = {(0,v2) € Vi X Va: vy € Va}.

Auflerdem ist trivialerweise
VixVo =V/ay

und damit fiir endlich dimensionale V; und V5:
dim V; x Vo = dim V{ + dim Vi = dim V; + dim V5.

(Man bezeichnet aus diesem Grunde V; x V5 auch manchmal als (dufere) direkte Summe Vi @ Vo von
V1 und V5 ; Vorsicht mit dieser Schreibweise ist nur geboten, wenn V; und V5 Untervektorridume eines
festen Vektorraumes sind und ihre Summe in diesem Vektorraum nicht direkt ist).

Sind nun U und U’ Untervektorrdume eines festen K—Vektorraumes V', so hat man eine (offen-
sichtlich lineare) Abbildung

/

UxU — |4
o:
(u, ') —  u+au.

Was ist das Bild im ¢ von o ? Nun, direkt nach Definition ist

imo={veV:JuelU, W eU mit v=u+u},
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d. h.
ime=U+U".

Was ist der Kern von o ? Offensichtlich gilt (u, ') €kero < 0=o0c(u, v') = u + v <= v =
—ueUNU". M. a. W.:
ker o = {(u, —u) eUxU :ueUNU'},

und die Abbildung
{ UntU’ — kero

u —  (u, —u)
ist ein Isomorphismus. Infolgedessen ist bei endlich dimensionalem V :
dim U + dim U’ = dim U x U’ = dim im o + dim ker o
=dim (U + U’) + dim(UNU’).
Wir haben bewiesen:
Satz 4.14 V sei endlich dimensional, U, U’ CV seien Untervektorrdume. Dann gilt
dim U + dim U’ = dim (U + U’) + dim (UNU") .

Folgerung 4.15 Der Vektorraum V sei endlich dimensional, und es gelte V.= U + U’ . Genau dann
st die Summe direkt, wenn dim V = dim U + dim U’.

Denn: V =U + U’ < dim V = dim (U + U’). Also ist

dimV = dim U + dim U’ = dim V +dim (U NU’)
= dm(UNU) =0« UnNU ={0} = V=UaU'.

Die Umkehrung ist schon bekannt. O






5 Quotientenvektorriume

U sei ein K-Untervektorraum von V. Wir wissen: Komplemente zu U in V sind nicht eindeutig
bestimmt, aber isomorph. Die Isomorphie bekommt man durch ,Projektion® parallel zu U . Anders
ausgedriickt: ,Alle Punkte auf dem affinen Raum parallel zu U sind gleich gut.

U

Figur 5.1

Also betrachten wir eine neue Menge bestehend aus den affinen Mengen
[aly ==[a] == a+U ={veV:JueUmitv =a + u}.

Wir bezeichnen die Menge {[a]y : @ € V} mit V/U und nennen sie die Menge der Restklassen von
V' modulo U (oder kurz V' modulo U). Wir sprechen manchmal auch von dem Quotienten von V
nach dem Unterraum U .

Bemerkungen. 1. Wir wissen von frither: [a1] = [ag] <= a1 — a2 € U.

2. Man hat eine kanonische surjektive Abbildung

{VHV/U
[

a — [a]

Satz 5.1 Fs gibt genau eine K-Vektorraumstruktur auf V/ U , so daf§ € linear wird. Der Kern von &
ist gleich U .

Beweis. Um die Vektorraumstruktur auf V/ U zu finden, setzen wir einfach € als linear voraus. Dann
muf} notwendig

[a+b] =c(a+0b) =¢c(a) +c(b) = [a] + [b]
und

[Aa] = e(Na) = Ae(a) = Aa]

gelten. Man definiert also die Operationen + und - auf diese Weise und stellt denkbar einfach fest,
daB sie tatsdchlich unabhéingig von der Auswahl der speziellen Représentanten der Restklassen sind:

[a1] = [az], [b1] = [b2] = a1 — a2, by —ba €U = (a1 + b1) — (a2 + b2) = (a1 — a2) + (b — b2) €
U:>[Cl1 —|—bﬂ e [CLQ —|—b2}
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Entsprechend folgt [Aa1] = [Aag].

Der Rest ist leicht nachzurechnen: V/U ist ein K-Vektorraum, ¢ : V — V/U ist ein Epimorphismus,
und es gilt kere = U . g

Insbesondere haben wir das folgende Resultat, das wir im vorigen Kapitel schon als Satz verwendet
haben.

Folgerung 5.2 Jeder Untervektorraum U C V st Kern eines Epimorphismus € : V — W .

Warnung. V/ U ist nicht kanonisch in V' enthalten! Also gibt es kein kanonisches Komplement. Aber
nach Wahl einer Basis von V/U findet man leicht ein Rechtsinverses ¢ zu ¢:

1: VU — V, cor=1id.

¢ ist automatisch injektiv, und es gilt V=2 U @ im ¢ (und jedes Komplement zu U entsteht auf diese
Weise).

Die Konstruktion von V/U ist ein Spezialfall der Bildung von Klassen bzgl. einer Aquivalenzrela-
tion, die wir noch kurz erlautern wollen.

Definition. 1. Sei X eine Menge. Eine (bindre) Relation ist eine Teilmenge R C X x X . Man schreibt
x1 Rxo (21 steht in der Relation R zu zg) <= (x1, z2) € R.

2. Eine Relation R C X x X heiBt eine Aquivalenzrelation, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

i) Vo: 2Rz (Reflexivitit)
i) Vi, x9: 21 Roo = 29 Ray (Symmetrie)
iii) Vaq, 29, 3 : 1 Rxe, ©o Rxs = x1 Rxs (Transitivitét).

Man schreibt dann i. a. 1 ~g zo statt 7 Rxzo oder kiirzer x1 ~ xzs.

Beispiele. 1. R = X x X ist eine Aquivalenzrelation; hierbei sind alle Elemente paarweise fiquivalent.
2.R=A = {(x1,29) € X x X : 21 = 25} ist eine Aquivalenzrelation.

3. X =R, R = {(x1, #2) : ©1 < xo}. Hier ist ii) verletzt, es liegt also keine Aquivalenzrelation vor.
4. U C V sei ein Untervektorraum, a ~b:<= a — b € U ist eine Aquivalenzrelation:
a—a=0e€U = a~a.

a~b=a—-belU =>b—-—a=—(a—-beclU = b~a.
a~b,brve=a—-b,b—celU=a—-c=(@a@a—-b+b-0c)elU = a~c.

Man schreibt in diesem Fall statt a ~ b auch a =bmodU .

5. Essei Z>p, p > 1. Man setzt dann fiir Paare ganzer Zahlen z1 = x3 mod p, falls p|z (z1 — 22)
(p teilt 1 — x2 in Z). Dies ist eine Aquivalenzrelation. Denn p|0 = 2 — ¢ = = = z mod p ,
etc.

Definition. Sei X eine Menge mit der Aquivalenzrelation ~ . Eine Aquivalenzklasse A C X ist eine
nichtleere Teilmenge A C X mit:

i) $17$2€A:>$1N$L‘2.

11) l’leA,(EQN.’El — a2 € A.



5 Quotientenvektorrdume 33

Satz 5.3 1. Jede Aquivalenzklasse ist von der Gestalt

A=a ={reX:xz~a}, acX.

2. Zwei Klassen [a1], [az] sind entweder disjunkt oder gleich. (Genauer gilt : [a1] Naz] # 0 <
ar ~ay <= [a] = [a2] ).

Bemerkung. Es existiert also die Menge der Aquivalenzklassen
X/ ~i= {lal: a € X} € PX),
und man hat eine kanonische surjektive Abbildung
X = X/~

Beweis von Satz 3. 1. Ist A # (), so existiert ein Element a € A, und es gilt = ~ a % r €A =
[a] € A. Ist umgekehrt a’ € A, so gilt o/ ~a = a’ € [a], also A C [a].

2. [a]NJaz] # 0 = Ja im Durchschnitt = a; ~a und a ~ az = a1 ~ az = [a1] = [ag]
(und daraus folgt wiederum [a1] N [az] # 0). O

Beispiele (Numerierung wie oben).

1. X/R = {X}.
2. X/A = X.
4. V) ~=V/U.

5. Z/ =,=: Z/pZ. (Diese Menge erbt von Z sogar eine Ringstruktur, ist aber nur dann ein Korper,
wenn p eine Primzahl ist).






6 Lineare Gleichungssysteme und affine Rdume
Wir erldutern zuerst die Strukturtheorie fiir den Losungsraum des Systems
(*) Ax =b, AeM(mxn,K), beK™.
Ordnen wir der Matrix A wie friither die lineare Abbildung F = Fj zu:
V=K — K'=Ww
: { r — Ax,
so konnen wir in dieser Formulierung den Lésungsraum von (*) beschreiben durch
Lap ={r€K": Az = b} = F1(b) .

Es erscheint in diesem Zusammenhang sinnvoll, noch einmal die Definition einer affinen Menge aus
dem vorigen Kapitel zu wiederholen.

Definition. Eine Teilmenge X C V eines Vektorraumes V' heifit affin, wenn entweder X = () oder
X=v+U={v=v+u:ueclU}

fiir einen Vektor vy € V' und einen Untervektorraum U C V. (Es handelt sich also bei einer affinen
Teilmenge sozusagen um einen ,verschobenen Untervektorraum*).

Beispiel. Der affine Raum
X=v+U, U=span(v1), v1 #0,

beschreibt nichts anderes als die Gerade durch vy mit Richtungsvektor v .

)

Figur 6.1

Der Untervektorraum U zu einem affinen Raum X = vy 4+ U ist durch X eindeutig bestimmt;

man setzt daher z. B.
dim X (= dim U .

vy ist dagegen nicht durch X bestimmt. Es gilt genauer:
Satz 6.1 X =0+ U =v,4+U = U=U",v, —veU.
Beweis. ,, <= “ist trivial. ,=“ v + U =) + U = v) =vj+0€vi+U =v +U =

vy — vo € U. Ist nun «' € U’ beliebig, so folgt vj + v/ = vg + u, also v/ = u — (v) — vg) € U,
d. h. U’ C U. Die umgekehrte Inklusion folgt genauso. O
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Satz 6.2 F : V. — W sei linear, b € W . Dann ist F~1(b) (leer oder) affin. Genauer: Ist vy €
F=1(b), so gilt

(%) F71(b) = vo + ker F.
Insbesondere ist dann dim F~1(b) = dim ker F' = dim V —rang F', falls dim V < oo.

Beweis. Nur (x) ist zu zeigen.
a) ve FYb) = Flw) =b= Flv-—1v) =F@w) —F(p) =b-—b=0= v -1 €
ker F = v € vy + ker F. Also ist F~1(b) C vy + ker F.

b) v €wvg +ker F = v = v9g+u, u €ker F = F{) = F(vg +u) = F(vg) + F(u)
b+ 0=0b= ve F1b);alsogilt vg + ker F C F~1(b).

Ol

Die Anwendung auf lineare Gleichungssysteme ist jetzt fast automatisch:

i) La,o sei der Losungsraum des homogenen Systems Ax = 0. Dannist L4 o ein Untervektorraum
von K" der Dimension
dim Lyo = n — rangA.

i) Lap, b# 0, der Losungsraum des inhomogenen Systems Az = b, ist entweder leer oder affin
von der Gestalt

LA,b = ) + LA,O

spezielle Losung Losungsraum des homogenen Systems .
Zur vollstandigen Kldrung des Sachverhalts braucht man noch ein Kriterium dafiir, wann die affine
Menge L nicht leer ist. Wir setzen

a1 - Gin ayr - an by

Gm1 s Qmn Gm1 ctt Gmn bm

A’ heifit die erweiterte Koeffizientenmatriz  des Systems. Im folgenden bezeichnen wir mit
a',...,a™, b € K™ stets die Spaltenvektoren der erweiterten Matrix, und mit aq,...,a, € K" die
Zeilenvektoren von A.

Satz 6.3 Der Liosungsraum Ly ist genau dann nicht leer, wenn

rang A = rang (4, b) .

Beweis. a) Lap #0 = Jx € K® mit F(z) = Az = b = beim F = span(a',...,a") =
span(a',...,a", b) = span(al,...,a"). Also ist rang(A,b) = dim span(al,...,a",b) =
dim span (al,...,a") = rang A.

b) Umgekehrt gilt stets span (a',...,a") C span (a',...,a", b). Ist nun rang A = rang (A, b), so sind

die Dimensionen der beiden Ridume gleich, so daf} also

span (a',...,a") = span(a',...,a™, b) 2 b.
Folglich gilt b € span (a!,...,a"), d. h. 32 = (x1,...,2,),s. d. b = z1a' + -+ + 2,a". Dies
bedeutet Ax = b,d. h. Lay # 0. O

In der Geometrie gibt es keinen Ursprung (ausgezeichneten Punkt) und kein ausgezeichnetes Ko-
ordinatensystem. Das geometrische set—up mufl hier also mehr beinhalten als nur die Vorgabe eines
Vektorraums.
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Nach FELIX KLEIN besteht eine Geometrie aus einer Menge zusammen mit einer auf ihr operierenden
Gruppe von bijektiven Abbildungen. Geometrie in diesem Entwurf ist das Studium der Invarianten unter
dieser Operation.

Fiir die n—dimensionale affine Geometrie ist die unterliegende Menge der R™ | schlicht als Menge
aller n—Tupel = = (z1,...,2,). Wir illustrieren im folgenden alle Begriffe am Spezialfall der Ebene,
also fiir n = 2. Die entscheidenden Abbildungen sind die Translationen:

Figur 6.2

Offensichtlich kann man Translationen hintereinanderschalten, ,riickgingig machen®, und es gibt eine
neutrale Translation. Also bildet die Menge

Trans (R™)

eine Gruppe, die zudem abelsch ist (dies mache man sich an einem Parallelogramm klar). Wir kénnen
dies alles analytisch beschreiben: Durch

R">a+— T,, wobei Ty(z) =z + a

(jetzt ist R™ als abelsche Gruppe mit der iiblichen Addition versehen) wird eine Abbildung R"™ —
Trans (R™) erklirt, fir die gilt:

T, =id <= a =0, Ta+b:TaTb:TbTa-

Also ist
R" = Trans (R™)

ein bijektiver Gruppenhomomorphismus, also ein Gruppenisomorphismus. Nun ist natiirlich auch 7,,, =
nT, (wenn wir besser T, + T}, anstelle von T, T, schreiben), und fiir jedes T gibt es ein 7" mit
nT’ = T bei vorgegebenem n € N* | néimlich

T = a/n>, wenn T =T,.

Damit wird, wie man leicht nachrechnet, Trans (R"™) zu einem Q-Vektorraum, und durch einen (zu-
mindest ,ideellen“) Grenziibergang wird
Trans (R™)

sogar mit der Struktur eines R—Vektorraumes versehen, der isomorph zu R"™ ist.

Ist allgemein X eine Menge, G eine Gruppe, so ist eine Operation von G auf X ein Gruppen—
Homomorphismus

7: G — S(X) = symmetrische Gruppe von X

= Menge aller Bijektionen von X mit o als Verkniipfung ,
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d-h 7 =7(9)€S(X), g€ G, und
Te = id, T4 = T4y, etc.
Die Operation 7 heifit eigentlich, wenn ker 7 = {e}, d. h. 7, = id <= g = e, und transitiv, falls

es fiir alle x1, 2 € X genau ein g € G gibt mit 74(z1) = zo. Transitivitdt impliziert natiirlich
Eigentlichkeit.

In diesem Sinne operiert die Gruppe Trans (R™) (eigentlich und) transitiv auf R™.

Definition. Es sei K ein beliebiger Korper. Ein affiner Raum tiber K ist ein Tripel
(X, T(X), 1),

wobei X # @, T (X) einen (endlich dimensionalen) K-Vektorraum und 7 : (T'(X), +) — S (X)
eine transitive Operation bezeichnet.

Beispiel. (K™, Trans (K™), 7) heifit der affine Raum A™ (oder besser: A"(K)).

Dies ist aber auch schon das Standardbeispiel. Sei ndmlich (X, 7' (X), 7) beliebig vorgegeben, also
T(X) = K". Wihle dann zp aus X fest und betrachte einen beliebigen Punkt x € X . Dann gibt es
genau ein Gruppenelement g € T'(X) mit 7,(z9) = x. Man schreibt auch

—

g =ToT .
Aus dieser Definition folgt unmittelbar
Tor + Twy =021, @y + Tor= id .
Also hat man eine offensichtlich injektive und surjektive Abbildung
Xozr—zzeT(X) = K",
mit deren Hilfe man X und 7T (X) identifizieren kann. - Als Fazit kénnen wir festhalten:
Ein affiner Raum entsteht aus einem Vektorraum, indem man die Auszeichnung eines festen Punktes

als Ursprung aufhebt. Umgekehrt erhdlt man einen Vektorraum, wenn man in einem affinen Raum
einen Punkt als Ursprung auszeichnet.

Als néchstes miissen wir die zuléissigen Abbildungen zwischen solchen affinen Rdumen festlegen.

Definition. (X, T(X), 7) und (Y, T (Y), o) seien zwei affine Rdume iiber K. Eine Abbildung f :
X — Y heifit affin, falls es eine K-lineare Abbildung

T(f): T(X) — T(Y)
gibt, s. d. fiir alle g, z € X mit yo = f(x0), vy = f(x) gilt:
woy=T(f) (2z) -
Satz 6.4 f sei affin. Dann ist f injektiv, surjektiv oder bijektiv, falls T (f) die ,entsprechende “
FEigenschaften besitzt. Ist f bijektiv, so ist auch f~' affin mit T (f~%) = T (f)~!. Solche bijektive

affine Abbildungen heifien auch Affinitdten.

Satz 6.5 Die Translationen sind genau die Affinititen X — X mit T (f) = idp(x) -
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Bemerkung. Fiir die Definition einer affinen Abbildungen reicht tatsédchlich die Auswahl eines einzigen
Punktes g ; setzt man nidmlich wie oben y, yo und y; = f (1) fiir einen beliebigen weiteren Punkt
x1, so ergibt sich
yiy = vy —voyr = T(f)(@ox) — T (f)(zoz1)
= T (f)(wor — zo1) = T (f)(212) -

Beweis (Satz 4): y1 = ya <= yoyr =yoy2 <= T (f)(wox1) = T (f)(woT2) <= T (f)(z172) = 0.

Also ist f injektiv genau dann, wenn aus T (f) (z172) = 0 stets x1zo= 0 folgt. Dies ist aber
gleichbedeutend mit der Injektivitit von T (f). Der Rest funktioniert genauso. O

Beweis (Satz 5). f ist eine Translation, falls Zoyo=x1yy fiir alle zg, 1 gilt. Dies ist dquivalent zu
Yoy1 = oz fiir alle zg, 21, d. h. T(f) = id. a

Definition und Bemerkung. (X, T (X), 7) sei ein affiner Raum. Eine Teilmenge Y C X heifit ein
affiner Unterraum, falls es ein Element yy € Y gibt, s. d.

T(Y)={yyeT(X):yeY}
ein Untervektorraum von 7' (X) ist.
Man zeigt dann leicht: Ist Y # (), so ist T (Y) durch Y eindeutig bestimmt, und
Y, T(Y), 7|T(Y))
ist ein affiner Raum.

Definition. Y C X sei ein affiner Unterraum. Dann setzt man
—00 , Y =10,
dimY =
dmT(Y) , Y #0.

Speziell heifft ein affiner Raum Y mit dim Y = 1 eine Gerade, mit dim Y = 2 eine Ebene, mit
dim Y =dim X — 1 eine Hyperebene.
Durchschnitte (,c; Y, von affinen Unterrdumen Y, C X sind wieder affin, und es gilt

T(\Y) =T
el el

Fiir Vereinigungen von affinen Unterrdumen gilt Entsprechendes offensichtlich nicht. Man definiert
deshalb den Verbindungsraum
Y= N Y.

Y affin
Y, CY

Z. B. gilt {z1} V{z2} = {(A x;fg)(xl) ¢ A € K} dies ist natiirlich die Gerade durch z; und zy falls
x1 # w2 . — Der folgende Satz ist nicht schwer zu beweisen.

Satz 6.6 Ist charK # 2, X ein affiner Raum und Y C X, dann gilt - 'Y st ein affiner Teilraum
genau dann, wenn fir alle yi, yo € Y der Verbindungsraum {y1} V {y2} in Y enthalten ist.

Fiir die Dimension von Verbindungsrdumen gelten unterschiedliche Regeln bei geeigneter Fallunter-
scheidung:

a) Y1 NYs # (. Man zeigt dann leicht:

T(YiVT) = T (Y1) + T (Ys).
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Nach einer fritheren Formel ist

dimY; VY; = dim T (Y1 VY3)
dim T (Y1) + dim T (Y2) — dim 7' (Y1) N T (Y2)
dim Yy + dim Y5 — dim T (Y1 N T5) ,

also
dim (Y1 VY;) = dim Y7 4 dim Y5 — dim (Y; NY3) .

b) Y1 NY, = (0. Wéhle in diesem Fall y; € Y; beliebig und schreibe fiir die Verbindungsgerade
Y = y; Vyo. Man iiberzeugt sich ebenso leicht wie oben davon, dafl

TYiVvYe) = (T(W1) +T(Ye)) & T(Y),
so daf} in dieser Situation
dim (Y7 VYs) = dim Yy + dim Yy — dim (T (Y1) NT (Y2)) + 1.

Beispiele. a) Fiir (verschiedene) parallele Geraden im R? ist nach Definition T (Y;) = T (Y2). Also
ergibt sich dim T (Y1 VYs) =1+ 1 — 1+ 1 = 2. Mit anderen Worten:

Der Verbindungsraum von zwei parallelen, nicht tibereinstimmenden Geraden ist eine FEbene.

b) Windschiefe Geraden in R?® sind charakterisiert durch 7' (Y1) # T (Y2) und Y; NYy = . Daraus
folgt T (Y1) NT (Y2) = {0}, da die beiden betroffenen Vektorrdume eindimensional und verschieden
sind, und dim (Y vY¥2) =1+1-1+1=3.

Wir stellen uns nun die Frage: Was bleibt invariant unter Affinititen? Natiirlich gehen z. B.
k—dimensionale affine Unterrdume in ebensolche iiber, insbesondere Geraden in Geraden. Abbildungen
mit der letzten Eigenschaft nennt man auch Kollineationen (dquivalent ist: sind 1, 2, x3 kollinear,
d. h. liegen diese drei Punkte auf einer Geraden, so auch f(x1), f(x2), f(x3)).

Der folgende Satz wird manchmal auch der Hauptsatz der affinen Geometrie genannt. Zu seinem
Beweis siehe z. B. das Buch von FISCHER iiber Analytische Geometrie.

Satz 6.7 K habe mindestens drei Elemente, X/K sei affin, dim X > 2. Dann gilt: f: X — X
ist kollinear genaw dann, wenn f eine Semiaffinitit ist (d. h. wenn f: X — X bijektiv und T (f) :
T(X) —» T(X) additiv ist und T (f)(Av) = a(N)T (f) (v) fir einen (festen) Automorphismus o
von K gilt).

Bemerkung. Man kann zeigen, dafl R nur einen Automorphismus besitzt, so dafl also in dem obigen
Satz f automatisch eine Affinitit sein muf.

Des Weiteren bleiben bei Affinitéten sogenannte Teilungsverhdiltnisse (im Falle K = R) erhalten
(siche Aufgabe 33).

Figur 6.3
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Als typisches Beispiel einer Anwendung dieses Begriffes notieren wir

Satz 6.8 Die Seitenhalbierenden in einem (nicht ausgearteten) Dreieck schneiden sich in einem Punkt
und teilen sich gegenseitig im Verhdltnis 2 : 1.

Figur 6.4

—

Beweis. Ohne Einschrinkung sei a = 0, ab = e;, ac = ey. Dann gilt offensichtlich nach der Zeich-
nung

asy=ab + = be=ab + - (ac — ab) = = (ab + ac) = = (e1 + e2)
2 2 2 2
und
cs3= — ac +5 ab = —eqg + 561'

Damit ist die Strecke as ein Vielfaches von (1/2) (e; + e):

—_— g
as = §(€1+62),

o € [0, 1], und entsprechend ist

. 1
(IS€2+T<26162>

mit 7 € [0, 1]. Gleichheit gilt damit genau dann, wenn ¢/2 = 7/2 und ¢/2 = 1 — 7, was zu
o = 7 = 2/3 dquivalent ist. O

Wir koénnen in der affinen Geometrie zwar iiber Seitenhalbierende und Teilungsverhdiltnisse reden,
nicht aber iiber Mittelsenkrechte, Umkreis, Winkelhalbierende, etc. Dazu benotigen wir mehr als nur den
Vektorraumbegriff, ndmlich den des Skalarproduktraumes. Wir kommen darauf im Kapitel 10 zuriick.






7 Basiswechsel und Matrizen

Wir haben in Kapitel 3 jedem Homomorphismus F' : V — W von K-Vektorrdumen relativ zu gege-
benen Basen B und C eine Matrix MZ(F) zugeordnet. Es stellt sich die Frage, wie sich diese Matrix
verdndert, wenn man die vorgegebenen Basen wechselt. Es wird sich herausstellen, daf3 solche Basis-
wechsel durch spezielle quadratische Matrizen beschrieben werden und das Transformationsgesetz durch
geeignete Multiplikation aller betroffenen Matrizen zu formulieren ist. Es wird ferner darum gehen, die
Basiswechselmatrizen auf verschiedene Weisen zu charakterisieren. Auflerdem werden wir in einem ein-
fachen Fall das Problem der Vereinfachung der Matrizen durch Wahl geschickter Basen 16sen. Dieses
Normalformenproblem wird uns bis zum Ende der Vorlesung begleiten.

Es sei uns also in dem Vektorraum V (der Dimension n < co) neben der Basis B = (v1,...,vn)
noch eine weitere A = (wy,...,w,) gegeben. Als Basiswechselmatriz von A nach B definieren wir
dann die quadratische Matrix

S =S¢ == Mg (id) € M (n xn, K) .

Sie wird aufgrund der Definition der Abbildung M ;34 charakterisiert durch die Kommutativitit des
Diagramms

M#(id
Kn % (id)

D4 Dy

|4

i 4

Oder anders gewendet: die Matrix Mg (id) = (a;j) ist eindeutig definiert durch die Darstellung (man
beachte die Reihenfolge!)

n
w = id (wg) = Z @jk Vj -
j=1

Die Frage nach dem Transformationsverhalten beantwortet sich ganz elementar ohne jegliche Rech-
nung mit Satz 3. 14. Nach der Kompositionsregel ist ndmlich

M (F) = M (Foid) = ME (F) - Mg (id) .
Mit anderen Worten:

Der Ubergang von MCB (F) nach Mé‘\ (F) geschieht durch Multiplikation von rechts mit der Basis-
wechselmatriz Sg .

Es bezeichne nun noch S% die Matrix, die den Wechsel von der Basis C nach D in dem Vektorraum
W Dbeschreibt. Mit dem gleichen Argument wie oben erhélt man dann sofort die Transformationsformel:

Satz 7.1 (Transformationsformel) Fir jeden Homomorphismus F :V — W gilt
M# (F) = Sp - ME (F) - Sg -

Man sollte sich diese Formel klar machen und merken koénnen mittels der Kommutativitat des
folgenden Diagramms.



44 7  Basiswechsel und Matrizen

MA(F
K » (F) . Km
id id
Y MA(Gd MB(F ME (id '
Kr # (id) Kr ¢ (F) Km D(l)=Km
CI)A P 02 Pp
4 a VT F W W
id id
Y Y
1% i - W

Bevor wir Anwendungen dieser grundlegenden Formel bringen, wollen wir erst die quadratischen
Matrizen kennzeichnen, die zu Basiswechseln gehoren. Wihlen wir z. B. B = A, so ist offensichtlich

M7 (id) = (8jx) = En

die sogenannte FEinheitsmatriz in M (n x n,K). Wegen der Multiplikationsformel fiir darstellende
Matrizen von Produkten folgt dann sofort

My (id) M5 (id) = ME (id) = E, ,
ME (id) Mg (id) = M4 (id) = B, .
Dies ist gerade die Definition einer invertierbaren Matrix.

Definition. Eine Matrix A € M (n x n, K) heifit invertierbar, falls es eine weitere quadratische Matrix
A" € M (n x n, K) gibt, s. d.
A-A=A-A=E,.

Da die Einheitsmatrix E,, per definitionem das neutrale Element beziiglich der (assoziativen) Mul-
tiplikation in M (n x n, K) ist, besagt die obige Definition gerade, dal A das Inverse A’ besitzt, das
dann aber bekanntlich eindeutig bestimmt ist und wie iiblich mit A~! bezeichnet wird. M. a. W:

Satz 7.2 Die Menge der invertierbaren n x n—Matrizen bildet beziiglich der Matrizenmultiplik ation
eine (i. a. nicht kommutative) Gruppe. Es gilt fiir solche Matrizen A, B:

(A=A

und
(AB)™' = B7tA!,

Die letzten beiden Aussagen sind in jeder Gruppe erfiillt. Wir werden einen Beweis nachher mit
einer anderen Charakterisierung der invertierbaren Matrizen geben.

Definition. Die Gruppe
GL(n,K) := {Ae M (nxn,K): A ist invertierbar }

heifit die allgemeine lineare Gruppe (,,general linear group“) in n Verdnderlichen mit Koeffizienten in
K.
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Dafl die allgemeine lineare Gruppe genau aus den Basiswechselmatrizen besteht, wird durch die
folgende Uberlegung bestétigt: Ist eine invertierbare Matrix A = (a;z) mit der Inversen A’ = B =
(brj) gegeben und gibt man eine Basis B vor, so definiere man

n
wk:E ajrv;, k=1,...,n.
j=1

Wegen
n n n n n n
ve = djevy =3 0 agbre) vy = Y bee (Y @) = Y brew
j=1 j=1 k=1 k=1 j=1 k=1
bildet das n-Tupel (wi,...,w,) ein Erzeugendensystem von V der minimalen Linge n = dimV

also eine Basis A, und es gilt
A = Mg (id) .

Als erstes Beispiel dafiir, wie sich allgemeine Sétze iiber lineare Abbildungen in solche iiber Matrizen
uminterpretieren lassen, zitieren wir

Satz 7.3 FEine Matriz A € M (m xn, K) hat genau dann den Rang r, wenn es invertierbare Matrizen
S € GL(m, K) und T € GL (n, K) gibt, so daf} die Matriz S AT die einfache Gestalt

besitzt. Dabei soll die Matricz auf der rechten Seite eine m x n—-Matriz B = (bj,) bezeichnen mit
bjj =1 fur j =1,...,r und bj, = 0 sonst.

Beweis. Es bezeichne FF = Fy : V = K* — K" = W die durch A induzierte Abbildung, die in
den kanonischen Basen B bzw. C gerade durch die Matrix A beschrieben wird:

A= M§ .

Fiir beliebige Basiswechsel von A nach B bzw. C nach D schreiben wir die Transformationsformel in

der Form
Mp (F) = S5 - A- (S,

Sind nun S und T wie in dem Satz gegeben, so wihle man geméfl der obigen Bemerkung Basen A
resp. D, so daf
T := Sﬁ und S := S%.

Beziiglich dieser Basen wird dann F' durch die sehr einfache Matrix auf der rechten Seite beschrieben,
aus der man ohne Rechnung
rang A = dimim F = r

abliest.

Hat umgekehrt A den Rang r, so wéhle man fiir F = Fj4 Zerlegungen
V=V=®krF, W=imFeW

und Basen der Summanden V', ker F und W’'. Wegen V' = im F wird die erste in eine Basis
von im F' iberfithrt. Fafit man diese Basen zu solchen von V' bzw. W zusammen, so wird wegen
r = dim im F' die Abbildung F offensichtlich bzgl. dieser durch die einfache Matrix in dem Satz
dargestellt. Setzt man wieder fiir die entsprechenden Basiswechsel wie oben

T::Sﬁ und S::S%,
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so ergibt sich die Behauptung erneut aus der Transformationsformel. O

Wir werden im letzten Teil dieses Kapitels darauf eingehen, wie man die Matrizen S und T
tatséichlich algorithmisch bestimmen und damit lineare Gleichungssysteme effektiv 16sen kann.

Bevor wir dies tun, wollen wir aber die oben angekiindigte weitere Charakterisierung von invertier-
baren Matrizen besprechen. Es handelt sich dabei um die Auszeichnung der Automorphismen innerhalb
der Endomorphismen eines endlich dimensionalen Vektorraumes V . Als K—Vektorrdume sind nach den
fritheren Uberlegungen die Riume

End (V) und M (n xn, K)

vermoge der Abbildung Mlgfl bezgl. zweier beliebiger Basen isomorph. Nun tragen beide Rédume aber
auch eine multiplikative Struktur, ndmlich beziiglich der Komposition von Abbildungen bzw. der Mul-
tiplikation von Matrizen. I. a. hat aber fiir zwei Endomorphismen F' und G das Produkt

ME|(F) - Mg(G)

keinerlei Bedeutung fiir die Hintereinanderschaltung F o G . Dies wird grundsétzlich anders, wenn man
jetzt die Basen A und B als gleich voraussetzt, denn dann gilt nach der Kompositionsregel

ME (FoG) = ME(F) - ME(G).

Man nennt einen K—Vektorraum zusammen mit einer ,,verniinftigen“ assoziativen, nicht notwendig
kommutativen Multiplikation auch eine K—Algebra. Was hier verniinftig bedeutet, soll stellvertretend
durch die Rechenregeln in dem folgenden Satz iiber die Algebra der quadratischen Matrizen angedeutet
werden:

Satz 7.4 Es seien A, B, C etc. quadratische Matrizen mit Eintrdagen in dem Korper K, und ferner
sei A ein Skalar in K. Dann gelten die folgenden Gesetze :

i) AB+ B)=AB+ AB', (A+ A)B=AB + A'B,
ii) AAANB) = (AM)B = X(AB),
iii) (AB)C = A(BC).

Eine K-lineare Abbildung zwischen solchen K-Algebren, die die multiplikative Struktur respektiert,
nennt man einen K—Algebrahomomorphismus. In diesem Sinne gilt also

Satz 7.5 Ist B eine Basis eines K—Vektorraumes der endlichen Dimension n , so ist die Abbildung
ME : End (V) — M (n x n, K)

ein K-Algebraisomorphismus mit Umkehrabbildung Lg . Ist C eine weitere Basis mit Basiswechselma-
trix SCB , so gilt die Transformationsformel in der Form
-1
Mg = 8§ - Mg - (S¢)

Das Normalformenproblem fiir Endomorphismen ist daher wesentlich schwieriger als fiir allgemeine
Homomorphismen (die vollstindig durch ihren Rang bestimmt sind), da uns jetzt nur eine einzige
invertierbare Matrix S auf beiden Seiten gleichzeitig zur Verfiigung steht. Die Frage nach einfachen
Formen von S - A - S~ fiir gegebene Matrix A wird in spiteren Kapiteln beantwortet (Jordansche
Normalform, Hauptachsentransformation).

Kommen wir wieder zu der Untersuchung von End (V) bzw. M (n x n, K) zuriick. Fiir n = 1
ist diese K-Algebra natiirlich isomorph zu K selbst, also ein Korper. Diese Eigenschaft geht aber
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fiir groere n sofort verloren, da es dann stets nichttriviale Endomorphismen F und G gibt, de-
ren Komposition aber identisch Null ist (z. B. F(v1) = v, F(v;) = 0, j = 2,...,n, und
G(v,) = vy, G(vj) = 0, j = 1,...,n — 1). Der Endomorphismenring besitzt also fiir diese n
stets Nullteiler. Wir verédndern unsere Fragestellung daher zu der folgenden: Welches sind die bzgl. der
Multiplikation ¢nvertierbaren Elemente in dem Endomorphismenring von V' 7 Direkt nach Definition
sind dies selbstverstindlich die Automorphismen, die genauso offensichtlich eine Gruppe bilden. Da
M, g die Multiplikation respektiert, wird infolgedessen die Automorphismengruppe unter dieser Abbil-
dung auf eine Untergruppe von M (n x n, K) bijektiv abgebildet. Dies ist gerade die allgemeine lineare
Gruppe, wie man sich sofort iiberlegt:

Satz 7.6 M5 : Aut(V) — GL(n, K) ist ein Gruppenisomorphismus mit Umkehrabbildung L%
GL (n, K) — Aut (V).

Den Inhalt dieses Satzes sollte man sich an dem folgenden Diagramm klarmachen:

MB
End (V) 5+ M(nxn, K)

U U

Aut (V)

B GL (n, K)

Es sei noch einmal betont, dafl es gerade in diesem Kontext absolut unerléfilich ist, nur eine Basis
zur Beschreibung von Endomorphismen zu withlen! (Siehe auch Aufgabe 40).

Wir geben in Satz 8 noch einige weitere Charakterisierungen invertierbarer Matrizen, von denen wir
den Teil vii) aber erst in Kapitel 8 abhandeln kénnen. Bei der Formulierung benétigen wir noch die
Operation des Transponierens einer Matrix. Diese ist definiert durch

aix - Qip
MmxnK) > A=
Am1 o Gmn
ail o Qmi
— tA = € M((nxm,K).
A1n ot Gmn
Oder anders ausgedriickt:
tA = (bk])f:l ....... n o, bkj = Qjk -

Es ist sofort klar, dafl der Spaltenrang von A gleich dem Zeilenrang der transponierten Matriz A
ist und umgekehrt. Es geniigt also grundséatzlich, Algorithmen zur Bestimmung von einem der Rénge
anzugeben. — Man beweist ohne sonderliche Miihe den folgenden

Satz 7.7 Fiir beliebige Matrizen A, B € M (m x n, K) und Skalare A\ € K gelten die folgenden
Regeln :

1. (A + B) ='A + 'B;
2. {(NA) = XA
3. 1(tA) = A.
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M a W.: M(@m xn, K) SN M (n x m, K) ist ein K-Vektorraumisomorphismus mit erneutem
Transponieren als inverser Operation.
Beziiglich der Multiplik ation von Matrizen gilt (man beachte die Reihenfolge !)

4. "(A-B) ='B-'A.

Beweis. Nur die 4. Aussage ist zu begriinden. Setze C = A-B, C = (c¢;j¢). Dann ist nach Definition
tC = (*¢gj) mit *eg; = ¢j. Also ist nach Definition der Matrizenmultiplikation

n n
ey = cjp = Z ajk bre = Z oot ag;
k=1 k=1
d. h '(A-B) = 'B- A, O

Satz 7.8 Fir A€ M (nxn, K) sind dquivalent :
i) AeGL(n,K).

il) Fs existiert A’ mit A’A = E,,, also ein Linksinverses zu A .

11

)

) Es existiert ein Rechtsinverses zu A.
iv) tA e GL(n, K).
)

)

v) Der Spaltenrang von A ist gleich n .

vi) Der Zeilenrang von A ist gleich n .
vii) det A # 0.

Beweis. A ist genau dann invertierbar, wenn die zugeordnete lineare Abbildung F4 invertierbar ist.
Nun folgt aus der Existenz eines Linksinversen zu A und damit zu F4 die Injektivitidt von F4 und
entsprechend aus der Existenz eines Rechtsinversen die Surjektivitdt von Fj4 . Nach Satz 4.12 reicht
dies aber fiir die Bijektivitit von Fa aus. SchlieBlich impliziert v) ebenfalls die Surjektivitit von Fj .
Dies beweist die Aquivalenz von 1), ii), iii) und v). Ist weiter A’ A = E,, , so folgt unmittelbar *A*A’ =
'E, = E, . Somit ist auch i) <= iv) bewiesen. Der Rest folgt aus dem folgenden allgemeineren Satz
(und aus Kapitel 8 bzgl. vii)). O

Satz 7.9 Fir jede Matriz A stimmen Spaltenrang und Zeilenrang tiberein.

Beweis. Es ist rang A = dim (im A), A aufgefait als lineare Abbildung K" — K™. Es sei S €
GL (m, K). Dann gilt fir z € K™:

Ar =0 << (SA)z = 0.
Also ist ker A = ker S A, so daf}
rangS A =n — dim ker SA = n—dim ker A = rang A .

Alternativ kann man S als Element in Aut K™ auffassen und erhélt einen Isomorphismus im A 5
S (im A) = im S A, der ebenfalls die obige Rangbeziechung impliziert.

Ist weiter T € GL (n, K), so ist natiirlich im A = im (AT), da T als Automorphismus von K"
interpretiert werden kann. Folglich ist rang A = rang AT . Also ergibt sich insgesamt:

rang A = rang S AT .

Wahlt man nun speziell S und T so, daf}

SAT = N :

so folgt
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rang' A = rang!T'A'S = rang'(SAT) = rang'N = rangN = rang A . |

Bemerkung. In Kapitel 9 werden wir die Transponierte einer Matrix konzeptionell als Matrix zu der
dualen Abbildung interpretieren, was uns eine weiteren Zugang zu dem obigen Satz liefert.

Wenn man den obigen Beweis genauer analysiert, so haben wir die folgende abbildungstheoretische
Aussage benutzt.

Lemma 7.10 Es seien lineare Abbildungen

F

‘/'li)‘/v_> P

w —— W

zwischen endlich dimensionalen Vektorrdaumen gegeben, wobei ¢ surjektiv und i injektiv ist. Dann gilt
rang F' = rang (po F o) .

Der Beweis kann wie oben gefithrt werden, wobei man sich auf die beiden Félle ¢ = id bzw. ¢ = id
beschranken kann. O

Wir wollen uns fiir den Rest dieses Kapitels mit der Frage nach algorithmischen Verfahren zur Be-
stimmung von Réngen, Losungen etc. beschéftigen. Aus historischen Griinden und wegen der Verwend-
barkeit bei der Losung von linearen Gleichungssystemen ( GaufSalgorithmus) werden wir den Zeilenrang
in den Vordergrund stellen, was jedoch nach Satz 9 keine Einschrankung bedeutet. Wir schreiben im
folgenden a; = (aj1,...,a5n), j = 1,...,m, fir die Zeilen einer m x n-Matrix A, so daff wir also

A kurz in der Form
ai

am

notieren kénnen. Den von den Zeilen a; erzeugten Unterraum in K™ nennen wir auch den Zeilenraum

von A, in Zeichen
ZR (A) = span (a;)j=1,...m »

so dafl also
Zeilenrang von A = dim ZR (4) .

Bemerkung. Man kann den Zeilenrang auch konzeptionell erklédren als dim im Fj , wobei der Homo-

morphismus
F} : K* 2 Hom (K", K) — Hom (K™, K) &2 K™

durch Hintereinanderschaltung mit F' definiert ist (siche Kapitel 9).

Zur Bestimmung des Zeilenranges dienen nun Operationen, die man vom Losen linearer Gleichungs-
systeme schon gewohnt ist, ndmlich die sogenannten elementaren Zeilenumformungen. Von diesen gibt
es vier Typen.

I. Multiplikationen der j—ten Zeile mit A\ € K* = K\ {0}:

a1 a1
aj;—1 aj—1

A= a; — Aaj =: Ar.
aj+1 aj+1

Qm Qm
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II. Addition der k—ten Zeile zur j—ten Zeile, k # j.

ITI. Addition des A—fachen der k-ten Zeile zur j—ten Zeile, k # j (A € K*).
IV. Vertauschen der j—ten Zeile mit der k—ten Zeile, k # j.

III. und IV. entstehen jedoch aus I. und II. Schematisch sieht das so aus:

a; '[_/\) a; }l} a; + Aay, I)\'__l> a; + Aayg
ag )\ak )\ak Qg
aj |\ aj \ a;j N (a; — ax) _ ay N
(075 — Qg aj; — ag a; — ag aj; — ag Qj ’

Satz 7.11 B entstehe aus A durch endlich wviele elementare Zeilentransformationen. Dann ist
ZR (A) = ZR(B) (und die Zeilenringe von A und B stimmen iberein).

Beweis. Es geniigt der Nachweis fiir die Typen I und II.

a) Ist v € ZR (A), so gilt nach Transformation I :

U= par et piag e g G

Hy

3 (Aaj) + -+ mam € ZR(B) .

= Mlal + “ee +
Da die Umkehrung von I, offensichtlich die Transformation I,-: ist, ergibt sich die umgekehrte In-

klusion genauso.

b) Die Gleichung

v = M1a1+...+ujaj+...+umam
= paar + -+ pglag 4 ar) + oA (e — pg)ak + -+ G

impliziert wie oben die Behauptung im Fall II. O

Bemerkung. Elementare Zeilentransformationen werden durch Multiplik ation von links mit elementaren
Matrizen bewerkstelligt. Es ist nicht schwer, sich diese Matrizen aufzuschreiben. So gehort natiirlich
zum Typ I die m x m—Diagonalmatrix mit lauter Einsen in der Diagonalen mit Ausnahme des j—ten
Eintrages, der gleich A gesetzt werden mufl. Nach Definition sind diese Matrizen invertierbar, und ihre
Inversen sind wieder elementar. Sie gehoren zu einfachen Basiswechseln im Bildraum; fiir Typ I z. B.
ist das der Basiswechsel (w1,...,wj,...,wn) — (W1,..., W}, ..., W) .

Wir sagen nun, eine Matrix B = (bjx)j=1,....m k=1,...,n Sel von Zeilenstufenform, falls es eine auf-
steigende Folge 1 < k1 < ko < --- < k. < m gibt, so daf gilt:

1. b1k1 # Oa R b’!‘k'r 7é Oa

2. bjrp =0, k<k; oder j>r.

Offensichtlich (man fithre Induktion) ist fiir eine solche Matrix der Zeilenrang gleich r.
Dem bekannten Eliminationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme entspricht der folgende

Satz 7.12 Jede Matriz laft sich durch endlich viele elementare Zeilenumformungen vom Typ III und
1V in Zeilenstufenform bringen.

Beweis. Es sei k; der Index der ersten nicht verschwindenden Spalte in A . Durch eine Transformation
vom Typ IV bringt man dann ein von Null verschiedenes Element dieser Spalte in die erste Zeile und
kann dann durch Transformationen vom Typ III alle darunter liegenden Eintrdge zum Verschwinden
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bringen. Danach verfihrt man induktiv auf dieselbe Weise. ]

Bemerkung. Man kann in Satz 12 fiir die Zeilenstufenform zusétzlich
big, = -+ = brg, =1
voraussetzen.
Die oben beschriebene Methode gibt auch ein effektives Verfahren zu bestimmen, ob n vorgegebene
Vektoren v1,...,v, € K" eine Basis bilden: Man schreibe die Vektoren vy, ...,v, als Zeilen aq,...,a,

in eine n x n—Matrix A und fiihre so oft elementare Zeilenumformungen durch, bis Zeilenstufenform
B vorliegt.

Satz 7.13 Unter den obigen Bezeichnungen gilt : Die Vektoren (vi,...,v,) bilden genau dann eine
Basis, wenn r = n ist, d. h. wenn B eine invertierbare obere Dreiecksmatrixz darstellt :

bll * *
0 b22 * *

y bjjyé(),j:l,...,n.
0 bn—l,n—l *

Diesem Satz kénnen wir eine vollig andere Wendung geben:

Folgerung 7.14 Jede Matriz A € GL (n, K) lift sich durch elementare Zeilentransformationen in die
FEinheitsmatriz transformieren. M. a. W. : Jede Matriz A € GL (n, K) ist ein endliches Produkt von
Elementarmatrizen.

Eine andere Interpretation dieser Folgerung besteht darin zu sagen, dafl jede Basistransformation
durch endlich viele elementare Basistransformationen zusammengesetzt werden kann.

Dies fithrt nun zu einem effektiven Verfahren zur Berechnung der Inversen A~! zu gegebener Matrix
A € GL(n, K): Es seien By, ..., By Elementarmatrizen, so daf
Bs-...-B1-A=FE,.

Dann ist natiirlich
Al =B,....-B;.

Man betrachte also das folgende Schema:

A E,

B A B E,

By ... -BA| B,-...-B.E,

d. h.: man schreibe E,, rechts neben A und fiihre parallel zu A die gleichen Zeilentransformationen
an E, durch. Ist man links bei F,, angekommen, so steht rechts die inverse Matrix A~!.

Bemerkungen: 1. Das Verfahren bricht automatisch ab, wenn A nicht invertierbar ist.

2. Man kann stattdessen auch (nur) Spaltentransformationen bei diesem Prozefl verwenden.

Man kann dieses Verfahren fiir beliebige Matrizen verallgemeinern und zu einem Algorithmus zum
Losen des linearen Gleichungssystem
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(%) Az =b, AeM(mxn,K), beK"

heranziehen:

Nach Satz 12 gibt es ein Produkt S := Bj -...- By von Elementarmatrizen, s. d. B := S A Zeilen-
stufenform mit Einsen als erstem nichtverschwindenden Eintrag in jeder Zeile besitzt. Es ist aber klar,
daf} sich dann durch Spaltenpermutationen, also einfache Spaltenumformungen Ci,...,C}, die Matrix

B in unsere Normalform N vom Rang r = rang A {iberfiithren 148t:
SAT ' =N, T'=0Cy-...-C,.

Wir visualisieren diese Operationen an dem folgenden Schema:

Em A b
BlEm BlA Blb
S=DBs--B B=SA |V =5b E,
BCl Encl
N = BT™! T =0 -G

Dies benutzt man jetzt wie folgt fiir das Losen des Gleichungssystems (*): Man schleppt bei den
Zeilentransformationen von A den Vektor b mit (ohne auf die Verédnderungen bei b zu achten) und
setzt b’ = Sb. Man schreibt ferner X = (z(M, ...,z 20+ 2() fiir die Spalten von T-1, die
augenscheinlich linear unabhéngig iitber K" sind. - Dann gilt:

Satz 7.15 Essei Ac M (mxn,K), be K", ScGL(m,K) und X = (2V,...,2(") € GL(n, K),
so daj

a) S A Zeilenstufenform vom Rang r hat und

b) N = SAX Normalgestalt

besitzt. Dann gilt :

i) Die Vektoren 2"t 2" bilden eine Basis des Lisungsraumes des homogenen Systems
Ax = 0.
by
il) Az = b ist genau dann losbar, wenn fir b/ = Sb = gilt :
by

by, ==, = 0. Eine spezielle Losung ist unter dieser Bedingung gegeben durch

A A A
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Bemerkung. Bei der Anwendung des Satzes braucht die Matrix S nicht einmal explizit berechnet zu
werden; man bendtigt nur ' und X .

Beweis. 1) Aus der Beziehung (S A) X = N folgt durch Vergleich der letzten n — r Spalten unmittelbar

(SA):L’(‘)) =0, p=r+1,....n.
Ferner ist S invertierbar, so da wir sofort Az"t1) = ... = Az(™ = (0 schlieBen kénnen. Da die
Vektoren (;U(T“),...,x(”)) als Spalten einer invertierbaren Matrix linear unabhéngig sind und r

gleich dem Rang von A ist, miissen sie den Losungsraum des homogenen Systems aufspannen.

ii) Da S invertierbar ist, gilt Az = b genau dann, wenn die Gleichung SAx = Sb = V' erfiillt
ist. Nun ist S A in Zeilenstufenform mit Rang = r. Also ist nach dem allgemeinen Losungskriterium
r = rang (S A, V') eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit, und dies ist wegen
der besonderen Gestalt von S A gleichbedeutend mit b, = --- = b}, = 0. Umgekehrt berechnet
man unter dieser Voraussetzung leicht

b
E. |0 bl
SAT 'Y = NV = =V =Sb,
0 'O 0
0
also A(T71b) = S71Sb = b. Damit ist
by
b.’
T =X - = VW 4+ . 4™
0
0
als spezielle Losung erkannt. |
Beispiel. Wir betrachten das folgende Gleichungssystem:
T
1 2 3 4 10
Zo
2 3 4 5 = 14
xs3
3 4 5 6 18
x4

Durch elementare Zeilenumformungen der erweiterten Matrix (A, b) erhélt man in drei Schritten

1 2 3 4|10 1 2 3 4|10
2 3 4 5|14 — — — 01 2 3|6
3 4 5 618 0 0 0 0O

Hier hat SA Zeilenstufenform, und & hat die gewiinschte Gestalt. Als néchstes fithren wir elementare



54 7  Basiswechsel und Matrizen

Spaltentransformationen simultan fiir das Paar (SA, E,) durch:

1 2 3 471 0 0 0 100 01 -2 -3 —4
01 2 3|{0 100 01 2 3|0 1 0 0
>
0 00 0j0O 0O 1 0 0 00 0|0 O 1 0
0 0 01 0o 0 O 1
100 01 -2 1 2
01 0 0f0 1 -2 -3
00 0 0|0 O 1 0
0o 0 0 1
Damit bilden die beiden letzten Spaltenvektoren
1 2
-2 -3
1 ’ 0
0 1

-2 -2
6
0
0

o O O =



8 Determinanten
Wir wollen die Theorie der Determinanten zuerst anhand von geometrischen Uberlegungen motivieren.

Dazu betrachten wir zwei Vektoren u, v im (nicht notwendig euklidischen) Vektorraum R?. Diese
definieren ein Parallelogramm

P=Puv)={z=ru+sveR*:0<rs<1}.

Figur 8.1

Wir fragen uns, welche Eigenschaften der Fldcheninhalt
F (u, v) = Fldcheninhalt von P (u, v)

hat (oder zumindest haben sollte). Offensichtlich sind die folgenden Regeln:
a)  F(tu,v) = |t| F (u, v),
b) F(u+ tv,v) = F(u,v),
(es handelt sich hierbei um eine Scherung, siehe Figur 2),
¢) F(u,u) =0,
d)  F(u,v) = F(v,u),
und aus Normierungsgriinden verlangt man z. B. noch

e) F(e,er) =1.

Figur 8.2
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Insbesondere interessiert uns die Frage: Ist F' bestimmt durch die obigen Eigenschaften 7 D. h.
genauer: Welche Aussagen kann man machen iiber die Funktion

F (u1e1 + ugea, vier + vaes)

in Abhéngigkeit von den Variablen wq, us, v1, v2 7 Ist also z. B. diese Funktion additiv in beiden
Argumenten ? Die Antwort hierzu ist leider nein wegen a) (man braucht dort nur ¢ negativ zu wéhlen).
Es gilt genauer:

F(u,w) + F(v,w), wu,v auf ,derselben Seite* von w ,

F(quv,w){

| F (v, w) — F(u, w)|, u,v auf ,verschiedenen Seiten“ von w .

Es kommt also auf die Orientierung des Systems der betroffenen Vektoren an. Dieses Konzept werden
wir spéter noch prézisieren (Anhang zu Kapitel 13). Im Moment geniigt uns die intuitive Vorstellung
eines positiv oder negativ orientierten Systems von zwei Vektoren u, v. Die Schwierigkeiten werden
tatséchlich behoben, wenn man den orientierten Flacheninhalt einfiihrt:

F(u,v), v ,links“von u,
D (u,v) = —F (u,v), v ,rechts“von u,
0, wu,v linear abhingig .
Man zeigt damit leicht:
a) D(tu,v) = tD(u,v).

o o o

)

)
)
)
) u,v) = =D (v,u) (=D (u, v1 + v2) = D(u, v1) + D(u, va)).
f)

D ist tatséchlich, wie wir bald sehen werden, allein durch die Eigenschaften a), ¢), e) und f) bestimmt
und damit auch F' = |D|.

Ahnliche Uberlegungen im n-dimensionalen Raum (n > 3) fithren unmittelbar zu dem folgenden
abstrakten Begriff.

Definition. Es sei V' ein K—Vektorraum. Eine (Multi—) Linearform vom Grad ¢ (oder kurz: eine (-
Form) auf V ist eine Abbildung

F:Vi=Vx.--xV — K,

£—mal
die in jedem Argument linear ist; d. h. bei festem j € {1,...,¢} und festen Vektoren wq,...,u;j_1,
Ujy1,...,Uu €V ist die Abbildung
Vour— F(’U,l,...,Uj_l, u, Uj+1,...,Ug) ek

K-linear. Wir schreiben fiir die Gesamtheit dieser Formen
Multg (V) = {F : F ist eine ¢-Form auf V} .
Die Vorstellung von einem ¢-dimensionalen Volumen des Polytops

Puy,...;up) ={v=tug +- -+ tug €R": 0 <ty <1, A=1,...,0}
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fithrt zu der

Definition. Eine (~Form F : V* — K heifit alternierend, falls F (uy,...,us) = 0, sofern mindestens
zwei der Vektoren uq,...,uy iibereinstimmen. Wir schreiben
Alth (V)

fiir die Gesamtheit der alternierenden ¢-~Formen auf V.

Leicht zu sehen ist: Multy (V') bildet als Teilmenge von Abb (V¥, K) einen Untervektorraum, eben-
so Alth (V). Wir versehen beide Riiume stets mit dieser K-Vektorraumstruktur. Ist nun V' endlich
dimensional, so ist die Dimension dieser Rédume interessant. Wir setzen dim V' = n. Klar ist (warum ?):

Satz 8.1 dimg Multg (V) = n’.

Wir verzichten auch auf einen Beweis des folgenden allgemeinen Satzes iiber den Vektorraum der
alternierenden Formen, den man ohne gréflere Schwierigkeiten hier durchfiihren kénnte. (Siehe auch die
Bemerkung am Ende des Beweises von Satz 3).

Satz 8.2

(n) 1<i<n
dimg Alth(V) = { \¢ o

Bemerkung. Im Falle ¢ = 1 ist Multg (V) = Altx(V) = V* der Dualraum zu V mit

dmV* =dimV = n = <’;)

(siehe Kapitel 9).
Wir interessieren uns hier speziell fiir den Fall £ = n, wo nach dem obigen Satz gelten mufi:
dimg Altg(V) =1, wenn n = dim V.
Wir werden tatséchlich die folgende prazisere Aussage beweisen:

Satz 8.3 Es sei V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum. Dann gibt es zu jeder geordneten Basis A =
(v1,...,v,) von V genau eine alternierende n—Form D4 : V® — K mit Dy (v1,...,v,) = 1. Ist
F e Altg (V') beliebig und X\ := F (v1,...,vy), so gilt

F=X\Dy.

Zum Beweis dieses Satzes mufl man das Verhalten von alternierenden Formen unter Permutationen der
FEintrdge genauer studieren. Es sei F' € Altf%(V) , Ul,-..,ug €V seien beliebig, und es seien die Indizes
g, k mit 1 <j <k </{ fest gewdhlt. Dann ergibt sich:

0 = Fut, .., uj + Uy oo, U5 + Uk, ..., Up)
= F (U1, oy Uy U+ Uy ooy ) + F (U1, Uk, ey Uy Upgy o, Ug)
= F(ui,...,uj,...,%,...,0p) + F(u,...,u5,..., Uk,..., ug)+
F(ul,...,uk,...,uj,...,uz)—|—F(ul,...,uk,...,uk,...,Ug).

Wir haben damit gezeigt:
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Satz 8.4 Ist F € Altk(V), so gilt
Fut,. .o .o tg,.00u) = —F(ug, oo, Uy o0, Up)
M. a. W.: F wvertauscht das Vorzeichen beim Vertauschen zweier Eintrdge.

Bemerkung. Diese Bedingung rechtfertigt den Begriff alternierend . Sie ist gleichbedeutend mit der
obigen Definition fiir alternierende Formen, wenn in K gilt: 1+ 1 £ 0, d. h. wenn charK # 2 ist.
Denn:

Fug,eeoyUyeeytlyyttg) = —F (U, 0oyt ..., Up)

impliziert 2F (u1,...,u,...,u,...,u¢) = 0 und damit
F(ug,...;u...,u,...,up) = 0.

Vertauschen ist eine spezielle Permutation: Es bezeichne &, die sogenannte symmetrische Gruppe
in ¢ Elementen:

Sy = {bijektive Abbildungen o : {1,...,¢0} — {1,...,¢} }.

Natiirlich bildet diese Menge eine Gruppe bzgl. der Hintereinanderschaltung von Abbildungen. Man

schreibt auch
1 /¢
o= .
o(l) - a(0)

Man beachte, daf die Mengen {o (1),...,0 (£)} und {1,...,¢} iibereinstimmen. Ist nun F € Altg(V),
so setze man

(0 F)(u1,...,up) := F(Ug(1),- - Uo(p)) -

Leicht zu beweisen ist:
oF e Alth(V), (0201)F = o3(o1F) .

o heifit eine Transposition, falls es ein Paar (j, k) mit 1 < j < k < £ und o(j) = k, o(k) =
Jj, o) =1i,i# j, k gibt. (Man schreibt dann lieber 7 statt o). Satz 4 impliziert:

TF = —F, 71 eine Transposition .
Ist 0 = 7, - ... 71 ein Produkt von Transpositionen, so folgt nach der gerade gemachten Bemerkung
oF = 1,(--(mF)) = (-1)"F.

Insbesondere ergibt sich, daf§ der Faktor (—1)™ eindeutig bestimmt ist, wenn F # 0.

Eine beliebte elementare kombinatorische Frage lautet: Wie ordnet man einen in Unordnung gera-
tenen 24-bandigen Brockhaus? Ein zum Ziele fithrender, wenn auch evtl. nicht schneller Algorithmus
besteht darin, dafl man Band 1 sucht und mit dem an erster Stelle stehenden Band vertauscht, dann
sucht man Band 2 und vertauscht diesen mit dem an zweiter Stelle stehenden Band u.s.w. Auf jeden
Fall schliefft man hieraus leicht die erste Aussage in dem folgenden

Satz 8.5 Jede Permutation o ist Produkt von Transpositionen: ¢ = 71 - ... Ty, und die Zahl
signo = (—1)" (Signum oder Paritét von o)
ist eindeutig durch o bestimmt (nicht jedoch m ). Die Abbildung
sign: 6, — {1, -1}
ist ein Gruppenhomomorphismus (rechts bzgl. Multiplikation). Die Menge
Ay = {0 € Gy signo = 1}

1 1
bildet eine Untergruppe (die sogenannte alternierende Gruppe) von &, der Ordnung 3 ord Gy = 56! .
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Folgerung 8.6 o F = (signo)F, F¢€ Alt]%(V) , 0€6;.

Wir konnen jetzt im Falle £ = n den Hauptsatz beweisen , indem wir zunéchst zeigen, daf} ein be-
liebiges Element F' € Altg (V) durch den Wert F (vq,...,v,) bel vorgegebener Basis A = (v1,...,vy,)
bestimmt ist. Es gilt

F(uy,...,up) = F(a11v1 + -+ @n1Vpn,--., 01001 + -+ appUn)

n
= E ajllF(Ujl,CL12U1 +---+an2vn,...):---

Jji=1
n
= Z i1 Gjp2 - oo Gjon F (V5 Uy o0, 05,)
J1seedn=1
Wir unterscheiden zwei Falle:
a)  {j1--sdny G {L,...,n} = F(vj,,...,v;,) = 0, da mindestens zwei Eintréige gleich sind.

b) {j1,.---sdn}t =1{1,...,n},d h. 3o € S, mit j; = o(1),...,Jn = o(n). Damit folgt

F (ul, ce ,un) = Z ag(l)l LN ag(n)nF (00(1), N ,Ua(n))
oES,,

= ( Z (signo) a1y ~...-ag(n)n> cF (v, 0p) .

ce6,

Also ist der Hauptsatz dquivalent zu der Aussage, dafi fiir

U = a11V1 + -+ QplUnyeo s Up = Q1 V1 + -+ Gpp Un
durch
Da(ugy... u,) = Z (signo) agyr - -+ Ao(n)n
ceS,
eine Form in Altg (V) definiert wird mit D4 (v1,...,v,) = 1.

Dies kann man nun direkt nachrechnen, obwohl die Durchfiihrung nicht vollig trivial ist; so benutzt
der Nachweis der Alternierungs—Eigenschaft von D 4 die Zerlegung &,, = 2, UT,, 7 eine beliebige
Transposition. ([

Bemerkung. Vollstindig analoge Uberlegungen zeigen, daB eine alternierende ¢-Form F € Alt]%(V)
bei beliebigem ¢ durch die Werte F' (vj,,...,v5,), 1 <ji <--- < je < n, bestimmt ist, und das sind

genau (Z) Vorgaben in Ubereinstimmung mit Satz 2.
Als Konsequenz unserer bisherigen Untersuchungen notieren wir:
Satz 8.7 (und Definition) FEs gibt genau eine Funktion
det: M (nxn,K) — K,
die
1. multilinear ist in den Spalten,
2. alternierend ist in den Spalten,

3. normiert ist in dem Sinne, daf$ det E, = 1.

Sie wird gegeben durch
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det (ajk)lgjykgn = Z (signa) aq(1)71 Cae aa(n),n .
oce6,

Fiir jede andere Funktion D mit 1. und 2. gilt

D =MXdet, A= Dley,...,e,).

Fir Ae M (n xn, K) heifst det A die Determinante von A.

Wir sammeln noch einige Eigenschaften der Determinante. Schreiben wir wie friither

aip o Q1n a1

(€27 N ¢ 777 ) ngj

so gelten die folgenden Regeln:

1.

2.

9.

10.

det (a',...,a? + A\b/,...,a") = det(al,...,a’,...,a") + Adet(al,...,b/,...,a").
det (a',...,a") = 0, falls @/ = a* fiir ein Paar j # k.

det (A A) = det (Aal,...,\a") = A" det A.

det A =0, fallsein o/ = 0.

det (a®M,...,a°™) = (signo) det (a',...,a").

det (a',...,a? +Xa*,... a") = det(a’,...,a"), j#k.

Fiir eine obere Dreiecksmatrix
)\1 *

0 An
ist det A = Ap-...- Ay

det ‘A = det A. (Man kommt also zur gleichen Determinanten—Funktion, wenn man mit Zeilen
statt mit Spalten arbeitet.)

det (AB) = det A-det B fiiralle A, Be M (nxn, K).

det A # 0 genau dann, wenn A invertierbar ist. Es gilt dann det A=! = (det A)~!.

Beweis. Wir behandeln nur die nichttrivialen Punkte 7 bis 10.

ad7: A\ = 0= det A = 0=A;-...- A\, wegen 4. Ist dagegen \; # 0, so folgt aus der Definition
der Determinante
/\2 *
det A = \; -det
0 An
und damit die Behauptung per Induktion. |

Diese Eigenschaft ist iibrigens ein Spezialfall von
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Satz 8.8 (Laplace - Entwicklung) Seien j, k mit 1 < j, k < n fest, und A}, sei die Matriz in
M((n—1) x (n—=1),K), die man erhilt, wenn man aus der Matriz A die j—te Zeile und die k—te
Spalte streicht. Dann gilt (bei festem k ):

det A = Z (—1)7* a . det Al
j=1

Beweis. Sammeln in (x) liefert

detA:iaij--~. O
j=1

oGy
o(k)=j

Wir fithren den Beweis der Determinanten—Eigenschaften fort.

ad 8: Nach Definition gilt

det A = Z (signo) fayay1 - - Ao (nyn

0’6671

= Z (blgn U) A15(1) * -+ Ano(n)
o6,

= Z (sign O‘) Ag=1(1)1 "+ -+ " Qog=1(n)n -
ocG,

1

Nun induziert die Abbildung ¢ —— ¢! einen Isomorphismus &, — &, , so da8

det A = Z (signo™1) Ag(1)1 " -+ Qo(n)n -
gES,,
Aus 07! -0 = id folgt aber 1 = sign id = signo~! -signo, also signo™' = signo und damit die
Behauptung. O

ad 9: Wir halten B fest und betrachten det (B A) als Funktion in A:

Dp (A) = det (B A).

Setzen wir
by
B = y A= (a‘17 ’an) s
by
so erhalten wir
bl a1 bl . (12 bl a™
BA =
b, -a' b, -a® by, - a™

Also ist det (B A) multilinear und alternierend in den Spalten von A, woraus sich
DB(A) :)\B detA, /\B ZDB(E) :det(BE) = det B

ergibt, also die Behauptung det (BA) = Dg (A) = det B-det A fiir alle A, B. O

ad 10: a) A sei invertierbar = A™1. A = F = det A=' det A = det E = 1 = det A # 0 (und
det A=t = (det A)71).
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b) Ist A nicht invertierbar, so ist rang A = r < n, und es gibt invertierbare Matrizen S, T mit

SAT ' =N =

Dann gilt A = S NT und damit det A = (det S)~!-det N -det T' = 0 wegen det N = 0 (nach
7.). O

Warnung. 1. a. gilt det (A + B) # det A + det B !

Bemerkung. Mit der Eigenschaft 10 148t sich sehr einfach der Nachweis fithren, dafl die Menge der
invertierbaren Matrizen eine Gruppe bzgl. Multiplikation bildet.

Die Formel (x) in Satz 7 fiir die Determinante ist fiir grofie n viel zu unhandlich, so dafl sich wieder
die Frage nach effektiven Methoden zur Berechnung stellt. Ein moglicher Algorithmus sieht wie folgt
aus: Spaltenumformungen vom Typ III und IV bringen A in Spaltenstufenform B . Dabei ist klar:

det A = (—1)¥ det B, k = Anzahl der Umformungen vom Typ IV .

Nun ist eine quadratische Matrix in Spaltenstufenform eine untere Dreiecksmatrix, also die Transpo-
nierte einer oberen Dreiecksmatrix, und damit gilt

A1 0

n
dethH)\j, wenn B =
j=1

* An

Eine weitere niitzliche Formel ist die folgende: Ist die Matrix A von der Gestalt

A | C
A=
0 | As

mit quadratischen Matrizen A; und A, , so gilt
det A = det Ay -det Ay .

(Diese Aussage wird in der Ubungsaufgabe 49 wesentlich verallgemeinert).

Wir kommen am Ende noch zu dem Begriff der klassischen Adjungierten und zur Cramerschen
Regel: Zu der Matrix A € M (n x n, K) assoziieren wir eine neue Matrix A = (a;;) durch

Qi = (—1)FH det Ay, wobei A e M((n—1)x(n—1),K)

wie frither aus A durch Streichen der k-ten Zeile und j—ten Spalte hervorgeht. Wir nennen A die
klassische Adjungierte zu A. Aufgrund des Laplaceschen Entwicklungssatzes erhéilt man sofort die
Darstellung
G = det(al,..., a7, €* @7t a").
ajk e(aa , @ W& @ 3 ,(1)
J
Damit bekommt man leicht:

Lemma 8.9

AA = AA = (det A)E, .



8 Determinanten

Beweis. Es ist '
J

n n N
~ 1 -1k i+1
E ajkakgzg ape det (a',..., a7 e a7t . a")
k=1 k=1
n
_ 1 j—1 ko j+1
= det(a',...,a?t, E agee”, a?h o a")
k=1
= det (a',...,a’" 1, af, o', ... a")

det A =7,
I O A
und folglich AA = (det A) E,, . Damit ist aber auch

AA = '(1A'A) = '((det 'A) E,) = (det A)E, .
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Wir kommen noch einmal zu linearen Gleichungssystemen im Spezialfall m = n zuriick. Es sei
also A€ M (nxn,K) und (x) Az = b€ K" das zugehorige Gleichungssystem. Dieses ist universell
losbar, d. h. 16sbar fiir alle rechten Seiten b, wenn rang A = n, d. h. wenn det A # 0. Unter dieser

Voraussetzung kann man die Losung konkret durch Determinanten beschreiben.

Satz 8.10 (Cramersche Regel) Es sei A € GL (n, K). Dann hat die Gleichung Az = b € K" die

eindeutig bestimmte Ldésung

. S
) ) det (a*,..., b ,...,a")
Tr = : s wobes T = det(al,...,a”) y k= la' y T
Tn
n
Beweis. Mit b = Zbgeé gilt
=1
k k
= n = n
det(a',..., b ,...,a") = sz det (a',..., ' ,...,a") = Zbﬂikg
=1 =1
und damit fiir alle j = 1,...,n:

n n

1 =~
Zajkxk = A Zajk det (a',..., b ,...,a")
k=1 k
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Im folgenden seien wie bisher V' und W K—Vektorrdume. Eine wesentliche Rolle spielte fiir uns bisher
der Vektorraum der linearen Abbildungen

Hom (V, W) = {F: V — W : F ist K-linear }.

Einen Spezialfall stellt W = K dar:
V* .= Hom (V, K)

heifit der Dualraum von V , seine Elemente
AV —K
heiflen Linearformen auf V' (oder lineare Funktionale). Sie erfiillen nach Definition die Beziehung

AMav + bw) = aA(v) + b (w) firalle v, weV,a,bekK.

Beispiele. 1. Fiir einen Zeilenvektor a = (aq,...,a,) € K" sei A, definiert durch
K" — K
Aa : "
r=Yr,...,2n) — a-x = Z ajx; =: (a,z).
j=1

Offensichtlich kann man jede Gleichung in einem linearen Gleichungssystem mit Hilfe solcher A\, aus-
driicken.

2.
V =Konv(N,R) — R
L: '
(a5)jen — lim a; .

3.Ist I = [a,b] CR und V = C°(I, R) oder gleich Int (I, R) im Riemannschen oder Lebesgueschen
Sinne, so ist

VBf'—>/If(x)dx

eine Linearform.

Wir wissen von frither: Ist B = {v, : + € I'} eine Basis von V', so gibt es zu jedem System {a, : a, €
K},er genau eine Linearform A € V* mit A (v,) = a, . Ist speziell dim V' = n < oo, so existieren bei

fest gewéhlter Basis B = {v1,...,v,} eindeutig bestimmte Linearformen v; € V*, k = 1,...,n, mit
1, j=k,
vp(v;) = Gk =
v { 0, j#k.
Satz 9.1 Ist B = {wv1,...,v,} eine Basis von V , so ist B* = {v},...,v}} eine Basis von V*.

Insbesondere gilt :
dmV =n<o0o = dimV*"=dimV.

Aus Satz 1 folgt sofort, dafl die im Beispiel 1 angegebene lineare Abbildung a +— A, einen
Isomorphismus K" — (K™)* induziert. Wegen des Bildungsgesetzes von A, identifiziert man oft
(K™)* mit dem Raum der Zeilenvektoren.

Warnung. Aus dim V* = dim V folgt natiirlich die Existenz von Isomorphismen V — V*. Aber
keiner dieser Isomorphismen ist i.a. basisunabhdngig, also kanonisch. Eine solche Isomorphie ist somit
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prinzipiell wertlos! (Eine Ausnahme bildet V' = K™, da dieser Vektorraum eine kanonische Basis
besitzt, der man die duale Basis eindeutig zuordnen kann, und z. B. jeder euklidische Vektorraum;
siehe das néchste Kapitel). Im Unendlichdimensionalen gibt es dagegen nicht einmal unkanonische
Isomorphismen zwischen V und V*. So hat offensichtlich der Vektorraum KM aller endlichen Folgen
in K als Dualraum den Raum K" aller Folgen mit Werten in K.

Beweis von Satz 1. 1. B* ist linear unabhéngig: Aus A = E;-lzl ajvj = 0 folgt unmittelbar

0=Xwe) = a;v))(ve) =D a;vi(ve) = > a;djn = ax
j=1 j=1 j=1

fir alle k = 1,...,n.

2. B* erzeugt V*:Ist A € V* und A(vi) = ai fir K = 1,...,n, so bilde man:
AF = ZakaGV*.
k=1

Wegen (A — A) (v;) = (Z arvp — A) (vj) = Z ardr; — a; = 0 fir alle j ergibt sich dann
k=1 k=1

A = M\ und damit V* C span (v],...,v}). O

n

Erstaunlicherweise gibt es eine vollig kanonische Abbildung von V in sein ,Doppeldual® oder
,Bidual“. Dies hangt mit der kanonischen ,,Paarung“

V*xV — K
()
(A v) — A(v)
zusammen, die offensichtlich linear in beiden Argumenten (also bilinear) ist.

Definition. Eine bilineare Abbildung

b{levg—> K
L

vy, vg) — b(vy, va)

nennt man auch eine Bilinearform. Sie heifit nicht ausgeartet im 1. Argument, falls b(vy, v2) = 0
fiir alle vy die Bedingung v; = 0 nach sich zieht. (Entsprechend definiert man Nichtausgeartetheit
im 2. Argument). Die Form heiit nicht ausgeartet schlechthin (oder auch duale Paarung), falls sie in
beiden Argumenten nicht ausgeartet ist. Wir schreiben oft auch (.,.), oder sogar (.,.) anstelle von
b(.,.), wenn aus dem Kontext heraus klar ist, um welche Bilinearform es sich handelt.

Offensichtlich gibt eine Bilinearform b: V; x V5 — K Anlafl zu linearen Abbildungen

Vo — W Vi— VS
und
vy — b(., v2) vy — b(vy, .)

(und jede solche Abbildung liefert eine Bilinearform; ist z. B. g € Hom(Va, Vi*), so setze b(vy, ve) =
(g9 (v2)) (v1) ). Selbstversténdlich hat die Menge Bilg(V1, V) aller Bilinearformen eine natiirliche K-
Vektorraumstruktur; nach dem eben Bemerkten gibt es kanonische Isomorphien

Bilg (V4, Vo) = Hom(Va, Vi*) = Hom(Vy, V5) .

Satz 9.2 Eine Bilinearform b: Vi x Vo — K st genau dann nicht ausgeartet im 1. Argument, wenn
die zugeordnete Abbildung g: Vi — V5 injektiv ist.
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Beweis. g : Vi — V5 injektiv <= (g(v1) = 0 = v; = 0) < (b(v1,v2) = 0 fiir alle
vy € Vo = v = 0) O

Bei einer dualen Paarung endlich dimensionaler Vektorrdume folgt mit diesem Satz unter Zuhilfe-
nahme der Ungleichungs—Kette

dim V; < dim V5 = dim V5 < dim V{" = dim V;
die Existenz kanonischer Isomorphismen
V=V, ViV
Eine Bilinearform auf dem Vektorraum V ist per definitionem eine solche auf V x V. Diese ist
iibrigens im endlich dimensionalen Fall nicht ausgeartet, wenn sie diese Eigenschaft fiir eines der beiden
Argumente besitzt (noch allgemeiner ist dies richtig fiir beliebige Bilinearformen auf Vi x V5 mit

dimV; = dimV, < o0). In diesem Fall vermittelt die duale Paarung i. a. zwei Isomorphismen
V = V*, die offensichtlich genau dann iibereinstimmen, wenn (., .) symmetrisch ist:

(v1, v2) = (vg, v1) firalle vy, va€V.

Die kanonische Paarung V* x V — K ist trivialerweise nicht ausgeartet im 1. Argument: A (v) = 0
fir alle v € V. = X = 0. Dies entspricht der trivialen Einsicht, dafl die kanonische Abbildung
g = id: V* — V* injektiv ist.

Satz 9.3 Die kanonische Paarung V* x V. — K st nicht ausgeartet im 2. Arqument. Also existiert
ein kanonischer injektiver Homomorphismus

Ve V"™,
der im Fuolle dim V' = n < oo sogar ein Isomorphismus ist.
Bemerkung. Die Abbildung V' — V** ist gegeben durch v — L, , wobei
L,(\) =A(v), XeV*, veV.

Beweis von Satz 3. Sei v # 0 in V' ; dann gibt es nach dem Basisergidnzungssatz eine Basis B von V
mit v € B und nach einer fritheren Bemerkung eine Linearform A € V* mit A (v) = 1. Dies beweist
den ersten Teil.

Der zweite Teil der Aussage folgt wegen dim V** = dim V* = dim V. O
Im Beispiel K" hat man eine natiirliche Basis (eq,...,e,), so daf der durch e; — e; vermittelte
Isomorphismus

tatséichlich ausgezeichnet ist. Die Existenz dieses Isomorphismus hat aber eine tiefere Bedeutung: Es
gibt die kanonische Bilinearform

K" x K" — K
(@, ) *—’ijyj,

die offensichtlich nicht ausgeartet ist und damit K" mit (K")* identifiziert, und zwar genau auf die
oben beschriebene Weise.

Wir wollen nun die Theorie der Linearformen auf das Problem der Lésung von (homogenen) linearen
Gleichungssystemen
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(+) Az =0, AeM(mxn,K)
anwenden. Zur Erinnerung: Fassen wir A auf als lineare Abbildung
Fp: K" — K™, Fyz) =A-x,
so ist der Losungsraum von (4) gerade der Raum
ker Fy .

F, faktorisiert natiirlich iiber im F4 , und w#hlt man einen direkten Summanden V'’ von ker F4 in
K", so erhélt man den folgenden Isomorphismus in der unteren Zeile:

ker Fy @ V' = K» _Fa, gm

VI ~ imFA

so daf} also
dim ker Fy = dim K" — dim V'

=n—dimim Fjy ,

und dim im Fy ist der Rang der Matrix A, d. h. genauer ihr Spaltenrang (Maximalzahl linear un-
abhéngiger Spaltenvektoren).

Wir kénnen aber (4) auch ganz anders interpretieren: Die Zeilen der Matrix A entsprechen m
Linearformen auf K™ . Da Losungen von (+) invariant sind unter Linearkombinationen der Gleichungen,
kommt es nur auf das lineare Erzeugnis der Zeilen, also auf den Zeilenraum an. Abstrakt heifit dies:
Ein homogenes lineares Gleichungssystem entspricht der Vorgabe eines Untervektorraums

wWcv®,
und der Losungsraum ist die zu W orthogonale Menge
Wt = {veV: u() =0 firalle pc W}.

Zur weiteren Verfolgung dieses Ansatzes benétigen wir die Tatsache, dafl jeder linearen Abbildung
F:V — W von Vektorrdumen in kanonischer Weise eine duale Abbildung

w* — V=
F* .
w — polkF

zugeordnet ist. Man sieht unmittelbar, daf§ fiir eine Inklusion V4 C V5 die duale Abbildung V5 — V{*
nichts anderes als die Einschrinkungs—Abbildung V5" > A +— Ay, € Vi* ist. Mit dem Basisergénzungs-
satz 4Bt sich aber jede Linearform auf V3 nach Va5 fortsetzen, so daf folglich die duale Abbildung in
diesem Fall surjektiv ist.

Die spezielle Inklusion j: W < V* oben gibt dann nach den fritheren Ergebnissen Anlafl zu einer
surjektiven Komposition

L.V = v 2w
so daf also nach der Rangformel

dimker L + dim W* = dimV = n
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gilt.
Behauptung. ker L ist gleich dem Lésungsraum W des homogenen Systems Az = 0.

Beweis. Nach Definition gilt fiir alle y € W die Beziehung (L (v)) (1) = p (v). Also ist
ker L = {veV:L{w) =0} ={veV:puw) =0 firalle p e W}. O

Wir haben damit wegen dim W = dim W* eine neue Dimensionsformel bewiesen:

Satz 9.4 Es sei W ein Unterraum von V*, dim V = n < oo, und W+ die orthogonale Menge zu
W in V. Dann gilt
dim W + dim W+ = dim V.

Da offensichtlich im Falle (+) eines Gleichungssystems dim W gleich dem Zeilenrang von A ist,
ergibt sich sofort wieder zusammen mit der Rangformel die

Folgerung 9.5 Fiir jede Matriz A € M(m x n, K) stimmen Spalten— und Zeilenrang iiberein.

Da W und W+ in verschiedenen Raumen leben, macht es eigentlich keinen Sinn, von Orthogonalitit
zu reden. Dies dndert sich aber in gewisser Weise, wenn man (wie auf K" ) eine nicht ausgeartete
Bilinearform hat, bzgl. der sich V' und V* identifizieren lassen. Es sei also

(1, v2) — (v, v2)

{VXV—> K

eine solche Form und W C V 2 V* ein Unterraum (der Isomorphismus gegeben durch w —— (., w)).
Dann ist
L ={veV: (v,w) =0 firalle we W}.

Interpretiert man das Verschwinden (v, w) = 0 als Senkrecht-Stehen von v und w (siehe das nichste
Kapitel), so besteht W= also aus allen Vektoren v, die auf (jedem Vektor von) W senkrecht stehen.
Obwohl W+ manchmal als orthogonales Komplement von W bezeichnet wird, mu man sich davor
hiiten, W+ als Komplement von W anzusehen in dem Sinne, da V = W @ W+ . Es kann bei einer
allgemeinen nicht ausgearteten Bilinearform durchaus vorkommen, da8 W N W+ # {0} . Ist z. B.

(a:,y} =T1Y1 — T2Y2

auf R? gegeben und W = {!(¢, &) € R2, ¢ € R}, so sieht man sofort, da8 W C W . Im euklidi-
schen Fall, den wir im n#chsten Kapitel studieren, kénnen solche Pathologien aber nicht auftreten. Wir
formulieren schon jetzt den richtigen Satz in diesem Zusammenhang.

Satz 9.6 Fs sei V' ein endlich dimensionaler K—Vektorraum mit Bilinearform (., .), die die zusdtz-
liche Eigenschaft

(x) (u,u) =0= u =0

besitze (und damit automatisch nicht ausgeartet ist). Es seien Uy, Uy C V' Untervektorriume. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent :

i) Uy = Ui ;
111

UlJ_UQ undV—U1@U2 )

iv

i)

11) 1 LU (d h.<U1,UQ>:O V’U,leUl,UQEUQ) und V = Uy + Us
i)
)

U; LUy und dim Uy + dim U = dim V.
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Definition. Unter einer dieser Voraussetzungen heifit Us das orthogonale Komplement von Us ; i. Z.:
V =U:QU;.

Beweis von Satz 6. (x) impliziert sofort, dafl mit U; L Uy auch U; N Uz = {0} ist. Folglich gilt ii)
<= iii). ili) <= iv) ist dann ebenfalls nach fritheren Sétzen richtig. Ferner ist i) = iv) klar nach
dem vorigen Satz. Schliellich folgt aus iv) Uy C Ui~ und dim Uj- = dim V — dim U; = dim Us,
also Uy = Ui-. |

Beispiele. 1. Das obige Beispiel in R? erfiillt (x) nicht. Es ist hierbei W gerade eine der beiden
Komponenten der Menge der isotropen Vektoren w: (w, w) = 0. (Die andere besteht aus der Menge

{(§&, =& : £€R}).
2. In R™ erfiillt das euklidische Skalarprodukt > z;y; die Bedingung (x), nicht aber auf C™.

Wir geben am Ende dieses Abschnitts noch einen weiteren konzeptionellen Beweis fiir die Gleichheit
von Zeilenrang und Spaltenrang. Wir erinnern daran, dafl in der Ubungsaufgabe 20 das Folgende zu
zeigen ist: Wird eine lineare Abbildung relativ zu festen Basen beschrieben durch die Matrix A, so

wird die duale Abbildung bzgl. der jeweiligen dualen Basen beschrieben durch die transponierte Matrix
tA. Also folgt die in Rede stehende Formel sofort aus dem folgenden Resultat:

Satz 9.7 Es sei F': V. — W eine lineare Abbildung endlich dimensionaler K-Vektorriume, F* :
W* — V* bezeichne die duale Abbildung. Dann gilt :

ker F = (im F*)Y | im F = (ker F*)* .
Insbesondere hat man
dim im F = dim im F™ .
Besitzt V' eine nicht ausgeartete Bilinearform mit (x), so gilt
V =ker FQim F* ,
und F induziert einen Isomorphismus
F:im F* = im F .
Beweis. Jeweils mit dem Basisergénzungssatz bzw. mit der Rangformel schlief3t man:
(im F*)t = {veV:A(v) =0 VAeim F*}
={weV:puoF(v) =0 VueW*}
= ker F'.
(ker F*)t ={weW: p(w) =0 Vu&ker F*}
={weW:p(w) =0 VpeW* mit pjmp = 0}
= im F.
dim im F* = dim W* — dim ker F*
= dim (ker F*)* = dim im F .
Die letzten Behauptungen sind klar. ]

Zum Schluf} geben wir noch ein Beispiel dafiir, daf§ im Unendlichdimensionalen die Dinge wesentlich
anders liegen. Durch

<f,g>=/lf(x)g(w)dx, flgeV =cI), I=lab]CR,
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wird eine nicht ausgeartete Bilinearform auf V' definiert, liefert also eine kanonische Injektion V «—
V*, g—(.,g).Fir g € I ist f— f(x0) ebenfalls eine Linearform; aber offensichtlich gibt es keine

Funktion g € C°(I) mit

/If(x)g(x)dx = f(xo) firalle fecCI).






10 Euklidische und unitire Vektorriaume

In unserer Anschauung sind die Ebene und der uns umgebende Raum nicht nur mit einer linearen
Struktur versehen; wir haben auch eine Vorstellung von Begriffen wie Lingen von Strecken und dem
Senkrechtstehen (Orthogonalitit) von Strecken oder Geraden. Uberdies reden wir auch von Winkeln
zwischen sich schneidenden Geraden (obwohl dieser Begriff, wie wir sehen werden, aus den beiden
anderen abgeleitet werden kann). Alle diese Begriffsbildungen gehéren in den Bereich der euklidischen
Geometrie.

Orthogonalitdt und Langenmessung sind in der euklidischen Ebene eng miteinander durch den Satz
des Pythagoras verkniipft: Fiir je zwei Vektoren z, y € R? mit = L y gilt:

lo +yl? = llal® + lyl®.

Figur 10.1

Aber auch umgekehrt kann man mit elementarer Geometrie sofort zeigen, daf§ aus der Giiltigkeit des
Satzes von Pythagoras die Orthogonalitéit von =z und y folgt.

Setzen wir nun allgemein im R™ voraus, dafl wir eine Ldngenmessung
[ -1 R" — Rxo

besitzen und einen symmetrischen Orthogonalitdtsbegriff 1, so kénnen wir leicht die iibliche Form
der euklidischen Norm und des euklidischen Skalarproduktes aus wenigen (unmittelbar einsichtigen)
Axiomen ableiten. — Wir fordern:

1. Es gibt eine orthonormierte Basis (eq,...,ey), d. h. eine Basis mit ||e; | = 1 fiir alle j und
e; Ley fiiralle j #k.

2. Zwei Vektoren x und y stehen genau dann senkrecht aufeinander, wenn
le +yll* = lz* + [y]*.

3. Gilt L y; und = L yo,so auch = L y fiir alle y € span (y1, y2) .

4. |lax]| = |a| - || z| firale a e R, z € R™.

Schreibt man nun z = zje; + -+ + z,e,, so folgt aus 1. und 3. die Relation z,e, L z1e; +--- +
Tp—1€n—1 und damit
(E3 H2 = [[z1e1 + -+ Tp_1€n-1 ”2 + | znen ”2 .

Per Induktion ergibt sich daraus sofort

|| =2 +-- + 27,
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und, da Léngen nicht negativ sein sollten,

n

1/2
[zl = ( Z x5 ) (positive Wurzel) .

j=1
Die einfachsten Eigenschaften dieser euklidischen Norm fassen wir in folgender Definition zusammen:

Definition. Es sei V' ein R— oder C-Vektorraum. Eine Abbildung
-1V —R
heifit eine Norm, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
D el =05 floff =0+ v=0.
i) lav] = lal-||v|l, veV,aeR (bzw. C).
iii) Jor + v < |lv1|| + ||ve|  (Dreiecksungleichung).

Man nennt dann das Paar (V, || - ||) auch einen normierten Vektorraum.

Weitere Beispiele fiir normierte Vektorraume sind, wovon man sich leicht iiberzeugt, die folgenden:

L. R" mit |z = max |z;]|. (Mazimum-Norm).
j=1,...n

)

2. C%I) mit ||fllee = sup|f(z)|, I ein kompaktes Intervall. (Supremums-Norm).
zel

5. ¢ mit || = / f(a)dz. (L2-Norm).
I

Ausgehend von dem Axiom 2 kann man die Orthogonalitit im euklidischen (Standard-) Raum
R™ mit Hilfe einer Bilinearform analytisch fassen. Es gilt offensichtlich fiir z,y € R": = 1L y <
Iz +yll? = llzl* + [ly|? <

n

@ +u)* =D 2]+ >y < (2,y) == 21+ + Ty = 0.
: =~

n n
=1 Jj=1

J

Wir haben also eine kanonische Bilinearform (., .) auf R™ zur Verfiigung, so daf§
lz|| = (z,2)2 wd zly <= (z,y)=0.
Dieses Beispiel verallgemeinern wir sofort zu der folgenden generellen

Definition. Es sei V' ein R-Vektorraum. Ein euklidisches Skalarprodukt auf V' ist eine symmetrische
Bilinearform

(.,.): VxV —R

mit (v, v) > 0 fir v # 0 (also eine sogenannte positiv—definite Form). Das Paar (V, (., .)) heifit
ein euklidischer Vektorraum.

Beispiele fiir euklidische Vektorrdume sind u. a.:

n
1. R"™ mit (m,y):ijyj.
=1

0 mi = x x)dx .
2 ) mit (fg) /If( ) g(r)d



10 FEuklidische und unitéire Vektorrdume 75

Die Positiv—Definitheit ist natiirlich notwendig, um iiberhaupt eine Norm definieren zu kénnen: Der
Ausdruck
loll = (v, 0)'/?

erfiillt Bedingung i) einer Norm, aber auch ii):
lav]® = (av, av) = a*(v, v) = |av| = |a| - [lv]|.
Die Eigenschaft iii) beweisen wir spéter.

Definition. || v := (v, v)'/? heift die dem Skalarprodukt (., .) zugeordnete Norm.

Lemma 10.1 FEs sei V' ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt
L lo+wl|?=|v|?+ ||w|®+ 2(v,w) (Satz des Pythagoras).

2. lv+wl|?+Jv—wl|?=2(v|*+ |w|?) (Parallelogramm-Gleichung).

Figur 10.2

Wegen 1. definiert man allgemein fiir einen euklidischen Vektorraum:
viw <= (v,w) =0 (= [v+w|?=]v]®+ w]?)
Auflerdem erhilt man leicht die sogenannte Polarisations—Gleichung:

(v,w) = S (lv+wl® = [ol* = w]?)

(v +w|* = llv - wl|?).

== N~

D. h.: Im euklidischen Fallist (., .) schon durch die Norm || - || bestimmt. — In bezug auf die Umkehrung
gilt der folgende

Satz 10.2 Eine Norm | - || kommt genau dann wvon einem Skalarprodukt her, wenn sie der
Parallelogramm~—Gleichung gendigt.

Beweis. Ubungsaufgabe 59.
Folgerung 10.3 Die Mazimum—Norm kommt nicht von einem Skalarprodukt her.

Beweis. Man wéhle z. B. v = (1, 0), w = (0, 1). (Siehe die folgende Zeichnung).
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Figur 10.3

Wir wollen im euklidischen R™ auch Winkel zwischen Vektoren v, w definieren. Das geht natiirlich
nur, wenn v # 0, w # 0. Der Winkel sollte unabhéngig von der Liange der Vektoren sein. Wir
normieren sie deshalb durch v w
= -_— s ’U_]O

vl

auf die Lange 1 und versuchen eine Zerlegung

Vo = —
[Jw ||

wyg = wy + we, wp € span(vg), ws L g,
was tatsichlich mit wy := (wo, vo)vy, wa := wo —w;y gelingt:
(wa, vo) = (wo, vo) — (w1, vo)

= (wo, vo) — (wo, vo) (vo, vo) = 0.

Wir haben hierbei nichts anderes getan, als den Vektor wy auf vy orthogonal zu projizieren (siehe
Figur 5). Ferner ist [[wi || + [|w2||? = w1 + w2 |* = [Jwo||* = 1, so daB also aufgrund der
Zeichnung der Winkel a durch

(w, v)
cos o = £ wn | = (w,v0) =
bestimmt ist.
Wok———— W
|
, |
w, |
————————— |
| |
| [
| [
¢ > >
w, w, Vo
Figur 10.4

Dafl man auf diese Weise in euklidischen Vektorrdumen immer einen Winkel definieren kann, liegt
an der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung, manchmal auch kurz CSU genannt.

Satz 10.4 (Cauchy - Schwarzsche Ungleichung) Fs sei V ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt
stets
(o, w)| < floll-wll,

und Gleichheit besteht hier genau dann, wenn v und w linear abhdingig sind.
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Beweis. Seien v, w abhéngig, also ohne Einschrinkung w = av. Dann ist
(v, w)| = (v, av)| = |a| - |v]* = [lo]-[w]|.

Seien umgekehrt v, w linear unabhingig, so dafl also insbesondere v — aw # 0 fiir alle a € R und
w # 0. Dann ergibt sich

0<(v—awv—aw)=|v|*—2a(v,w)+ |a]*|w|?*.

Wahlt man hier speziell

a = L)’ w2> ,
[[w
so folgt sofort
0 < ” ”2 <’U,’LU>2
vl2 — X2~/
[[w?
und damit die Behauptung
(o, w)| < ol lwl- O

Bemerkung. Mit Hilfe dieses Satzes kann man in euklidischen Vektorrdumen durch
cos o =

stets einen Winkel a zwischen zwei Vektoren mit 0 < a < 7 eindeutig definieren.

Folgerung 10.5 Ist (., .) ein euklidisches Skalarprodukt, so wird durch || v|| = \/(v, v) eine Norm
auf V' definiert.

Beweis. Es fehlt nur noch die Dreiecksungleichung:

v+ wl? = (v+w,vtw)=[v]*+2(v,w) + [w]?
loll? + 2llvll - [lw]l + [lw]*  (CSU)
(ol + lwl)?.

IN

Wir bemerken schliefflich, daf§ offensichtlich jedes euklidische Skalarprodukt die Bedingung (%) aus
Kapitel 9 erfiillt. Damit existieren in diesem Fall orthogonale Komplemente.

Satz 10.6 Es sei V ein endlich—dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (., .), und
W CV sei ein Untervektorraum. Dann gilt

V=W1lW, Wt={eV:vlw firale weW}.
Insbesondere ist fiir jede lineare Abbildung
F:V —V

der Raum V' die orthogonale Summe
ker F 1 im F* .

Der R™ mit euklidischem Skalarprodukt (., .) besitzt die Orthonormalbasis (ey,...,en):
(ej,en) = dji -

Wir wollen zeigen, dafl jeder euklidische (endlich-dimensionale) Vektorraum solche Basen besitzt. Ge-
nauer gilt:
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Satz 10.7 (Schmidtsches Orthonormalisierungs - Verfahren) Essei V' ein euklidischer Vektor-

raum mit Skalarprodukt (., .) und Basis (u1,...,up). Dann gibt es eine Orthonormalbasis (vy,. .., vy)
mit
span (u1,...,uj) = span(vi,...,v;), j=1,...,n.
Beweis. Setze Uj := span (ug,...,u;), j=1,...,n.Im Falle j =1 braucht man nur v; = ﬁ zu
Uy

wahlen. Sei die Aussage fiir 7 < n schon bewiesen. Dann ist
ujr1 € U; = span (vq,...,v;) .

Es sei nun ;41 die orthogonale Projektion von w;y; nach Uj:

i
Uipr =y (Uypr, vg) vk -
k=1

Figur 10.5
Dann steht
Vjp1 = Ujy1 — Ujql

(tatséchlich) senkrecht auf Uj :

j
(Tj1 ve) = (i, ve) — Y {wjpr, vk ) (v, vr)

k=1
:<uj+1,vg>—<uj+1,w>:0, {=1,...,7.
Es ist ferner vj41 # 0, da sonst w1 = U411 € span (vy,...,v;) = U; wiére. Also ist
(Ul, ey Uj+1) mit Vj41 = %
[ V41
orthonormiert, und
span (v1,...,vj41) = span (vi,...,v;, Uj+1)
= span (v1,..., V5, Ujt1)
= span(ul,...,uj,ujH) = Uj+1 -
Fiir j = n ergibt sich V = span (v1,...,v,), und wegen dim V =n muf} (vq,...,v,) eine Basis von
V' bilden. (]

Das letzte Argument ist bei unendlicher Dimension nicht anwendbar. Deswegen ist eine andere
Aussage niitzlich, die aber auch fiir endliche Dimension von Interesse ist.
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Satz 10.8 Es sei (v,),er ein orthogonales System von Vektoren v, # 0. Dann ist (v,),cr linear
unabhdngig.

Beweis . Die Voraussetzung bedeutet natiirlich
v, L v,

fiir alle ¢ # k in I. Ist nun fiir eine endliche Teilmenge I

Zavazo,

vely

so multipliziert man mit einem beliebigen v, und erhélt

0= <Z a, U, ’Un> = Z aL<UL7 /UN> = Qg ||Un ”2’

el vely

d. h. a, =0, Kk € Iy. O

Am Ende dieses Abschnitts wollen wir die erzielten Ergebnisse noch in Matrizenform umgestalten.
Betrachten wir zunéichst K" allgemein (als Raum der Spaltenvektoren z, y etc.) und eine beliebige
Matrix A € M(n x n, K), so wird offensichtlich durch

(z,y)a ="z Ay
eine Bilinearform auf K™ erklért. Die Zuordnung

{M(nxn, K) — Bilg (K")
A — (., )4

ist K-linear. Man kann leicht eine Umkehrabbildung angeben: Fiir die kanonische Basis (eq,...,ep)
von K" setze man mit Hilfe der gegebenen Form (., .):

ajr = (ej,ex) und A = (aji).
Dann ist tatséchlich, wie gewiinscht,
(,y) = (X zjes 2p Ynern) = 255 TiYne), en)
=22 (g ajryn) = ‘v Ay
Es besteht also eine kanonische Isomorphie
M(n x n, K) = Bilg (K") .

Fiir einen beliebigen K-Vektorraum V der Dimension n hat man nach Wahl einer Basis A =
(v1,...,vy,) eine Isomorphie V 2 K" und damit auch eine, von A abhingige, Isomorphie

{ Bilg(V) = Bilg(K") = M(n xn, K)
() — A = (ajr),  ajp= (vj, v) -

Lemma 10.9 (., .) ist genau dann symmetrisch, wenn A symmetrisch ist, d. h. wenn a;i = ap; fir
alle j, k gilt.

Beweis. Straightforward. O
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Bemerkung. Wie wir fiir K = R die Positiv—Definitheit einer Bilinearform durch eine sie beschreibende
Matrix A fassen konnen, werden wir erst in Kapitel 14 sehen.

Die Orthogonalisierung bedeutet natiirlich, dafl wir die (.,.) zugeordnete Matrix auf
,Diagonalgestalt gebracht haben“. Wir miissen aber genau nachpriifen, was dies in unserem Zusam-
menhang bedeutet. Es sei also neben A = (vy,...,v,) eine weitere Basis B = (w1,...,w,) gegeben
und B = (bjx), bjx = (wj, wy ). Ferner sei

S = My (idy) € GL(n, K)

die Transformationsmatrix des Basiswechsels A — B, die das folgende Diagramm kommutativ macht:

id
V—sy
-1 -1
(P.A (PB
n n
K g K
Zur Erinnerung: Ist v = Y ajv; = Y bjw;, so ist ®3'(v) = a1,...,a,) =t a, ®z'(v) =

tb1,...,b,) =: b und b = Sa. Entsprechend betrachten wir v’ € V' etc. Es ist dann nach Definition
von A und B:

fa-A-d = (v,?) =" -B-V ="Sa) - B-(Sd) = ta(*SBS)d,
und diese Identitdt ist nur dann richtig fiir alle a, o’ € K" (setze a = e;, a’ = ey), wenn gilt:
Satz 10.10 (Transformationsformel) Unter den obigen Voraussetzungen gilt
A=1'S.B-S.

Warnung. Matrizen zu Endomorphismen transformieren sich nach der Formel A = S~! B S. Dies ist
ein wesentlich anderes Gesetz!

Der Satz tiber die Orthonormalisierung kann auch folgendermafien matrizen—theoretisch formuliert
werden:

Satz 10.11 Essei A€ M(nxn, R) eine symmetrische, positiv-definite Matriz (d. h. es gelte 'z Ax >
0 fiir alle © #0 ). Dann gibt es eine invertierbare Matriz S € GL (n, R) mit

tS.S(='SE,S) = A.
In diesem Sinne besitzen also positiv—definite symmetrische Matrizen stets eine Quadratwurzel.

Bei komplexen Vektorraumen mufl man notgedrungen die ,,euklidischen“ Axiome modifizieren. Z. B.
hat die naheliegende Form

n
(z,w) = Z 25 W
j=1

auf C" isotrope Vektoren (fiir n > 2), ist also ausgeartet (das Produkt von *(1, 7, 0,...,0) mit sich
selbst ist gleich Null). Auflerdem ist diese Form (auch schon fiir n = 1) nicht positiv—definit. Aber nur
unter dieser Bedingung kénnen wir jedem z € C" eine ,verniinftige* (sprich reelle) Linge zuordnen.
Dieses Malheur passiert iibrigens fiir jede komplexe Bilinearform, denn es ist ja stets fiir alle v € V':

(iv, i) = i*(v,v) = —(v,v),
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und nur einer der beiden Ausdriicke kann positiv sein.

Man muf} sich daher von der Linearitéit in beiden Argumenten trennen und definiert in leichter
Modifikation:

Definition. Eine Sesquilinearform auf einem komplexen Vektorraum V ist eine Abbildung
(.,.): VxV->C,
die linear im 2. und antilinear (bzgl. Konjugation) im 1. Argument ist, d. h.:

(v, awy + bws) = a{v, wy) + b{v, wa),

{avy + bvg, w) = @(vy, w) + b{vg,w) .

Hinweis. Manchmal wird in der Literatur auch die Antilinearitit im zweiten Argument und die
Linearitét im ersten Argument verlangt. ,,Sesqui* heifit in etwa ,anderthalbfach“.

Beispiele fiir solche Vektorrdume mit Sesquilinearform sind:

1. C" mit (z,w):znzfjwj.
2. C°(I,C) mit (f,g)z/lmg(a:)dx.

3. L2={(aj)jen: a; €C, Y |a;|* < oo} mit ((aj), (b)) = > a5b;.
=0

j=1

Konzeptionell kann man die Antilinearitdt im 1. Argument noch eleganter fassen: Ist V' ein C-

Vektorraum, so bezeichne V' als Menge V selbst. Die Addition sei ebenfalls genau wie in V' erklért,
die Multiplik ation mit Skalaren ¢ € C aber durch

CxVa(,v)r—weV.

V ist dann ebenfalls ein C-Vektorraum, und eine Sesquilinearform auf V ist nichts anderes als eine
Bilinearform

VxV—C.

So betrachtet ist es klar, dafl wir auch die Symmetrie aus der Definition von euklidischen Skalarpro-
dukten im komplexen Fall nicht einfach iibernehmen kénnen.

Definition. Eine Sesquilinearform heifit eine hermitesche Form, wenn

(w,v) = (v, w) firale v,weV.

Diese Bedingung ist jedenfalls vertrdglich mit den Linearitdtsbedingungen und wird von unseren
Standardformen erfiillt. Man beachte, daf§ man bei Voranstellung dieses Axioms auf die Antilinearitéts—
Bedingung im 1. Argument vollstéindig verzichten kann.

Satz 10.12 Eine Abbildung (., .) : V. xV — C ist genau dann hermitesch, wenn

1) <w”U> = <va> ’

H) <Uvaw1 +b'LU2> = a<'Uy ’LU1> + b<’U, w2>.
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Insbesondere ist fiir hermitesche Formen das Produkt von v mit sich selbst stets reell. Es ist daher
sinnvoll, auch fiir solche Formen den Begriff der Positiv—Definitheit einzufiihren:

(v,v) >0, v#0.

Definition. Fin komplexer Vektorraum V heift unitdr, wenn er mit einer positiv—definiten hermite-
schen Form (., .) versehen ist.

Die meisten Aussagen iiber euklidische Vektorrdume iibertragen sich jetzt fast wortlich auf unitére
Vektorrdume.

L [|v] = (v, v)}? st eine Norm auf V.
2. Es gilt die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung:
[ (v, w) | < flofl - [lw]-
3. Orthonormalisierung kann im Endlich-Dimensionalen durchgefiithrt werden.

Hermitesche Formen werden relativ zu Basen per definitionem durch hermitesche Matrizen beschrie-

ben: o
(v,w) =""Hw, 'H=H,

wobei stets H = (hjg) fir H = (hjx) gesetzt wird und © € C" natiirlich den Vektor *(z1,...,%,)
bezeichnet, wenn v = ¥(2y,...,2,). Hermitesche Matrizen transformieren sich demgem#f nach der

Formel
A='SBS.

In unitéren Vektorrdumen hat man einige wenige Modifikationen bei der Formulierung der bekannten
Sétze im Euklidischen anzubringen. So lautet der Satz von Pythagoras in unitdren Rdumen:

lv+w|? = llvl* + [[w]* + 2Re (v, w) .

Die Parallelogramm—Gleichung ist wie im euklidischen Fall giiltig (und folgt auch hier schlicht und
einfach durch Addition des Phythagoras fiir v + w und v — w):

v +w|? + v —wl* =200l + [[w]?) -

Hieraus ergibt sich sofort:
ARe(v, w) = |[v + w|® — [lv — w]|?.

Erinnern wir uns, dafl im euklidischen Fall das Skalarprodukt durch die Norm bestimmt ist, so verwun-
dert uns vielleicht diese und die vorvorletzte Formel, die nur den Realteil von (v, w) durch Normen
auszudriicken scheint. Nun ist aber im unitédren Fall (w, v) = (v, w) und damit

Im (v, w) = —Im (v, w) = — Im(w, v) = Rei{w, v),
so dal wir leicht die folgende Formel erhalten:
4{(v,w) = 4Re(v, w) + 4i Im (v, w)
= 4Re(v, w) + 4iRe i (w, v)
= 4Re (v, w) + 4i Re(—iw, v)

o+ wl|? = [lv = wl® +illv —iwl* —illv+iw|?,

die man wie im Reellen die Polarisationsformel nennt.
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Zum Schlufl wollen wir noch einige Bemerkungen {iber euklidische Geometrie anschlieBen. Diese
verhalt sich zur affinen Geometrie wie der Begriff des euklidischen Vektorraumes zu dem des allgemeinen
Vektorraums.

Definition. Ein euklidischer Raum ist ein Quadrupel (X, T'(X), (., .), 7), wobei (X, T(X), 7) ein
affiner Raum iiber R und 7' (X) ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (., .) ist.

Auf einem solchen euklidischen Raum gibt es eine Abstandsfunktion (oder Metrik):

X xX — RZO

d:
($1, xz) — || fﬁz H =/ <~T1499>2> $§2> .

Auflerdem kann man Winkel erkliren:

—
/(zyz') = arccos (y2, yxl
Iy [ - [l ya ||
"
y X
Figur 10.6

Als typisches Problem der euklidischen Geometrie behandeln wir die Aufgabe, den Abstand eines
Punktes Z von einer gegebenen Hyperebene H zu bestimmen. Es sei z. B.

H = {Z ajr; = c}
j=1

und () ein fester Punkt auf H mit den Koordinaten xéo) . Dann gilt also

H={zeR": (a,2 —z) =0}

mit dem Vektor a = “(ay,...,a,) # 0. Ohne Einschrinkung kénnen wir den Vektor a normieren:
la]l = 1. Er ist dann (bis auf den Faktor +1) durch H eindeutig bestimmt und heifit Norma-
len(einheits)vektor zu H . Man bezeichnet eine solche ,normierte* Form der Hyperebenengleichung

(a,2) =c, Jaf =1

auch als Hessesche Normalform der Hyperebene H .
Man kann nun diese Normalform sehr giinstig benutzen, um den gesuchten Abstand des Punktes Z
von H zu bestimmen. Ist ndmlich

T—20 =xa—p@—29) mit zeH,
so ist A € R (bis auf das Vorzeichen) gerade die gesuchte Grofle. Andererseits ist aber

A= Xa,a) = (a, ra) = (a, 7 — @)
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und damit
Al =1[{a, @) — c|.

In der euklidischen Geometrie konnen wir auch von Mittelsenkrechten, Winkelhalbierenden und Loten
in Dreiecken sprechen. Wir bezeichnen mit s den Schwerpunkt eines Dreiecks, d. h. den Schnittpunkt
seiner Seitenhalbierenden, mit m den der Mittelsenkrechten und mit A den der Héhen, d. h. der Lote
von den Ecken auf die gegeniiberliegenden Seiten. Ferner kénnen wir auch von Kreisen reden. Jeder
Kreis ist durch die Vorgabe von drei nichtkollinearen Punkten bestimmt. Also gibt es zum Beispiel stets
einen Kreis durch die Seitenmittelpunkte eines Dreiecks, der oft als Feuerbach—Kreis bezeichnet wird.
Seinen Mittelpunkt nennen wir f.

Ein charakteristischer Satz in diesem Zusammenhang ist die folgende Zusammenfassung zweier Re-
sultate von Euler und Feuerbach (ein Teil wird in den Ubungen behandelt):

Satz 10.13 Fir jedes Dreieck in der euklidischen Ebene liegen die drei Punkte m, s, f und h auf
einer Geraden, und die Punkte s, f zerlegen die Strecke von m mnach h im Verhdltnis 2:1: 3.

Figur 10.7

Im euklidischen Fall sind die Bewegungen (oder Isometrien) die ,relevanten Transformationen im
Sinne von Felix Kleins Geometrie-Entwurf; sie werden gekennzeichnet durch die Bedingung

d(f(xz1), f(z2)) = d(x1, x2) firalle z1,z0€ X .
Alle Bewegungen zusammen bilden natiirlich eine Gruppe.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl im Falle des euklidischen Standard—Raumes, den man
manchmal auch mit E, bezeichnet, die Translationen zu der Gruppe der Bewegungen gehoren.
Hat man nun in E, eine beliebige Bewegung gegeben, so kann man durch Hinterschaltung einer
geeigneten Translation erreichen, dafl ein vorgegebener Punkt zy fest bleibt, so daf3 die Bestimmung
der Bewegungsgruppe reduziert wird auf die Frage, welches die Bewegungen mit einem Fixpunkt
sind. W&hlt man diesen zum Ursprung des unterliegenden euklidischen Vektorraumes V', so miissen
diese Bewegungen zumindest die Norm festlassen. Wir werden in Kapitel 13 zeigen, daf§ diese dann
notwendig linear sind (und auch das Skalarprodukt in V' respektieren). Es handelt sich also um
orthogonale Endomorphismen. Man sieht damit, dal die Gruppe der Bewegungen ein (sogenanntes
yverschrinktes*) Produkt der abelschen Gruppe der Translationen mit der orthogonalen Gruppe O (n)
ist. Insbesondere sind alle Bewegungen affin!

Wir schlieflen mit ein paar Bemerkungen zu Symmetriegruppen. Ist K C E, eine Teilmenge, so
bezeichnen wir als Symmetrie von K jede Bewegung F des umgebenden euklidischen Raumes, die
K festlifit: F'(K) = K. Die Gesamtheit der Symmetrien bildet eine Gruppe, die Symmetriegruppe
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Sym (K) von K. Man kann mit etwas Analysis leicht zeigen, dafl alle Symmetrien einer kompakten
Menge K einen gemeinsamen Fixpunkt besitzen miissen. Wahlt man diesen wieder als Ursprung, so
erkennt man, dafl die Symmetriegruppe einer kompakten Menge in dem euklidischen Raum [E,, stets als
Untergruppe von O (n) realisiert werden kann. Besonders interessant sind in diesem Zusammenhang
die Félle von endlichen Symmetriegruppen im dreidimensionalen Raum. Diese werden realisiert durch
die Platonischen Korper (und zwei weitere Serien mit zyklischer bzw. Dieder—Symmetrie).






11 Diagonalisierbarkeit und
Trigonalisierbarkeit von Endomorphismen

Wir wollen in diesem und in dem folgenden Kapitel die beschreibenden Matrizen von Endomorphismen
auf endlich—dimensionalen Vektorrdumen auf bestmdgliche Gestalt bringen; dies ist das sogenannte
Normalformen—Problem fiir n x n—Matrizen.

Das Einfachste (aber auch gleichzeitig das Langweiligste), was wir evtl. erreichen konnen, ist sicher-
lich Diagonalgestalt. Wir stellen also als erstes die Frage: Wann kann ein Endomorphismus F € End (V)
bzgl. einer geeigneten Basis von V' in Diagonalgestalt dargestellt werden, wann ist er diagonalisierbar?
Diese Frage ist gleichbedeutend mit: Wann ist eine Matrix A € M(n x n, K) dhnlich zu einer Diago-
nalmatrix

A1 0
diag (\1,...,\p) = ,
0 An
d. h.: Wann gibt es eine invertierbare Matrix S € GL(n, K) mit S™'AS = diag(\1,...,\,), oder
schlieBlich: wann gibt es eine Basis (v1,...,v,) von V mit F(v;) = A\jv; fir alle 57

Die letzte Umformulierung der Fragestellung gibt sofort Anlafl zu der folgenden

Definition. Es sei F' € Endg V' ; dann heifit ein Vektor v € V', v # 0 ein Eigenvektor von F'| falls es
ein A € K gibt, so da} F(v) = Av. Die zu Eigenvektoren v gehorenden Skalare A heiflen Eigenwerte
von F'.

Warnung: Ein Eigenvektor v ist per definitionem stets ungleich 0, ein Figenwert kann aber durchaus
Null sein.

Folgerung 11.1 Eine n X n—-Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis von K™
gibt, die nur aus Eigenvektoren von A besteht.

Wir betrachten nun die Menge aller Eigenvektoren zu einem festen Eigenwert A. Diese kann kei-
nen Untervektorraum von V' bilden, da der Nullvektor nicht dazugehdrt. Wir definieren deshalb den
Eigenraum von F' zum Wert A durch

Eig(F; \) == {veV: F(v) = Av}.
Es gilt dann der folgende

Satz 11.2 Es sei F' ein Endomorphismus des K-Vektorraums V , und A sei ein Wert in dem
Grundkorper K. Dann gilt:

a) Eig (F; \) ist ein Untervektorraum von V'

b) A ist ein Eigenwert von F genau dann, wenn Eig (F; A) # {0};

c) Eig (F; A\ {0} ist die Menge der zu A gehérenden Eigenvektoren ;
d) Eig (F; \) = ker (F — Xid) ;

e) Ist A1 # Ao, so gilt Eig (F; A1) N Eig (F; \2) = {0}.

Beweis. Die Behauptungen a), b) und c¢) sollten unmittelbar klar sein. Auch d) und e) sind sehr einfach:
d) v € Eig(F; \) <= F(v) = v <= (F — Aid)(v) =0 < v € ker (F — \id) .
e) Ao =F@) =Xv = (M —X)v=0=0v=0. O
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Zusatz. Ist dimV < oo, so gilt aufSerdem
Eig (F; \) # {0} < det(F — Aid) = 0.

Hierbei ist det G fiir einen Endomorphismus G definiert durch det B, wenn B die Matrix von
G bezgl. irgendeiner Basis ist. (Daf8 diese Definition unabhingig von Basen ist, sehen wir noch weiter
unten).

Denn: Eig(F; A\) # {0} < X ist Eigenwert zu F <= Jv # 0 so daf} v € ker(F — \id) «—

F — X\id ist nicht injektiv <= F' — Aid ist nicht bijektiv <= det(F — Aid) =0. O
Lemma 11.3 Es sei dimV = n < oo, und der Endomorphismus F besitze Figenvektoren vi,...,v,
zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten Ai,..., A\, . Dann ist (vi,...,v,) eine Basis von V.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dafl die Vektoren w1, ..., v,, linear unabhéngig sind fiir 1 < m < n. Dazu

fithren wir Induktion nach m , wobei wegen v; # 0 im Falle m = 1 nichts zu zeigen ist. Es sei also die
Unabhéngigkeit der ersten m — 1 Vektoren schon gezeigt, und es gelte v = a;v1 + -+ + apv, = 0.
Dann folgt

Cbl()\l — )\m) v+ o+ amfl()\mfl — )\m)vm,1 = F(U) —Anpv =0

und damit a; = --- = a,,—1 = 0, was unmittelbar auch a,, =0 wegen v, # 0 nach sich zieht. O

Wie kann man die Eigenwerte eines Endomorphismus F tatsichlich bestimmen? Nach den obigen
Ergebnissen lduft dies jedenfalls darauf hinaus, dafl bzgl. einer beschreibenden Matrix A von F' die
Determinante det(A — AE,,) verschwinden muf}. Aus diesem Grunde betrachten wir fiir jede Matrix
A€ M(n xn, K) die Abbildung

K>t det(A—tE,) e K.

Wie man sich leicht durch Determinantenentwicklung mittels der expliziten Form

a1 —t  ap e a1n
az1 aga —t .- a2n
XA : t +— det
an1 an2 e Ann — t

iiberlegt, wird dadurch eine polynomiale Abbildung x4 gegeben, die von der Gestalt
xat) = (=D)"" + (=1)" ta,t" + -+ ag
ist, wobei durch Einsetzen von ¢ = 0 sofort
apg = det A
kommt. Auflerdem iiberzeugt man sich leicht, dafl
Qp_1 = a11 +-+ Gny =: spurd.

Wir schreiben im folgenden +x 4, wenn wir das normierte Polynom (—1)"x4(t) = det (¢(£—A) meinen.
Wenn man beriicksichtigt, dal man Determinanten statt mit Eintrdgen in dem Grundkorper K auch
ohne Schwierigkeiten fiir Matrizen mit Eintriigen in dem kommutativen Ring K[¢] der Polynome in ¢
erkldren kann, so kann man x4 auch als echtes Polynom in der Variablen ¢ iiber dem Grundkoérper
K vom Grad n auffassen:
xa € K[t].

Folgerung 11.4 \ ist genau dann ein Eigenwert der Matriz A € M (nxn, K), wenn X eine Nullstelle
des charakteristischen Polynoms xa in K 1ist.
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Wir wollen noch zeigen, dafl das charakteristische Polynom xr := xa jedem Endomorphismus
F intrinsisch (d. h. unabhingig von jeder Basis) zugeordnet ist. Damit haben natiirlich auch alle
Koeffizienten von yp intrinsische Bedeutung fiir F'. Wichtig ist aber aufler ag = det F' i. a. nur die
Spur von F':

spur F' = spur A .

Um dieses einzusehen, reicht es, das folgende Lemma zu beweisen:
Lemma 11.5 Sind A und B dhnlich, so gilt xa(t) = xB(t).

Beweis. Aus A = S™!BS folgt unmittelbar

det(A—tE,) = det(S"'BS—tE,)

det(S'BS —tS71S) = det (S~Y(B-tE,)S)

det S~! det S det (B —tE,) = x5(t) . O

xa(t)

Beim Bestimmen der Eigenwerte eines Endomorphismus entsteht ein vollig neuartiges Phéanomen,
was die effektive Berechenbarkeit anbelangt. Wihrend in dem eigentlichen Bereich der linearen Algebra
praktisch alle Fragen im Prinzip endlich algorithmisch losbar sind, handelt es sich jetzt um das Auf-
finden der Wurzeln eines Polynoms vom Grade n = dim V. Dieses Problem gehort aber der Algebra
an, in der explizite Formeln fiir n = 2, 3, 4 angegeben werden, die aber aufler den iiblichen arithmeti-
schen Operationen auch das Ziehen von Wurzeln verlangen, so dal man schon hier nur naherungsweise
vorgehen kann. Fiir n > 5 ist die Situation sogar theoretisch noch viel unbefriedigender: ABEL hat als
erster bewiesen, daf es in diesen Féllen keine allgemeingiiltige Formel von dem eben beschriebenen Typ
geben kann, die es erlaubt, aus den Koeflizienten eines Polynoms seine Wurzeln zu bestimmen.

Kommen wir noch einmal zu der Charakterisierung der Eigenwerte zuriick, die wir etwas umformulie-
ren wollen. Wir wissen: A ist Eigenwert von F <= X ist Nullstelle von xp <= xr(t) = (t—\)Q(¢)
mit einem Polynom Q(t) € K[¢] vom Grade n—1,d. h. (¢t — ) ist ein sogenannter Linearfaktor von
Xr - Die letzte Umformulierung ergibt sich aus der Existenz der Division mit Rest in jedem Polynomring
K[t] (siehe z. B. Anhang FISCHER):

xr(t) = t—=ANQ) + R(t), degR < deg(t—A) =1.
Also ist R € K, und mit t = A folgt xr(A\) =0, also R=0.

Wir kénnen nun aus dem charakteristischen Polynom fiir jeden Eigenwert A\ die maximale Potenz
des Linearfaktors (¢ — A) herausziehen:

Wir schreiben wp(F; \) :=m.

Definition. u(F; \) heifit die (algebraische) Multiplizitit oder Vielfachheit des Eigenwertes A von F'.
Die Zahl dimg Eig (F'; A) nennt man die geometrische Multiplizitét.

Klar ist: Kennt man A, so ist der Eigenraum Eig (F; A) und damit auch seine Dimension einfach
zu bestimmen, denn es ist ja

Eig (F; \) = ker (F — X id)

der Losungsraum eines homogenen Gleichungssystems.

Lemma 11.6 w(F; A) > dimg Eig (F; A) .



90 11  Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit

Beweis. Sei v1,...,v, eine Basis von Eig (F; \); ergéinze diese durch v,41,...,v, zu einer Basis von
V. Dann wird F' relativ zu dieser Basis beschrieben durch eine Matrix der Gestalt
AE, | *
A= ,
0 | A

wobei r = dim Eig (F; \). Hieraus ergibt sich sofort, daf§

xa(t) = det(A—tE) = (A\—1)" det (A" —tE)
und r < p(F; A). O
Satz 11.7 Fir einen Endomorphismus F sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. F st diagonalisierbar ;

2. 1) xp(t) zerfillt vollstindig in Linearfaktoren :
Exp(t) = E—A)™ - E=N)™, N FE XN, 1<j<k<{;
und

ii) fiir jeden Eigenwert \ ist
p(F; A) = dimEig (F; A) ;

14
3. Y dimEig (F; A;) = dim V' ;
j=1
4
4. V = P Eig(F; \;) -
j=1

Bevor wir diesen Satz beweisen, machen wir noch die folgende Bemerkung, die eine Verschérfung
von Satz 2.e) ist.

Lemma 11.8 Sind Aq,..., \x paarweise verschiedene Figenwerte des Endomorphismus F', so ist die
Summe

k
> Eig(F; \))
j=1

direkt und insbesondere i i

dim Y Eig (F; \;) = Y dim Eig (F; A;) .

j=1 j=1

Beweis. Wir fiihren Induktion nach &, wobei fiir £ =1 nichts zu beweisen ist. Sei also die obige Summe
fiir ein k£ > 1 direkt, und sei Ax41 ein weiterer Eigenwert. Wir brauchen dann nach Ubungsaufgabe 28
nur noch zu zeigen, daf3

k
(Z Eig (F; A;)) N Eig (F; Aky1) = {0}

k
Es sei also v € Eig (F; Ag11), U:Z vj, v; € Eig (F; A;). Dann gilt:
j=1
Met1V1+ - F A1 0k = App1v = F(v) = Fop + -+ + vg)
= F(v1)+ 4+ F(ug) = Mor 4+ A vg
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und daraus folgt wegen A; # Ap41, j < k, sofort v =--- = v, =0 und damit v =0. ]

Beweis (von Satz 7). 1. = 2. F ist diagonalisierbar < F wird in geeigneter Basis durch eine
Diagonalmatrix
A:diag(/\l,...,/\1,...,)\5,...,)\@)
S—— ——

miy me

dargestellt mit A; # Ay fir 1 <j <k < £. Daraus folgt
xa®) =M =)™ ..o (A— )™
und Eig (F; A\;) = ker (F — A;1d) besitzt die Dimension m;.

2. = 3.
¢

¢ ¢
ZdlmE1gF Aj) :ZM F;)\j):ij:n:dimV.
Jj=1

Jj=1
3. = 4. Aus 3. folgt mit Lemma 8 sofort

¢ ¢
dim V = dim Eig(F; A;) = dim Y _ Eig(F; ;) ,
j=1 j=1
also
¢ ‘
V =) Eig(F; \;) = @ Eig(F; \))
j=1 j=1
¢
4. = 1. Aus V = @ Eig (F; A\;) ergibt sich sofort Diagonalgestalt bzgl. der Vereinigung von Basen
j=1

der Eigenrdume. (]

Als Folgerung erhilt man hieraus erneut das frithere Lemma 3.

Beispiele. 1. Die Matrix

sin o CcoS o

cos « —sin «
Ay = € M(2x2,R)

besitzt das charakteristische Polynom
xa, (t) = (cos a —t)? 4+ sin®a = t? —2cos -t + 1,
das genau dann reelle Wurzeln besitzt, wenn
cos® a— 1 >0.

Die letzte Bedingung ist gleichbedeutend mit cos? o > 1, also cos? a = 1 und damit o = 0 oder 7

modulo 27 . Somit sind die einzigen Matrizen A, mit reellen Eigenwerten die Matrizen

1 0 -1 0
Ay = ( ) und A, = < ) .
01 0 -1

I. a. hat also eine reelle Matrix A keine (reelle) Eigenwerte.

o)

2. Die Matrix
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besitzt das charakteristische Polynom
xa(t) = det ( el ) (1 1)2
AT o 1-¢) o 7
so dal p(A; 1) = 2. Andererseits ist
Eig(A; 1) = ker (A — E3) = {(x1, x2) : 22 =0},
so dal dim Eig(A4; 1) =1# 2= u(A; 1). A ist also nicht diagonalisierbar.
Wir wollen jetzt noch die Bedingung 2 i) in Satz 7 weiter untersuchen.

Satz 11.9 Die folgenden Aussagen iber einen Endomorphismus F € End (V) sind dquivalent:

a) F ist trigonalisierbar, d. h. es existiert eine Basis, s. d. F durch eine obere Dreiecksmatriz A
dargestellt wird.

b) Es existiert eine Fahne von Untervektorriumen
{0}=Vpcvic---CcV,=V, dimV;=j,
die F-invariant ist, d. h. fir die F(V;) CV; fir alle j gilt.

c) xr zerfillt vollstindig in Linearfaktoren:

n

txr =[] = N)-

j=1

Beweis. b) = a) Aus der Existenz einer solchen Fahne folgt die Existenz einer Basis
B = (v1,...,vn), s. d. V; = span(vq,...,v;). Bzgl. dieser Basis besitzt die beschreibende Ma-
trix wegen F(v;) € V;, j =1,...n, obere Dreiecksgestalt.

a) = c¢): Ohne Einschrinkung sei A eine obere Dreiecksmatrix mit Eintrdgen (aq1,...,an,) in der
Hauptdiagonalen. Dann ist

xa(t) =det (A —tE) = (a11 —t) ... (ann — 1) .
Insbesondere sind die Eigenwerte von A genau die Diagonalelemente.

¢) = b) Induktion nach n > 1. Der Fall n =1 ist trivial. Es sei also n > 2. Dann hat man
txr(t) = E—=A1) .o (t—An) .

Es sei v; Eigenvektor zu A\, Vi =span(v;) = F(V;7) C Vi, und die beschreibende Matrix A hat

die folgende Gestalt bzgl. einer beliebigen Basis-Ergéinzung (v, we, ..., wy,):
)\1 * *
0
A =
A/
0

Es sel V' = span (wa,...,wy,), so da V =V; & V'. Setze dann den Homomorphismus F’ : V' — V'
an als die Komposition
P,

v Iy Py
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wobei pr(avi+Y_ bjw;) = > bjw;. F' wird offensichtlich beschrieben durch die oben eingezeichnete
Matrix A’, und aus

A —t) oAy — ) = xalt) = N —t)-det(A —tE,,—q)

folgt unmittelbar
Xe(t) = xar(t) = £(E—Aa) ..o (E— ) -
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine F'—invariante Fahne

{0y =VycV/c---cV,_, =V".

Setzt mannun Vo = V{+ Vi Cc Vs = Vi+Vi C---CV, = V' +V; =V, soist auch {0} = V[ C
VicVaC---CV, =V eine Fahne, und V; 3 u; :u;-_l—i—ul impliziert

F(uj) = F(u;_y) + F(uy) = F'(u}_;) modulo Vj
und damit
F(uj)GVj/,l—i-Vlzvj. O
Definition. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn eine der beiden folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:
1. Jedes Polynom P € K[t] vom Grad deg P > 1 hat mindestens eine Nullstelle in K.

2. Jedes Polynom zerfillt vollstdndig in Linearfaktoren.

Folgerung 11.10 Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper ist jede n x n—Matriz trigonalisier-
bar.

Damit ist iiber dem Grundkorper der komplexen Zahlen jeder Endomorphismus trigonalisierbar
wegen

Satz 11.11 (Fundamentalsatz der Algebra) Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

Einen Beweis fiir diesen Fundamentalsatz findet man in jedem Lehrbuch der Funktionentheorie.

Fiir den Satz von Cayley—Hamilton gebe ich einen Beweis, der den Vorteil hat, iiber beliebigen
Grundkérpern giiltig zu sein.

Satz 11.12 (Cayley—Hamilton) Es sei F € End(V) ein Endomorphismus mit charakteristischem
Polynom
xr(t) = £(t" — ait" '+ £a,) € K[t].

Dann verschwindet der Endomorphismus
xp(F) = £(F" — oy F" ' +... £0a,F% .

Bemerkungen. 1. Fiir eine Matrix A € M (nxn, K) bedeutet dieser Satz das Bestehen der polynomialen
Identitét
A" — AV 4 4+ 0,4 =0,

die man nicht durch bloles Einsetzen von A in x4 = det(A — tE) beweisen kann!

2. Dal A jedoch irgendeiner polynomialen Iclentitat geniigen mufl ist klar, da wegen
dim M (n x n, K) = n? die Matrizen A%, A',..., A" linear abhingig iiber K sind.
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3. Es besteht somit die Menge AnnA = {P € K[t]: P(A) = 0} nicht nur aus dem Nullpolynom.
Offensichtlich ist Ann A ein Ideal in K[¢], d. h.: mit Py, P, € Ann A ist auch P, + P, € Ann A und
P e AmmA, Q € K[t] impliziert QP € Ann A. Nun kann man zeigen, dafl K|[t] ein Hauptidealring
ist, d. h. jedes Ideal a in K[¢] wird erzeugt von (genau) einem (normierten) Polynom p(¢):

a = {Q)u) : Q) e K[t]}.

(Der Ring Z hat iibrigens die gleiche Eigenschaft). Folglich gibt es zu jeder Matrix A € M (n x n, K)
ein sogenanntes Minimalpolynom pa(t) mit pa(A) = 0, das wegen des Satzes von Cayley—Hamilton
das charakteristische Polynom teilt (insbesondere einen Grad < m besitzt). Zerfillt speziell x4 in
Linearfaktoren

xa(t) = £t — A)™ o (E =A™
so ist notwendig ) ,
pa(t) = £t = A)™ -t = A)™, my, < my,

so daB man in jedem Einzelfall 4 durch Einsetzen von A in die Teiler von x4 bestimmen kann.
(Man kann {ibrigens a priori zeigen, daf alle m/, > 1 sein miissen, d. h. dal 4 dieselben Nullstellen
wie x4 besitzt).

Nun also zum Beweis des Satzes von Cayley—Hamilton: Ist v # 0 ein beliebiger Vektor in V', so gibt
es eine eindeutig bestimmte maximale Zahl r < n,s. d. vy = v, va = F(v1),...,0, = F(v,_1) =
Fr=1(v;) linear unabhiingig sind. Dann gilt F(v,) = aj vy + -+ a, v, und U = span(vy,...,v,) ist
ein F-invarianter Unterraum. Hieraus folgt, wie schon oft verwendet, dal xr(t) = Q(t) - xpju (1) -

Wir wollen zeigen: xp(F) = 0 € EndV, d. h. xp(F)(v) = 0 fir alle v € V. Dazu geniigt
offensichtlich x gy (F)(v) = 0 fiir alle v # 0, wobei U wie oben mit Hilfe des Vektors v konstruiert
wird. Nun hat F|U eine beschreibende Matrix von der Form

00 -+ 0 am
1 0 -+ 0 a2
B = :
o0 -+ 1 a,
aus der man leicht ableitet, dal £xpy(t) = det (tE, — B) =" —a,t" ' —--- —a; und
txpo(F)(v) = (F"—a P = = a1 FO)(v)

F,)—(aqv1+---+arv.) =0. |
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Ist ' € EndV und Vi C V ein F-invarianter Unterraum, so kann man fragen, ob es einen direkten
Summanden V5 von V; in V' gibt, der selbst F—invariant ist. Dies wére natiirlich gleichbedeutend mit
einer Blockstruktur der beschreibenden Matrix in einer geeigneten Basis:

x| 0

0] *

Eine solche Zerlegung ist jedoch i. a. nicht méglich. Anderenfalls wiirde der Beweis fiir die Trigonalisier-
barkeit von Endomorphismen iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern stets die Diagonalisierbarkeit
zur Folge haben, und dies ist aufgrund eines Gegenbeispiels im letzten Kapitel nicht richtig! — Unter ge-
wissen Voraussetzungen gibt es aber invariante Zerlegungen, und diese sind das Herzstiick des Beweises
iiber die Existenz der Jordanschen Normalform.

Es seii. f. V ein K-Vektorraum der endlichen Dimension n, und F € EndV sei ein Endomor-
phismus. Uber den Korper K wird vorerst noch nichts vorausgesetzt. Wir betrachten zuerst die Folge
aller Potenzen F* und die Unterriume ker F*, im F*. Dann gilt offensichtlich

ker F C ker F2 C ker F3 C ---,
imF D> imF? D imF?® >

wobei alle auftretenden Vektorrdume F-invariant sind.
Wegen dim V = n < oo muf} die Kette der ker F7 | stationér“ werden. Insbesondere gibt es eine
kleinste positive Zahl ¢, so dafl ker F¢ = ker FF9t! . Dann ist aber auch

ker FI1t7 = ker F'? fiir alle j>1.

Denn ist F9t9(v) = 0, j > 2, so folgt FIT(F/=(v)) = 0 und damit FIT-1(v) = FI(FI~1(v)) =
0, so daf sich der Beweis leicht durch Induktion beenden laf3t.

Satz 12.1 Mit den obigen Bezeichnungen gilt
(%) V = ker F!®im F7.

F|ker FY ist nilpotent von der Ordnung q (d. h. die q—te Potenz dieses Endomorphismus verschwindet,
aber keine niedrigere Potenz), und F|im F9 ist invertierbar.

Die Zerlegung (x) ist berdies eindeutig: Zerfillt V in eine direkte Summe Vi @ Vo won F-
invarianten Unterrdumen mit F|Vy nilpotent, F|Vy invertierbar, so ist notwendig Vi = ker F'1, V, =
im F9.

Beweis (aus dem Buch von HALMOS). Wegen der Rangformel ist dim ker FV + dim im F/ = n =
dim V fiir alle 5 > 1. Um (%) zu zeigen, benstigt man deshalb nur noch

ker F1Nim F? = {0} .

Es sei also v in dem Durchschnitt auf der linken Seite enthalten; dann folgt F9(v) = 0 und v = F(w),
also F?9(w) = 0 und damit wegen der Bemerkung unmittelbar vor Satz 1 auch v = F9(w) =
0. F9 verschwindet selbstverstindlich auf ker F'9, nicht aber eine kleinere Potenz wegen ker F7 =#
ker F1, 5 < q.

Ist schlieflich v € im F?, d. h. v = Fi(w), und F(v) = 0, so folgt wieder F¢"(w) = 0 und
v = Fi(w) = 0. Also ist F|im F? injektiv und damit auch invertierbar.

Zur Eindeutigkeitsaussage: Hat man eine Zerlegung V' = Vi &V, mit den geforderten Eigenschaften,
so ist notwendig wegen F*|V; = 0 fiir ein geeignetes k:

Vi C ker F¥ C ker F™ax (k) — Loy 9
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Da F auf Vs, invertierbar ist, gilt Vo C im F* fiir alle k. Insbesondere ist Vo C im F?. Aus (%) folgt
dann sofort V; = ker F9, V5, = im F9. O

Bevor wir uns dem Jordanschen Normalformen—Problem zuwenden (das die algebraische Abgeschlos-
senheit von K oder zumindest die Linearfaktor—Zerlegung von yr des betreffenden Endomorphismus
erfordert), bringen wir nilpotente Endomorphismen in Normalgestalt. Dies erkldrt die Einsen auf der
Nebendiagonalen in der Jordanschen Normalform (siehe Folgerung 4). Bei diesem Beweis folgen wir
FISCHER: Lineare Algebra.

Satz 12.2 FEs sei W ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum, und N € End W' sei nilpotent. Dann
gibt es eine Basis (wy,...,w,) von W mit

N(w;) = wj—1 oder = 0.

In einer solchen Basis hat also N eine Matriz—Darstellung, die aus lauter Blicken der Gestalt

010 --- 00
001 --- 00

Te
000 --- 01
000 --- 00

entlang der Hauptdiagonalen besteht. Die Darstellung ist eindeutig, wenn man die ry; monoton fallend
anordnet : r1 > ro > ---. Dabei ist vy die Nilpotenzordnung q¢ von N .

Beweis. Wir betrachten wie vorhin die Folge {0} = Vo = ker N C V; = ker N' € --- C V, =
ker N9 = W . Es gilt dann

a) Vi1 # Vj,

b) N7HV;1) = Vj,

c) ist U ein Untervektorraum von W mit UNV; = {0}, so ist N|U injektiv.
Zu a). Beweis des vorigen Satzes.
Zu b).

vENY Vi) <= N(w)€Vj_1 <= N"IN(v) =0 <= Ni(v) = 0<=n0veV;.

Zuc). Vi =kee NCV; = UnV,cUNV; = {0} = N|U ist injektiv.
Als néichstes zeigen wir: Es gibt Unterrdume Uy,...,U; von W mit

)V =Viael,j>1,

e) N:Uj—Uj_1,j > 2.

Zu d) und e). U, sei ein beliebiger direkter Summand von V,_; in V, = W. Aus N~ (V;_2) = V;_4
folgt, wenn die Zerlegung V; = V;_1 @ U; schon gegeben ist, N(U;)NV;_2 = {0} . Also gibt es wegen
N(Uj;) C N(V;) C Vj_1 eine Zerlegung

‘/}_1 = Vj_g D Uj_l mit N(Uj) C Uj—l .
Wegen U; NV;_; = {0} ist N|U; injektiv, j > 2 (Teil ¢)).
Wir kénnen uns nun eine geeignete Basis verschaffen. Es ist

W=V, =V.eU,=V, 20U, 16U, =--=U1® - dU,.
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Wihle dann eine Basis u§Q)7...,uég) von U;,. Da N : U, — U;_; injektiv ist, kann man
N(ugq)),...7N(u2)) durch ugq_l), . ,uffij) zu einer Basis von U,_; ergénzen. Im letzten Schritt

erhilt man dann eine Basis von U; der Gestalt:

N @), N ) N2 ), N2 )

q

2 2 1 1
- N(u(l)),...,N(uE,Q)), ug ),...,ugl).

Wegen U; = Vi = ker N bildet N diese Vektoren auf Null ab, und der Satz ist bewiesen, wenn man
die gesamte Basis wie folgt anordnet:

N wi?), NI ), g
N sy, Ny, g
Ne=2(u{@ D)y Na3Yy L u{Y

O

Um den Satz iiber die Jordan—Zerlegung, die eine Verfeinerung der Trigonalisierung darstellt, be-
weisen zu koénnen, miissen wir jetzt voraussetzen, dafl xp in Linearfaktoren zerfillt:

xr(t) = £ — A)™ ... (t — Ag)™F, A; paarweise verschieden .

11
A - ( ) ’
0 1

so wissen wir Eig(A; 1) = ker (A — E) # K2. Offensichtlich ist aber ker (A — F)? = ker 0 = K.

Erinnern wir uns an das Beispiel

Dies fiihrt uns zu der Definition der Hauptrdume oder verallgemeinerten Eigenrdume
Eig™(F; \) = [ J ker (F — Xid)¥ ¢V
k=0

zu einem Eigenwert A von F € EndV . Jeder Raum ker (F — \id)* ist (F — Xid)-invariant, und
damit sind die Hauptrdume F—invariant.

Satz 12.3 (Jordan - Zerlegung) Unter den obigen Voraussetzungen hat man eine F—invariante Zer-
legung
k

V = P Eig™(F; ).
j=1
Es ist BEig™(F; \j) = ker (F — X\;)™ und dim Eig™ (F'; \;) = m; . Auf jedem Hauptraum hat F die
Gestalt:
F = \id + N,

wobei N; nilpotent von der Ordnung < m; ist.
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Beweis. Wir setzen F; = F — A;id fiir jeden Eigenwert A, s. d.
V; = Eig™(F; \j) = | ker F} .
£=0

Nach Satz 1 hat man dann eine direkte F—invariante Summenzerlegung
V=VeW,, V;=ker F]gj , W, =im F;“ . q; geeignet

s. d. F; auf V; nilpotent und auf W; invertierbar ist. Wir setzen ohne Einschrankung j = 1 und
betrachten F' bzgl. einer Basis, in der F' obere Dreiecksgestalt hat mit A\; am Anfang der Hauptdia-
gonalen mj—mal aufgereiht. Dann wird F} = F — \;id représentiert durch die Matrix

N|B
A= :
0|D

wobei N eine obere m; X mj—Dreiecksmatrix mit Nullen in der Hauptdiagonalen und D eine weitere
obere Dreiecksmatrix mit den Werten A; — Ay, j > 1, in der Hauptdiagonalen ist. Es folgt leicht

N* | B,
A = :
0 | Ds

so daB sich wegen det D* = (det D)* # 0, det N° = (det N)* = 0 stets rang A®> > n — my ergibt.
Da aulerdem N® = 0 fiir s > my ist, ergibt sich rang A* = n — m; fiir alle s > m;, und damit
ist dim ker (F — A\;id)® konstant fiir diese s. Es folgt wie behauptet

Elgoo(F, Al) = ker (F — )\1 ld)WL1 3

und
dim Eig>™(F; A1) = mq .

Weiter folgt leicht durch Induktion, dafl
Eig™(F; ;) N> Eig™®(F; A) = {0};

L#]

also ist die Summe
> Eig™ (F; \))
J

direkt, und wegen Zj dim Eig™(F; A\;) = Zj m; = n ergibt sich schlielich

k

V = P Eig™ (F; \)) . O
j=1

Zusammen mit dem vorigen Satz liefert diese Aussage natiirlich den Beweis fiir die Jordansche
Normalform:

Folgerung 12.4 Es sei V' ein endlich-dimensionaler K—-Vektorraum, und F € EndV sei ein En-

domorphismus. Dann gibt es eine Basis B = (v1,...,v,) von V, so dafy F bzgl. B eine Matriz—
Darstellung besitzt, die aus lauter Jordan—Blocken der Gestalt

A1 0 -+ 0O

O x1 --- 00

0 0 O Al
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entlang der Hauptdiagonalen besteht. Dabei ist \ ein Eigenwert von F . Bei festem A kann es (selbst-
verstindlich) mehrere solche Jordan—Bléicke geben.

Noch struktureller ist die

Folgerung 12.5 Jeder Endomorphismus F schreibt sich (eindeutig) in der Form F = D + N mit
i) D diagonalisierbar (manchmal wird D auch halbeinfach genannt),
ii) N nilpotent,
iti) D und N wvertauschen.

Beweisidee. Die Existenz folgt sofort aus der Jordanschen Normalform. Ist F' = D + N = D' + N/,
also D — D' = N' — N,sogilt D'F = D”? + D'N' = D> + N'D' = FD'. D’ vertauscht also
mit F' und damit auch mit jedem Polynom in F'.

Man kann zeigen (siche z. B. BRIESKORN, Bd. 2, oder HALMOS), daf in der obigen Konstruktion D
ein Polynom in F ist. Also ergibt sich die Vertauschbarkeit von D und D’. In einer Ubungsaufgabe
wird gezeigt, dal D und D’ dann auch simultan diagonalisiert werden kénnen. Ferner vertauschen
aus denselben Griinden N und N’, woraus sofort die Nilpotenz von N’ — N folgt. Damit reduziert
sich die Eindeutigkeitsaussage auf die folgende triviale Bemerkung: Jede nilpotente Diagonalmatrix ist
notwendig die Nullmatrix. O






13 Normalformen fiir Endomorphismen von
Skalarproduktriumen

Im folgenden sei K = R oder C. Wir nennen einen K—Vektorraum V kurz einen Skalarproduktraum,
wenn er euklidisch (K = R) bzw. unitdr (K = C) ist. Das Skalarprodukt werde wie immer mit (., .},
die zugehdrige Norm mit || .| bezeichnet. Wir sind jetzt vornehmlich an Abbildungen interessiert, die
diese zusétzliche Struktur respektieren. Z. B. sollten wir nur Basen betrachten, die aus Orthonormal-
systemen bestehen.

Wir untersuchen daher zuniichst die Frage: Wann beschreibt eine Matrix S € GL (n, K) einen
Wechsel von Orthonormalbasen A bzw. B7

Kn S K'TL
P4 (g
v d 1%
Offensichtlich ist dies genau dann der Fall, wenn
(Sej, Sex) = vj, vk ) = djk ,

d. h. wenn die Spalten von S ein Orthonormalsystem in K" bzgl. der kanonischen Skalarprodukt-
struktur darstellen, d. h. wenn 'S S = E,, (wobei im euklidischen Fall K = R die Matrix *S schlicht
durch 'S zu ersetzen ist).

Definition. 1. Eine n x n-Matrix S € M (n x n, K) heifit unitir (im Fall K = R auch orthogonal),
falls B
'SS = E,.

2. Zwei Matrizen A, B heiflen unitir (orthogonal) dhnlich, falls es eine unitére (orthogonale) Matrix
S gibt, s. d. B
B=1'SAS.

Bemerkungen. 1. Aus 'S S = E, folgert man | det S|?> = det S-det S = det t? det S = 1, also
| det S| = 1. Insbesondere ist det S # 0 und damit S invertierbar mit 1 = S so dafB sich auch
automatisch SS = E, ergibt. Im Reellen schlieft man entsprechend det § = +1 und S*'S = E,, .

2. Zwei Matrizen sind genau dann unitér dhnlich, wenn sie denselben Endomorphismus bzgl. zweier
Orthonormalbasen darstellen.

3. Die Mengen B
U(n) ={SeM(mxn,C):'SS = E,}

und
O(n) ={SeMmxn,R):'SS =E,}

bilden Untergruppen von GL (n, C) bzw. GL (n, R): die unitdire bzw. orthogonale Gruppe. Thre Ele-
mente heiflen unitire bzw. orthogonale Matrizen. Es gilt

Un)sS = |det S| =1
OMm)>S = detS = +1.

Nun ist die Determinantenbildung det : U (n) — C* bzw. O (n) — R* ein Gruppenhomomorphismus.
Infolgedessen bilden auch die speziellen unitéren (orthogonalen) Matrizen je eine Gruppe:

SU(Mn) ={SeU(n):detS =1}
SO(n) ={S€0(n) :det S =1}.
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Als né#chstes wollen wir diejenigen Endomorphismen charakterisieren, die sich bzgl. Orthonormal-
basen diagonalisieren lassen. Dazu benotigen wir noch eine allgemeine Konstruktion, ndmlich die der
adjungierten Abbildung (die nur eine Variante der dualen Abbildung ist). Ist allgemein F : V — W
ein Homomorphismus, so wird F* : W* — V* definiert durch

F*(p) = poF, peW* = Homg (W, K).
Mit den kanonischen Paarungen V x V* — K und W x W* — K schreibt sich diese Definition als
(v, F*(u)) = (F*(u)(v) = (uo F) (v) = p(F (v)) = (F(v), pu) -

Sind nun V', W Skalarproduktriaume, so konnen wir V' mit V* resp. W mit W* kanonisch identifi-
zieren und F* zu einer Abbildung F*? : W — V liften:

ad
v F

w

~J ~

Vv

F* w

Satz 13.1 Fir Skalarproduktriume V , W gibt es zu jedem Homomorphismus F € Homg(V, W)
genau einen Homomorphismus F* € Homg (W, V) mit

(v, F*%w)) = (F(v),w), veV,weW.

Definition. F heiBt die zu F adjungierte Abbildung.

Sind A und B Orthonormalbasen von V' bzw. W, und wird F' durch die Matrix A relativ zu
diesen Basen dargestellt: A = Mg{(F), so wird F% dargestellt durch 'A:

MZ(F) = “(Mg(F)) .
Bemerkung. (F?)* = F.

Ab jetzt sei fiir lingere Zeit K = C. Entscheidend sind die beiden folgenden Sitze:

Satz 13.2 Jeder Endomorphismus F eines endlich-dimensionalen unitiren Vektorraumes V kann
unitdr trigonalisiert werden.

Denn: Konstruiere eine F—invariante Fahne Uy C U; C --- € U, = V und wéhle nach Schmidt
eine Orthonormalbasis v1,...,v, mit U; = span(vy,...,v;). |

Satz 13.3 Sei F € EndV . Dann lifit sich F genau dann unitdr diagonalisieren, wenn
(%) FFod = pedp,

Definition. Endomorphismen mit der Eigenschaft (x) nennt man auch normal. Eine Matrix A € M (n x
n, C) heifit entsprechend normal, falls *tAA = A'A.

Folgerung 13.4 1. Zu jeder komplezen n x n—Matriz gibt es eine unitdre Matriz S € U(n), so
daff 'S AS eine obere Dreiecksmatrix ist.

2. Eine Matriz A € M (n x n, C) ist genau dann normal, wenn es eine unitire Matriz S € U(n)
gibt, so dafi 'S AS Diagonalgestalt hat.
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Bevor wir den Beweis von Satz 3 in Angriff nehmen kénnen, bendtigen wir die folgenden zwei
Lemmata.

Lemma 13.5 Es sei F' € EndV normal. Dann gilt:
1. ker F = ker Fo¢ ;
2. Eig(F; \) = Eig(F; )\) fiir alle A € C ;
3. Eig(F; Aj) LEig(F; Ak), Aj # A&
Beweis. 1. Dies folgt sofort aus
(F(v), F(v)) = (FUF (v),v) = (FF“(v), v) = (F*(v), F*(v)) .

2. Setze G = F — Xid. Aus der definierenden Gleichung fiir G erhilt man unmittelbar G*¢ =
Fed — Xid und GG = GG ; G ist also ebenfalls normal, und mit 1. folgt

Eig (F; \) = ker G = ker G*® = Eig (F; )) .

3. Mit v € Eig(F; A\;), w € Eig(F; A\) ist \j(v, w) = (Njv,w) =
(FU(v), w) = (v, F(w)) = (v, \kw) = A\ (v, w) und folglich (v, w) = 0. O

Folgerung 13.6 Fir jeden normalen Endomorphismus F € EndV  gilt

14

V = P Eig (F; ) .

Jj=1

Denn wegen des obigen Satzes ist V' die direkte Summe der Eigenrdume, und diese stehen wegen
3. im obigen Lemma 5 paarweise senkrecht aufeinander. O

Lemma 13.7 Ist F € EndV |, V ein Skalarproduktraum und U C V ein F—invarianter Untervektor-
raum. Dann ist UL invariant unter F7.

Beweis. Es sei v € U, w € U+ . Dann gilt (v, F*(w)) = (F(v),w) = 0,da F(v) € U. Da
dies fiir alle v € U richtig ist, ergibt sich F(w) € U*. O

Wir kommen nun zu dem Beweis von Satz 3. Wir wollen zeigen: F' ist genau dann normal, wenn
V' eine orthonormale Basis aus Eigenvektoren von F' besitzt. Sei also eine solche Basis B gegeben, so
dafl
veEB= F(v) = \v, F'%@UW) = A\v = FF) = F(Av) = AF (v) = A\v

und genauso F% F (v) = XA Av. Damit ist aber F Fd = Fad .
Sei umgekehrt F' normal. Da K = C ist, gibt es einen Eigenvektor v von F': F (v) = Av. Ohne
Einschrédnkung sei ||v| = 1. Bilde nun V; = (v) und

W=Vt={weV: (v,w)=0}.
Dann ist fiir alle w € W':
(v, F(w)) = (F*), w) = (Av, w) = A{v,w) = 0,

d.h. F(w) e W.M. a. W.: W ist F-invariant. Nach dem vorigen Lemma 7 ist W als orthogonales
Komplement des F-invarianten Raumes Vi auch F®l-invariant. Daraus folgt unmittelbar, daf die
Einschrinkung F' = F|W normal ist mit F’*® = F|W  und man beendet den Beweis durch
Induktion. ]
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Wir werden diesen Satz nun in zwei Spezialféillen bei unitdren Vektorrdumen anwenden, ndmlich
bei unitdren und selbstadjungierten Abbildungen. Es wird dann am Ende des Kapitels unsere Aufgabe
sein, daraus Folgerungen im euklidischen Fall abzuleiten.

Definition. Ein Endomorphismus F € EndV | V ein (endlich-dimensionaler) Skalarproduktraum, heif}t
unitdr (K = C) bzw. orthogonal (K = R), falls

(F(v), F(w)) = (v,w) firalle v, weV.

Bemerkungen. 1. Fiir solche Endomorphismen gilt notwendig
[F(v) = F(w)| = lv —wll, insbesondere [ F(v)| = [v],

sie sind also Isometrien und normerhaltend. Wegen der Polarisierungsgleichung ist die Normer-
haltung gleichwertig zu der Definition der Unitaritit. Wir werden iiberdies am Ende des Kapitels
zeigen, dafl die Isometrieeigenschaft einer beliebigen Selbstabbildung eines euklidischen Raumes,
die den Ursprung festhélt, automatisch deren Linearitit nach sich zieht. Dies beendet dann auch
den Nachweis der in Kapitel 10 formulierten Tatsache, dal Isometrien in euklidischen Rdumen affin sind.

2. Unitére (orthogonale) Endomorphismen werden relativ zu Orthonormalbasen durch unitére (ortho-
gonale) Matrizen beschrieben.

Folgerung 13.8 Es set F' € EndV wunitdr oder orthogonal. Dann gilt:
i) Jeder Eigenwert A € C in F st unimodular, d. h. |A| = 1.
i) v L w impliziert F (v) L F(w) .
iii) F st injektiv (und damit bijektiv fir dim V' < oo mit unitirem bzw. orthogonalem Inversen).
Beweis. i) Sei v # 0 ein Eigenvektor zu A. Dann ist
[vll = [1F @) = [Alllv]l,

also |A| = 1. Die Aussage ii) folgt ebenso leicht, und iii) ist eine Konsequenz der Normerhaltung. Ist
F Dbijektiv, so setze man v = F (v'), w = F (w’) und folgere:

(F7l(v), F7Y(w)) = (FT'F (), FTIF(w')) = (v, w')
= (F{®),Fw)) = (v,w). O

Lemma 13.9 Unitdre Endomorphismen sind normal.

Beweis. Mit ((F*F)(v), w) = (F(v), F(w)) = (v, w) ist (FF)(v) = v fiir alle v € V,
also F% F = id. Entsprechend ergibt sich F F = id. (|

Als Folgerung erhalten wir

Satz 13.10 1. Jeder unitire Endomorphismus F € EndV st unitdr diagonalisierbar:

l
V = P Eig(F; \;) .
j=1

2. Fir jede Matriz A € U(n) g¢ibt es ein S € U(n) mit

ISAS = diag(M1,-- s ), [Nl =1,7=1,...,n.
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Das Analogon dieses Satzes im Reellen ist nicht richtig. Dies liegt daran, dafl orthogonale Matrizen
i. a. keine reelle Eigenwerte besitzen, wie die Beispiele

cos o —sin «
Ay = , a#0modm

sin « CcOoS o

zeigen. Gerade diese Beispiele sind aber die charakteristischen; es gilt der folgende Satz, den wir weiter
unten beweisen werden:

Satz 13.11 Es sei F' € EndV ein orthogonaler Endomorphismus eines endlich—dimensionalen eukli-
dischen Vektorraumes V' . Dann zerfdllt V in eine orthogonale Summe F —invarianter Unterrdume:

V=WeoeWVe- &V,

so dafi F|Vy orthogonal diagonalisierbar (mit Eigenwerten +1 ) ist und die V; 2-dimensionale Vek-
torrdaume sind, auf denen F bzgl. einer Orthonormalbasis wie eine der oben angegebenen Matrizen A,
operiert.

Wir wenden uns zunéchst erst einem anderen Spezialfall zu.

Definition. Es sei V ein Skalarproduktraum, und F € EndV sei ein Endomorphismus. F heifit
selbstadjungiert, falls F = Fod

Bemerkungen. 1. Im unitiren Fall sind selbstadjungierte Endomorphismen normal. Sie werden bzgl.
Orthonormalbasen durch hermitesche Matrizen A beschrieben: 4 = A.

2. Im euklidischen Fall sind die beschreibenden Matrizen bzgl. Orthonormalbasen genau die symmetri-
schen Matrizen: ‘A = A.

Lemma 13.12 Selbstadjungierte Endomorphismen besitzen (im unitiren und im euklidischen Fall) nur
reelle Figenwerte.

Beweis. Es sei zundchst K = C; v sei ein Eigenvektor zu dem Eigenwert A. Dann gilt
M= F(@) =F%%) =X, also A=X€cR.

Ist K = R und A eine beschreibende Matrix bzgl. einer Orthonormalbasis, dann ist die reelle sym-
metrische Matrix A, aufgefait als komplexe Matrix, hermitesch und damit normal. Also gibt es eine
Matrix S € U(n) mit S™1AS = diag (A\1,...,\,), wobei die Werte A1,...,\, nach dem ersten Teil
reell sind. Damit ergibt sich

XE(t) = xalt) = £t = A1) oo (t = Aa) € R[E],
also eine reelle Linearfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms. O

Satz 13.13 1. Jeder selbstadjungierte Endomorphismus F eines endlich—dimensionalen unitiren
Vektorraumes V' lafit sich unitir diagonalisieren:

¥4
vV = @Eig(F; A), N ER.
j=1

2. Zu jeder hermiteschen Matriz A € M (n x n, C) gibt es eine unitire Matriz S € U(n), s. d.
'SAS = diag(M1,..., ), N ER, j=1,...,n.

Da die Eigenwerte im reellen Fall tatséichlich reell sind, diirfte es nicht {iberraschen, dafl in dieser
Situation das reelle Analogon wirklich richtig bleibt:
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Satz 13.14 (Hauptachsentransformation, Spektralsatz) 1. Jeder selbstadjungierte Endomor-
phismus F eines endlich—dimensionalen euklidischen Vektorraumes V ist orthogonal diagonali-

sierbar :
¢

V = P Eig(F; \;) .
j=1

2. Zu jeder symmetrischen Matriz A € M (n x n, R) gibt es eine orthogonale Matriz S € O (n), so

dafs
'SAS = diag (A1,...\n) -

Man kann den obigen Satz wie fiir normale Endomorphismen beweisen: Da F' selbstadjungiert ist,
besitzt F' einen reellen Eigenwert A und damit einen reellen Eigenvektor v € V. Es sei Uy = span (v)
und Us; = UlL . Da F selbstadjungiert ist, bildet F' den Raum Us in sich ab; denn aus v € Uy, w €
U, = Ui folgt

(v, F(w)) = (F(v), w) = (A, w) = A(v,w) = 0.
Wie frither sieht man (F|U)® = F|Uy = F|Uy. Also ist F|Uy selbstadjungiert, und nach In-
duktionsvoraussetzung gibt es eine Orthonormalbasis von Us , in der F’ = F|U, Diagonalgestalt hat. O

Man kann den gesamten Themenkreis der Hauptachsentransformation auch analytisch angehen: Es
sei A € M (n x n, R) eine symmetrische Matrix, und

n
t
q=q(z1,...,2,) = ‘Az = E Qij T3 Lj .
ij=1

Man betrachtet dann ¢|S™ !, wobei S™~! die Einheitskugel
{z eR™: ||z]|® = 1}

bezeichnet. Da S™~! kompakt ist, nimmt ¢ auf S"~!' ein Maximum, sagen wir bei xy, an. Dort ist
dann nach dem Satz tiber Extrema mit Nebenbedingungen:

grad g (wo) = Agrad f(zo) , f(2) = [lz[* - 1,

A eine reelle Zahl. Nun ist aber
grad f (z0) = 270

und (wegen der Symmetrie der Matrix A ):
grad g (z9) = 2Ax .

Also ist zy gerade ein Eigenvektor von A. Man wéihlt dann eine Hyperebene senkrecht zu xy und
fahrt entsprechend fort. O

Es muf noch der Beweis fiir die Normalform orthogonaler Matrizen nachgeholt werden. Dazu benoti-
gen wir einen kurzen Exkurs iiber reelle Polynome P (t) € R[t]. Hat P eine komplere Nullstelle \,
so folgt aus

P(A) =P =0=0,

daB auch X eine Nullstelle von P ist. M. a. W.: eine Nullstelle A von P ist entweder reell, oder sie ist
nicht reell und kommt automatisch als Paar mit ihrer Konjugiert-Komplexen A vor. Die Linearfaktor—
Zerlegung von P iiber dem komplexen Zahlkoérper C lif3t sich deshalb in die folgende Form bringen:

Pt) = clt = A)-ooo (b= X) - (8 = pa)(t = Fx) - oo (8 = ) (E = o)

wobel A1,..., s ER, p1,..., 4 € C\R, ¢ € R*. Insbesondere ergibt sich sofort:
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Jedes reelle Polynom ungeraden Grades hat mindestens eine reelle Nullstelle.

(Dies folgt natiirlich auch mit rein reellen Methoden aus dem Zwischenwertsatz und der Tatsache, dafl
limy oo P(t) = £oo und lim;_,_o P(t) = —limy,oo P (t).) Fafit man die Terme (¢t — p)(t — @) zu
t2 — (u+ |)t + pf € R[t] zusammen und beachtet man die Eindeutigkeit der Linearfaktorzerlegung
iiber C, so ergibt sich der folgende

Satz 13.15 Jedes reelle Polynom P (t) hat eine (bis auf Reihenfolge eindeutige) Produktzerlegung
P)=rc(t—=A) ... (t = As)-Qu(t) ...  Qn(t)

c € R*, A,....Xs €ER, Q,(t) = 12 + apt + b, € R[t], p = 1,...,7, wobei die quadratischen
Polynome Q, keine reellen Nullstellen besitzen (d. h. a2 — 4b, < 0).

Als Folgerung erhilt man folgendes

Korollar 13.16 Es sei V' ein endlich dimensionaler R—Vektorraum und F € EndV . Dann besitzt
V' einen F—invarianten Unterraum U der Dimension 1 oder 2.

Beweis. Hat xp eine reelle Nullstelle, so ist der von dem entsprechenden Eigenvektor v erzeugte
Unterraum eindimensional und F—invariant. Wir konnen daher annehmen, dal xr nur quadratische
yPrimfaktoren® besitzt: xp = Q1-... Qs . Nach dem Satz von Cayley—Hamilton ist fiir alle v € V'\{0}:

Xr(F)(v) =0,

d. h.
(Qs(F)o--0Qu(F))(v) =0.

Sei nun j > 1 der grofite Index mit
wi= (Qjoa(F) o0 Qu(F)) (v) £ 0
dann ist Q;(F) (u) = (F? + a; F + b id) (uv) = 0, u # 0, und der Vektorraum
U = span (u, F (u))
hat die gewiinschte Eigenschaft. (]

Der Beweis des Normalformensatzes ist nun wie in den anderen Féllen zum Abschluf3 zu bringen: Ist
U C V irgendein F-invarianter Unterraum, so ist sogar F' (U) = U, da F als orthogonale Abbildung
bijektiv ist. Da aber F~! ebenfalls orthogonal ist, mufl auch Ut invariant unter F sein; denn aus
veU, ue Ut folgt

(F(u),v) = (F 1 F(u), F7'(v)) = {u, F7'(v)) = 0.
Mittels des obigen Korollars und Induktion zerféllt daher V' in eine orthogonale Summe
UpL--- LU

F—invarianter Unterrdume der Dimension 1 oder 2. Da die Eigenwerte von F' nur = £+ 1 sein koénnen,
operiert F' auf den eindimensionalen Rdumen durch Multiplikation mit 1 oder —1. Was iiberbleibt,
ist die Klassifikation der zweidimensionalen orthogonalen Abbildungen. Das Ergebnis fassen wir in dem
folgenden Lemma zusammen.

Lemma 13.17 FEs sei dimgV = 2, F '€ EndV sei ein orthogonaler Endomorphismus. Dann gibt es
die folgenden Fille :
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i) det F' = 1. In diesem Fall ist F' eine Drehung mit Normalform

Ao =

cos o« —sin «
sin o CcOos «

), 0 <a<2r.

ii) det F' = —1. Dann ist F eine Spiegelung mit Normalform

()

Beweis. F wird beschrieben durch eine orthogonale Matrix
a b
A= EM@2x2,R),
c d

dh a®?+c® =0b>+d®> =1und ab+ cd = 0. Aus den beiden ersten Bedingungen folgt die Existenz
von Winkeln o, o, so dafl

a=cosa,c=sna,b=sina,d=-cosa.
Wegen der dritten Bedingung ist
sin(a + o) = sin awcos o’ + cos asina’ =cd+ab =0,

d.-h. @ + @ = Omodn. Je nachdem, ob in o + &’ = nw die Zahl n gerade oder ungerade ist,
ergeben sich die beiden Normalformen

cos o« —sin «
A, = mit det 4, =1

sin « COS &

bzw.

cos « sin o
B, = mit det B, = —1.
sin @ —cos «

Im zweiten Fall ist das charakteristische Polynom aber gleich

cosa — t sin «
det =2 — (cos®a + sin®a) = 2 — 1
sin « —cosa — t

mit den Eigenwerten +1 und —1. In der Tat sind die B, Spiegelungen an den Geraden in R? mit
Steigungswinkel «/2. O

Wir wollen uns noch einen Uberblick iiber dreidimensionale orthogonale Abbildungen verschaffen.
Wegen des Normalformensatzes hat man die folgenden Typen.

det F = 1:
1 0 0
01 0 : Identitét .
0 0 1
cos o —sin « 0
. Drehung senkrecht zur xzs—Achse
sin « cos « 0

um den Winkel « .
0 0 1
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det F' = —1:

1 0 O
0 1 0 : Spiegelung an der (x1, x2)-Ebene .
0 0 -1

cosa —sina 0 Drehung senkrecht zur zz—Achse

i . 0 um den Winkel «

s cose mit anschlieender Spiegelung an der

0 0 -1 (21, x2)-Ebene .

Es sind also alle eigentlichen orthogonalen Abbildungen (det FF = 1) Drehungen um Achsen. Der
Drehwinkel bestimmt sich (im wesentlichen, d. h. bis auf das Vorzeichen) aus der Formel

(Spur F' — 1) .

1
cos o = —
2
Man kann iibrigens auch die Drehachse bestimmen, ohne die Normalform herzustellen (aufier wenn
sin @« = 0; siche Ubungsaufgaben): Ist @ = (gjx) € SO(3) und @ nicht symmetrisch (was zu
sina # 0 oder Q? # E #quivalent ist), so ist

t(Qsz — 23, Q13 — G31, 921 — Q12)
ein Eigenvektor von ) zu dem Eigenwert 1, also ein Fixvektor.
Wir fiigen jetzt noch den Beweis dafiir an, daf§ Isometrie die Affinitéit impliziert.
Satz 13.18 Es sei V' ein euklidischer Vektorraum, und F : V — V sei eine Isometrie :
|F(v) — Fw)| = |Jlv—w]| firale v,weV,
die den Ursprung festlassen : F (0) = 0. Dann ist F linear, also eine orthogonale Abbildung.

Beweis. Wegen F (0) = 0 impliziert die Isometriebedingung auch die Normerhaltung und dann mit
der Polarisationsgleichung in der Form

(v,w) = 5 (Il + [wl?* = lv — w|?)

DN | =

auch die Invarianz des Skalarprodukts unter der Abbildung F':
(F(v), F(w)) = (v, w) .
Es folgt damit

IF (@ +w) = F(v) - Fw)|* =

also F (v + w) = F(v) + F (w). Entsprechend beweist man F (Av) = AF (v). O



Anhang: Orientierung von Basen

Es seien A = (v1,...,v,) und B = (wq,...,w,) zwei Basen des reellen Vektorraums V # {0},
und S bezeichne die Transformationsmatrix des Basiswechsels von A mnach B. Dann ist

det S € R* = R\ {0}.

Definition. Man nennt A und B won gleicher Orientierung (oder gleichorientiert), wenn det S > 0.
Im anderen Fall heiflen A und B entgegengesetzt orientiert.

Satz 13.19 Die Eigenschaft, gleichorientiert zu sein, ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Elementar. g
Definition. Eine Orientierung auf V ist eine Aquivalenzklasse von gleichorientierten Basen.

Es ist klar, daB es stets nur zwei solche Aquivalenzklassen, also zwei Orientierungen gibt. Man nennt
die eine positiv, die andere negativ. Welche man als positiv bezeichnet, ist nicht kanonisch vorgegeben,
sondern reine Konvention.

Wir wollen als erstes beweisen, dafl zwei Basen gleichorientiert sind, wenn sie stetig ineinander defor-
miert werden konnen (nachher zeigen wir die Umkehrung). Zuerst miissen wir diese Aussage prézisieren.
Wir stellen uns vor, da8 wir eine Schar von Ubergangsmatrizen

~v(t) € GL(n,R), te€]a,b]
besitzen mit v (a) = E und 7 (b) = S. Fassen wir GL (n, R) einfach als offenen Teil von R" auf:
GL(n,R) = {Ae M(nxn,R) = R" : det A # 0},
so konnen wir davon reden, dafl die Abbildung
~v:la, b] — GL(n, R)
stetig ist.
Definition. Zwei Basen A und B kénnen stetig ineinander deformiert werden, falls es eine stetige

Abbildung
v [aﬂ b] - GL(?’L, R)

gibt mit v (a) = E, v(b) = S, wobei S die Transformationsmatrix A — B bezeichnet.
Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, daB diese Bedingung ebenfalls eine Aquivalenzrelation darstellt.

Nun zu der obigen Behauptung: Es sei v = 7 (¢) eine solche stetige Familie von invertierbaren
Matrizen. Dann ist
(det v) (t) = det v (¢) : [a, b)] — R*

eine stetige Funktion mit (det 7) (¢) = 1. Dann mufl aber wegen des Zwischenwertsatzes auch
det S = (det ) (b) positiv sein!

Was bedeutet nun die Umkehrung? Diese ist doch offensichtlich erfiillt, wenn wir zeigen koénnen,
daB sich jede Matrix A mit det A > 0 durch eine stetige Schar in die Finheitsmatriz E innerhalb
GL (n, R) deformieren lift. Unsere Behauptung lautet daher in anderen Worten:

Satz 13.20 Die Teilmenge
GL" (n,R) = {A € GL(n, R): det A > 0}

ist ein (offener und) wegzusammenhéngender Teil von GL (n, R). Entsprechendes gilt fir GL™ (n, R),
und GL (n, R) ist die disjunkte Vereinigung dieser beiden Zusammenhangskomponenten.
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Zum Beweis wollen wir uns zunéichst mit der entsprechenden Frage fiir Orthonormalbasen in euklidischen
Vektorrdumen beschiftigen, auf den wir dann am Ende auch den allgemeinen Fall zuriickfithren werden.
Im Fall der Orthonormalbasen sind die Transformationsmatrizen A natiirlich orthogonal: A € O (n),
und wir wiirden selbstversténdlich gern wissen, daf3 gleichorientierte Orthonormalbasen durch eine ste-
tige Schar von Orthonormalbasen ineinander deformiert werden koénnen. Dies ist tatséchlich richtig,
d. h. es gilt der

Satz 13.21 Zu jeder Matriz A € SO (n) gibt es eine stetige Abbildung
2
~v:la, b] — SO (n) C R"

mit v(a) = E, v(b) = A. Insbesondere ist SO (n) wegzusammenhdingend, und O (n) zerfillt in die
beiden Zusammenhangskomponenten SO (n) und O~ (n) der orthogonalen Matrizen mit Determinante
—1.

Beweis. Es sei 'SAS = N in Normalform, S € O(n). Wegen det A = 1 kann es nur eine gerade
Anzahl von dem Eigenwert —1 geben, so dafi sich je zwei von solchen zusammenfassen lassen zu

-1 0
= A;.
0 -1
Nun lassen sich aber alle A, stetig in SO (2) in die Einheitsmatrix deformieren durch

cosat —sinat
Ya(t) = , te0,1].

sinat cosat
Also gibt es eine stetige Schar 7 : [0, 1] — SO (n) mit
y0)=FE, (1) =N.

Definiert man noch v () := S5 (¢) S, so ist man fertig.
Der letzte Teil folgt aus der leicht einzusehenden Tatsache, da O~ (n) = T SO (n) mit einer
beliebigen orthogonalen Matrix 71" der Determinante —1, also einer fest gewéhlten Spiegelung gilt. O

Zum Beweis des Satzes fiir GL (n, R) kann man wie oben eine Reduktion auf spezielle Matrizen er-
reichen. Man mache sich zuerst klar, dal das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren die folgende
matrizentheoretische Konsequenz hat.

Satz 13.22 Zu jeder invertierbaren Matrix A € GL(n,R) gibt es Matrizen K € O(n), D =
diag (A1,...,A\n), A; > 0, und eine obere Dreiecksmatrix N mit Einsen in der Hauptdiagonalen,
s. d.

A=KDN

(Twasawa—Zerlegung, auch KAN-Zerlegung genannt fiir kompakt, abelsch, nilpotent (oder besser uni-
potent)).

Nun ist klar, daf8 D = diag (A1,...,A,) stetigin GL (n, R) nach E, = diag(1,...,1) deformiert
werden kann vermoge der Familie

diag (1 — ) + tA1,..., (1 —t) + tA,).
Entsprechend kann man N vermoge

1 ta12 taln

0 1 - tas,
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in F, deformieren. Ist nun det A > 0, so mufl auch det KX > 0, d. h. det K = 1 und damit
K €S0 (n) sein. Der Rest folgt dann aus den Sétzen 21 und 22. O

Bemerkung. Wie im Falle SO (n) kann man durch Zuriickfithrung auf die Jordansche Normalform

zeigen, dafl auch die komplexe Gruppe
GL (n, C)

zusammenhéngend ist.

Einen Uberblick iiber die sogenannten klassischen Gruppen gibt BRIESKORN im 2. Band seiner
LINEAREN ALGEBRA.



14 Quadratische Formen und Quadriken

Eine quadratische Form auf R™ ist eine Funktion R™ — R der Gestalt

n
E Ajk TjTf -

Jk=1

_ _ Ajk + Qk;
J IR T J J J
Qi LiTl QAL TpIj D) TiTf
Jik Jik

Jik

Wegen

konnen und werden wir stets annehmen, dafl a;, = ay; fiir alle j, k gilt. Damit ist jeder quadratischen
Form ¢ eine symmetrische Matrix A zugeordnet. Ist umgekehrt A € M (n x n, R) symmetrisch, so ist

(z,y)a ="z Ay
eine symmetrische Bilinearform auf R™ und
q(x) = qa(z) = (2, x)a

eine quadratische Form. Mit dieser Beziehung kann man allgemein quadratische Formen ¢ auf reellen
Vektorrdumen mit Hilfe von symmetrischen Bilinearformen b erkldren durch ¢ (z) = b(x, x), wo-
bei umgekehrt die quadratische Form ¢ ihrerseits die sie definierende symmetrische Bilinearform b
bestimmt durch die sogenannte Polarisationsformel:

b(z,y) = % (¢ +y) —q(z) —q(y)) -

Quadratische Formen treten in natiirlicher Weise in der Analysis auf. Es gilt bekanntlich: Ist
f I — R zweimal stetig differenzierbar, I C R offen, f'(x0) = 0 an einer Stelle xog € I und
f"(xo) > 0, so besitzt f an der Stelle xg ein lokales Minimum. Dies verallgemeinert sich in mehreren
Veranderlichen zu der folgenden Aussage:

Ist G CR"™ ein Gebiet, xg € G und f: G — R zweimal stetig differenzierbar, gilt ferner

grad f(zo) = 0

und ist die Hessesche in x

(xo)xjx
Z 8x]8xk 0 J vk
positiv—definit, so besitzt f in xg ein lokales Minimum.

Wir brauchen also einfache Kriterien dafiir, wann eine quadratische Form ¢ positiv definit ist.

Satz 14.1 Es sei q eine quadratische Form auf dem (euklidischen) Vektorraum V . Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

i) q ist positiv definit ;

ii) es gibt eine (Orthonormal-)Basis (v1,...,v,) und positive Zahlen \; >0, s. d.
Z aj UJ = Z )‘J a )
— j=1

iii) es gibt eine (Orthogonal-)Basis (u1,...,uy), so daf$
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D. h. mit anderen Worten:
Es sei A eine symmetrische Matriz. Dann sind dquivalent:

i) tzAz >0 Vo #0;
ii) es ezistiert S€O0(n), s. d. 'SAS = diag(M\1,..., \n), A; > 0,7 =1,....n;

iii) es emistiert S € GL(n,R), s. d. 'SAS = E,, d. h. es existiert T € GL(n, R), so daff A =
rT.

Beweis. i) = ii). Wegen des Satzes iiber die Hauptachsentransformation kann man A diagonali-
sieren: es gibt S € O(n), so dafl

tSAS = diag(A1,.. ., \n) -

Mit x # 0 ist auch Sz # 0, also

0 < “(Sx)A(Sz) = "2'SASz =Y Njal.

j=1
Daraus folgt aber A\; > 0 fiir j = 1,...,n.

ii) = iii) Man ersetze S durch

1 1
S - diag (—, ...,
iag ( x »

iii) = i) Essei 2 # 0 und y = S~'z. Dann folgt y # 0 und

).

thx:tytSASyztyEny:Zy?>O. O

j=1

Dieser Satz (und ganz allgemein das Transformationsgesetz A — 'S A S) zeigen, dafl man nicht von
den Eigenwerten der symmetrischen Matrix A als von den Eigenwerten der zugehérigen quadratischen
Form reden kann. Die Eigenwerte héingen wesentlich von den Basen ab, dndern sich aber nicht, wenn
man eine Basis orthogonal in eine andere transformiert. Der sogenannte Trdgheitssatz von Sylvester
gibt an, welche Groflen tatséchlich unter beliebigen Basiswechseln invariant bleiben.

Satz 14.2 Es sei g eine quadratische Form und A die darstellende symmetrische Matriz bzgl. einer
Basis. Dann sind die folgenden Zahlen Invarianten von q (also unabhdingig von der Basis):

k
l

Anzahl der positiven Eigenwerte von A ,

Anzahl der negativen Eigenwerte von A ,

r = Rang von A .
Beweis. Siehe z. B. FISCHER, Lineare Algebra, Satz 6.7.4.

Man nennt dann auch r den Rang von ¢, k den Index von g und k — ¢ die Signatur von ¢q. Hat
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q den Rang 7, den Index k£ und die Signatur s, so besitzt ¢ eine beschreibende Matrix der Gestalt

1 0
k
0 1
-1 0
=1 —k
0 -1
0 0
n-—r
0 0

und s = k — (r — k) = 2k — r. Ebenso ist der Wert det A der quadratischen Form ¢ nicht eindeutig
zugeordnet. Wegen
det (*SAS) = (det S)* - det A

ist aber das Vorzeichen von det A eindeutig bestimmt, sofern nur det A # 0, d. h. wenn die Form
q nicht ausgeartet ist. Wir sagen kurz, die quadratische Form ¢ habe positive Determinante, wenn
det A > 0 fiir alle darstellenden Matrizen, d. h. wenn 7 = n und £ = 0 mod 2.

Das Hurwitz—Kriterium fiir positive Definitheit 148t sich dann wie folgt formulieren:

Satz 14.3 Es sei q eine quadratische Form auf dem endlich—dimensionalen R-Vektorraum V der
Dimension n. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) q ist positiv definit ;
ii) fir jeden Unterraum U CV hat q|U positive Determinante ;

ili) es gibt eine Fahne
{0} =UycU,C---CU,1CU, =V,

so daf q|U; positive Determinante hat fir j = 1,...,n.

Die klassische Form dieses Satzes ist nur eine Umformulierung (es ist im iibrigen strittig, ob man
diese Hurwitz zuschreiben soll):

Folgerung 14.4 Es sei A€ M(n x n, R) eine symmetrische Matriz. Dann ist
qa(r) = 'z Ax

positiv definit genau dann, wenn alle Hauptunterdeterminanten

det

positiv sind.

Beweis des Satzes. i) = ii) ¢|U ist nach Definition auch positiv definit. Man braucht also ii) nur fiir
U = V zu beweisen. Wegen Satz 1 ist aber FE,, eine beschreibende Matrix fiir ¢; somit hat ¢ positive
Determinante.
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i) = iii) ist trivial.

iii) = i) per Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage trivialerweise richtig. Sei sie also fiir
Vektorrdume der Dimension n — 1 schon bewiesen. Dann koénnen wir sie auch auf ¢|U,,—; anwenden
und finden eine Basis (u1,...,u,—1) von U,—_1, so dafl

glarur+ +an_1up_1) = af +-+a>_,.
In dieser Basis gilt dann fiir die zugehorige Bilinearform b:

b(uj, ug) = 0, 1<j k<n-—1.

Es sei nun (ug,...,un—1, v,) eine Basis von V. Setze
Up = Up — b(uh Un) Uy — - — b(un—ly Un) Up—1 -
Dann ist auch (uq,...,u,) eine Basis von V| und es gilt

b(“’j’ un) = b(U,J’ Un) - Z b(’u'ka Un)b(ujv uk:)
k=1

= b(uj, vn) — Z 3k b (upk, v,) = 0.
k=1

Infolgedessen hat b in dieser Basis Diagonalgestalt:
diag (1,...,1,b (tn, up)) -

Da ¢ nach Voraussetzung positive Determinante hat, mufl auch b (u,, u,) > 0 gelten, und folglich ist
q positiv definit. 0

Im zweiten Teil dieses Abschnitts wollen wir uns mit Kegelschnitten, allgemeiner mit sogenannten
Quadriken beschéiftigen.
Man kann einen Kegel K in R"*! mit den Koordinaten = !(xq,...,x,) beschreiben durch die
Gleichung;:
K ={af =ai+ - +a7}.

Oder in Matrixschreibweise:
K = {qr (z) ='2T7 = 0},

wobei
T = diag(—1,1,...,1).

(Die indefinite Minkowski—Form qr spielt iibrigens in der speziellen Relativititstheorie dieselbe
grundlegende Rolle wie das (positiv—definite) Skalarprodukt (., .) im euklidischen Raum).

Ein Kegelschnitt ist (zumindest im klassischen Sprachgebrauch fiir den Fall n = 2) nichts anderes
als der Schnitt von K mit einer affinen (Hyper—)Ebene E':

Kn{\(zg,...,2,) = a: A€ (R"™)*\ {0} und a € R fest } .

Da man die gegebene Hyperebene durch affine Transformation in die spezielle Hyperebene 2y = 0
bewegen kann, ist dazu dquivalent, dafl man den Kegel selbst affin bewegt:

T— AT+a, AcGL(n+1,R), acR",
und mit der Hyperebene {zy = 0} schneidet, also g = 0 setzt. Schreiben wir also

r=40,21,...,7,),
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wobei T = (zq, 71,...,%,), so wird jeder Kegelschnitt beschrieben durch eine Gleichung der Form

tr (AT Az + 2(taTA)x + taTa =
Ly (PAT Az + taT Ax + '2'ATa + taTa = Az + )T (Az + a) = 0.

Ist dann
* % *
¥ S11 c Sin
AT A = . . . , taTA = (% s01,...,50m)
¥ Sn1 v Snn

und ‘aTa = sg, setzt man ferner sjo = so; und
/
S = (sjk)osjksn s S = (Sjk)1<ih<n »

so kann man also jeden Kegelschnitt schreiben in der Form

n

n
(%) Zsjkxjxk+2z,soj:cj+50020

Jk=1 j=1
oder
(%) K ={z ="%zy,...,2,) €R" : "2/ "2’ = 0},
wobei
500 501 S0n,
510 S11 Sin
S =19 = eEM((n+1) x (n+1),R)
Sn0 Snl Snn
und 2/ = Y1, x1,...,2,).

Nach geeigneter linearer Transformation kann man S in Diagonalgestalt bringen:

'QSQ = diag(1,...,1, —-1,...,—1,0,...,0),
N—— N ——
k r—k

wobei r der Rang von S ist. Somit wird () zu

k r n
Do D ui 2 cojyi+ s =0
j=1 j=k+1 Jj=1

Durch quadratische Ergénzungen
(yj + coj)? = yj2 + 2cojy; + ng etc.

und geeigneter Translation erhilt man dann die Gestalt

T n

(+) ny— Zy?#—QZCijj-&-Coo:O-

j=1 j=k+1 j=r+1
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Nun gibt es drei Falle:
a) co;j =0, j=0,r+1,...,n;
b) 600750, Coj:(), j:r—i—l,...,n;

c) esgibtein j > 0 mit co; # 0.

Satz 14.5 Nach geeigneter affiner Transformation hat jede Quadrik eine der folgenden Normalformen :

a) wi 4w — Wiy — = wi =05
S T ET
¢) w44 Wi — wiy — - — WE 4 2w = 0.

Hat man die Darstellung (xx) fiir die Quadrik, ist r der Rang von S und ' der Rang von S’, so
entsprechen die Fille a), b), ¢) genau den Féllen

ady r=7r",0) r+1=1", ) r+2=1r".

Um Eindeutigkeit zu erhalten, miissen wir uns bei a) und c¢) zwischen k& und r — k entscheiden (da
man beide Gleichungen mit —1 multiplizieren und —w,; durch w,; ersetzen kann). In der Tat gilt
dann der folgende

Zusatz Nach affiner Transformation ist jede nichtleere Quadrik im R™ beschreibbar durch genau
eine der obigen Gleichungen, wobei k > r — k in den Fillen a) und c).

Man kann im iibrigen anhand der erweiterten Matrizen S’ von vornherein entscheiden, wann zwei
Quadriken in diesem Sinne geometrisch dquivalent sind. Dazu bendtigt man die Rénge von S und
S’ und die Betrége der Signaturen von S und S’. (Siehe FISCHER, Analytische Geometrie, Satz 1. 4. 7).

Will man die Quadriken genauer bis auf euklidische Bewegungen klassifizieren (man spricht dann
auch von metrischer Normalform), so besteht der entscheidende Unterschied zur affinen Klassifikation
darin, dafl wir bei der Hauptachsentransformation fiir S nur orthogonale Matrizen benutzen diirfen.
Wir kommen dann auf die Gestalt

tQSQ = diag(Ala"w)\ka _)‘k+1a"'a_)‘ra 0>70)

mit positiven \; € R, @ € SO (n), und schliefllich zur Existenz positiver Zahlen a1, ..., ., s. d. die
metrischen Normalformen wie folgt aussehen:

Y 2 Y 2 Y ? Y 2
a) <1> +...+<k) _<k+1> —_ = (r> =0;
Qg Qg Ok+1 Qo
Y 2 Y ? Y 2 Y 2
b) (1) +...+<k> _(k+1> _..._<r> _ 1,
o Qg Ap4+1 Ay
Y ? Y 2 Y 2 Y ?
0 (1) +...+(k> _<k+1) _..._(r) b %er = 0.
a1 (673 Q41 Qe

Es ist unbedingt erforderlich, sich diese Normalformen in den Dimensionen n = 2 und 3 zu
veranschaulichen und ihre Namen parat zu haben.

Wir geben eine vollsténdige Liste im Falle n = 2 auf der néchsten Seite. Hierbei ist der Fall » = 0
natiirlich der lineare und sollte daher nicht ernsthaft zu den Quadriken gerechnet werden. Schliefit man
dann noch den Fall der leeren Menge aus (,leere Quadrik “), so teilt man die verbleibenden Fille ein in die
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nicht—entarteten Quadriken : Ellipse, Hyperbel, Parabel;

entarteten Quadriken : Doppelpunkt, Doppelgerade, zwei parallele
Geraden, zwei sich schneidende Geraden.

Hiervon ist nur der Fall paralleler Geraden kein Kegelschnitt.

r k a) b) c)
[0 0 (R?) (0) Gerade |
1| 0 (0)
1 (Doppel-) Gerade 2 parallele Geraden | Parabel
2 | 0 (0)
1 2 sich schneidende Geraden Hyperbel
2 (Doppel-) Punkt Ellipse (Kreis)

In der Dimension n = 3 gibt es eine ganze Reihe von trivialen und entarteten Quadriken, z. B. alle
Mengen der Form K3 x R, K» eine zwei-dimensionale Quadrik (also z. B. ,Zylinder“ iiber Kreisen,
zwei sich schneidende Ebenen, etc.). Wir listen nur die nicht—entarteten, nicht—zylindrischen Formen
auf mit ihren affinen Normalformen:

2?2 — 2% -3 =1

zweischaliges Hyperboloid;
23+ 2 -3 =1 einschaliges Hyperboloid,;
3+ a3+ 2 =1 Kugel (Ellipse);

22 — 2% + 223 = 0 hyperbolisches Paraboloid;

22 + 23 — 223 = 0 elliptisches Paraboloid.

Zweischaliges Einschaliges
Hyperboloid Hyperboloid

N

Figur 14.1
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Hyperbolisches
Paraboloid

Elliptisches
Paraboloid

Figur 14.2



15 Die Methode der kleinsten Quadrate
Essei A€ M(mxn,R), beR™\ {0}. Ist die Gleichung
(*) Az =0

losbar, so wollen wir unter den evtl. vielen Losungen eine bestmdgliche (im euklidischen Sinne)
auszeichnen. Ist (x) dagegen nicht l6sbar, so kénnen wir immerhin versuchen, eine bestmogliche
Approximation zu finden. Es wird hier darum gehen, die geometrischen und matrizentheoretischen
Gesichtspunkte zur Losung dieser Frage herauszuarbeiten, die in Verbindung stehen zu Pseudoinversen,
dem Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren, und auch zu normalen Matrizen etc.

Bevor wir dieses Problem genauer angehen, wollen wir zunéchst an den Begriff der Pseudoinversen
aus der fritheren Ubungsaufgabe 44 erinnern: Eine Matrix AT € M (n x m, R) heifit Pseudoinverse zu
A, falls:

AATA=A, ATAAT = AT,

Es wurde dort der folgende Satz behauptet, dessen einfachen Beweis wir hier anfiigen:

Satz 15.1 Die Gleichung Az = b ist genau dann ldsbar, wenn fir eine Pseudoinverse A% wvon A
die Beziehung AAYb = b besteht. Es ist dann x = ATb eine Losung.

Beweis. i) Ax = b ist hochstens dann 16sbar, wenn b = Ax = AATAx = AATH gilt.
ii) Sei umgekehrt b = AAYh, x := ATbh. Dann folgt Az = AATh = b. O

Um dieses Ergebnis geometrisch zu deuten, mache man sich klar, daf§ die Existenz einer Pseudoin-
versen geeignete Zerlegungen der betroffenen Riume induziert (den einfachen Beweis iiberlassen wir
dem Leser):

Satz 15.2 Jede Pseudoinverse AT zu A liefert Zerleqgungen
V=krA®imATA, W =im A@ker AAT.

Wegen der zweiten Zerlegung wird die kanonische Projektion von W parallel zu ker A AT nach
im A gerade durch die Komposition A AT gegeben, und die notwendige Bedingung b = AA™b besagt
einfach, dafl b mit seiner Projektion nach im A iibereinstimmt. Nach unserem allgemeinen Struktur-
theorem fiir lineare Abbildungen induziert A beziiglich der obigen Zerlegung eine Isomorphie

im ATA — im A,

die konkret durch
At Az — AATAx = Az € im A

beschrieben wird. Thre Umkehrabbildung ist dann nichts anderes als (die Einschrénkung auf im A) der
Pseudoinversen AT . Betrachten wir nun fiir beliebiges b € W die Abbildung A, so sehen wir, dafl
diese wegen

ATh = ATAATH = ATh mit ATb = AATDH

iiber die Projektion von W nach im A faktorisiert. Infolgedessen ist * = ATb nichts anderes als die
eindeutig bestimmte Lésung der Gleichung

Az =b mit z € im ATA,

wobei b die Projektion von b nach im A bezeichnet. Mit anderen Worten: Die Pseudoinverse ist gleich
der Komposition der Projektion von W nach im A, der Umkehrabbildung von A (eingeschrinkt auf
im AT A) und der Einbettung des letzten Raumes in V.



122 15 Die Methode der kleinsten Quadrate

ker A A
b
\
\
\
\
\
0 \
im A b
Figur 15.1

Hat man nun umgekehrt Zerlegungen
V=krAoV', W =imAoW’

vorliegen, so induziert wieder A einen Isomorphismus von V' nach im A. Bezeichnet man die entspre-
chende Umkehrabbildung mit A’ und bildet man wie oben die Komposition von A’ mit der entspre-
chenden Projektion bzw. Injektion

VV—>imAi/>V’;>V7

so ist die resultierende Abbildung ersichtlich eine Pseudoinverse zu A. Somit sind Pseudoinverse und
Zerlegungen von Urbild— und Bildraum bzgl. ker A bzw. im A ein und dasselbe.

Im euklidischen Fall konnen wir nun statt der nicht kanonischen direkten Summenzerlegungen die
eindeutig bestimmten orthogonalen Komplemente zu ker A und im A heranziehen. Es gibt dann bzgl.
dieser Zerlegung eine eindeutig bestimmte Pseudoinverse, die wir kurz als orthogonale Pseudoinverse
bezeichnen werden. Da eine orthogonale Projektion einen gegebenen Vektor auf denjenigen im Bildraum
abbildet, der zu ihm minimalen Abstand hat (siche Ubungsaufgaben zu Kapitel 10), so 16st die Gleichung
z = ATb das eingangs gestellte Approximationsproblem im folgenden Sinne:

i) Minimiere || Az — b], d. h. finde (alle) T € R™ mit

| A2 — b|| < ||Az — b| firalle zeR".

ii) Suche unter diesen ¥ das Element kleinster Norm ||Z|| .

Es ist unmittelbar klar, dafl es stets genau eine solche Losung gibt. Wir nennen sie die beste Approxi-
mation bzgl. kleinster Quadrate.

Satz 15.3 Bezeichnet AT die orthogonale Pseudoinverse zu einer linearen Abbildung A : V. — W
endlich—dimensionaler euklidischer Vektorrdume, so ist b = A ATb die orthogonale Projektion eines
beliebigen Elementes b € W nach im A und x = ATb = ATb ist die gesuchte beste Approzimation der
Gleichung () .

Das Fazit aus diesen Uberlegungen ist also: kann man die orthogonale Pseudoinverse AT von A
rechnerisch in den Griff bekommen, so hat man ein effektives Verfahren, um z in Abhéngigkeit von b
zu bestimmen.

Nun wissen wir von frither, daf} die orthogonalen Komplemente durch die transponierte Matrix zu
A bestimmbar sind:
V=kerAlLim'Ad, W =im A L ker ‘A.
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Unsere Aufgabe besteht also schlicht darin, die zu diesen Zerlegungen gehorige Pseudoinverse, also die
Umkehrabbildung zu A eingeschrinkt auf im ‘A zu berechnen. — Aber Vorsicht!

Warnung. Einfache Beispiele zeigen, dafi die naheliegende Vermutung AT = 'A nicht korrekt ist.
M. a. W: Im allgemeinen ist (A|im *A)~! #tA|im A!

Diese Beobachtung bringt uns immerhin auf die Idee, die Abweichung von *A A von der Iden-
titdt auf im *A zu berechnen. Also untersuchen wir zuniichst allgemein die Matrix ‘A A. Sie ist eine
symmetrische n x n-Matrix:

fPAA) =TAMA ="AA.

Nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation gibt es zu S := A A eine orthogonale Matrix @,
so dafl

QS Q = diag (M., A)

mit reellen Eigenwerten Aq,..., A, . Wir interpretieren diese Aussage um: Es seien ¢y, ..., ¢, die Spalten
von (; dann bilden diese eine Orthonormalbasis, bestehend aus Eigenvektoren:

Sqi=Xgi, ‘gae=0, jFk, ‘gg =1.
In unserem Fall ergibt sich damit sofort

0< |Agl® ="g'Adq = g5 = Nllgl® = A5 -

Folgerung. Die Eigenwerte von *A A sind nicht-negativ.

Seien nun die Eigenwerte so geordnet, dafl Ai,..., A, > 0, A\py1 = -+ = A, = 0. Wir setzen
i =+/Aj, j <r.Dannist Ag; =0, j > r, und die Elemente

AqJ'
Y = —
J 14

1<53<r,

bilden ein Orthonormalsystem in R™ | da

g " AA gy = pi gt Aidj

(yjo k) = py g (Agy, Age) = py gt
fir j, k < r.Man erginzt nun dieses System nach Schmidt zu einer Orthonormalbasis (y1,...,Ym)
von R™ und definiert Q2 = @ und @Q; als die orthonormale m x m—Matrix, deren Spalten die yy
sind. Damit ist

H1 0 0 0
0 w00
thAQ2 = m =: X.
0 010 0
0 010 0

Wir haben damit unser eigentliches Ziel wesentlich genauer getroffen, indem wir mit den obigen
Uberlegungen kartesische Koordinaten auf im ‘A und im A gefunden haben, so dal A dort Diago-
nalgestalt mit positiven Diagonalelementen besitzt.

Wir fassen noch einmal zusammen:
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Satz 15.4 Fliir jede reelle m x n—Matriz A gibt es orthogonale Matrizen Q1 , Q2 und X wie oben mit
positiven Eintrigen pi,..., 1y, so daff A= Q12'Q-.

Es ist offensichtlich, da8 die orthogonale Pseudoinverse X% von Y durch die Matrix

prt 0o o
s _ 0 w00
0 010 0
0 0|0 0
m

dargestellt wird. — Damit ist klar:

Satz 15.5 Ist A = Q1X!'Qs ecine Zerlegung wiec oben, so ist AT = Q. XT!Q, die orthogonale
Pseudoinverse von A .

Wir beweisen zum Schlufl noch einmal, wie aus der obigen Gestalt der orthogonalen Pseudoinversen
ihre charakteristische Eigenschaft folgt. Wir benotigen dazu nur die Definition fiir orthogonale Abbil-
dungen:

(Qu, Qu) = (u, ,v), insbesondere |[Qu]| = |v] .

Nach der obigen Zerlegung ist
[Az = b] = @1 2'Q2z — 0]l = [2'Q22 — Q1]

so daf} sich fiir y = ‘Qq x ergibt:

Iyl = 1'Qzll = 1Q2 =l = ||z ] .

Also entspricht einem minimalen z mit minimalem Abstand ||Az — b|| ein minimaler Vektor y,
welcher den Abstand || Xy — ‘@Q1 b|| minimiert. Dieser ist aber, wie man bei der speziellen Form von
> sofort sieht, notwendig gegeben durch

Yy = Z+ th b ’
und daraus folgt, wie wir schon wissen,

T =Qxy = QX 'Q1b=ATD. a

Bemerkung. Aus dem Vorstehenden entnimmt man leicht, dafl die orthogonale unter allen Pseudoinver-
sen eindeutig bestimmt ist durch die zusétzliche Symmetrieforderung

HATA) = ATA, Y(AAT) = AAT.

In dieser Form wurde sie von MOORE und PENROSE eingefiihrt.
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Im dreidimensionalen Raum R? berechnet sich die Determinante D (und damit das Volumen V = | D |
eines durch die Vektoren u, v, w bestimmten Spates oder Parallelotopes) zu

D (u,v,w) = D (Zuiei, Zvjej, Zwkek) = Zuivjka(ei,ej,ek)
i j k

3,5,k
= U1UQW3—U1U31U2+UQU3’LU1—UQU1’LU3+U31]1UI2—U3U2’LU1

(5% u us
= (% V2 V3
w; W2 wWs
Fiihrt man das sogenannte Vektor— oder Kreuzprodukt in R? ein durch
vXw = Y(vgws —v3we, v3Wy — VW3, V] Wy — V2 W) ,

so kann man formal schreiben
€1 €2 €3

vXwW = V1 () V3 s
w1, W2 wWs

und es wird
D(u,v,w) = {(u,vxw), D(w,u v) = (w,uxv), etc.

Man sieht sofort, dafl der Vektor v x w die folgenden Bedingungen erfiillt:
1. vXxw Lo, vXwlw,
2. loxwl| = [[v]||-[Jw]l-|sing| = F (v, w) .

(Hierbei bezeichnet ¢ den Winkel zwischen den Vektoren v und w, und F (v, w) ist der Fldcheninhalt
des von diesen Vektoren aufgespannten Parallelogramms). Die zweite Formel ergibt sich aus

loxw|* = Jol*|w]® = (v, w)* = vl [w]? (1 - cos® ).

Es gibt zu linear unabhéngigen Vektoren v und w genau zwei Vektoren, die den Bedingungen 1. und
2. geniigen. Sie unterscheiden sich nur durch ihr Vorzeichen; die Auswahl des Kreuzproduktes v x w
ist bestimmt durch die dritte Forderung

3. D (v, w,vxw) =D(vxw v,w) >0,
d. h. das System (v, w, v X w) ist (bei linear unabhéngigen v, w) positiv orientiert (rechtshindig).
Einfach einzusehende Rechenregeln fiir das Vektorprodukt sind:

(v14+v2) Xxw=wv1 Xw+vy Xw,
(M) xw = A(vxXw),
WXV = —VUXW.

Wir rechnen noch ein paar weitere niitzliche Formeln aus:
(a) (uxv)xw = {(u,w)v — (v,w)u.

<U1,111> <u17U2>
b U1 U2, U1 V2 =
(b) L I S T
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(c) (u1 X ug) X (v1 X v2) = D (uy, vy, v2)ugy — D (ug, v1, v2)uy .

Beweis. Zu (a):

(wxv) xw = ((Zuie) x (T vje5) ) x (X wyer)
= > uvjwg ((e; X e5) X ex)
= > uivjwi ((€i, ex)ej — (ej, ex ) €i)
= (X uiep, Y wrer) Yovie; — (Do vje;, Y wpek) Yo uie;

= (u,w)v — (v, w)u.
Zu (b):
<U1 X Uz, U1 X'U2> = D(U1 XU27’U17’02) = D(’Ug,ul XUQ,'Ul)
= (v2, (u1 X u2) X v1)
= (wa, (u1, vi)uz — (uz, vi)u1) .

Zu (c): (up X ug) X (v1 X v2) = (U1, v1 X V2 )uz — (Ug, V1 X V2 YUY .

Wir wenden diese Formeln an, um die Grundergebnisse der Sphdrischen Trigonometrie abzuleiten.
Es handelt sich dabei um geometrische Aussagen auf der Kugeloberfliche S?: Kiirzeste Verbindungen
(Geraden) sind hier die (Segmente von) Grofkreise(n), d. h. Durchschnitte der Sphire S? mit Ebenen
durch ihren Mittelpunkt. Ohne Einschrinkung sei S? als Finheitskugel angenommen:

S2 = {ueR3: |ul| = 1}.

Wir kénnen damit Dreiecke auf der Kugel studieren; gegeben seien also drei Punkte P; € 52, die

wir uns so orientiert denken, da8 fiir ihre Ortsvektoren u; =0P; die Beziehung
D(ul, U9, U3) >0

gilt. Wir definieren dann die Vektoren vy, vo, vz durch

Up X ug = ||U1XUQH’I)3,
U2 X Uz = ‘|UQ><U3HU1,
uz X uy = HU3><U1H’UQ.

Die v; sind Einheitsvektoren, die wegen

D(UQ X uz, uz X Uy, up X UQ) = <’LL2 X usz, (’LLg X ul) X (U1 X U2)>
= <’LL2 X us, D(Ug, Uy, ’U,z) U1>

= D(ul, ug, U3)2 >0
ein positiv orientiertes Koordinatensystem bilden. Auflerdem folgt aus
lug x usg || (w1, v1) = (u1, ug X ug) = D (ug, ug, ug) > 0

auch
<U1, 1}1> > 0

und entsprechend fiir die anderen Indizes.
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Die Léngen der Seiten bestimmen sich als Bogenlédngen der Winkel zwischen den Ortsvektoren. Man

setze also a; gleich dem Bogenmafl des Winkels zwischen 0P, und 0P5; und entsprechend zyklisch
vertauscht fiir die anderen Koordinaten. Dann gilt

(ug, ug) = [Jua ||| uslcos a; etc.
und damit
cos a; = (ug, uz) ,
cos ag = (us, uy ) ,
COS asz = <U17 ’LL2> .

Ebenso bestimmt man die Winkel «; zwischen den Seiten als die Winkel zwischen den (Loten auf die)
Ebenen, die diese Seiten ausschneiden. Wegen (wui, v1) > 0 weist das Lot v; in die Richtung der
Halbkugel, auf der P; liegt. Somit ergibt sich

COS (x3 = —<U1, 1}2> 5
cos ag = —(vs, v1) ,
COS (v = —<’U2, U3> .

Aus der Definition des Vektorproduktes folgt weiter:

sina; = |Juz X ugl|, etc.

sin g = ||ve X vs]|, ete.

Nun steht v; X vo senkrecht auf v; und v, und es gilt (vy X v2, v3) = D (v1, v2, v3) > 0. uz steht
ebenfalls senkrecht auf v; und ve, und (ug, vz3) > 0. Damit ergibt sich

V1 X V2 = ||1}1 X Vg ||’U,3,
und entsprechend fiir die anderen Indizes.

Wir sind jetzt in der Lage, die drei Hauptsétze der sphérischen Trigonometrie, die Beziehungen zwi-
schen trigonometrischen Funktionen der Seiten und Winkel in einem sphérischen Dreieck zum Ausdruck
bringen, im Schnellverfahren abzuleiten.

Satz 15.6 (Winkelcosinussatz)
COS (rg - COS (x3 + COS (v = sin « - sin a3 - Cos aq .
Beweis. Es gilt
(vs, v1) (v, v2)

COS (¥g - COS (x3 + COS (¥ =
<U17U1> <’U1,U2>

<(1)3 X ’Ul)7 (’Ul X ’Ug)>

[vg x 1|+ o1 X va || (uz, ug)
= sin ay - sin a3 - cos aj .
Entsprechend erhilt man durch Berechnung von {wus X w1, u1 X ug) den

Satz 15.7 (Seitencosinussatz)

COS @1 = COS as - COS a3 + sin as - sin as - cos o .
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Weiter ist
D (uz, ur, ug)ur = (ug X u1) X (u1 X ug)

HU3XU1H'HU1XU2H + V2 X U3

= sin ag - sin a3 - sin aq - uq .

Wegen u; # 0 folgt hieraus
D (us, u1, ug) = sin as -sin as - sin ay .
Durch zyklische Vertauschung erhélt man entsprechend
D (uy, ug, uz) = sin a3 -sin ay - sin as , D (u2, uz, u1) = sin a; - sin ag - sin ag
und wegen der Gleichheit der linken Seiten folgt schliefilich

Satz 15.8 (Sinussatz)
sin o _ sin oy _ sin ag

sin aq sin aq sin az



Aufgaben

Einleitung

Es bezeichne in den ersten beiden Aufgaben P (M) stets die Potenzmenge einer Menge M , d.h. die
Menge aller Teilmengen A von M (einschlieSlich der leeren Menge ().

1. Man zeige: Die Abbildung
PMUN) —  P(M) x B(N)
A — (ANM , ANN)

ist bijektiv, falls M NN = (. Bleibt diese Aussage richtig, wenn die Voraussetzung M NN = () nicht
erfiillt ist?

2. Eine Menge M heif3t endlich, wenn sie bijektiv auf einen Abschnitt
{jeN:1<j<n}

der natiirlichen Zahlen abgebildet werden kann. (Man zeigt leicht durch Induktion, dafl dann die Zahl
n durch M eindeutig festgelegt ist; wir nennen sie die Anzahl oder Mdichtigkeit oder Kardinalitdt von
M | in Zeichen: n = card M ). Man zeige durch vollstindige Induktion: Ist card M = n endlich, so
gilt

card P (M) = 2" .

Kapitel 1

3. Es sei K ein beliebiger Korper. Auf K2 erklire man eine Addition + und eine Multiplikation -
vermoge

(*) (al, bl) + (ag, bg) = (a1 + as, by + bg) ,
() (a1, by1) - (a2, ba) = (a1 -ag, by - b2) .

Welche der Kérperaxiome sind fiir (K2, +, -) erfiillt, welche nicht ?

4. Erklirt man zur Addition + wie in (*) von Aufgabe 3 eine Multiplikation auf K? vermoge
(%) (a1, b1) - (ag, b2) = (a1a2 — biba, a1by + braz),
so wird (K2, 4, -) genau dann zu einem Korper, wenn K der folgenden Bedingung geniigt:

Fiir alle (a, b) €K? gilt : (a> + 0> =0 <= a=0b=0).

5. Es bezeichne K, die Menge der reellen Zahlen der Form
r=a+pv2, a, feQ.

Man zeige: Ko ist unter der Addition und Multiplikation in R abgeschlossen (d. h.
ri, ro € Ky = r1 + ro € Ko und r1r2 € Ko) und bildet mit diesen beiden Verkniipfungen
einen Korper. (Man bezeichnet den Kérper Ko wegen seines Bildungsgesetzes auch mit Ko = Q(v/2)).

6. Es sei m eine positive ganze Zahl, m > 2. Z,, sei die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen,
die kleiner als m sind:
Zpm =10,1,2,....,m—1}.
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Fir a, B € Zy, sei v := a® f € Z,, die eindeutig bestimmte Zahl v € Z,, mit m teilt « + § — ~
in Z (hier bezeichnet + die iibliche Addition in Z). Entsprechend definiere man eine Multiplikation.
Man zeige: Z,, ist ein Korper genau dann, wenn m eine Primzahl ist. Was ist —1 in Zs 7 Was ist

—in Z7 ?
31H7

Hinweis: Aus dem euklidischen Algorithmus folgt fiir zwei beliebige Zahlen p, ¢ € N* = N\ {0} die
Existenz von Elementen a, b € Z, so dal ap + bg der grofite gemeinsame Teiler von p und ¢ ist.

Kapitel 2
7. Man betrachte in K3 = {(z1, 22, ¥3) : 7; € K} die Mengen

3. —
1, To, T3) € K°: l‘l—O},

X1, To, T3 cK3: $1+$2+I3:O},

( )
(1, 29, 23) €EK®: 27 = 0 oder xo = 0},
( 3)
( )

T, To, v3) EK3 1 1 + w9 = 1}
Welche dieser Mengen sind K-Untervektorrdaume von K3 ?
8. Es sei R[t] der Vektorraum aller Polynome

P=ay+at+--+a,t", ag,...,ap € R, meN

mit reellen Koeffizienten. Welche der folgenden Mengen sind R—Untervektorrdume von R[¢] ?

Wy = {PeR[t]: deg P < 3},

Wy = {PcR[t]: deg P = 3},

Wy = {PER[t]: 2P(0) = P(1)},

Wy ={PeR[t]: P(t) >0 fir 0<t <1},
[t]

Ws = {PeR[t]: P(-t) = —P(t) firalle teR}.

9. Man beweise, dafl die vier Vektoren
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) und (1,1,1)
in R? linear abhiingig sind, je drei von ihnen aber stets linear unabhiingig.

10. Man gebe eine notwendige und hinreichende Bedingung an die drei Skalare xy, x2, x3 € K dafiir
an, daf die drei Vektoren (1, z;, 2?), i = 1,2, 3, linear unabhiingig in K3 sind.

11. a) Man finde zwei Basen von R*, denen nur die Vektoren (1, 1, 0, 0) und (0, 0, 1, 1) gemeinsam
sind.

b) Man finde zwei disjunkte Basen von R*, von denen die erste die Vektoren (1,0, 0,0) und
(1, 1,0, 0), die zweite die Vektoren (1, 1, 1, 0) und (1, 1, 1, 1) enthilt.

12. a) Unter welcher Bedingung an ¢ € R sind die drei Vektoren (¢, 1,0), (1, ¢, 1) und (0, 1, ¢)
linear abhiingig in R? ?

b) Wie lautet die Antwort zu a), wenn man den reellen Zahlkérper R durch Q ersetzt ?

c) Sei K ein beliebiger Kérper. Unter welcher Bedingung an ¢ € K sind die Vektoren (1 + ¢, 1 — ¢)
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und (1 — ¢, 1 + ¢) in K2 linear abhiingig ?

13. Man zeige: Wird der K—Vektorraum V von m Elementen erzeugt, so sind n Vektoren vq,...,v, €
V' stets linear abhingig, wenn n > m. Man benutze hierzu (ohne Beweis) die folgende Aussage: Jedes
homogene Gleichungssystem

n
Zajkwk =0, 7=1,....m, n>m
k=1

besitzt mindestens eine nichttriviale Losung (c1,...,¢,) # (0,...,0).

14. Eine reelle Zahl x heifit algebraisch, wenn es (von z abhiingige) Zahlen n € N* und a4,...,a, € Q
gibt, so daf

(%) " +a 2"+ +a, =0.

(Beispiele: jede rationale Zahl, oder z = \/?) Man zeige:

a) Ist = algebraisch, so ist der von allen Potenzen z° = 1

Untervektorraum Q[«] von R endlich erzeugt;

x°,--- erzeugte Q-

b) ist A eine Teilmenge von R, die Q umfafit (also Q C A C R) und abgeschlossen ist bzgl. der
Addition und Multiplikation in R (d. h. a1, a2 € A = a1 + as € A, ajas € A), so trigt A eine
natiirliche Q—Vektorraumstruktur. Ist dieser Vektorraum endlich erzeugt, so ist jedes Element =z € A
algebraisch.

15. Man zeige, dafB fiir je zwei algebraische Zahlen z, y € R der Q-Vektorraum Q [z, y] aller ,poly-
nomialen Ausdriicke

n
-
E a2’y ajr €Q
k=0

in z und y endlich-dimensional ist, und schlieffe daraus, dal die Gesamtheit Q aller algebraischen
Zahlen in R einen Korper bildet.

Kapitel 3
16. Es sei F': R® — R3 die durch
(z1, 22, 73) — (T2, T2 — T3, T2 — 21)
gegebene lineare Abbildung.
a) Man berechne F%.

b) Man bestimme die Matrix zu F' bzgl. der Standardbasis ej, ez, e3.

¢) Man bestimme die Matrix zu F bzgl. der Basis v; = e3 + e3, va = €3 + €1, v3 = €1 + e2.

17. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum iiber R und f : V — V ein Endomorphismus. Man
beweise: Wird f beziiglich jeder Basis B von V durch dieselbe Matrix A = ME (f) dargestellt, so
existiert ein Element A € R, sodaf§ f = Aidy .

18. Das folgende Diagramm von Vektorrdumen und Homomorphismen sei ,kommutativ®, d. h. ¢; 1 o
fi = giow;, i = 1,2, 3,4, und die beiden Zeilen seien ,exakt“, d. h. ker f; = im f;;1, kerg; =
img;41 fir ¢ = 1, 2, 3.
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Fiir die ,,vertikalen“ Homomorphismen mogen die folgenden Bedingungen erfiillt sein: ¢4 ist surjektiv,
w3 und @7 sind Isomorphismen, g ist injektiv. Man zeige, dafl unter diesen Umstdnden @5 ein
Isomorphismus ist.

19. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis (vq,...,v,), und V* bezeichne den
Vektorraum Hom(V, K) aller K-linearen Abbildungen A : V — K. (Man nennt V* den Dualraum
von V). Dann existieren (eindeutig bestimmte) Elemente v € V*, j = 1,...,n, mit

“o) = 8 1, j=k,

V\V) = ik =

’ ’ 0, j#k.
Man zeige: (vf,...,v}) ist eine Basis von V*. [Siehe auch Kapitel 9].
20. Es seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorriume mit Basen (vq,...,v,) bzw.
(wi,...,wp),und F: V — W sei eine lineare Abbildung. Man zeige:

a) Ist A € W* = Hom (W, K), so ist die Komposition Ao F € V* = Hom (V, K);
b) die Zuordnung A — Ao F induziert eine lineare Abbildung F*: W* — V*;

c) wird F bzgl. der obigen Basen durch die Matrix A beschrieben, so wird F* bzgl. der dualen Basen
(wi,...,wk) und (vf,...,v}) (siche Aufgabe 19) durch die transponierte Matrix *A beschrieben.

Y m r n

[Siehe auch Kapitel 9].

21. Es sei F € EndV fiir einen n-dimensionalen K-Vektorraum V mit F*~! #£0 und F™ = 0. Es
sei vg € V ein Vektor mit F"~1(vg) #0.

a) Man zeige, dal die n Vektoren vy, v1 = F (vg), va = F?(vg),...,vp_1 = F" () eine Basis
von V bilden.

b) Man bestimme die Matrix von F' bzgl. dieser Basis.

22. Es sei P: R2 — R? eine lineare Abbildung mit P? = P. Man zeige:
a) Ist rang P = 2, soist P = id;

b) ist rangP = 1, so gibt es eine Basis v1, v von R? mit P(v;) = v, P(v2) = 0. Man
interpretiere dieses Ergebnis geometrisch.

23. Essei A € M (2 x 2, K) geschrieben in der Form
a b
A= .
c d

A? — (a+ d)A +(ad —bc)E=0.

Man zeige:

24. Es seien A, B € M (n x n, K) quadratische Matrizen, so da A mit A B — B A vertauscht. Man
zeige:
A*B — BAF = EA*"Y(AB — BA) firalle k> 1.
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Kapitel 4

25. Es sei V ein K—Vektorraum und P € EndV eine Projektion, d. h. eine lineare Abbildung P :
V — V mit P? = P. Man zeige: v € im P genau dann, wenn P (v) = v, und schlieBe hieraus:

V =ker P® im P .

(Dies verallgemeinert Aufgabe 22). Wie sieht P bzgl. dieser Zerlegung von V' aus ?

26. Es seien uq, ug, v1, vo Vektoren in R*. Setze U = span(ui, uz) und V = span(vy, v5). Wann
ist in den folgenden Fillen R* = U@V ?

a)uy = (1,1,0,0), us = (1,0,1,0), v;1 = (0,1,0,1), vo = (0,0, 1, 1);
b) Uy = (_17 17 1a O)? Uz = (07 17 _15 1)) U1 = (15 Oa 07 0)7 Vg = (07 07 07 1)5
c)u = (1,0,0,1), ue = (0,1,1,0), v7 = (1,0,1,0), v2 = (0,1,0,1) .

27. Es sei (v,),er eine nicht leere Familie von Vektoren v, # 0 in V. Man zeige: (v,),cr ist genau
dann eine Basis von V|, wenn

V= span (UL)LEJ @ span (UR)NEK

fiir alle Zerlegungen I = JUK, JNK = (), von I.

28. Es seien W1y,..., Wy Untervektorrdume von V', die zusammen V erzeugen, d. h. V.= Wy +---+
Wy, . Man zeige die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

a) Die Darstellung v = w; +--- + wy der Vektoren v € V' durch Vektoren w; € Wj, j = 1,...,k,
ist eindeutig;

k
b) ij =0, w; €W, impliziert w; = 0 fiiralle j = 1,...,k;
j=1

C) W]m(Wl ++W]—1):{0}7 ]:2a7k )
d)W,n(Wy +---+ W1 + Wi +---+ W) = {0}, j=1,...,k.
Ist iiberdies V' endlich—-dimensional, so sind diese Aussagen dquivalent zu

k
e) > dim W; = dim V.
j=1

Kapitel 5
29. Man definiere auf N x N, wobei N = {0, 1, 2, ...}, eine Relation ~ durch
(a1, b1) ~ (ag, ba) <= a1 + by = az + by
und zeige, dal ~ eine Aquivalenzrelation ist. Man erklire auf der Quotientenmenge
Z =NxN/ ~
eine Addition und Multiplikation und eine injektive Abbildung
j: Z—R,

s.d. j(Z) = Z und die algebraischen Operationen auf Z und Z vermége j ,iibereinstimmen“.
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30. Man betrachte die Menge C aller Folgen (g;) mit rationalen Gliedern ¢; € Q, die (als Folgen
reeller Zahlen) die Cauchy-Eigenschaft besitzen. Entsprechend sei N C C die Menge der Nullfolgen.
Man nenne zwei Folgen (g;);, (¢j); in C dquivalent, falls (¢; — ¢}); € N, und zeige, daf hierdurch
tatsichlich eine Aquivalenzrelation ~ auf C definiert wird. Man erklire auf der Quotientenmenge
R = C/ ~ eine Addition und eine Multiplikation und eine Bijektion ¢ : R — R, die mit den

Ringstrukturen vertraglich ist.

Kapitel 6

31. Man l6se das folgende lineare Gleichungssystem mit Koeffizienten in R:

z1 +2r2 +3w3 =1,
4x1 +dbxry +6x3 =2,
Try +8x2 +9x3 =3,
bry +T7xo +92x3 = 4.

32. Man beweise die folgende Aussage: Ist U C K" ein Untervektorraum und xy € K™, so gibt es ein
Gleichungssystem mit Koeffizienten in K mit n Gleichungen fiir n Unbekannte, dessen Losungsraum
genau die affine Menge zg + U ist.

33. Es sei g eine Gerade im zweidimensionalen reellen affinen Raum A?, und a, b, p seien paarweise
verschiedene Punkte von g. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte reelle Zahl A # 0 mit

ap= A\ pb .

Wir sagen, dafl die Strecke von a nach b durch den Punkt p im Verhdiltnis A\ =: X(a, b; p) geteilt
wird . Es sei ¢ € g ein weiterer Punkt, ¢ liege auf der Geraden durch b und c¢, der Punkt r auf der
Geraden durch ¢ und a, wobei g # b, ¢ und r # ¢, a. Man zeige:

a) p, q, r liegen genau dann auf einer Geraden, wenn
A(av b; p))‘(ba & (]))\(C, a; 7’) =-1.

b) Was bedeutet es geometrisch, wenn dieses Produkt der Teilungsverhéltnisse gleich +1 ist ? (Beweis !)
Kapitel 7

34. a) Man bestimme (durch Modifikation der Methode zur Bestimmung des Zeilenranges von Matri-
zen durch elementare Zeilenumformung) den Spaltenrang der Koeffizienten—-Matrix und der erweiterten
Koeffizienten—Matrix des linearen Gleichungssystems in Aufgabe 31.

b) Nach der gleichen Methode wie in Teil a) untersuche man, ob das Gleichungssystem

Ty — X9 + 2x3 — 3x4= T
4xq + 323 + x4 = 9
2r1 — bxe + x3 = -2
3r1 — X2 — x3 + 234 = —2

l6sbar ist, und bestimme gegebenenfalls die Losungsmenge.

35. Es sei R[z] der R-Vektorraum der Polynome mit reellen Koeffizienten. Fiir

n
— e
P = g a;x
j=0
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definiere man

n

n

DP) = 3 e, 1(P) = Y <t
° — J
j=1 7=0

Man zeige: D, I € End(R[z]), D ist surjektiv, aber nicht injektiv, I ist injektiv, aber nicht
surjektiv, D ist Linksinverses zu I (d. h. D o I = idg[y)).

36. Es sei 0 eine reelle Zahl. Man beweise, dafi die beiden Matrizen

cos § —sin 6 et? 0
Ay = und By = )
sin 6 cos 0 0 e

iiber dem Korper C der komplexen Zahlen dhnlich sind, d. h. daB es eine invertierbare Matrix Cy gibt
mit By = 00_114909.

37. Es sei F € EndC? der Endomorphismus !(z1, 2) — ®(z1, 0). Ferner sei K die kanonische
geordnete Basis (Y(1,0), ?(0,1)) und A die geordnete Basis mit den Vektoren (*(1,1i), ‘(—i, 2)).
Man bestimme die Matrizen ME(F), MK(F), M(F), M4(F) und M7/ (F), wobei A’ aus A
durch Vertauschung der beiden Basisvektoren entsteht.

38. Es sei

2. 0 9 O
7 -1 -2 -1

4 0 6 1

42 -1 13 0

€ M(4x5,R).

D NN =W

Man bestimme eine Basis des Spaltenraumes von A.

39. Es sei A € M (n xn, K). Man zeige:

a) Ist A invertierbar, so folgt aus AB = 0, B € M(n x n, K) das Verschwinden der Matrix B,
d.h. B =0.

b) Ist A nicht invertierbar, so gibt es ein B € M (n xn, K), B#0, mit AB = 0.
c) Gilt A2 — A+ E = 0,so0ist A invertierbar.

40. Es sei V ein endlich—-dimensionaler K—Vektorraum mit geordneter Basis A = (v1,...,v,). Man
zeige: Zu jeder invertierbaren Matrix A € M (n x n, K) und jedem Automorphismus F' € Aut V' gibt
es eine Basis B = (w1,...,w,) von V mit Mg (F) = A.

41. Man 16se das lineare Gleichungssystem Ax = b fiir

12 0 30 2

1 2 -1 -1 0 6
A=100 1 40| eMBx5R , b=| —4 | cR.

2 4 1 10 1 2

00 0 01 2
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42. Man bestimme zu den folgenden Matrizen die Inversen (falls existent):

1 3 3 2 5 -1
R I O I IR
: 1t 6 4 1

43. Man beweise die folgenden Aussagen:

a) Ist Ae M(mxn,K), BeM(nxm,K), n < m,soist AB nicht invertierbar.

b) Sind F, G Endomorphismen eines (nicht notwendig endlich-dimensionalen) Vektorraums V', so
sind F' und G genau dann Automorphismen, wenn F o G und G o F' Automorphismen sind.

44. Es sei A € M (m x n, K). Eine Matrix B € M (n x m, K) heifit ein Pseudoinverses zu A, wenn
gilt: ABA = A, BAB = B. Man zeige:

i) Ist m = n und A invertierbar, so ist B = A~! das einzige Pseudoinverse von A;

ii) sind S € GL(m,K), T € GL(n,K), und ist B Pseudoinverses zu A, so ist T 'BS~!
Pseudoinverses zu SAT ;

iii) jede Matrix A besitzt mindestens ein Pseudoinverses.

(Hinweis: Man bringe A in ,Normalform¥).
Kapitel 8

45. Es sel V = M (n x n, K) der K—Vektorraum der quadratischen n-reihigen Matrizen iiber dem
Korper K. Fir C € V', C = (¢jk)i<jk<n, bezeichne spur C' die Summe der Hauptdiagonalelemente:

Z;'L:1 ¢jj (»Spur von C ).
a) Ist B€ M (n x n, K) eine fest gewihlte Matrix, so zeige man, dafi durch
f5(A) 1= spur (B-t4)
eine lineare Abbildung fp: V — K definiert wird.
b) Die Zuordnung B +— fp induziert einen Isomorphismus V — V*. (Insbesondere ist jede
Linearform auf V' von dieser Gestalt, d. h. : fiir alle f € V* existiert ein B €V mit f = fp.)
46. a) Man berechne die Determinanten der folgenden Matrizen (mit Eintrégen in R):

1 -1 2 3

cosf 0 —sinf
2 2 0 2
, 0 1 0
4 1 -1 -1
sinf@ 0 cos

1 2 3 0

b) Man benutze die Cramersche Regel zur Losung der Gleichungssysteme

r + y + =z = 11 3 — 2y = 7
2r — 6y — 2z = 0 bzw. 3y — 2z = 6
3 + 4y + 2z = 0 3z — 2z = -1
47.Essel Ae M (2x3,K), A= (ajg)i=12 und
k=1,2,3
a1z Q13 a13  ai a1l a2
Cc1 = 3 Cy = ) C3 =
Q22 Q23 a3  a21 a1 Q22




Aufgaben 137

Man zeige: Ist rang A = 2, so ist der Vektor (cy, co, c3) eine Basis des Lésungsraumes des homogenen
Gleichungssystems Az = 0.

48. Essei D: M (2 x 2, R) — R eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:
D(AB) = D(A)-D(B), D(S)# D(Ez),

wobei A, B € M (2 x 2, R) beliebig sind und S die Matrix

0 1
1 0
bezeichnet. Man beweise die folgenden Aussagen:
a) D(E;) =1, D(S) = -1, D(0) = 0;
b) D(B) = —D(A), wenn B aus A durch Spalten— oder Zeilenvertauschung entsteht;

c) D(A) = 0 genau dann, wenn det A = 0.

Man gebe eine solche Funktion D an, die von det verschieden ist.

49. Es seien A, B,C, D € M (n xn,K),s. d. C und D vertauschen und D invertierbar ist. Man

zeige:
A B
det = det(AD—-BC).
¢ D

Bleibt diese Beziehung auch bestehen, wenn C' und D nicht vertauschbar oder D nicht invertierbar
ist 7

Kapitel 9

50. In R3 seien a; = (1,0, 1), as = (0,1, =2) und a3 = (-1, —1, 0) gegeben.
a) Ist \ eine Linearform auf R3 mit
Mar) =1, Mag) = =1, XMasg) = 3,

so bestimme man \(a) fiir « = (a, b, ¢) € R3.

b) Man bestimme alle Linearformen u € (R®)* mit p(a;) = p(az) = 0,u(az) # 0 und zeige fiir
diese u((2,3, —1)) #0.

51. Es sei V' der Vektorraum aller Polynome iiber dem reellen Grundkérper R vom Grad < 2, und
t1, to, t3 seien drei paarweise verschiedene reelle Zahlen. Man definiere L; : V — R, i = 1, 2, 3,
durch L;(P) = P(t;), i = 1, 2, 3, und zeige:

(i) LieV*,i=1,2, 3;
(ii) {L1,La, L3} ist eine Basis von V*.

(iii) Man bestimme eine Basis {Pi, P>, P3s} von V mit L;(P;) = §;; fur alle 1 <4, j < 3 und
schreibe jedes beliebige Polynom P € V' als Linearkombination der P;.

52. Es sei V wie in der vorherstehenden Aufgabe. Man definiere fiir P € V' die drei Funktionale

1 2 0
A1 (P) :/0 P(z)dx, X(P) :/0 P(z)dx, X(P) = —/_1 P (z)dx
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und zeige, dall A = {1, A2, A3} eine Basis von V* bildet, indem man z. B. Polynome {P;, P, Ps}
in V' bestimmt, fiir die X\;(Py) = 5, 1 < j, k < 3 gilt.

Kapitel 10
53. Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (.,.). Man beweise die folgenden
Aussagen:

a) Zwei Vektoren v, w in V sind genau dann orthogonal, wenn || v + w ||> = || v ||* + || w ||*.

b) Fiir zwei Vektoren v, w in V mit || v || = || w || sind stets v — w und v + w orthogonal.
(Zeichnung ?)

Fiir einen unitdren Raum V ist a) falsch (Beispiel 7). Man zeige in diesem Fall, da§ zumindest die
folgende Aussage gilt:

¢) Zwei Vektoren v, w in V sind genau dann orthogonal, wenn || av + bw ||> = || av ||* + || bw |?

fiir alle a, b € C gilt.

54. Man zeige, dal durch

) ib
(D ajal, Do brat) = ijﬁ

J k J.k

ein Skalarprodukt auf R[z] definiert wird. Fiir kleine n finde man zu den Polynomen
Qj(x) = a7, j = 0,...,n — 1, ein nichttriviales Polynom P, n-ten Grades, das auf diesen
senkrecht steht.

55. Es sei W ein Untervektorraum des euklidischen Vektorraums V, vy € V' sei fest vorgegeben. Nach
Definition heifit ein Vektor wg € W eine beste Approximation von vy bzgl. W, falls

lvo — wo| < [Jvg — w| firalle weW.

Man zeige:

i) wo ist eine beste Approximation von vy bzgl. W genau dann, wenn
wy — vg L w fiir alle w € W ;

ii) wenn eine solche beste Approximation wq existiert, so ist sie eindeutig bestimmt;

iii) ist W endlich-dimensional und {ws,...,w,} eine Basis von W mit der Eigenschaft (w;, wi) =
d;i (orthonormale Basis), so ist wo gegeben durch

n
wo = Z(Uo, wj>wj .
j=1

56. Man wende das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die Vektoren
wy = (3,0,4), wy = (=1,0,7), w3 = (2,9, 11)
im R? an.

57. Essei Az = b ein (nicht notwendig losbares) reelles lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen
und n Unbestimmten. Man versehe R™ und R"™ mit dem kanonischen euklidischen Skalarprodukt
(., .) und beweise die folgende Aussage:

Es gibt genau einen Vektor zp € R™ minimaler Linge, der die Abstandsfunktion = — ||Az — b||, = €
R"™, minimiert.
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Man finde den Vektor xg in dem folgenden Fall:

100 1
A=|0 10 , b=1|0
00 0 1

Man stelle fest, dafl zo in dem Zeilenraum von A enthalten ist, und begriinde, warum dies immer der
Fall sein mu#f.

58. Es sei V = C(I) der reelle Vektorraum aller reell-wertigen stetigen Funktionen auf dem Intervall
I = [—1, 1] mit dem euklidischen Skalarprodukt

1
(f,9) = [1 f(x)g(z)dx .

Man finde das orthogonale Komplement zu dem Untervektorraum U C V' der ungeraden Funktionen
h (heU <= h(—xz) = —h(z) firalle z €1T).

59. Es sei ||.|| eine Norm auf einem reellen Vektorraum V', welche der Parallelogramm-Gleichung
geniigt. Man zeige, daf} es ein Skalarprodukt (., .) auf V gibt mit (v, v) = ||v|? fiir alle Vektoren
vel.

(Hinweis: Man betrachte V' zuniichst nur als Q—Vektorraum. Siehe auch: M. Koecher, Lineare Algebra
etc., p. 155).

60. a) Essei F: V — W eine lineare Abbildung von endlich—-dimensionalen K—Vektorrdumen, und
F* bezeichne die duale Abbildung W* — V*. Man zeige:

F' ist injektiv <= F™* ist surjektiv;

F ist surjektiv <= F* ist injektiv.

(Hinweis: ker F' = (im F*)*, im F = (ker F’*)*1).

Bleiben diese Aussagen auch fiir beliebige K—Vektorrdume richtig?

b) Es seien U, Us Untervektorrdume des endlich—-dimensionalen euklidischen (oder unitéiren) Vektor-
raumes V . Man zeige:

Uy + Up)t = U nUS, (UnUy)t = Ut + U

61. Es sei ¢? die Menge der reellen Folgen a = (a;)jen mit Z a? < 00.
3=0
a) Man folgere aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir R"* | da mit a = (aj)jen, b =

(bj)jen in ¢* die Reihe
<CL, b> = Z (ljbj
=0

absolut konvergiert.

b) Aus a) schlieBe man, dafl ¢? bzgl. der iiblichen Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen
einen R—Vektorraum bildet, auf dem (., .) ein euklidisches Skalarprodukt definiert.

62. Es sei {vi,...,v,} ein orthogonales System von Vektoren v; # 0 in dem euklidischen Vektorraum
V' . Man beweise die Besselsche Ungleichung:
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Wann gilt Gleichheit ?

(Hinweis: Betrachte die orthogonale Projektion ¥ von v in den von vy,...,v, erzeugten Unterraum).

63. Es sei || - || eine Norm auf R™. Man zeige: || - || kommt genau dann her von einem Skalarprodukt,
wenn {z € R": ||z|| = 1} in einem Ellipsoid (mit dem Ursprung als Mittelpunkt) enthalten ist. (Ein
solches Ellipsoid ist das Bild der euklidischen Einheitskugel unter einem linearen Koordinatenwechsel).

64. Es sei ein nicht ausgeartetes Dreieck in der euklidischen Ebene gegeben mit dem Schnittpunkt
s der Seitenhalbierenden und dem Mittelpunkt m des Umkreises (d. h. dem Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten). Ferner sei f der Mittelpunkt des Kreises durch die drei Seitenmitten. Man zeige:
f liegt auf der Geraden durch m und s (bzw. f = m = s, falls m = s) und s teilt die Strecke von
m nach f im Verhéltnis 2: 1.

Kapitel 11

65. Man finde alle (komplexen) Eigenwerte der folgenden Matrizen und entscheide, ob diese diagonali-
sierbar sind:

111 1
0 1 10 11
; ; S ; 0
0 0 0 i 0 i
11 0

66.a) Essei N € M (2x2, C) mit N2 = 0 gegeben. Man zeige, dal entweder N gleich der Nullmatrix
oder dhnlich zu der Matrix

0 0

10

b) Man schliefle aus a): Jede komplexe 2 x 2-Matrix ist dhnlich zu einer der beiden folgenden:
a 0 a 0
, , a,beC.
0 b 1 a

67. Es sei 0 € 6, eine Permutation der Zahlen 1,....n. A, sei der Automorphismus
a1, san) = YToq),- - To@m)) von C". Man bestimme die Eigenwerte von A, . (Hinweis:
Zerlege die Permutation o in elementfremde Zykel).

S ==
— =

ist. (Hinweis: Aufg. 21).

(Hinweis: Aufg. 23).

68. Es seien A, B € M (n x n, K). Man zeige: xap = XBA -
(Hinweis: Man kann folgendermaflen vorgehen:

i) Ist A = P eine Projektion (P? = P), so kann man P in eine geeignete Normalform bringen, aus
der leicht xpp = xgp folgt.

ii) Ist A beliebig, so gibt es ein invertierbares @, s. d. @ A = P eine Projektion ist. Man wende dann
i)auf P = QA und BQ™! an.
Eine andere Moglichkeit wird in F. LORENZ, Lineare Algebra II, Aufgabe 71, p.184 angedeutet.)

69. Es sei V = C°(R, R) der Raum der stetigen Funktionen f : R — R, und T € EndV sei
definiert durch

(T f) (x) = /wa(t)dt-
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Man zeige: T besitzt keine Eigenwerte.

70. Es sei A eine Diagonalmatrix in M (n x n, K) mit charakteristischem Polynom

dy dg.

(x — )™ oo (x — )™,

c1,...,C, paarweise verschieden. Man betrachte den Vektorraum
V={BeM(mxnK): BA= AB}

und zeige:
dimg V. =d? +---+ di .

71. Essei W = M (n xn,K) und Wy = {C € W : SpurC = 0}, wobei Spur ((¢jr)i<jk<n) =

n
Z ¢;; - Man zeige (evtl. durch Dimensionsiiberlegungen), da§ W, = span Wi , wobei
j=1

Wy ={CeW:3A4, BeW, s.d C=AB— BA}.

72. Es sei V' ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum, F, G C EndV seien beide trigonalisierbar,
und F und G mogen miteinander vertauschen: F o G = G o F. Man zeige: F' und G sind simultan
trigonalisierbar (d. h. es existiert eine Basis von V bzgl. der F' und G obere Dreiecksgestalt besitzen).

(Hinweis: Man kopiere den Beweis von Theorem 5. 4. 4 in FISCHER, Lineare Algebra, p. 175; zum
Induktionsanfang betrachte man G auf Eig(f;\)).

Man iiberlege sich, ob die entsprechende Aussage fiir diagonalisierbare Endomorphismen richtig bleibt.
Kapitel 12

73. a) Man finde die Jordansche Normalform fiir die Matrizen

01 0 0
10 1

~1 2 0 0
00 o],

00 3 4
00 -1

00 —-1/2 0

b) Bestimme die Matrix des Ableitungsoperators D auf dem Vektorraum der komplexen Polynome vom
Grade < 3 bzgl. der natiirlichen Basis 1, x, 22, 23 und finde die Jordansche Normalform dieser Matrix.

74. Wieviele verschiedene Jordansche Normalformen kénnen die komplexen 6 x 6-Matrizen annehmen,
deren charakteristisches Polynom von der Gestalt

xa(t) = (t +2)*(t - 1)?
ist 7

75. Es sei N eine n x n—-Matrix iiber C mit N*~! # 0, N® = 0. Man zeige, dal N zu *N &#hnlich
ist. Man folgere hieraus mit Hilfe der Jordanschen Normalform, dafl jede komplexe n x n—Matrix
dhnlich zu ihrer Transponierten ist.

76. Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 (d. h. n-1 # 0 fiir alle n € N\ {0}). Man zeige:
Ist A eine n x n—Matrix mit SpurA = 0, so ist A &hnlich zu einer Matrix A = (a;x) mit
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Eijj = 0,]2 1,...,n.

(Hinweis: Ist A # AFE, so gibt es ein € K", s. d.  und Az linear unabhéngig sind. Danach fiihre
man Induktion nach n).

Warum verschérft diese Aussage Aufgabe 717

77. a) Ist N eine nilpotente komplexe 3 x 3-Matrix, so zeige man

1 1
A:= FE3 + N = B?>, wobei B:E3+§N—§N2,

b) Mit Hilfe der Binomialreihe fiir (1 4 t)'/? zeige man, da auch A = E,, + N, N eine nilpotente
komplexe n x n—Matrix, eine Quadratwurzel B € M (n x n, C) besitzt.

c) Wann besitzt eine nichtsingulire komplexe n x n—-Matrix eine Quadratwurzel 7
Kapitel 13

78. Es sei V = C? mit der unitiiren Standardstruktur versehen, und F € End(V) sei bzgl. der
kanonischen Basis reprasentiert durch die Matrix

1 4
A= .
i1
Man zeige, da3 F' normal ist, und finde eine orthonormale Basis von V', die aus Eigenvektoren von F
besteht.

79. Essei F'€ EndV, V ein endlich-dimensionaler unitidrer Vektorraum. Man zeige:

a) Aus [|F(v)| = ||F*(v)| fiir alle v € V folgt, da F normal ist, und umgekehrt. (Hinweis:
Polarisierungsgleichung).

b) Ist F' normal und nilpotent, so ist F' = 0.
c) Ist F normal und idempotent ( F2 = F), so ist F selbstadjungiert (d. h. F¢ = F).

80. Es sei F' wie in Aufgabe 79; Aq,..., A, seien die (nicht notwendig paarweise verschiedenen) Ei-
genwerte von F', n = dim V. Man zeige:

Z IA\j[* < Spur (F*“F).
j=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn F' normal ist.

81. Es sei V der Korper der komplexen Zahlen, aufgefafit als R—Vektorraum.

a) Man zeige, daf durch (z, w) := Re(Zw) ein euklidisches Skalarprodukt auf V' erklart ist.
b) Man finde eine Isometrie von V auf den R? mit dem euklidischen Standard—Skalarprodukt.
c) Fiir jedes v € V sei A, der Endomorphismus z — ~yz. Man zeige: A?Yd = Ay.

d) Fiir welche « ist A, selbstadjungiert, fiir welche orthogonal, fiir welche positiv definit (d. h. wann
gilt (z, Ayz) > 0 fir alle z # 0)?

e) Man finde einen orthogonalen Endomorphismus von V', der nicht von der Gestalt A, ist.

82. Es sei V,, der C—Vektorraum der Polynome mit komplexen Koeffizienten vom Grad < n, versehen
mit dem Skalarprodukt

1
(P,Q) = /0 POQ(t)dt .
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Ist der Differentiationsoperator D selbstadjungiert, ist er unitér ?

83. Man zeige: Ein Endomorphismus F' des endlich-dimensionalen unitdren Vektorraumes V ist
genau dann normal, wenn fiir jeden F-invarianten Unterraum U C V gilt: F(UL) Cc U+

84. Der kleine Hamilton pflegte seinen (spiter so beriihmten) Vater oft zu fragen: “Daddy, can you now
multiply triples ?” In der Tat hat sich Hamilton fast ein ganzes Gelehrtenleben lang mit dieser Frage
beschiftigt und fiir die Quadrupel schlieffilich die Antwort in Form der Quaternionen gefunden. Sie
konnen jedenfalls mit Hilfe der Eigenwerttheorie schon heute beweisen: Fiir n > 3, n ungerade, kann
man auf R™ mit der iiblichen Addition keine Multiplikation erkldren, die R™ zu einem Koérper macht,
in den R vermoge r+— r-1, 1 das Einselement des Korpers, so eingebettet ist, dafl die Einschriankung
der Multiplikation auf die reellen Zahlen mit der R—Vektorraum—Multiplikation {ibereinstimmt.

85. Es sei F ein normaler Endomorphismus eines unitdren Vektorraumes V der Dimension
dim V = n < oco. Ferner seien \q,..., A, die Eigenwerte von F'. Man zeige:

a)Ist |[A\;]=1,j=1,...,n,s0ist F unitér.

b) Ist A\; eR, j =1,...,n,s0ist F selbstadjungiert.

c) Ist A; € R und positiv fur alle j = 1,...,n, soist F positiv—definit, d. h. {(F (v), v) > 0 fiir alle
v#0.

Bleiben diese Folgerungen richtig, wenn F' nicht als normal vorausgesetzt wird ?
86. Man interpretiere und beweise Korollar 6. 4. 14 in FISCHER, Lineare Algebra.

87. Man zeige: Zu jeder Matrix S € O (2) gibt es eine Matrix U € O(2), so da8 S~! = U~1SU.
Man interpretiere diesen Sachverhalt geometrisch und verallgemeinere ihn auf beliebige Dimension n .

88. Man zeige, dal die beiden Matrizen

2+V3  —24V3 V2 L+r -1 v

i -2+ \/g 2+ \/g _\/§ , % 1 r —1—7 ,
va Vi 23 Fo1er 1
1
wobei r = 3 (v/5 — 1), in SO(3) liegen. Man finde jeweils die Drehachse und den (absoluten)
Drehwinkel.

Hinweis: Man zeige, da§ der Drehwinkel « einer Matrix @ € SO (3) die folgende Bedingung erfiillt:
1
cosa = 5 (spur@ — 1) .
(Siehe auch Aufgabe 90).

89. Man zeige:

a) Permutationsmatrizen A, sind orthogonal, und es gilt A, € SO(3) genau dann, wenn die
Permutation ¢ gerade ist.

b) Es gilt det (A, + A;) = 0, wenn o gerade und 7 ungerade ist.

90. Man zeige: Fiir jede Matrix @ = (g;x) € SO (3) mit Drehwinkel o gilt:

a) @ ist genau dann symmetrisch, wenn sina = 0;
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b) ist @ nicht symmetrisch, so bestimmt der Vektor

q = t(%z — {¢23, 913 — {431, 921 — (hz)

die Drehachse.

Hinweis: Es sei v ein normierter Fixvektor von . Man ergéinze v zu einer Orthonormalbasis
(v1, ve, v3), wobei ve mindestens eine verschwindende Koordinate besitzt, und zeige ¢ = (2 sin o) v.

Kapitel 14
91. Man bringe die Quadrik

4127 — 242129 + 3425 — 302, — 4029 = 0
auf (metrische) Normalform.

92. Man zeige: Jedes Element in SO (3) ist Produkt von zwei Spiegelungen. (Folgerung: Jedes Element
in O(3) ist Produkt von héchstens drei Spiegelungen. Wie lautet vermutlich die entsprechende
Verallgemeinerung fiir die Gruppe O (n) ?)



