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Vorwort

Es handelt sich bei dem vorliegenden Text um eine mit Ergédnzungen versehene Ausarbeitung des
zweiten Teils meines zweisemestrigen Kurses iiber Differentialgeometrie, den ich in &hnlicher Form
schon vom Wintersemester 1995 bis Sommersemester 1996 im Anschlufi an meine Lehrveranstaltung
Mathematik fiir Physiker I bis IV angeboten hatte. Meiner nachlassenden Spannkraft Tribut zollend,
bin ich diesmal allerdings etwas langsamer vorangekommen und konnte deshalb einige Kapitel aus
dem fritheren Durchlauf nicht mehr prisentieren; sie wurden in das Manuskript als Kapitel 13 bis 15
eingefiigt.

Als Voraussetzungen sollten die Teilnehmer /innen (und damit auch die Leserin und der Leser dieser
Seiten) mathematische Grundlagen im Umfang der Anféingervorlesungen Analysis I bis III und Lineare
Algebra und Analytische Geometrie I, II mitbringen. Unter dieser Annahme miifite das hier priisen-
tierte Material auch ohne Kenntnis des ersten Teiles meines Kurses zu verstehen sein; allerdings diente
meine Vorlesung Differentialgeometrie I (auch) dazu, am konkreten Beispiel von Kurven und Hyper-
flichen im euklidischen Raum E™ einige zentrale Begriffe der Differentialgeometrie, wie z. B. den der
Krimmung von Riemannschen Mannigfaltigkeiten, unter Einbeziehung von zahlreichen Abbildungen
anschaulich faflbar einzufiihren. Ich bedauere, dafl ich aus Zeitgriinden bisher nicht dazu gekommen
bin, eine Ausarbeitung des ersten Teiles der Vorlesung vorzulegen. Ohne Kenntnis dieses Materials wird
der hier dargebotene Stoff auf jeden Fall duflerst abstrakt anmuten; der grofie Grad von Abstraktion
spiegelt sich insbesondere wider im weitestgehenden Fehlen von Illustrationen. Dennoch sollte dies alles
fiir erfahrene Studierende der Mathematik und/oder Physik kein echtes Hindernis zu einer erfolgreichen
Rezeption sein, zumal sie sich z. B. mit den Biichern [4] und [15] (siehe die Literaturliste auf den Seiten
iii und iv) im Prinzip die erforderlichen Grundkenntnisse auch anderweitig aneignen kénnen.

Die Auswahl des Stoffes fiir das vorliegende Manuskript ist selbstversténdlich nicht kanonisch - der
eine oder andere Leser wird in einigen Teilen der Vorlesung sogar keine echte Differentialgeometrie er-
kennen (und wiirde darin auch meine Zustimmung finden). Ein besserer Titel wére vielleicht Analysis
und Tensorkalkil auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Die einzige Rechtfertigung fiir den Inhalt der
vorliegenden Noten ist, neben meiner nur ,selektiven“ Kompetenz auf diesem Gebiet, der mir anver-
traute inhomogene Zuhorerkreis von (wenigen) Mathematikern und (vorwiegend) Physikern, weshalb
ich mich im Zweifelsfalle fiir die Studierenden der (Mathematischen) Physik, genauer: fiir deren Bediirf-
nisse entschieden habe. Es sei dem Leser iiberlassen zu entscheiden, ob ich dieser Intention mit dem
vorliegenden Text gerecht werde.

Ich danke meinen Horern® fiir ihre konstruktive Kritik an Vorlesung und Text und das sorgfiltige
,Korrekturlesen“, wodurch sinnentstellende Druckfehler und die gravierendsten Unstimmigkeiten (oder
sagen wir préziser und ehrlicher: die grobsten Schnitzer) eliminiert werden konnten. Die verbleibenden
Unzuldnglichkeiten gehen ausnahmslos auf mein eigenes Konto.

Hamburg, den 20. 02. 2002 Oswald Riemenschneider

1Es waren nur selten Hérerinnen zugegen - dies mag erkliren, warum ich zumeist die mannliche Form der Anrede
benutze, auch wenn ich mir fiir die vorliegende Ausarbeitung gern viele Leserinnen wiinschen wiirde.
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0 Topologie, topologische Mannigfaltigkeiten

Das Ziel dieses vorbereitenden Kapitels ist es, einige allgemeine topologische Aussagen zusammenzu-
stellen. Als begleitende Literatur hierzu kommen insbesondere die bekannten Biicher von BODO VON
QUERENBURG [32], BROCKER - JANICH [10], DIEUDONNE [14] etc. in Frage.

Im folgenden bezeichnet X = (X, ) stets einen topologischen Raum mit dem System T der offenen
Mengen auf X . Hierbei ist die Topologie ¥ eine Teilmenge der Potenzmenge von X , also eine Menge
von Teilmengen von X , so dafl die folgenden Axiome erfiillt sind:

0. X,0ez¥;

1. ist U, € T fiir alle ¢ in einer beliebigen Indexmenge I, so ist die Vereinigungsmenge U U e%;
el

2. ist U; € T fiir alle j in einer endlichen Indexmenge J, so ist auch der Durchschnitt der U; in
T enthalten.

Ist Y C X eine Teilmenge eines topologischen Raumes X | so ,erbt“ Y offensichtlich eine Topologie
von X , indem man als offene Mengen von Y die Durchschnitte von Y mit offenen Mengen von X
erklart. Man bezeichnet diese Topologie auch als die (von X auf Y induzierte) Relativtopologie und
nennt Y einen topologischen Unterraum von X .

Wir setzen grundsitzlich voraus (wenn nichts anderes ausdriicklich gesagt wird), dafi die untersuch-
ten topologischen Réume die beiden folgenden Bedingungen erfiillen:

1. X ist hausdorffsch, d. h. X erfiillt das Trennungsaxiom Ts: Zu je zwei verschiedenen Punkten
X1, Tg € X gibt es offene Mengen Ul, Uy C X mit 1 € Ul, To € Uy und Uy NU; = 0.

2. X erfiillt das 2. Abzihlbarkeitsaxiom: es existiert eine abzdhlbare Teilmenge Ty C ¥, s. d. fiir
alle U € T gilt:
U= J U.

Ug€Tg

UpCU
Standardbeispiele topologischer Rdume sind der reelle Vektorraum R™ mit der iiblichen, von der
euklidischen Metrik herriihrenden Topologie, und Teilmengen von R™ mit der Relativtopologie. Hierbei
ist eine Menge U C R™ offen, wenn es zu jedem Punkt z € U eine Kugel B,(x) mit Mittelpunkt x
und Radius r gibt, die ganz in U enthalten ist. Ein abzdhlbares System %, fiir R"™ wird gegeben
durch alle Kugeln B,.(x) mit rationalen Radien r und Mittelpunkten x mit rationalen Koordinaten

Tlyeeeyp .

Definition. Ein topologischer Raum X heif3t eine topologische Mannigfaltigkeit, wenn er lokal euklidisch
ist, d. h. wenn es fiir alle € X eine offene Umgebung U = U (z) und einen Homomorphismus

Yv: U — VCR"?

auf eine offene Teilmenge V C R"™ n = n(x), gibt. Das Tripel (U, ®, V) heifit dann eine (n-
dimensionale) Karte auf (oder fiir) X .

Bemerkung. Ich schreibe meist ¢ fiir den Umkehrhomdomorphismus ¢ = ¢~!: V — U und die Karte
(U, ¢, V) auch als (V, ¢, U) (und nenne ¢ dann eine Parametrisierung von U ).

Satz 0.1 Es seien (Uj, ¢;, V;), V; CR™, zwei Karten auf X mit Uy NUs # 0. Dann ist ny =ngy .
Beweis. Die induzierte Abbildung

on—1
R™ 5 V21 = 7#1 (UQ n Ul) wzi% ¢2 (U1 n UQ) =: V12 Cc R™2



2 0 Topologie, topologische Mannigfaltigkeiten

ist ein HomGomorphismus. Der Satz von der Erhaltung der Dimension unter Homéomorphismen impli-
ziert dann n; = no . Der Beweis dieses Satzes ist allerdings schwer; eine Skizze haben wir im vorigen
Semester mit Hilfe von relativer Homologietheorie geliefert. (Im differenzierbaren Fall, der uns in diesem
Text vorwiegend beschéftigen wird, ist die Aussage aufgrund der Kettenregel vollig banal). ]

Folgerung 0.2 Die Funktion x +— n(x) ist eindeutig bestimmit.

Definition. n (z) heifit die Dimension von X in x, in Zeichen: dim, X =n(x).

Aufgrund der lokalen Struktur topologischer Mannigfaltigkeiten besitzen ihre Punkte (beliebig klei-
ne) offene Umgebungen, die homéomorph zu offenen Kugeln im euklidischen Raum sind. Insbesondere
ergibt sich hieraus:

Folgerung 0.3 Topologische Mannigfaltigkeiten sind lokal wegweise zusammenhéngend und semilokal
einfach zusammenhéngend.

Bemerkung. Die zweite Aussage bedeutet: Zu jedem Punkt z € X gibt es eine Umgebung U, in der
sich jeder geschlossene Weg zu einem Punkt zusammenziehen 148t. Topologische Rdume mit diesen
beiden Eigenschaften besitzen eine gute Uberlagerungstheorie (siehe z. B. das Buch von STOCKER und
ZIESCHANG [41] iiber Algebraische Topologie).

Jeder topologische Raum ,zerfallt“ in seine Wegzusammenhangskomponenten
Z = Z(xg) :={x € X : x laBt sich mit xg durch einen stetigen Weg verbinden } .

Aufgrund des lokalen wegweisen Zusammenhangs sind solche Komponenten von topologischen Mannig-
faltigkeiten offene Mengen, deren Komplement ebenfalls offen ist. Da sie selbst wegzusammenhéngend
und damit zusammenhingend im topologischen Sinne sind (d. h. nicht disjunkt zerlegbar in mehrere
nichtleere offene Mengen), kann man sie im vorliegenden Fall einfach als Zusammenhangskomponenten
bezeichnen. — Klar ist aufgrund der ersten Folgerung:

Lemma 0.4 Die Dimensionsfunktion = — n(x) ist konstant auf den Zusammenhangskomponen-
ten von X . Insbesondere sind Zusammenhangskomponenten topologischer Mannigfaltigkeiten rein—
dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten.

Bemerkung. Wir werden i. a. nur rein—dimensionale Mannigfaltigkeiten betrachten, aber nicht notwen-
dig nur zusammenhéngende.

Die lokal euklidische Struktur einer topologischen Mannigfaltigkeit impliziert aber noch wesentlich
mehr.

Lemma 0.5 Topologische Mannigfaltigkeiten sind lokal kompakt. (D. h.: jeder Punkt besitzt, sogar
beliebig kleine, kompakte Umgebungen).

Diese Eigenschaft kann man noch weiter ausbeuten. Lokal kompakte To—R#ume (nicht notwendig
mit 2. Abzéhlbarkeits—Axiom) besitzen eine sogenannte Einpunkt—Kompaktifizierung X' = X U {oc} .
Es gilt der folgende

Satz 0.6 Die folgenden Aussagen sind dquivalent :
a) X erfillt das zweite Abzdihlbarkeits—Axiom ;
b) die Kompaktifizierung X' = X U {oo} von X ist metrisierbar ;
¢) X ist metrisierbar und abzihlbar im Unendlichen, d. h. X = U K; mit kompakten Mengen

§=0
Kj,sodaﬁ KoCKiCKyC---.
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Folgerung 0.7 Topologische Mannigfaltigkeiten X sind metrisierbar und abzdhlbar im Unendlichen.
Insbesondere gilt: Topologische Mannigfaltigkeiten sind parakompakt; d. h. zu jeder offenen Uberdeckung
von X gibt es eine lokal endliche Verfeinerung und eine untergeordnete stetige Teilung der Eins.?

Parakompakte Raume sind erst recht (vollstindig) regulir: zu jeder abgeschlossenen Menge A C X
und jeden Punkt zg € X \ A existiert eine stetige Funktion f € C(X),s.d. f(z9) =1 und f|a =0.
In diesem Zusammenhang ist noch das folgende Ergebnis interessant.

Satz 0.8 (Urysohn) Aquivalent sind :
a) X ist requlir und erfillt das 2. Abzihlbarkeits—Aziom ;

b) X besitzt eine abzihlbare dichte Teilmenge und ist metrisierbar.

Folgerung 0.9 Topologische Mannigfaltigkeiten besitzen hdchstens abzihlbar viele Zusammenhangs-
komponenten.

Wir kommen jetzt noch zu einem zentralen Begriff der Theorie der Mannigfaltigkeiten.

Definition. Ein Atlas 2 auf der topologischen Mannigfaltigkeit X ist ein System von Karten
{(Uj, ¢35 V) }jer mit
x=u.
jeI
Wir nennen den Atlas abzihlbar, wenn die Indexmenge I (hochstens) abzihlbar ist. Er heifit

hinreichend groff, wenn es zu jedem Punkt z € X und jeder Umgebung U von z eine Karte
(Uj, Y, V}) €A gibt mit x€U; CU.

Aus dem zweiten Abzihlbarkeits—Axiom folgt unmittelbar:
Lemma 0.10 Jede topologische Mannigfaltigkeit besitzt hinreichend grofle abzdhlbare Atlanten.

Man kann eine topologische Mannigfaltigkeit wieder aus einem ihrer Atlasse durch ,Zusammenkle-
ben“ oder ,,Verheften“ von Karten rekonstruieren. Dies soll im folgenden néher erldutert werden.
Es sei also der Atlas A = {(Uj, ¢, V;) = (V}, vj, U;) }jer vorgegeben. Wir schreiben dann fiir
zwei Indizes 7, k:
ij = ’Q/Jj (Uj N Uk) .

Man achte hier auf die Reihenfolge der Indizes, die im folgenden noch sehr wichtig wird. Man kann sich
die Reihenfolge dadurch merken, dafl der zweite Index den Parameterbereich angibt, in dem Vj; liegt:

ijc‘/j.

Entsprechend schreiben wir Uy; = UpNU; , wenn wir diesen Durchschnitt als Teilmenge von U; ansehen
wollen. Wegen U;; = U; soll auch immer Vj; := V; sein. Wir haben dann Homdomorphismen

Qrj = @) 0p; = Ypo; "t Vig — Vig,
fiir die die folgenden Regeln gelten:
-1,
2. Pik = gokj )
3. gﬁgk o onj = QD[j .

2Eine genaue Formulierung im differenzierbaren Fall geben wir in Kapitel 2, zumal wir spiter von der Existenz
differenzierbarer Teilungen der Eins mehrfach Gebrauch machen werden.
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Definition. Wir nennen ein solches System einen abstrakten 1-Cozyklus von Hombomorphismen. Die
sogenannte Cozykel-Bedingung 3. gilt natiirlich jeweils nur auf der Menge Vi; N w,;jl (Var) -

Man beachte, daf3 die Bedingungen 1. und 2. aus der dritten folgen. Wahlt man ndmlich j =k =/,
so erhdlt man aus 3. auf V; = Vj;:
Pjj ©Pii = Pij -
Da die ;; invertierbar sind, impliziert dies ¢;; = id. Die Bedingung 2. folgt hieraus und aus 3., wenn
man dort ¢ =j setzt:

Wir geben uns nun umgekehrt einen solchen 1-Cozyklus vor; also ein System { V] };er von offenen
Teilmengen V; C R™, zu jedem Paar j, k € I eine (eventuell leere) offene Teilmenge Vi,; C V;, wobei
stets V;; = V; gelten soll, und einen Homdomorphismus ¢y; : Vi; — Vji , so dal die Cozykelbedingung
erfiillt ist, und fragen uns, ob es eine topologische Mannigfaltigkeit gibt, die zu diesem Cozyklus gehort.

Was wir zu tun haben, ist im Prinzip klar: wir haben fiir alle j und k die Menge V; mit V) entlang
Vi; und Vj; zu ,verheften“. Mathematisch exakt geht dies folgendermaflen. Es sei X = uv; die
disjunkte mengentheoretische Vereinigung der Mengen Vj , die man als Teilmenge von R" x I auffassen
kann. Versieht man I mit der diskreten Topologie und R™ x I mit der Produkttopologie, so erbt X eine
kanonische Topologie: U C X ist genau dann offen, wenn alle Durchschnitte U N'V; offen sind (man
kann ja V; als Teilmenge von X auffassen). Auf X erkliren wir nun eine ,, Verheftungsvorschrift “:

xj~xp = x5 € Vi, o € Vig, o = @iy (T5) -

Dies ist genau deshalb eine Aquivalenzrelation, weil die Cozykelbedingungen erfiillt sein sollen. Wir

bilden nun N
X =X/~

und versehen diesen Raum mit der von der kanonischen Projektion 7 : X - X / ~= X herstam-
menden Quotiententopologie. Per definitionem ist diese so beschaffen, dal U C X genau dann offen
ist, wenn dies fiir 7=1(U) C X zutrifft. Wegen 7~ 1(7(V;)) = Upes Vaj ist U; := 7(V;) eine offene
Teilmenge von X, und ¢ := 7|y, : V; — U; ist ein Hombomorphismus. Somit wird X von den
Karten (Uj, ¥; := ¢!, V;) iiberdeckt, und es ist sofort einzusehen, daf dieser Atlas genau zu dem
vorgegebenen 1-Cozyklus zuriickfithrt. Was jetzt aber noch nachgepriift werden muf}, sind unsere
Standardvoraussetzungen hausdorffsch und 2. Abzdihlbarkeits—Axiom. Beide sind nicht automatisch
erfiillt. Die zweite ist auf jeden Fall gegeben, wenn der vorgegebene Cozyklus abzéhlbar ist, was
wir ja ohnehin annehmen konnen. Fiir das 2. Trennungsaxiom kann man aber i. A. keine einfach
nachpriifbaren Kriterien angeben. Startet man jedoch mit einer topologischen Mannigfaltigkeit X,
gewinnt aus dieser einen 1-Cozyklus und konstruiert wie eben den Raum X/ ~ so ist dieser auf
kanonische Weise homdomorph zu dem urspriinglichen Raum X .

Beispiel. Wahlt man Vi = Vo = R und V5 = Vo = R*, und verheftet man diese beiden Mengen
vermoge der Identitdt @91 = @12 = idg=«, so ist der entstehende Raum zwar lokal eine topologische
Mannigfaltigkeit, aber nicht hausdorffsch.



1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Es sei X eine topologische Mannigfaltigkeit (mit allen unseren topologischen Zusatzbedingungen).
Wir behalten die Bezeichnungen aus dem vorigen Kapitel bei.

Definition. 1. Zwei Karten (Uy, 1, V1), (Us, 2, Vo) auf X heiflen differenzierbar vertriglich, wenn
der Kartenwechsel a1 : Vo3 — Vig (beliebig oft) differenzierbar ist.

2. Ein Atlas 2 auf X heifit differenzierbar, wenn je zwei Karten aus 2 miteinander differenzierbar
vertriglich sind.

3. Zwei differenzierbare Atlanten 2 und B auf X heiflen differenzierbar vertrdglich, wenn jede Karte
aus 2 mit jeder Karte aus B differenzierbar vertraglich ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dafl auch
AU DB ein differenzierbarer Atlas ist.

Bemerkung. Differenzierbare Vertriglichkeit von Karten und von Atlanten sind Aquivalenzrelationen.
Wir schreiben im letzteren Fall wie immer A ~ B .

Das folgende Lemma ist eine leichte Ubungsaufgabe.
Lemma 1.1 Ist 2 ein differenzierbarer Atlas auf X , so ist auch
A = {(U, ¥, V) : (U, ¢, V) differenzierbar vertraglich zu jeder Karte von 2 }

ein differenzierbarer Atlas, der zu 24 dquivalent ist und nicht mehr , erweitert“ werden kann. Es gilt
ferner _ B
A~B <= A =DB.

Definition. Aus naheliegendem Grund nennt man 2 einen mazimalen Atlas.

Definition. Eine differenzierbare Struktur auf der topologischen Mannigfaltigkeit X ist eine Aquiva-
lenzklasse von differenzierbar vertriglichen differenzierbaren Atlanten. Zusammen mit dieser Struktur
heilt X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Bemerkungen. 1. Eine differenzierbare Struktur ist schon durch die Vorgabe eines einzigen differenzier-
baren Atlas bestimmt. Diesen sollte man i. A. so klein wie moglich wéhlen.

2. Eine differenzierbare Struktur wird stets durch einen abzdhlbaren Atlas beschrieben.

3. Zwei durch Vorgabe je eines differenzierbaren Atlas definierte differenzierbare Strukturen (X, 2)
und (X, B) sind genau dann gleich, wenn A = 5.

4. Bei Bedarf gehen wir zu ,,groferen® Atlanten 24 C ' C 2 iiber (z. B. nehmen wir mit (U, ¢, V) € 2
auch einige oder alle Karten (U’, ¢ |y, V' =4 (U’)), U’ C U beliebige offene Teilmenge, hinzu und
erlauben noch zusitzliche differenzierbare Koordinatenwechsel auf V'), d. h. wir arbeiten ,nur im
Prinzip“ mit dem maximalen Atlas. (Siehe hierzu auch die beiden anschlieBenden Beispiele).

5. Wie im vorigen Kapitel beweist man, daf} ein differenzierbarer Atlas zu einem abstrakten 1-Cozyklus
von C*°—Diffeomorphismen Anlafl gibt. Umgekehrt kann man aus einem solchen 1-Cozyklus wieder
die differenzierbare Mannigfaltigkeit rekonstruieren.

Beispiele. 1. {(R™, id, R™)} = 2 definiert eine differenzierbare Struktur auf R™. Der dazu gehérige
maximale Atlas ist riesig grof}; er ist gleich
A = {(U,¢,V): U VCR" offen, ¢ : U — V Diffeomorphismus } .

2. Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Atlas A = {(Uj;, v;, V;)} und ist U C X offen, so
ist
Ay = {(U; N, ¥ilu,nus ¥ (U; N U)) }
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ein differenzierbarer Atlas auf U . Gilt A ~ 9B, so auch |y ~ B|y . Also wird auf U in eindeutiger
Weise eine differenzierbare Struktur erklért.

3. Jede differenzierbare Untermannigfaltigkeit X C R™ der Dimension k trigt die Struktur einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit. Karten erhéilt man lokal mit Hilfe des Satzes diber implizite Funktionen
durch Projektionen in geeignete k—dimensionale Koordinatenebenen.

Warnungen. 1. Es gibt topologische Mannigfaltigkeiten ohne differenzierbare Struktur !

2. Es gibt topologische Mannigfaltigkeiten mit mehreren differenzierbaren Strukturen, sogenannte
sexotische“ Strukturen. Die ersten wurden von MILNOR 1958 auf S” gefunden, und zwar, neben der
,Standardstruktur® von S7 als Untermannigfaltigkeit von R®, genau 27 weitere. Am Ende des letzten
Jahrhunderts wurde gezeigt, daf von den euklidischen Riumen R”™ nur der R* exotische Strukturen
tragt, aber dieser sogar {iberabzéhlbar viele.

Bemerkung. Im eindimensionalen Fall ist jede (zusammenhéngende) Mannigfaltigkeit diffeomorph (zu
diesem Begriff siehe das nichste Kapitel) zu R oder zu S!, jeweils mit der Standardstruktur. Diese
Aussage ist jedoch falsch, wenn X nicht, wie wir stets voraussetzen, das 2. Abzidhlbarkeits—Axiom
erfiillt !

Wie kann man weitere Mannigfaltigkeiten aus gegebenen konstruieren ? Es seien (X, 2), (Y, B)
differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Dann ist ihre Summe oder disjunkte Vereinigung

(X4+Y,A4+9B) mit X +Y := X UY (disjunkte Vereinigung) und A+ 9B := A L B

wieder eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ebenso tragt das kartesische Produkt von zwei differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten eine kanonische differenzierbare Struktur (X x Y, 2 x 9B), wobei 2 x ‘B

auf naheliegende Weise zu definieren ist. (Beachte aber, daf i. A. A x B #* A x B D). In diesem Fall
ist dim(, ) X x Y =dim; X + dim, Y.

Bemerkung. Untermannigfaltigkeiten von abstrakten Mannigfaltigkeiten definieren wir spéter (Kapitel
3).

Bemerkung. Ersetzt man ,differenzierbar vertréaglich“ durch ,,C*—vertréglich“, 0 < k < co oder kK = w,
so erhélt man den Begriff der C*~Mannigfaltigkeit bzw. den der reell-analytischen Mannigfaltigkeit.
Ist n = 2m gerade und R?>™ = C™ , und sind die Kartenwechsel C™ D Vij — Vjr biholomorph, so
spricht man von einer komplez—analytischen oder verkiirzend von einer komplexen Mannigfaltigkeit der
komplexen Dimension m .
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Seien (X, 2) und (Y, B) differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit hinreichend grofien differenzierbaren
Atlanten, und f: X — Y sei eine Abbildung.

Definition. f heifit differenzierbar in xo € X , wenn folgendes gilt:
a) f ist stetigin zg € X ;
b) fiir alle Karten (U, ¢, V) und (U, ¢, V) von X bzw. Y mit 29 € U, yo := f () € U und
f(U) C U (solche gibt es nach a)) gilt:
(=) Fofop: VoV
ist differenzierbar in ¢ (zg) € V.

Lemma 2.1 Fiir die Differenzierbarkeit von f in xo € X geniigt die Emvistenz von zwei Karten
(U, 2, V) und (U, ¥, V) mit g € U, yo := f(x0) €U, f(U) CU und (%) in b).

Beweis. Trivial. 0

Definition. f: X — Y heifit differenzierbar, wenn f differenzierbar ist in jedem Punkt z¢ € X', d. h.
Yo foyp:V —V ist differenzierbar fiir alle (U, ¥, V) und (U, ¥, V) mit f(U) C U. (Insbesondere
ist f natiirlich stetig). Wir schreiben C* (X, Y) fiir die Menge der differenzierbaren Abbildungen
f: X =Y speziell C* (X) :=C> (X, R). Selbstverstindlich existiert auch € (U, Y) und C* (U)
fiir alle offenen Teilmengen U C X .

Lemma 2.2 a) idx € C* (X, X).
b) Aus f €C®(X,Y) und g €C>® (Y, Z) folgt go f €C* (X, Z).
Lemma 2.3 Sei f: X — Y stetig. Dann sind dquivalent:
a) feC®(X,Y);
b) fir alle U C X, U CY offen mit f(U)C U und h € C>®(U) ist ho f €C®(U).

Beweis. Die Richtung von a) nach b) ist schon gezeigt worden. Fiir die umgekehrte Richtung beachte
man, dafl man diese nur in lokalen Karten zu begriinden braucht und dafl

f = (flv"'?f’n): U—R"

genau dann differenzierbar ist, wenn alle Funktionen fi,..., f, in C> (U) liegen. Nun ist aber f; =
m; o f mit der j-ten Projektion m; : R™ — R, und diese ist eine C*°~Funktion. |

Lemma 2.4 C™ ist (in kanonischer Weise) eine kommutative R—-Algebra mit 1.

Definition. f € C*(X,Y) heifit ein Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und f~1 € C* (Y, X).
X und Y heiflen diffeomorph, wenn es einen Diffeomorphismus f: X — Y gibt.

Klar ist: Diffeomorphie ist eine Aquivalenzrelation. Ferner gilt unmittelbar aufgrund der Definition
von differenzierbaren Abbildungen vermittels Karten:

Lemma 2.5 Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und (U, ¥, V) eine Karte, so sind ¢ : U —
V und o =¢~': V — U Diffeomorphismen.

Bemerkungen. Alle diese Aussagen gelten auch entsprechend fiir die Kategorien C*, C¥, O (komplex—
analytisch).
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Satz 2.6 Die Identitit id : (X, 2A) — (X, B) ist genau dann ein Diffeomorphismus, wenn A = B .
Beweis. Ubungsaufgabe. O
Hinweis. Man interpretiere diesen Satz in Bezug auf die 28 verschiedenen Strukturen auf S7.

Bemerkung. Man kann eine differenzierbare Struktur auf X unter einem Homdomorphismus
f: X =Y von X auf einen topologischen Raum Y offensichtlich so ,transportieren®, dal Y eine
differenzierbare Struktur erhilt, fiir die f ein Diffeomorphismus wird.

Fir feC*®(X,Y) und zy € X definieren wir nun (geméf (*)) den Rang von f an der Stelle xq
durch

rgmof = ranng(zo)(’(’/JVOfO(p) .

Es ist zu zeigen, dafl diese Definition von der Wahl der Karten unabhéingig ist.

Lemma 2.7 Der Rang rg, f ist unabhingig von den Karten.

Beweis. Es scien (Uy, 11, V1) und (Uy, ¢, Vi) zwei weitere Karten wie in () und ohne Einschréinkung
U1:U, U1:U.Danngilt

Y1ofopr = ($10@) o (Pofop)o (Yop)
und damit nach der Kettenregel
D($10fop) = D@hod)oD(ofop)oDwop).
Daraus folgt, da die Matrizen D (121 o®), D (1) o) invertierbar sind, dafl
gD (Y10 fop) =1gD (o foyp)
(an entsprechenden Stellen). O

Bemerkung. Wir definieren im iibernéchsten Kapitel eine lineare Abbildung (Df),, zwischen den
Tangentialraumen Tx o — Ty, f(zy) mit rg, f =18 (Df)s, . Wir schreiben deshalb auch schon jetzt

rgzgf = rg (Df)mo = rgmo 'Df .
Satz 2.8 FEs sei rg, f=dim,, X =dimy,,) Y . Dann ist f lokal um zo ein Diffeomorphismus.
Beweis. Umkehrsatz. O

Lemma 2.9 Fir eine feste differenzierbare Abbildung f : X — Y st die Abbildung rg; : X —
Z, x — 1g, f von unten halbstetig, d. h., da Z diskret ist: fir alle xo € X existiert eine Umgebung
U=U(zo) mit 1g,f >rg, f firalle xcU.

Beweis. Fiir eine m x n—Matrix A reeller Zahlen ist rangA > r genau dann, wenn eine r X r—
Untermatrix von A existiert, deren Determinante nicht verschwindet. Wegen der Stetigkeit der
Eintréige in der Funktionalmatrix Dy, (1 o f o @) ist ihr Rang in jedem Punkt einer Umgebung eines
Punktes xy groer oder gleich r, wenn er dies nur im Punkte zg ist. O
Definition. Es sei f €C®(X,Y), 20 € X, yo=f(20) €Y, m=dim,, X, n=dim,, Y.

a) f heiBt eine Immersion in xo, wenn rg, f = m (die Tangentialabbildung ist dann injektiv).

b) f heifit eine Submersion in xo, wenn rg, f = n (die Tangentialabbildung ist dann surjektiv).
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¢) f heifit eine Subimmersion in z, wenn es eine Umgebung U = U (xg) gibt mit
rg,f =r = const., x €U .

Eine Abbildung f heifit eine Immersion bzw. Submersion bzw. Subimmersion (schlechthin), wenn die
entsprechende Eigenschaft in jedem Punkt xy € X erfiillt ist.

Bemerkung. Der weiter unten zu findende Rangsatz besagt, dafl lokal eine Subimmersion geschrieben
werden kann als die Komposition einer Submersion mit einer Immersion. Daher stammt die etwas
kuriose Bezeichnung.

Satz 2.10 Jede Immersion bzw. Submersion ist auch eine Subimmersion.

Beweis. a) Ist f eine Immersion in x¢, d. h. rg, f = m, so ist notwendig m < n. Da rg,f <
min (m, n) = m ist und in einer Umgebung U von zy die Abschitzung rg,f > rg, f gelten muf, ist
auch rg, f=m, xz € U.

b) Ist rg, f =n, so folgt n < m. Der Rest erledigt sich wie im Teil a). O

Satz 2.11 (Rangsatz) Es sei rg, f = const. = r lokal um z¢ € X . Dann gibt es lokale Koordinaten
Tiyeooy T um ,x0=0 “in X und (y1,...,yn) um ,yo = f(x0) =0 “in Y, so daf

F@1eees@m) = (@150 20, 0,...,0)

Speziell hat man in solchen Koordinaten

a) f(x1,...,xm) = (T1,-.-,Tm, 0,...,0) fir eine Immersion, m <n,
bzw.
b) f(x1,...,2m) = (21,...,2,) fir eine Submersion, m >n.

Beweis. Wir fithren lokal um z¢g = 0 und yo = f (z¢) = 0 Koordinaten ein, s. d. f gegeben wird durch

f(ml,...,xm) = (fl (x17~"a‘rm)7"'7fn(x17'-‘7xm)) .

Ohne Einschrinkung kénnen wir (nach Verkleinerung der Karten und Umbenennung der Variablen)

annnehmen, dafl iiberall
OF;
det (JZ) #0.
Oxy, 1<4,k<r

Betrachte zuerst die Abbildung

(2 (xla"'vxm,) — (fl (xlv"'axm)"'-afr (xla"'aajm)’ zr—‘—lv"'axm,) .
Wegen
()
—_— *
Dy = Oy, 1<, k<r
0 Emfr

ist ¢ lokal um 0 ein Diffeomorphismus. Wir verkleinern wieder entsprechend die Umgebungen.

Mit dem (lokal um den jeweiligen Ursprung zu verstehenden) Diagramm

R™ 14 R™
\ /_foﬁp
Rn
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folgt aus der Beschreibung von f und ¢ sofort, daBl g gegeben wird durch
9(517 e afm) = (517 cee 757“7 g'f-‘rl(§17 R ’g’m)a ne agn(gla R 7£m)) )

und da ¢ ein Koordinatenwechsel auf X nahe z( ist, mufl auch rgg = r = const. sein. Wir kénnen
daher wieder = statt £ schreiben und von vornherein annehmen an, daf§ f schon die Gestalt

fxy, ..o zm) = (@1, @y fra1 (@1, oo )y e ooy (@1, -y 2m)),  18,f = r = const.

besitzt. Nun ist in diesem Fall

Wegen rg, f = r muB daher

OF:
i:O fir j=r+1,...;,n,k=r+1,....m
&vk

gelten. Bei erneuter Verkleinerung der Umgebung (wihle z. B. einen geeigneten Wiirfel) gilt dann

fi(xy,. . xm) = fj(x1,...,20,0,...,0) = hj(21,...,2,) .
Nun ist ¢ : R®™ — R™, lokal um 0 gegeben durch

Yy = (y17"'7yn) — (yla"'ay’m Yr4+1 — hr+1(yla"'ayT)a"'7yn - hn(y17"'7y7‘))7

wiederum ein Diffeomorphismus im Bildbereich, und bzgl. dieser neuen Koordinaten wird f (bei er-
neuter Verkleinerung der Ursprungs—Karte) gegeben durch

(1, oy xm) — (T1,...,2,,0,...,0) . O

Folgerung 2.12 Ist [ eine Submersion, so ist f offen (d. h. f(U) ist offen in Y fir alle offenen
Mengen U C X ).

Warnung. Ist f: X — Y eine Immersion, so ist das Bild f(X) nicht notwendig abgeschlossen in Y
(auch nicht, wenn f injektiv ist). Siehe hierzu auch das néchste Kapitel.

Aus Griinden der spéteren ,,Zitierbarkeit“ fiigen wir hier noch eine exakte Definition des Begriffes
Teilung der Eins an.

Definition. Es sei X eine C"-Mannigfaltigkeit und 4 = {U;}jes eine offene Uberdeckung. Eine der
Uberdeckung 4 untergeordnete C"—Teilung der Eins ist ein System von C"-Funktionen 7; : X — R
mit den folgenden Eigenschaften:

i) 0<m(x) <1, ze€X;
ii) suppn; CC Uj;

iii) ist U eine beliebige Umgebung eines Punktes zq, so ist die Menge der j € J mit U; NU # 0
endlich ;

iv) an jeder Stelle x € X ist die (nach iii) endliche) Summe >, ;n;(z) gleich 1.

Hierbei bezeichnet suppn den Trdger einer Funktion 7, d. h. den Abschlufl der Menge der Punkte auf
X, in denen 7 nicht verschwindet.

Bemerkung. Fiir parakompakte C*-Mannigfaltigkeiten, x < oo, existieren zu beliebigen offenen Uber-
deckungen stets untergeordnete Teilungen der Eins. Wegen der jeweiligen Identititssdtze ist diese Aus-
sage fiir reell- und komplex—analytische Mannigfaltigkeiten selbstversténdlich falsch.
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Definition. Es sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und Z C X eine Teilmenge (mit indu-
zierter Relativtopologie, die dann insbesondere hausdorffsch ist und das zweite Abzéhlbarkeits—Axiom
erfiillt). Z heifit eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von X , wenn es fiir alle xg € Z eine Karte
(U, v, V) von X gibt mit z¢ € U, 9 (x9) =0 und

W(ZNU) = LOV, L ={@m = =a, =0},

Bemerkungen. Bei dieser Definition braucht man einen mazimalen Atlas fiir X . Sonst mufl man fordern,
daBl ¥ (ZNU) C V eine Untermannigfaltigkeit von V ist, d. h. man braucht den Begriff schon fiir R™.
Nach unserer Definition ist Z C R™ eine Untermannigfaltigkeit, wenn es fiir alle z € Z eine Umgebung
U und einen Diffeomorphismus ¢ : U — V C R™ gibt mit ¥ (ZNU) = LNV . Dies ist nicht die von
uns frither verwendete (Standard-) Definition; wir wissen aber, daf} sie zu der iiblichen #quivalent ist.
Wir werden dies anschlieBend noch einmal (fiir Mannigfaltigkeiten) beweisen.

Wir beginnen mit einigen einfachen Erkenntnissen.

Lemma 3.1 FEine differenzierbare Untermannigfaltigkeit Z C X ist notwendig lokal abgeschlossen,
d. h. es ezistiert eine offene Teilmenge U C X, so daff Z CU und U\ Z offen in X ist.

Warnung. 1. a. kann man nicht U = X wiéhlen, d. h. Z ist nicht notwendig abgeschlossen in X .
Lemma 3.2 Sind Z1 C Xy, Zy C X5 zwei Untermannigfaltigkeiten, so auch Zy X Zs C X1 X Xo .

Die Beweise dieser Aussagen sind elementar und werden deshalb dem Leser iiberlassen. Etwas schwie-
riger ist der Nachweis des folgenden Satzes.

Satz 3.3 Eine Untermannigfaltigkeit Z C X traigt in kanonischer Weise die Struktur einer differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit.

Beweis. Es seien (Uj, v, V;), j = 1,2, zweil Karten mit Uy NUs # @ und ¢; (ZNU;) = L;NV;.
Ohne Einschrankung sei U; = Uy = U. Dann ist A := 9y o ¢ L ein Diffeomorphismus V; — V5
mit A(L; NVi) = LaNV,. Es ist leicht einzusehen, dafl dann A|p,qy, : L1 NVi — Ly N Vs ein
Diffeomorphismus (von niederdimensionalen Rdumen) ist. Daraus folgt sofort, dafl die Karten

(ZmUa/lz[}lZﬂU?w(ZmU) = LﬂV)

eine differenzierbare Struktur auf Z erkldren. O

Wegen Satz 3 kann man nun auch von differenzierbaren Abbildungen f : Z — Y von Z in eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit Y sprechen. Da zur Charakterisierung solcher Abbildungen der Be-
griff der differenzierbaren Funktion auf Z geniigt (siche Lemma 2.3), ist es wichtig, Kriterien fiir die
Differenzierbarkeit einer Funktion auf Z zu kennen. Wie im Fall von Untermannigfaltigkeiten von R"™
gilt nun, wie man durch Betrachtung geeigneter Karten sofort sieht:

Lemma 3.4 FEine Funktion f: Z — R auf einer Untermannigfaltigkeit Z C X ist genau dann diffe-
renzierbar, wenn f lokal um jeden Punkt xo € Z die Finschrinkung einer differenzierbaren Funktion
F auf einer offenen Umgebung von xg in X ist.

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser, ebenso die Herleitung der beiden folgenden Aussagen.

Satz 3.5 a) Die Untermannigfaltigkeiten Z C X mit dim, Z = dim, X fir alle x € Z sind genau
die offenen Teilmengen von X (,offene“ Untermannigfaltigkeiten).

b) Die Untermannigfaltigkeiten Z C X mit dim, Z = 0 fiir alle © € Z sind die diskreten (notwendig
abzihlbaren) Teilmengen in X .
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Satz 3.6 FEs sei Y C X eine Untermannigfaltigkeit, Z CY ein topologischer Unterraum. Dann gilt:
Z CY ist eine Untermannigfaltigkeit genau dann, wenn Z eine Untermannigfaltigkeit von X ist.

Definition. Ist X rein n—dimensional und Z C X von der reinen Dimension n — 1, so heifit Z eine
Hyperfiiche.

Wir kommen nun zu einer der zentralen Definitionen fiir differenzierbare Abbildungen, die es
gestattet, Untermannigfaltigkeiten auch auf eine andere Weise zu beschreiben, die aus der Anfénger-
vorlesung vertraut sein sollte.

Definition. Essei f € C*°(X,Y). f heifit regulir im Punkt o € X, wenn f dort eine Submersion ist.
Yo € Y heit ein reguldrer Wert von f, wenn f in allen Punkten zq € f=! (yo) reguldr ist. (Dies gilt
insbesondere fiir yo € f(X), d. h. f~!(yp) = 0). Im anderen Fall spricht man von singuliren Stellen
bzw. Werten.

Satz 3.7 a) Es sei yo € Y ein regqulirer Wert von f € C*(X,Y). Dann ist Z := f=1(yo) eine
abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von X mit

codim,,(Z, X) := dim,, X — dim,, Z = dim,, Y
fiir alle xg € Z .
b) Lokal ist jede Untermannigfaltigkeit von dieser Gestalt. (Dies ist die ibliche Definition im R™ ).

Beweis. a) Nahe xg € f~!(yo) gibt es Karten mit 20 =0€ V; CR™, yo=0€ Vo CR?,s. d. f
gegeben wird durch

(1, .., xm) — (T1,...,2n), Mm>n.

Dann ist in V7 :
Z = f""(yo) ={0,....0, @41, ... Tm) },

also eine Untermannigfaltigkeit mit
dimg, Z = m — n = dim,, X — dim,, Y .

b) In einer lokalen Karte V' wird Z gegeben durch z,41 = --- = z, = 0, dim, X = n. Betrachte
die Projektion

V - R’I’L*T
p:
(@1, oy Tn) — (Tpg1y.eyTp)

Nach Definition ist p eine Submersion, und es ist

pt(0)=2ZnV. O

Bemerkung. Eine a) entsprechende Aussage gilt auch mutatis mutandis fiir Subimmersionen (von
konstantem Rang).

Definition. f € C®(X,Y) heifit eine Einbettung (von X in Y), falls Z = f(X) C Y ei-
ne Untermannigfaltigkeit und f : X — Z ein Diffeomorphismus ist. (Insbesondere mul f injektiv
sein). Man nennt die Einbettung f offen bzw. abgeschlossen, wenn Z offen bzw. abgeschlossen in Y ist.

Bemerkung. Eine Einbettung ist notwendig eine injektive Immersion (siehe unten). Die Umkehrung gilt
nicht, wie folgende Skizze zeigt:
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f: R— R?
Figure 3.1
Es gilt jedoch

Lemma 3.8 Ist f € C®(X,Y) eine Immersion in xy, so gibt es Umgebungen Uy = Uy (zg), Us =
Us (f (J?Q)) mit f(Ul) Cc Us, s. d.
flo, €€ (Ur, Us)

eine abgeschlossene Finbettung ist.
Beweis. Rangsatz. O

Satz 3.9 fe€C>®(X,Y) ist genau dann eine Einbettung, wenn folgendes erfiillt ist :
a) f ist eine injektive Immersion ;

b) f: X — Z ist ein Homéomorphismus.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen ist klar. Seien umgekehrt a) und b) erfiillt. Wegen
des vorstehenden Lemmas ist der Homoomorphismus f : X — f(X) lokal ein Diffeomorphismus
auf eine Untermannigfaltigkeit. Also ist f(X) eine Untermannigfaltigkeit und f : X — f(X) ein
Diffeomorphismus. (]

Bemerkung. Eine eigentliche injektive Immersion ist eine abgeschlossene Einbettung (Ubungsaufgabe).

Wir beschliefen diesen Paragraphen mit der Formulierung des berithmten Einbettungssatzes von
WHITNEY, den wir aber nicht benutzen werden und daher auch nicht beweisen.

Satz 3.10 (Whitney) FEs sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit

dim X := sup dim, X = n < oco.
zeX

Dann gestattet X eine abgeschlossene Finbettung
fir X ——R™M,

Bemerkung. Der Satz bleibt richtig in der reell-analytischen Kategorie (GRAUERT, MORREY; bei Grau-
ert mit holomorphen Techniken bewiesen). Im komplex—analytischen Fall ist die entsprechende Aussage
X < CV immer falsch fiir kompakte X (auBer wenn X null-dimensional ist). Sie gilt exakt fiir
die Klasse der ,,Steinschen “ Mannigfaltigkeiten (so genannt nach KARL STEIN). Im kompakten Fall
kann man nach Einbettungen X < Py (C) fragen. Diese existieren fiir die sogenannten ,,projektiv—
algebraischen “ Mannigfaltigkeiten X .
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Essei X C R™ eine r—dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es fiir alle € X einen (eindeutig
bestimmten) r—dimensionalen Unterraum von R™, genannt T'x ., , so daff der affine Raum

zo + Tx g,

die Mannigfaltigkeit X im Punkte xzy € X ,besser als linear“ approximiert. Tx ;, heit der Tangen-
tialraum von X im Punkte zo. Wir haben frither fiir T'x ;, verschiedene Beschreibungen gegeben je
nach Darstellung von X nahe xg (wobei ohne Einschrinkung z¢o = 0 angenommen werden kann):

a) Ist X ={xeU=U(z9) CR": fry1(z)="--- = fu(z) = 0} mit C>®°-Funktionen fryi,..., fn:
U—-R,soda mit f:=(fr41,...,fn): U— R " gilt:
e (Oi _
rgzo Df =1g <6.’Ek (1}0)) j=:41r1 ..... . =n-r,

SO ist
TX,mO = {geRn: (Df)xof = O}

b) Ist (U, ¥, V) eine Karte von X mit 2o € X und ¢ (z9) =0, ¢ =¥, V CR", so ist (mit ¢
aufgefafit als Abbildung ¢ : V — U C R"):

TX,xo = {gan: § = (D‘p)onv UGRT}'

Bemerkung. Der ,Graph-Satz“ besagt, da man im Falle b) die Abbildung ¢ = ¢! sogar als
Einschrankung der Projektion 7 : R™ = R"™" x R"™ — R" in geeigneten Koordinaten wéahlen kann.
Die hieraus resultierende Beschreibung von Tx ,, wird weiter unten abgeleitet und zum Nachweis der
Mannigfaltigkeits—Eigenschaften des Tangentialbiindels verwendet.

Man kann nun diese Tangentialrdume ,diskret“ nebeneinanderlegen auf die folgende Weise
Tx ={(z, ) eR"xR": 2€X,{cTx, CR"}
und den folgenden Satz beweisen (den wir spéter wesentlich verallgemeinern werden).

Satz 4.1 1. Ist X eine Untermannigfaltigkeit von R™ der Dimension r, so ist Tx eine Unter-
mannigfaltigkeit von R?™* = R™ x R® der Dimension 2r;

2. bezeichnet w: Tx — X die kanonische Projektion
Tx > (z, &) — ze X,
so gilt:

a) ' (x) =Tx,, die Faser besitzt also eine Vektorraumstruktur,

b) 7 st eine surjektive Submersion,

¢) zu jedem xg € X existiert eine Umngebung U = U (x9) C X wund ein Diffeomorphismus xu ,
der das folgende Diagramm

XU

U xR L (U)

pP=Dpn e
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kommutativ macht (,,lokale Trivialisierung®), und die Faserabbildung
Xve: RO 2 pHz) — 7 (2) = Tx.
ist ein (linearer) Isomorphismus fiir alle x € U .
Definition. Das Tripel (Tx, m, X) oder kurz auch T'x heifit das Tangentialbindel von X .

Beweis von Satz 1. Es sei ohne Einschrinkung X (lokal) ein Graph:

X ={(x1,...,2p) ER" 1 2 = fr (x1,...,2.), k=r+1,...,n}.

Dann ist
TX,I = {geRn: g = (Df):vna UERT};
wobei
f(xlr"axr) = (3317.-.,1'7«, f’r’+1(I17"'axT‘)a"'7fn(x17"~7x'r'))
und damit
K,
0w ) worgr o
so daf also &£ = (&1,...,&,) € Tx,» genau dann, wenn
"9
(*) §k:77k7k:17~--»7"a fk: Tfk(xlv"wxr)'njak:T+17"'7n'
j=1 9
Somit wird Tx (lokal) beschrieben durch die Menge
n n . _ a afk _ _
{(ZL’, 5) € R" x R™: Tk — fk(zra"wxr) - Oa Ek - Z %(xla"'axr)gj - Oa k= T+]—v~~'7n}'
j=1

*

ETL*T

und somit offensichtlich den Rang 2n — 2r besitzt, ist Tx C R™ x R™ eine Untermannigfaltigkeit der
Dimension 2r.

Eine (lokale) Trivialisierung bekommt man in der vorigen Situation sehr einfach durch
XXxR" 3 (2,&) — (2,8 € Tx C X xR",

wobei ¢ = (&,...,&) und & = (&,...,&,) durch die Formel (x) gegeben wird. Die restlichen
Aussagen sind unproblematisch. O

Man kann dieses Ergebnis auch mit den beiden anderen Erscheinungsformen des Tangentialraums
einsehen. Wir illustrieren dies zunéchst am Fall des ,Flachmachens®. Offensichtlich ist das folgende
Beispiel.

Beispiel. Sei X C R" linear und r-dimensional. Dann ist Tx, = X fiir alle z € X, s. d.
Tx =X x X CR" x R" trivial ist.
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Wir betrachten nun allgemeiner zwei Untermannigfaltigkeiten X7, Xo C U C R™, die unter einem
Diffeomorphismus F € C*°(U, U) aufeinander abgebildet werden: F (X;) = Xa. Ist ¢ eine (lokale)
Parametrisierung von X7 , so ist @9 := F o) eine Parametrisierung von X5 . Aus der obigen Beschrei-
bung der Tangentialbiindel von X; und X5 und der Kettenregel ergibt sich dann sofort der folgende
Satz.

Satz 4.2 Die Abbildung
{ Ux R* — Ux R"

(@, & — (F(x), (DF):E)

mduziert einen Diffeomorphismus von Tx, nach Tx,, so daf$ das folgende Diagramm

Tx, = Tx,

X1

Xo
kommutativ ist.

Wendet man diesen Satz auf einen (lokalen) Flachmacher F einer Untermannigfaltigkeit X an und
verwendet man die Bemerkung in dem vorstehenden Beispiel, so ergibt sich erneut die lokale Trivialitét
des Tangentialbiindels einer Untermannigfaltigkeit von R™.

Im zweiten Teil dieses Kapitels wollen wir das Tangentialbiindel T'x zu einer Untermannigfaltigkeit
X C R™ mit einem geeigneten Atlas beschreiben. Dies liefert uns sofort die Moglichkeit, das Tangenti-
albiindel auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten rein formal einzufiihren. Selbstverstéindlich werden wir
uns nicht mit einer solchen formalen Beschreibung zufriedengeben, sondern diese auf einem konzeptio-
nellen Hintergrund beleuchten.

Es sei also (U, ¥, V) eine Karte auf der r—dimensionalen Untermannigfaltigkeit X C R™. Dann ist
p=1"1:V — U CR" auffaBbar als differenzierbare Abbildung von V C R” nach R™. Man sieht
dann leicht, daf die Abbildung

VxR 3 (z,v) — & (z,v) := (¢(x), (D), -v) € Tx

einen Diffeomorphismus von V x R" nach Tx|y := 7 }(U) liefert, der auf den jeweiligen Fasern
ein linearer Isomorphismus ist. Durchlduft dann (V, ¢, U) einen Atlas von X, so bilden die Tri-
pel (V xR", & Tx|y) einen Atlas von Tx . Es ist nun auferordentlich einfach, den (abstrakten) 1-
Cozyklus zu diesem Atlas zu berechnen: Sind (Vj}, ¢;, U;) und (Vi, @i, Ux) zwei Karten von X, und
ist pr; = pr Loy, der entsprechende Kartenwechsel auf Vj;, so wird offensichtlich der entsprechende
Kartenwechsel

(+) ij x R" — V}'k x R”"
auf Tx gegeben durch

(++) (x5, v5) ¥ (@K, &) = Ppj (25, v5) = (pr;(x5), (DPkj)a; - v5) -

Wie oben schon angedeutet, kann man vermittels (+) und (++) aus einem abstrakten 1-Cozyklus
{¢k;} zu einer n—dimensionalen Mannigfaltigkeit X einen abstrakten 1-Cozyklus zu einer 2n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit {®;;} gewinnen. Der hieraus konstruierte topologische Raum, den
wir mit Tx bezeichnen wollen, erfiillt tatséichlich, wie man sich einfach iiberlegt, das Hausdorffsche
Trennungs—Axiom und das 2. Abzdhlbarkeits—Axiom - schlicht deshalb, weil dies fiir den 1-Cozyklus
{¢r;} der Fall ist (dieser verklebt sich ja zu der vorgegebenen Mannigfaltigkeit X ; siehe hierzu auch
das folgende Kapitel). AuBerdem hat man eine kanonische differenzierbare Projektion 7 : Tx — X, die
alle Eigenschaften der entsprechenden Abbildung im Falle von Untermannigfaltigkeiten besitzt (siehe
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Satz 1). Selbstverstéindlich hingt das so konstruierte Tangentialbiindel Tx von der Vorgabe des Co-
zykels {¢r;} ab. Wihlt man einen anderen solchen Zyklus, so ist das entsprechende Tangentialbiindel
nur diffeomorph zu Tx iiber X (siehe zu diesem Begriff das niichste Kapitel). Dieses Phéinomen liegt
aber in der Natur der Sache, da ja auch die abstrakte Mannigfaltigkeit X nur ,bis auf Diffeomorphie*
durch den Cozyklus {py;} bestimmt ist.

Was an dieser Konstruktion letztlich unbefriedigend ist, ist die (vermeintliche) Tatsache, dafi der
Tangentialraum Tx , := n~'(xz) von X an der Stelle = keinerlei konzeptionelle Bedeutung zu haben
scheint. Bei genauerem Hinschauen sieht man jedoch mehr. Wie im Fall der Untermannigfaltigkei-
ten betrachten wir zu fest vorgegebenem Punkt zp € X differenzierbare Kurven o : (—¢,¢) — X
mit « (0) = zg. Differenzierbarkeit bedeutet nach unserer fritheren Definition nichts anderes, als dafl
beziiglich jeder Karte (U, ¢, V) mit 2yp € U und - ohne Einschriankung - ¢ (z¢) = 0 die Komposition
& := 1 o « differenzierbar ist (die Komposition existiert natiirlich, wenn man e > 0 hinreichend klein
wéhlt). In der Menge dieser Kurven fithren wir dann eine Relation ein durch

Q1 ~g, Qg < &/1(0) = a,2(0) .

Man sieht unmittelbar, da diese Definition von der gewahlten Karte unabhéngig ist und tatséchlich
eine Aquivalenzrelation liefert. Wir nennen dann die Menge der Aquivalenzklassen den Tangentialraum
Tx z, von X an der Stelle . Wahlt man aus einer Aquivalenzklasse eine Kurve a aus, so ist der Wert
a’(0) € R™, n = dim,, X, nur von der Klasse abhiingig; auf diese Weise erhilt man eine Bijektion

(D)ay : Txey — R,
die sich unter Koordinatentransformation gut verhélt: Aus der Beziehung
(roa) = (v ops)o(Wjoa)
folgt sofort
(%) (DYi)ae = (D)o © (D), -

Die bedeutet insbesondere: man kann vermoge (5¢)z0 die Vektorraum-Struktur von R" nach Tx 4,
liften, und diese Struktur ist unabhingig von der ausgewé#hlten Karte.
Betrachte nun
TX = |_| TX@
zeX

zusammen mit der kanonischen Projektion 7 : Tx — X . Auf

|_| TX,zo = 7T71(U)

xo€U

bekommt man durch (ﬁw)xo , o € U, eine Bijektion nach U xR", und im Durchschnitt zweier solcher
Karten U; x R™ und Uy x R™ verkleben sich diese auf die ,richtige (insbesondere differenzierbare)
Weise:

Urj x R" 3 (z, v;) ¥ (@, (Dprj)p, () - vi) € Uji x R™.

Damit kann man, unabhéngig von der gewahlten Karteniiberdeckung, Tx mit einer Mannigfaltigkeits-
struktur versehen, so da3 7w differenzierbar und Tx bzgl. 7 lokal trivial wird und jeder Kartenwechsel
die gewiinschte Form besitzt. Tx kann daher zu Recht als das Tangentialbiindel von X bezeichnet
werden. Selbstverstindlich ist es im Falle einer Untermannigfaltigkeit ,isomorph“ zu dem klassischen
Tangentialbiindel.

Hat man speziell eine offene Teilmenge V' C R™ als Mannigfaltigkeit vorliegen, so gewinnt man mit
der Karte (V, id, V) die kanonische Isomorphie

(Did), : Ty, — R
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an jeder Stelle z € V. Die Zusammensetzung von (51/1)95 : Tx, — R”™ mit der Inversen zu
(Did)y(z) : Tvp@) — R™ bezeichnen wir als das Differential von ¢ an der Stelle x:

(DY), = (Did); 0 (D¥) : Txo — Tvipa) -

Dieser lineare Isomorphismus ist mengentheoretisch denkbar einfach zu beschreiben: Ist der Vektor
v € Tx , die Restklasse zu einer differenzierbaren Kurve o : (—¢, ) — X, so ist sein Bild in Ty, ()
die entsprechende Restklasse der Kurve 1o «.

Die letzte Bemerkung erlaubt es uns, auch das Differential einer differenzierbaren Abbildung f :
X — Y im Punkte z € X zu erkldren, indem man von der Kurve « zu der Kurve f o« iibergeht.
Dies liefert dann eine kanonische Abbildung

(Df)w : TXJ a— TY,f(z) .

Wi&hlt man wie oben Karten um z und y = f (z), so ist (Df), natiirlich die Zusammensetzung der
Differentiale (D), (D(¢ 0 f 0 ¢))y) und (D@);,, - Die hierdurch vermoge des Diagramms

Ty — Pz
(Do), (D),
R™ R™

induzierte Abbildung R™ — R™ ist nichts anderes als das klassische Differential (D(1) o f o ©))p(z) -
Insbesondere ist das Differential eine lineare Abbildung. Auflerdem folgt hieraus, dafl Df, aufgefafit
als Abbildung Tx — Ty , differenzierbar ist. - Wir fassen zusammen:

Satz 4.3 Zu jeder differenzierbaren Abbildung f: X — 'Y gibt es eine wohlbestimmte differenzierbare
Abbildung Df : Tx — Ty, die in jedem Punkt x € X mit dem (linearen) Differential (Df)y : Tx o —
Ty j(x) ftbereinstimmt. Insbesondere ist das Diagramm

Ty — 21

Ty

TX Ty

X

Y

kommutativ.

Bemerkungen. 1. Mit unseren vorigen Ausfithrungen kann man sich leicht davon iiberzeugen, daf§ das
so definierte Differential in allen Fillen, in denen schon ein klassisches Differential vermittels der Funk-
tionalmatrix erklért ist, mit diesem auf natiirliche Weise identifiziert werden kann.

2.Ist a: I:=(—¢,¢e) = X eine differenzierbare Kurve mit « (0) = g, so ist der durch « definierte
Tangentialvektor in T, nichts anderes als das Bild

(Da)o(vo) ,

wobei vy € Tt der durch den Weg ~ (¢) := ¢ bestimmte Einheitsvektor ist.

Das (Aufstellen und) Beweisen der naheliegenden Rechenregeln wie Didx = idy, und z. B. der
Kettenregel
D(go f) = DgoDf

iiberlassen wir dem Leser. Satz 2 ist damit nur ein Spezialfall des vorstehenden Satzes.
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Wir machen das Beispiel des Tangentialbiindels zur Grundlage einer weitreichenden Verallgemeinerung.

Definition. Es seien E und X differenzierbare Mannigfaltigkeiten, und = : E — X sei eine dif-
ferenzierbare Abbildung. Das Tripel (E, w, X) heifit ein (differenzierbares) Faserbiindel, wenn es zu
jedem zg € X eine Umgebung U = U (xg), eine weitere differenzierbare Mannigfaltigkeit F' und einen
Diffeomorphismus xy : U x F — 7~ 1 (U) gibt, so daf das folgende Standarddiagramm kommutativ
wird:

UxF XU 1 (U)
p = pry s

U

Bemerkungen. 1. Die Fasern E, = 7! (z) sind unter X(_Jl diffeomorph zu der Untermannigfaltigkeit
{z} x FF C U x F, also selbst Untermannigfaltigkeiten, die fiir alle z € U diffeomorph zu F sind
(daher bekommt F' keinen Index z ). Es ist leicht zu sehen, dafl diese Aussage iiber jeder Zusammen-
hangskomponente von X richtig bleibt; auf einer solchen hat (F, w, X) an jeder Stelle den gleichen
yFasertyp“ F (bis auf Diffeomorphie). Wollen wir das auf ganz X verlangen, auch wenn X nicht
zusammenhéngend ist, so schreiben wir den Fasertyp mit in die Definition, bezeichnen das Biindel also
durch ein Quadrupel (E, 7, X; F) anstelle des Tripels (E, 7, X).

2. m ist (lokal) eine Projektion und surjektiv. Insbesondere ist 7 eine Submersion. Es gilt fiir e € F

mit xg;' (e) = (z, v), daB
dim, F = dim,; X + dim, F'.

Beispiel. Das sogenannte triviale Faserbiindel iiber X mit Faser F' ist gegeben durch das kartesische
Produkt E = X x F', zusammen mit der kanonischen Projektion 7 := pr; : £ = X x F — X.
Insbesondere macht die Identitéit id : E := X — X die Mannigfaltigkeit X zu einem Biindel {iber sich
selbst (mit einpunktigem Fasertyp).

Bemerkung. Ersetzt man in der obigen Definition iiberall den Begriff der Differenzierbarkeit durch
Cr—differenzierbar, so gelangt man zur Definition von C"—Biindeln iiber einer C"-Mannigfaltigkeit X .
Insbesondere sind hierdurch auch reell-analytische und komplex—analytische Biindel erklart.

Die fiir unsere Belange interessanteste Beispielklasse ist die der Vektorraumbiindel:
Definition. Ein Faserbiindel (E, m, X; F') heifit ein (reelles) Vektor(raum)biindel vom Rang r, wenn
F und alle E, reelle Vektorrdume der Dimension r und alle Abbildungen
XUz ‘= XU‘{ZE}XF P = {x} X F — E;

linear (e Isomorphismen) sind. Ist der Rang r = 1, so spricht man auch von einem Geradenbiindel (oder
Linienbiindel). Entsprechend definiert man komplexe Vektorbiindel.

Der ganz andere Spezialfall einer Uberlagerung hat ein topologisches Interesse. Wir kommen hierauf
noch am Ende dieses Kapitels zuriick.

Definition. Ein Faserbiindel (F, 7, X; F') mit n}llldimensionalem (also diskretem, abzihlbarem) Faser-
typ F heifit eine (unbegrenzte, unverzweigte) Uberlagerung von X (mit der Blitterzahl card F'). In
diesem Fall ist (lokal um zp € X ):

7 (U) = |_| u, =

LeEF

v, : U, — U Diffeomorphismen .

Man nennt dann ein solches U eine gleichmdfig tiberlagerte Umgebung.
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Definition. Ein (differenzierbarer) Morphismus von Faserbiindeln (E, w, X) — (E', ©’, X') ist ein Paar
(f, g) von differenzierbaren Abbildungen f: X — X', g: E — E’, s. d. das Diagramm

9

E E'
e 7'('/
X X’
f

kommutiert. Dies bedeutet, da§ ¢ die Faser E, iiber einem Punkt z € X in die Faser E!, iiber dem
Bildpunkt 2’ = f () von z unter f abbildet. Ist insbesondere X = X’ und f = id, so spricht man
auch von X—Morphismen oder Morphismen tber X . Es ist klar, was Isomorphismen in der Kategorie
der Faserbiindel sind. Die lokale Trivialitit eines Faserbiindels (F, w, X; F') kann man dann auch
folgendermaflen beschreiben: Zu jedem Punkt xy € X gibt es eine Umgebung U C X, so daf} das
eingeschrinkte Biindel E|y := 7~ 1(U) — U iiber U isomorph zu dem trivialen Biindel U x F — U
ist.

Hat man Vektorbiindel vorliegen, so spricht man von einem Vektorbiindel-Homomorphismus, wenn
die induzierten Faserabbildungen g, = g|g, : E; — E., linear sind. In diesem Falle ist (f, g) genau
dann ein Vektorbindel-Isomorphismus, wenn f ein Diffeomorphismus ist und alle Faserabbildungen
gz lineare Isomorphismen sind. - Wir fithren noch die folgende Notation ein.

Definition. Die Menge aller X—Homomorphismen E — E’ von Vektorbiindeln E, E’ iiber X wird
mit

Homy (E, E')
bezeichnet. Sie trigt die kanonische Struktur eines C*°(X, R)-Moduls.

Auflerdem ist auch die folgende Sprechweise niitzlich.

Definition. Ein Faserbiindel (E, 7, X; F) hei$t trivialisierbar, wenn es einen X-Isomorphismus nach
(X x F, pry, X; F) besitzt. Ist insbesondere das Tangentialbiindel T'x einer Mannigfaltigkeit X tri-
vialisierbar, so heifit die Mannigfaltigkeit X parallelisierbar. Dies besagt (siehe das néchste Kapitel),
daBl es n = dim X Vektorfelder auf ganz X gibt, die an jeder Stelle x € X linear unabhéngig sind,
also in jedem Punkt eine Basis des Tangentialraums Tx , bilden.

Beispiel. Die Sphiren S' und S® sind parallelisierbar (Ubungsaufgabe). Dies ist sonst nur noch fiir
die Sphére der Dimension 7 (und der Dimension 0) richtig?; die Sphéren gerader Dimension tragen
nicht einmal globale Vektorfelder ohne Nullstellen, wie der berithmte Satz vom stetig gekiammten Igel
aussagt.

Wir wollen jetzt Biindel vermoge geeigneter 1-Cozyklen beschreiben und durch Verkleben wieder
rekonstruieren. Ist (E, m, X; F') ein Faserbiindel, so gibt es eine offene Uberdeckung 4 = {U; }jer
von X, s. d. fiir alle j eine Trivialisierung

Xi

Uj x F ’/Til(Uj)
Py ™

U;

existiert. Sind j, k € I gegeben, so schreiben wir wie in Kapitel 0 Uy; = U, NU; als Teilmenge von
U; , also entsprechend Uj, C Uj, etc. Wir haben dann einen Biindelisomorphismus

3Den wundersamen Grund fiir diese Tatsache findet man z. B. in dem Artikel Divisionsalgebren und Topologie von F.
HIRZEBRUCH, der als Kapitel 11 auf den Seiten 233-252 in dem Springer—Lehrbuch EBBINGHAUS ET AL.: Zahlen, dritte
verbesserte Auflage, enthalten ist.
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Xkj

Uij F Ujk x F
pry pry
Uj DUkj d UjkCUk

wobei xx; = X;:l ox; ein Diffeomorphismus von der Gestalt

Xkj (J,’, U) = (xa ij (.%‘, U))

ist. Die xg; heiflen auch Ubergangs— oder Transformations—Diffeomorphismen zu dem Faserbiindel E
und der trivialisierenden Uberdeckung ${. Aufgrund der Konstruktion ist unmittelbar klar, dafl X
die Identitdt auf U; x F' ist, weiter x;xr = X;jl gilt und auf dreifachen Durchschnitten die Cozykel-
Bedingung

Xtk © Xkj = Xty

erfiillt ist. Wie in Kapitel 0 sieht man sofort, dafl die Cozykel-Bedingung die beiden ersten Aussagen
impliziert.

Definition. Man nennt 1-Cozyklen vom obigen Typ auch 1-Cozyklen auf der Mannigfaltigkeit X mit
Werten in der Gruppe Diff (F).

Der Grund fiir diese Bezeichnung ist der folgende: Bei festem z € U; mufl die Abbildung v —
0k (, v) ein Diffcomorphismus der Faser F = {z} x F' sein. Wir fassen daher ), als Abbildung

ij: Ukj — DIH(F),

in die Gruppe Diff (F') der Diffeomorphismen von F auf. Wir nennen eine beliebige Abbildung von
dieser Art eine durch Uy; differenzierbar parametrisierte Familie von Diffeomorphismen von F', wenn
umgekehrt die mit Hilfe von 6; wie oben definierte Abbildung xy; einen Diffeomorphismus auf Uy; x F'
darstellt.

Bemerkung. Da die xj; eindeutig durch die 6i; bestimmt sind und umgekehrt, nennt man auch das
System der letzteren einen 1-Cozyklus mit Werten in Diff (). Die Cozykel-Bedingung ist in dieser
Terminologie allerdings etwas komplizierter. Sie lautet

Oer (, Okj (2, v)) = Ogj (x, v) .

Die ersten beiden Bedingungen lauten 6;; (z, v) = v und 0 (z, v) = Hk_jl(x, v).

Liegt speziell ein (reelles) Vektorbindel vor, so ist 6i; notwendig von der Form
Orj(z, v) = Ag; (z) - v,

wobei Ay;(z) fir alle € Uy; eine (reelle) invertierbare r x r—Matrix bezeichnet; hierbei ist r =
rang £/'. Man nennt die Ay; die Ubergangsmatrizen des Biindels E zur vorgegebenen trivialisierenden
Uberdeckung 4. Damit diese Familie von linearen Isomorphismen differenzierbar parametrisiert ist,
miissen selbstversténdlich die Eintréage der Matrix Ay;(x) differenzierbare Funktionen auf Uy; sein. Wir
sprechen in diesem Fall von einem (differenzierbaren) 1-Cozyklus mit Werten in der Gruppe GL (r, R).
Die Cozykel-Bedingungen lauten in diesem Fall explizit:

Ajj(x) = Br, Aj(z) = (Ag(2) ™", Aw(a) - Agj(z) = Ag(a) .

Beispiel. Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem Atlas 2 = {(V}, ¢;, U;) }, so bilden
die (unter v, gelifteten) Funktional-Matrizen Dy, , also genauer die Matrizen Dy;(10;(x)), einen
solchen 1-Cozyklus. Er kommt selbstverstindlich von dem Tangentialbiindel Tx her. Man rechnet
aber sofort nach, daf auch die Matrizen (D¢gy;)~! einen differenzierbaren 1-Cozyklus mit Werten in
GL (r, R) bilden. Dieser gibt Anlafl zu dem sogenannten Cotangentialbiindel.
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Bevor wir den genauen Zusammenhang zwischen Biindeln und 1-Cozyklen kldren, wollen wir die
vorstehenden Begriffe noch weiter spezialisieren. Fixieren wir eine feste Untergruppe G von Diff (F), so
ist offensichtlich, wie ein Cozyklus mit Werten in G zu erkldren ist. Wir nennen ein Faserbiindel £ — X
ein G- Biindel oder ein Biindel mit Strukturgruppe G, wenn E bzgl. einer trivialisierenden Uberdeckung
zu einem 1-Cozyklus mit Werten in G fithrt. Wir schreiben dann gelegentlich auch (E, 7, X; F, G).
Im Falle von Vektorraumbiindeln hat man sich hierbei auf Untergruppen von GL (r, R) wie z. B.
SL(r, R) oder O(r, R) etc. zu beschrinken. Ein weiterer wichtiger Fall ist der einer Liegruppe G
(siehe Kapitel 13). G ist selbst eine Mannigfaltigkeit, und durch Multiplikation (von links) operiert G
auf sich selbst, wodurch G als Untergruppe von Diff (G) aufgefafit werden kann. Ein Faserbiindel mit
Faser G und Strukturgruppe G wird ein G—Prinzipalbiindel genannt. Jedes (reelle) Vektorraumbiindel
vom Rang r gibt Anlal zu einem GL (r, R)-Prinzipalbiindel.

Wir wollen nun umgekehrt aus einem 1-Cozyklus auf X mit Werten in G C Diff (F') ein G-
Faserbiindel mit Faser F' konstruieren. Genauer beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 5.1 Es sei {xi;} ein 1-Cozyklus auf der Uberdeckung $ = {U;}jer von X mit Werten in
Diff (F). Dann gibt es auf X ein Faserbiindel mit Faser F, das bzgl. W trivialisierbar ist und die
vorgegebenen Ubergangs—Diffeomorphismen besitzt.

Beweis. Wir werden der Bequemlichkeit halber annehmen, daB die Uberdeckungselemente U; e d
schon zu einem Atlas (U;, ¥;, V;) von X gehoren. Wir gewinnen dann einen abstrakten 1-Cozyklus
Xk;j zu den Mengen Vj; x F' durch

Xkj (25, v) = (prj(@5), Okj(pj(z)), v)) .

Durch Verheften wie im Kapitel 0 gewinnt man hieraus einen lokal-euklidischen Raum FE zusammen
mit einer kanonischen Projektion 7 : F — X, so dafl E lokal ein Produkt mit F und w dort
die Projektion auf den ersten Faktor ist. Da nach Voraussetzung X und F hausdorffsch sind und
dem zweiten Abzihlbarkeits—Axiom geniigen, ist dies, wie man leicht sieht, auch fir E der Fall. Wir
iiberlassen dem Leser die Einzelheiten des Nachweises, dafl dieses Biindel die geforderten Eigenschaften
besitzt. O

Was passiert nun, wenn man die beiden oben beschriebenen Konstruktionen hintereinander
durchfithrt? Startet man zuerst mit einer trivialisierenden Uberdeckung zu F und assoziiert hierzu
(bei fest gewéhlten lokalen Trivialisierungen) einen 1-Cozyklus, so ist das aus dem Cozyklus gewon-
nene Biindel offensichtlich (nur) X-isomorph zu E. Auf der anderen Seite gewinnen wir aus dem
Biindel zu einem 1-Cozyklus diesen auch nicht notwendig zuriick, da die lokalen Trivialisierungen nicht
»gottgegeben“ sind. Wir miissen also etwas genauer studieren, wie sich der einem Biindel zugeordnete
1-Cozyklus #indert, wenn man zwar die trivialisierende Uberdeckung beibehilt, die lokalen Trivialisie-
rungen aber beliebig wihlt.

Satz 5.2 Zwei Cozyklen {xr;} und {Xx;} auf der Mannigfaltigkeit X bzgl. der offenen Uberdeckung
s definieren genau dann das gleiche Faserbiindel (bis auf Isomorphie iiber X ), wenn es Diffeomorphis-
men 1; von U; x F in sich iber U; gibt, so daf
Xkj = M © Xkj O -

Beweis. Es seien x;: U; x F — 771 (U;) und X; : U; x F — 7= }(U;) die zwei Systeme von lokalen
Trivialisierungen. Man setzt dann 7; := Xj_l oX; und bekommt

~ a1~ o -1 -1

Xkj = X oXj = My o (X oXj) oM = 1 ©Xkj o) -
Die umgekehrte Richtung folgt entsprechend. O

Definition. Unter der Voraussetzung des vorstehenden Satzes sagt man, dafi die 1-Cozyklen {xx;} und
{Xr;j} cohomolog sind. Haben die beiden Cozyklen Werte in der Untergruppe G C Diff (F'), so heiflen
sie G—cohomolog, wenn die 7n; so gewahlt werden kénnen, dafl ihre Einschrankungen auf die Fasern F'
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Elemente von G sind. Cohomologie und G-Cohomologie sind selbstredend Aquivalenzrelationen. Die
Menge der Aquivalenzklassen von 1-Cozyklen nach dieser Aquivalenz heifit die 1. Cohomologiemenge
von X zur Uberdeckung 4 mit Werten in Diff (F') bzw. in G. Wir bezeichnen sie mit

H*(U, Diff (F)) bzw. H'(U, G).

Bemerkung. 1. a. sind diese Cohomologiemengen keine Gruppen. Dies ist jedoch dann richtig, wenn die
Gruppe G abelsch ist. In diesem Fall lassen sich auch leicht die hoheren Cohomologiegruppen erkléren.
Die Menge H'(4, G) besitzt aber immer ein ausgezeichnetes Element.

Aufgrund unserer obigen Uberlegungen ist das folgende Ergebnis ohne weitere Erlduterungen ein-
sichtig.

Satz 5.3 Die Menge der Isomorphieklassen von G-Biindeln auf X mit trivialisierender Uberdeckung
L steht in eineindeutiger Korrespondenz zu der ersten Cohomologiemenge H'(U, G) . Hierbei entspricht
das triviale Biindel genau dem ausgezeichneten Element der Cohomologiemenge. Mit anderen Worten:
FEin Biindel ist (global) trivialisierbar, also isomorph zu dem trivialen Biindel, wenn in geeigneter Uber-
deckung xi; = nk_l on; gilt.

Wir miissen uns jetzt noch von der Bindung an die spezielle trivialisierende Uberdeckung il 16sen.
Hierzu bemerkt man folgendes: Ist 20 eine Verfeinerung von i, so induziert jeder Cozyklus auf L
einen solchen auf 20 (sogar unabhiingig von der Verfeinerungsabbildung), und man kann leicht zeigen,
daf die zugehorigen Faserbiindel bis auf Isomorphie gleich sind. Da iiberdies je zwei Uberdeckungen
von X eine gemeinsame Verfeinerung besitzen, geniigt es zur Entscheidung iiber die Isomorphie von
Biindeln eine gemeinsame trivialisierende Uberdeckung zu betrachten. Diese Uberlegungen fithren zu
der Konstruktion einer kanonischen Abbildung

H'(Y4, G) — HY (2, G)
und der Einfiihrung der Cohomologiemenge von X als direkten Limes iiber alle diese Mengen:

Hﬂxay:%MM&Gy

Entsprechend zu dem obigen Satz hat man das folgende endgiiltige Resultat zur Beschreibung der
Isomorphieklassen von G-Biindeln auf X .

Satz 5.4 Die Menge der Isomorphieklassen von G—-Biindeln auf X steht in eineindeutiger Korrespon-
denz zu der ersten Cohomologiemenge H'(X, G) .

Bemerkung. Fiihrt man z. B. das Tangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit durch den iiblichen 1-
Cozyklus zu einem Atlas ein, so sind im Prinzip all die vorstehenden Uberlegungen notwendig, um
einzusehen, dafl dieses Biindel von der speziellen Wahl des Atlasses unabhéngig ist.

Wir kommen nun nochmals zu den Homomorphismen in der Kategorie der Faserbiindel zuriick.
Insbesondere wollen wir auch diese durch Ubergangsbedingungen beschreiben.

Es sei also (f, g) ein Morphismus (E, 7, X) — (E', 7/, X’) von Faserbiindeln. Da f: X — X'
eine stetige Abbildung ist, findet man trivialisierende Uberdeckungen Y = {U,},c; auf X fiir £ und
W = {U/},er auf X' fir E' so, daB f(U;) C U/, v =(j). Mit den Trivialisierungen

i Ui x F — 77 5U;), xX.:U xF — 7r’_1(U’)

L

gewinnt man kommutative Diagramme

Uy x F—22 .y x pr
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mit g,; = Xfl o gox;. Wir schreiben g,;(z, §) = (f(x), G,j(x, £)) mit geeigneten differenzierbaren
Abbildungen
G,:UxF — F .

Im Falle von Vektorbiindeln ist G,;(z, §) = G,;(z) - £ mit differenzierbaren Matrizen G,;(z), = € U;.
Nehmen wir nun an, da§ entsprechend f(Uy) C U}, so daf auch f(Uy NU;) C U, NU,. Nach
Definition ist auf dem Durchschnitt

Gek = X 0goxXk = (X 0X) 09 0 (Xj O Xk) = X © 91 © Xk -
und dies impliziert nach kurzer Rechnung
Gk (2, §) = 0,,(f (2), Gij(x, Ok(z, €)))
oder, im Fall von Vektorbiindeln,
Gri(x) = AL, (f () - Gij(x) - Aj() .

Sind umgekehrt diese Bedingungen erfiillt, so definiert das System der G,; zusammen mit f einen
Biindelhomomorphismus E — E’.

Bemerkung. Ist f =id : X — X, so kann man natiirlich ¢+ = j und k = k£ wéhlen und vereinfacht
G,; = G, etc. schreiben. Fiir Vektorbiindel E, E’ reduziert sich die obige Bedingung dann auf

Gr(z) = Apj(x) - Gj(x) - Aji(x)
mit s x r-Matrizen G; auf U, , wobei r =rang E, s = rang E’.

Man kann tatséchlich die allgemeine Situation von Morphismen iiber stetigen Abbildungen f: X —
X' auf den Spezialfall f = id zuriickfithren. Ist ndmlich f: X — X’ eine differenzierbare Abbildung
und E’ — X' ein Biindel, so erklirt man die Liftung f*E’ — X durch das Faserprodukt*

['E" = E'xx X = {(e,2): & € B}y } C E'xX

zusammen mit der Projektion nach X . Man hat einen kanonischen Biindelhomomorphismus von f*E’
nach E’:

f*E/ E/

X Y

f

Wird das Biindel £’ — X' bzgl. &' durch den 1-Cozyklus 0y, = 0} (2', §) gegeben, so wird f*E’
definiert durch
Oj(x, &) = O;(f(x), &), xeU; = f1(U)).

Unsere Ableitung der Ubergangsbedingungen liefert dann sofort den folgenden

Satz 5.5 Die Biindelhomomorphismen

E E

X

X!

4Sind gj: Y; — Y, j=1,2, Abbildungen, so bezeichnet man als Faserprodukt Y7 xy Y2 die Teilmenge des kartesischen
Produkts Y1 X Y2, die aus allen Punkten (y1,y2) mit g1(y1) = g2(y2) besteht. In der topologischen Situation versieht
man Y7 Xy Y2 mit der Relativtopologie bzgl. der Produkttopologie auf Y7 x Ya.
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entsprechen eineindeutig den X -Morphismen E — f*E’.

Beweis. Trivial. O

Ist speziell i : X «—— X’ eine Untermannigfaltigkeit, so kann man ¢*E’ als Finschrinkung E'|x
interpretieren. Wir fassen aufgrund des vorstehenden Satzes auch manchmal das Differential einer dif-
ferenzierbaren Abbildung f: X — X’ als X-Morphismus Tx — f*Tx/ auf.



Anhang: Uberlagerungstheorie

Wir behandeln in diesem Anhang noch kurz den Fall der Uberlagerungen®. Da die Faser F hier die
diskrete Topologie trigt, sind die Diffeomorphismen von F' nichts anderes als die mengentheoretischen
Bijektionen von F'. In Analogie zu dem Fall einer endlichen Menge, der auch hier spezielles Interesse
verdient, da er zum Begriff der endlichen Uberlagerungen fiihrt, bezeichnen wir diese Gruppe dann
auch als die Permutationsgruppe Perm (F') von F. Eine differenzierbar parametrisierte Familien von
Permutationen auf Uyp; muf offenbar lokal konstant sein, besteht also in der Vorgabe einer einzigen
Permutation von F' auf jeder Zusammenhangskomponente von Uy; .

Satz 5.6 Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und (Y, p, X) eine topologische Uberlagerunyg,
so besitzt Y eine eindeutig bestimmte differenzierbare Struktur, so dafi p ein lokaler Diffeomorphismus
wird.

Beweis. Die Ubergangstransformationen sind auch im stetigen Fall lokal konstante Permutationen von
F', und diese sind differenzierbar, wenn man U; x F' mit der differenzierbaren Produktstruktur versieht.
O

Zunichst betrachten wir zwei wohlbekannte Beispiele.

Beispiele. 1. Betrachte die Abbildung p von X = {(z,w) : w? = z}, einer komplexen Unter-
mannigfaltigkeit von C?, nach C, die durch die Projektion p(z, w) := z gegeben ist. Diese Ab-
bildung ist iiber zy = 0 tatséchlich ,verzweigt® (es liegt insbesondere nur ein Punkt iiber 0), aber
X*:=X\{(0,0)} — C* =C\ {0} ist eine zweiblittrige Uberlagerung. Funktionentheoretisch wird
sie als die Riemannsche Fliche der mehrdeutigen Funktion /z bezeichnet. In der Tat hat das Studium
der mehrdeutigen Funktionen die Theorie der Uberlagerungen ins Leben gerufen.

2. Die identische Abbildung id: D — C, D = {|z| < 1} der Einheitskreis in C, ist keine Uberlage-
rung. Um dies einzusehen, betrachte man z. B. einen Punkt zy € 9D . - Dieses Beispiel illustriert die
Bedeutung des Adjektivs ,unbegrenzt“.

Wir fassen im folgenden die wichtigsten Ergebnisse zur Uberlagerungstheorie zusammen. Zur Ein-
stimmung formulieren wir einen Satz, der jedoch nicht im zentralen Interesse steht, fiir den Leser aber
einen Test fiir seine Intuition und mathematischen Fahigkeiten darstellen mag.

Satz 5.7 Es sei (Y, p, X), X zusammenhingend, eine Uberlagerung vom Blittertyp F , es seien Y,
die Zusammenhangskomponenten von Y, und es sei p, := ply, . Dann sind alle (Y,, p,, X) Uberlage-
rungen von einem Fasertyp F, C F', so daf§ ' =UF,.

Beweis. Eine leichte, aber nicht ganz triviale Ubungsaufgabe. Die einzige echte Schwierigkeit im obigen
Beweis ist nur die Surjektivitédt der Abbildungen p,. Diese folgt aus dem ersten Teil des folgenden
Satzes. |

Bemerkung. Der vorige Satz ist falsch, wenn X nicht zusammenhéngend ist. (Wieso?).

Satz 5.8 (Wege- und Homotopieliftung) Es sei p: Y — X eine Uberlagerung. Dann gibt es zu
jedem stetigen Weg ~ : [0, 1] — X und jedem yo € p~* (7(0)) (genau) eine stetige Liftung 7 : [0, 1] —
Y, (d h poy=~) mit 7(0) =yo . Sind zwei Wege mit gleichen Anfangs— und Endpunkten homotop
in X, so sind auch ihre Liftungen (mit gleichem Anfangspunkt) homotop in Y , haben insbesondere
auch denselben Endpunkt.

Beweis. Kompaktheit von I :=1[0, 1] und I x I. O

Die Theorie der Gesamtheit aller Uberlagerungen einer (zusammenhiingenden) Mannigfaltigkeit
X gestattet eine Interpretation mit Hilfe ihrer Fundamentalgruppe m(X). Diese wird nach Wahl
eines Punktes zy € X definiert als Raum L (X, () aller ,Loops® (oder ,Schleifen* im Deutschen)

5Eine ausfiihrliche Darstellung findet man in STOCKER - ZIESCHANG [41].



5  Anhang: Uberlagerungstheorie 27

durch zg, d. h. aller geschlossener (stetiger) Kurven in X mit Anfangs— und Endpunkt zq, modulo
der Aquivalenzrelation der Homotopie von solchen Kurven. (Diese Definition ist bis auf Isomorphie
unabhéngig von dem ,Basispunkt“ zg; wenn wir auf den speziellen Basispunkt xy Bezug nehmen,
schreiben wir 71 (X, o) anstelle von 71(X)).

Ist f: Z — X eine stetige Abbildung zusammenhiingender Mannigfaltigkeiten und f (z9) = zg, so
liefert das ,,Herunterdriicken“ von Schleifen in Z durch zy einen wohlbestimmten Gruppenhomomor-
phismus f. : m1(Z, z9) — m1(X, zo) . Hat man es hierbei insbesondere mit einer zusammenhingenden
Uberlagerung (Y, p, X) von X zu tun, so ist die entsprechende Abbildung p, : m1 (Y] yo) — m1 (X, x0)
fiir einen Punkt yo € p~*(zg) sogar injektiv, da das anschlieBende Heraufliften einer heruntergedriickten
Schleife wegen der Eindeutigkeitsaussage von Satz 8 wieder zum Ausgangsloop zuriickfiithrt; wir konnen
also die Fundamentalgruppe von Y im Punkte yo mit der Untergruppe p.mi (Y, yo) C m1 (X, o) iden-
tifizieren. Geht man zu einem anderen Punkt yj in der Faser p~1(zg) iiber, so sieht man durch Ver-
binden der beiden Punkte in Y, daf die beiden Untergruppen (Y, yo) und (Y, y;) in m (X, z¢)
konjugiert sind, und jede zu w1 (Y, yo) konjugierte Untergruppe vermittels eines geeigneten Punktes
Yo € p~*(wg) beschrieben werden kann.

Definition. Man nennt die eben beschriebene Konjugationsklasse in der Fundamentalgruppe (X, Zo)
die charakteristische Klasse der Uberlagerung (Y, p, X). Man sieht leicht, dafl diese nicht wesentlich
von dem Punkt xg abhingt. Wir bezeichnen sie mit C (Y, p, X).

Bemerkung. Hier und im folgenden benétigen wir einige einfache Grundbegriffe der Gruppentheorie.
Es sei G eine beliebige Gruppe; zwei Untergruppen Hi, Hy von G heiflen (in G) konjugiert, wenn
es ein Element gy € G gibt mit Hy = g, YH,go . Eine Untergruppe H heiBt ein Normalteiler oder
normale Untergruppe von G, wenn sie zu sich selbst konjugiert ist, d. h. wenn ¢ 'hg € H fiir alle
he€ H, g € G. Der Normalisator Ng(H) einer Untergruppe H C G ist gegeben durch

Ng(H) = {geG: g 'Hg=H}.

Er ist die grofite Untergruppe von G, in der H als Normalteiler enthalten ist. Genau dann ist H
ein Normalteiler, wenn Ng(H) = G . Konjugierte Untergruppen besitzen konjugierte Normalisatoren.
Der Index einer Untergruppe H C G ist die Anzahl der Links—Nebenklassen gH (oder auch Rechts—
Nebenklassen Hg) in G (siehe hierzu auch den Anhang zu Kapitel 14).

Sind zwei Uberlagerungen von X diffeomorph iiber X , so sind selbstversténdlich ihre charakteri-
stischen Klassen gleich. Um die Umkehrung einzusehen, benétigen wir einige Vorbereitungen.

Satz 5.9 (Liftungssatz fiir Abbildungen) Es sei f: Z — X eine stetige Abbildung in den Ba-
sisraum X der Uberlagerung (Y, p, X) mit f(z0) = xo. Genau dann gibt es eine stetige Liftung

f:Z—Y wvon f mit f(20) =vo, Yo €p *(x0) fest gewdihlt, wenn
femi(Z, 20) C pami(Y, yo) -
f ist durch die Vorgabe von zy und yo eindeutig bestimmt. Ist f differenzierbar, so auch f

Beweis. Nach Voraussetzung ist p o f: f, und hieraus folgt sofort

(*) fomi(Z, 20) = pu(fom(Z, 20)) C pemri (Y, o) -

Fiir die umgekehrte Richtung ordnet man jedem Punkt z € Z einen Weg von zy nach z zu, driickt
diesen vermoge f mach X herunter und liftet den Bildweg nach Y mit Anfangspunkt 3o . Den End-
punkt dieses Weges bezeichnen wir mit f (z). Daf} diese Definition vom ausgewéhlten Weg unabhiingig
ist, wird gerade durch die Bedingung (*) garantiert. Es gilt per Konstruktion po J?: f.Istnun U eine
gleichmilig iiberlagerte Umgebung von f (z) und f(z) € U,, so bleibt dies wegen der Stetigkeit von
f in einer ganzen Umgebung V' von z der Fall, und es ist notwendigerweise f auf V' die Komposition
von f mit der Umkehrabbildung zu der Einschrinkung ply, : U, — U. Dies beweist die Stetigkeit
von f (und die Differenzierbarkeit, wenn f differenzierbar ist). Die Eindeutigkeitsaussage beweisen
wir generell im folgenden Satz. ]
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Satz 5.10 Nehmen unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes zwei stetige Liftungen ﬁ, f; von f
an einer Stelle zg € Z den gleichen Wert an, so stimmen sie auf ganz Z fiberein.

Beweis. Fiir z € Z sei U eine gleichmiflig iiberlagerte Umgebung von f(z), und es sei E(z) €
Uj, j=1,2.V = (f1) Y (U1) N (f2)"1(Us) ist eine offene Umgebung von z. Im Fall, daB beide
Liftungen in z denselben Wert besitzen, ist notwendig U; = U, , und daher miissen sie auch auf ganz
V iibereinstimmen. Im anderen Fall ist Uy NUs = (0, so dafl f; und fy an keiner Stelle von V
iibereinstimmen. Infolgedessen ist die Menge der Punkte von Z , in denen sie gleich sind, sowohl offen
als auch abgeschlossen. Da sie nach Voraussetzung nicht leer und Z zusammenhéngend ist, folgt die
Behauptung. O

Wir kénnen nun zeigen, daf gleiche charakteristische Klassen zu dquivalenten Uberlagerungen
gehoren.

Satz 5.11 Haben die beiden Uberlagerungen (Y1, p1, X) und (Ya, pa, X) von X die gleiche charak-
teristische Klasse, so sind sie X —diffeomorph.

Beweis. Wahle zg € X fest und einen Urbildpunkt y; € pfl(xo). Nach Voraussetzung gibt es dann
einen Punkt y, € p; *(20), so daB

(p1)=m1 (Y1, 1) = (p2)«m1(Y2, y2) -

Wegen des Liftungssatzes konnen die Liftungsprobleme

Y2 Yl
D1 b2 D2 j4i
" D1 X e D2 X

mit p1(y1) = y2 und pa(y2) = y1 gelost werden. Da die beiden Zusammensetzungen jeweils einen
Fixpunkt besitzen, ist wegen des Eindeutigkeitssatzes ps2 o p1 = idy, , p1 o p2 = idy, . Somit ist p; ein
Diffeomorphismus von Y; nach Y5. O

Da die Uberlagerung (Y, p, X) durch ihre charakteristische Klasse bestimmt ist, mufl auch ihre
Bléitterzahl aus C (Y, p, X) zu berechnen sein. In der Tat hat man das folgende, leicht zu verifizierende
Ergebnis.

Lemma 5.12 Die Blitterzahl der zusammenhingenden Uberlagerung (Y, p, X) ist gleich dem Index
der charakterisierenden Untergruppe p.m1(Y, yo) in der Fundamentalgruppe m1(X, xo) .

Nach einer weiter oben notierten Bemerkung kénnen wir der charakteristischen Klasse einer Uberla-
gerung C (Y, p, X) auch die Klasse der Normalisatoren zuordnen, die wir mit A (Y, p, X) bezeichnen.
Sie wird bei Vorgabe eines Punktes o € X und eines Punktes yo € p~!(x¢) repriisentiert durch den
Normalisator N (p.m1(Y, yo)) in der Fundamentalgruppe 71(X, o). Er besitzt, wie wir gleich sehen
werden, eine Darstellung in der Gruppe aller Decktransformationen Deckx(Y) von Y iiber X, d. h.,
per definitionem, aller X—Diffeomorphismen von Y . Genauer bedeutet dies (siche auch Kapitel 13 fiir
den Fall von Liegruppen):

Satz 5.13 Zu einer zusammenhingenden Uberlagerung (Y, m, X) existieren kanonische surjektive
Gruppenhomomorphismen
N (p«m1(Y, yo)) — Deckx (Y)

mit Kern p,m1(Y, yo) . Mit anderen Worten: Es bestehen kanonische Isomorphismen

N (psm1(Y; y0))/ p«m1(Y; yo) = Deckx (Y) .
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Beweisskizze. Es werde v € N (p.m1(Y, yo)) C m1(X, x¢) représentiert durch die Schleife o . Liftet man
a zu einer Kurve @ in Y mit Anfangspunkt yo und Endpunkt g, so gilt

pemi (Y, yo) = ypemi (Y, o)y~ = pemi (Y, ) -

Diese Bedingung ist aber hinreichend dafiir, dafl die Identitét auf X (eindeutig) zu einer Decktrans-
formation f:Y — Y mit f(yo) =y, geliftet werden kann (die nur von der Klasse v abhingig ist).
Siehe hierzu den Beweis von Satz 11.

Die Surjektivitidt sieht man wie folgt: Wihle zu f € Deckx(Y) einen Weg & von yg nach gy =
f (yo) und betrachte die Homotopieklasse v zu « := aop. Es ist dann

1 (Y, yo)v ™! = pemi (Y, y) = pufemi(Y, yo) = pami (Y, wo) ;

also liegt v im Normalisator von p.m1(Y, yo) . Die v zugeordnete Decktransformation stimmt mit f
in gy tiberein, und mufl dann iiberall mit f iibereinstimmen.
Die Berechnung des Kerns erfolgt mit dhnlichen Argumenten und wird dem Leser iiberlassen. [

Aufgrund der bisherigen Uberlegungen ist der folgende Spezialfall besonders hervorzuheben.
Lemma 5.14 Fiir eine Uberlagerung ()?, p, X) von X sind die folgenden Aussagen dquivalent :

a) X st einfach zusammenhéngend, besitzt also eine triviale Fundamentalgruppe ;

b) die charakteristische Konjugationsklasse von X st trivial ;

c) jede Liftung eines geschlossenen Weges « in X ist gemau dann geschlossen in )N(, wenn o
nullhomotop ist.

Definition. Eine Uberlage‘r.ung von X, die einer und damit allen der eben genannten Bedingungen
geniigt, heiflit universelle Uberlagerung von X .

Bemerkung. Mit Hilfe der Eigenschalft ¢) ist es nicht allzu schwer, zu vorgegebenem X eine universelle
Uberlagerung zu konstruieren. Wegen Satz 11 ist diese bis auf X-Diffeomorphie eindeutig bestimmt.
Wir kénnen daher auch von der universellen Uberlagerung sprechen.

Da der Normalisator der trivialen Gruppe die volle Gruppe ist, ergibt sich ferner sofort die wichtige

Folgerung 5.15 Fiir die universelle Uberlagerung X won X besteht eine kanonische Gruppenisomor-
phie ~
m1(X) = Deckx (X) .

Man kann diesen Satz benutzen, um in Einzelfiillen die Fundamentalgruppen von Mannigfaltigkeiten
zu bestimmen, wenn man ihre universelle Uberlagerung kennt.

Beispiele. 1. Die durch t — e?™ gegebene Abbildung R — S' C C ist eine zusammenhingende
Uberlagerung. Der Uberlagerungscharakter wird noch deutlicher, wenn man diese Abbildung vermoge
t — (e2™ t) iiber die Wendeltreppe in dem Zylinder S* x R — S! faktorisiert. Da R einfach zusam-
menhéngend ist, ist sie die universelle Uberlagerung von S'. Die Gruppe der Decktransformationen
besteht aus allen Translationen um ganzzahlige Werte, ist also isomorph zu der (abelschen) Gruppe Z
der ganzen Zahlen. Folglich besitzt S! die Fundamentalgruppe Z.

2. Ganz entsprechend sieht man, dafl die Exponentialabbildung
exp: C —» C*

die universelle Uberlagerung von C* darstellt. Die Fundamentalgruppe ist wieder isomorph zu Z.
Dies ist nicht i{iberraschend, da S' ein sogenannter Deformationsretrakt von C* ist und jeder Raum
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die gleiche Fundamentalgruppe besitzt wie seine Deformationsretrakte.
3. Ein Torus besitzt die Fundamentalgruppe Z @ Z .

4. Der reell projektive Raum P, entsteht durch Identifikation der antipodalen Punkte in der Sphére
S™, und wird tatséchlich durch S™ zweiblattrig tiberlagert. Da S™ einfach zusammenhé#ingend ist fiir
n > 2, hat P, fiir diese n die Fundamentalgruppe Zo = Z/27Z.

Zum Schluf} formulieren wir noch den Hauptsatz der Uberlageruggstheorie. Wir haben jeder zusam-
menhiingenden Mannigfaltigkeit X ihre universelle Uberlagerung X und ihre charakteristische Klasse
C zugeordnet, die wir jetzt auch als Untergruppe I' der Gruppe der Decktransformationen Deck x (X)
auffassen konnen. Da die Gruppe der Decktransformationen ,gut* auf X operiert, ndmlich eigent-
lich diskontinuierlich, hat auch I' diese Eigenschaft (siehe hierzu Kapitel 14). Man kann dann zeigen,
daf3 die kanonische Projektion X — X iiber den Quotienten X /T faktorisiert, der selbst wieder eine
Uberlagerung von X mit der ,richtigen® charakteristischen Klasse C ist. Dies bedeutet also:

Satz 5.16 (Hauptsatz der I"Jberlagerungstheorie) Die Isomorphieklassen wvon Uberlagerungen
der Mannigfaltigkeit X stehen in eineindeutiger Korrespondenz zu den Konjugationsklassen von Un-
tergruppen ihrer Fundamentalgruppe.

Beispiel. Die eindimensionale Sphiire S! besitzt, wie wir oben gesehen haben, ebenso wie C*, die
Fundamentalgruppe Z mit den Untergruppen nZ, n € N. Die zugehérigen ,,n—fachen Uberlagerungen
S1 — S' werden beschrieben durch ¢ — t" fiir n > 1. Die entsprechende zweifache Uberlagerung von
C* ist die oben schon erwiihnte Riemannsche Fliche von /2.

Bemerkung. Wir haben in unsere Definition der Uberlagerungen implizit das zweite Abzéhlbarkeits—
Axiom fiir alle beteiligten Rédume eingebaut. Man macht sich sofort klar, daf§ dies jedoch an keiner
Stelle eine Rolle spielt, so dafl es auch fortgelassen werden kann. Allerdings kann man zeigen, daf die
Fundamentalgruppe einer Mannigfaltigkeit X mit 2. Abzédhlbarkeits—Axiom hochstens abzéhlbar ist.
(Man verwende den Satz 0.8 von Urysohn und die daraus resultierende abzihlbare Uberdeckung von X
durch topologische Kugeln zur Konstruktion von abzdhlbar vielen geschlossenen Wegen v;, j € N, mit
festem Anfangspunkt zg, so daf jeder geschlossene Weg ~ zu einem der Wege +; homotop ist). Aus
Lemma 12 ergibt sich dann, daB die typische Faser F' einer beliebigen Uberlagerung (Y, p, X) hochstens
abzéhlbare Kardinalitit besitzt. Da die offenen Mengen iiber gleichméfig iiberlagerten Umgebungen eine
Basis von Y bilden, hat automatisch auch Y abzéhlbare Topologie.
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torraumbiindeln

Wenn man sich ein Biindel bildlich als eine Garbe von Getreidehalmen vorstellt und dazu die Tatigkeit
eines (vermutlich nicht sehr erfahrenen) Schnitters, so versteht man vielleicht den mathematischen
Inhalt der folgenden Definition.

Definition. Ein (beliebiger, stetiger, differenzierbarer) Schnitt in dem Faserbiindel (E, 7, X) iiber der
offenen Menge U C X ist eine (beliebige, stetige, differenzierbare) Abbildung s: U — F mit mos =
idy, d. h. s(z) € E, fiir alle € X . Oder in anderen Worten: s ist ein U-Morphismus

(Uv lda U) — (ﬂ-il(U)ﬂ 7T|‘11'*1(U)7 U) .
Wir schreiben T' (U, E) oder H°(U, E) fiir die Menge aller dieser Schnitte iiber U (oder genauer
I'(U,C"(E)) oder H(U,CF(E)),

wenn wir Schnitte der Differenzierbarkeitsordnung C* untersuchen wollen. Selbstverstéindlich darf die
Differenzierbarkeitsordnung der Schnitte nicht grofier als die des betrachteten Biindels sein).

Bemerkung. Das Symbol H®(U, E) soll darauf hindeuten, daf es sich hier tatsichlich um eine coho-
mologische Begriffsbildung handelt (siche Kapitel 5). Das Zeichen C®(F) ist dann zu deuten als die
Garbe der Keime von C"—Schnitten in dem Vektorbiindel E. All dies wird aber im folgenden keine
Rolle spielen und soll daher auch nicht weiter kommentiert werden.

Ist das gegebene Biindel iiber der Menge U trivialisierbar, so kann man leicht die Schnitte iiber U
bestimmen. Da dort ,im wesentlichen“ das Biindel E gleich dem Produkt U x F' mit der typischen
Faser F ist, sind Schnitte nichts anderes als (hinreichend oft differenzierbare) Abbildungen U — F'.
Insbesondere sind die konstanten Abbildungen von U nach F' solche Schnitte.

Warnung. Obwohl es also lokal zumindest soviele Schnitte wie Elemente in F gibt, braucht es iiber
beliebigen offenen Mengen von X , insbesondere iiber X selbst, keine (stetigen) Schnitte in dem gege-
benen Biindel zu geben. Dies sieht man z. B. an der zweifachen Uberlagerung von C* durch sich selbst.
Man mache sich klar, daB die Existenz eines stetigen Schnittes in dieser Uberlagerung zur Folge hétte,
dafl die Quadratwurzel /z auf ganz C* als eindeutige Funktion erklirt werden konnte. Im Beispiel
der universellen Uberlagerung exp : C — C* wiirde die Existenz eines globalen stetigen Schnittes die
Existenz des Logarithmus auf C* als eindeutige holomorphe Funktion nach sich ziehen.

Wir wollen zunéchst die Bemerkungen vor der gerade ausgesprochenen Warnung noch etwas prézi-
sieren und vervollstdndigen. Liegt iiber der Menge U C X eine Trivialisierung

UxF—2X0 =1 (U) = BEly
p=1& /
U

vor, so korrespondiert zu jedem Schnitt s in E {iber U in eineindeutiger Weise der Schnitt
Xl_Jlos: U— UXF.
Ein solcher besitzt aber notwendigerweise die Form
x — (z, sy(z)),

wobei sy : U — F eine beliebige differenzierbare Abbildung (der richtigen Differenzierbarkeitsordnung)
ist. Infolgedessen gibt es eine (durch die vorgegebene Trivialisierung eindeutig bestimmte) Bijektion von
I'(U, C*(E)) nach C*(U, F).
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Wir interessieren uns weiter fiir die Frage, wie sich die eben hergeleitete Darstellung der Schnitte
vermittels lokaler Trivialisierungen bei einem Ubergang zu einer anderen Trivialisierung transformiert.
In Ermangelung weiterer geeigneter lateinischer Symbole schreiben wir die Elemente einer beliebigen
trivialisierenden Uberdeckung von X zu dem Biindel E jetzt mit griechischen Indizes als U, und die
korrespondierenden 1-Cozyklen mit xgo bzw. 6o . Wir schreiben ferner s, anstelle von sy, . Wegen
XBa = Xgl o Xo auf U, NUg gewinnt man sofort die folgende Beziehung

(z,55(2)) = (x5" 0 8)(2) = (xga© (Xa' ©5))(@) = Xpa(@, 54(2)) = (2, Opa(2, sa(2)))

und damit den folgenden

Satz 6.1 Ein System von Abbildungen s, € C"(Uq, F) bestimmt genau dann einen Schnitt in dem
Faserbiindel E mit Faser F bzgl. einer gegebenen trivialisierenden Uberdeckung = {U, } mit zuge-
ordnetem 1-Cozyklus {6pa}, wenn auf jedem Durchschnitt U, NUs die Bedingung

5p(2) = bpa(z, sa(z))
erfullt ist.

Fiir Vektorraumbiindel besitzt die Menge I' (U, C*(E)) der Schnitte wesentlich mehr Struktur. In
diesem Fall hat man lokal die Situation E|y = U x R", und ein Schnitt iiber U in E wird nach den
obigen Uberlegungen représentiert durch eine C*-Abbildung sy : U — R", d. h. durch ein r—tupel

(v}, .., vf;) von C"Funktionen v,, j=1,...,r, auf U C X . Die Ubergangsbedingungen lauten in
diesem Fall einfach
(+) Y@, s h(2)) = Agalw) HA(e), . 0(@) s € UaUp

Hieraus leitet man sofort ab, dafl die faserweise Addition von Schnitten und ihre Multiplikation mit
differenzierbaren Funktionen f € C®(U) lokal (und, wie man leicht sieht, auch auf beliebigen offenen
Mengen U C X ) wieder zu Schnitten in £ mit der entsprechenden Differenzierbarkeitsordnung fiihrt.
- Mit diesen Uberlegungen gewinnt man den ersten Teil des folgenden Satzes.

Satz 6.2 Sei (E, m, X) ein C"-Vektorraumbiindel. Dann ist T (U, C*(E)) ein C*(U)-Modul. Jeder
Punkt xg € X besitzt (beliebig kleine) Umgebungen U = U(xg), s. d. T'(U, C¥(E)) ein freier C*(U)-
Modul vom Rang r = rang E ist.

Beweis. Man wéhle eine trivialisierende Umgebung U von xg . Ist dann eq,...,e, die kanonische Basis
von R" und identifiziert man die e; mit den ,konstanten® Schnitten e; (z) := (z,¢;), j=1,...,7,
in U x R" iiber U, so schreibt sich fiir jeden Schnitt s € T'(U, C*(E)) der Schnitt x;;' o s in dem
trivialen Biindel U x R" eindeutig in der Form

xplos(z) = vli()er +--+ v (2)e,, v eC(U).

Setzt man jetzt noch eéj = Xy o €; , so bekommt man die gewiinschte eindeutige Darstellung

s(z) = vl(x) el (z) +--- + v ()Y (z), ! €C(U). O

Bemerkung. Aufgrund des vorstehenden Satzes ist fiir Vektorraumbiindel der Raum der Schnitte
' (U, C*(E)) ein Modul (so daB wir auch von dem Schnittmodul sprechen) und somit insbesondere
niemals leer, da er das ,Nullelement“ enthalten mufl. Wir nennen dieses auch den Nullschnitt von E
iiber U . Angesichts der einfithrenden Bemerkungen ist dieser der Traum aller Schnitter !

Man kann fiir den Nullschnitt noch etwas mehr aussagen.

Folgerung 6.3 Der durch 0(z) :=0, € E, definierte Nullschnitt 0: X — E ist eine abgeschlossene
FEinbettung.
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Bemerkung. Man illustriert daher Vektorraumbiindel (und Schnitte in ihnen) oft in der Form

E X
-
—
—
Figur 6.1
Definition. Eine Basis eV,...,eV € I' (U, C*(E)) wie im Beweis des obigen Satzes heifit eine lokale

Basis des Vektorraumbiindels E (im Englischen ein frame, oder ein répére im Franzosischen).

Bemerkung. Die Transformationsformel (%) fiir Schnitte in einem Vektorraumbiindel ist nur eine andere
Manifestation fiir den durch die gleich aussehende Formel

(x) t(vé,...,vg) = Aga(m)'t(vé,...,vg)

beschriebenen Koordinatenwechsel fiir die Faserkoordinaten v, = (v},... v0) auf U, x R", der sich

also direkt, oder, wie man auch sagt, kovariant mit der Matrix Ag, vollzieht. Dies ist genauer wie folgt
zu verstehen: Besitzt ein Vektor v € E, die Koordinaten v.,...,v" bzgl. der Basis e{(z),...,e%(z)

von E, , so hat er die durch (x) gegebenen Koordinaten v},, ..., vp bzgl. der Basis ef(ay)7 o el(x).

Durch Einsetzen der Koordinaten (d;1,...,d;-) fiir ef in der Basis ef,... e gewinnt man aus
(x) die Basiswechsel-Formel

T

y
(xx) e =Y Al el

k=1

wobei selbstverstdndlich mit Agja der Eintrag in der k-ten Zeile und j—ten Spalte von der Matrix
Ag, gemeint ist. Man bezeichnet nun in der Linearen Algebra als Basiswechsel-Matriz von einer ersten
zu einer zweiten Basis die quadratische Matrix, in deren Spalten die Koordinaten der Basiselemente
des zweiten Systems in Bezug auf das erste System stehen. Wir miissen also zur Bestimmung dieser
Basiswechsel-Matrix in unserem Fall die Rolle von « und [ vertauschen. Beachtet man auflerdem
noch, daf§ Agal = A.3, so lautet die Formel (xx) auch

r

en = D (A" e

=1

Mit anderen Worten: Die Basiswechsel-Matrix (von Koordinaten auf U, zu Koordinaten auf Ug) wird
durch die inverse Matrix Agé gegeben.

Nach den bisherigen Erlduterungen kennt man ein Biindel in Bezug auf eine vorgegebene Trivialisie-
rung, wenn man die Transformationsregeln (x) seiner Schnitte kennt. Genauer kann man sagen (siehe
hierzu auch Satz 5.1):

Satz 6.4 Es sei X eine Mannigfaltigkeit, 3 = {U,} eine offene Uberdeckung, F (Uy), Uy € 4, ein
System von freien C*(U,)-Moduln vom Rang r mit ausgezeichneten Basen e und dem Transformati-
onsverhalten (xx). Dann gibt es genau ein Vektorraumbiindel E vom Rang r mit den vorgeschriebenen
Schnitten auf den Mengen U, :

I' Uy, E) =2 F(U,) .



34 6 Schnitte in Biindeln und algebraische Konstruktion von Vektorraumbiindeln

Im Falle des Tangentialbiindels einer Mannigfaltigkeit X der Dimension n ist

Ago () = (gxo%(z)) \ 2y = 25 (2a) = Ppa(za)

1 n

mit lokalen Koordinaten z, = (zg,...,2") auf V, . Um Schnitte in dem Tangentialbiindel analytisch

zu interpretieren, ordnen wir einem solchen iiber einer offenen Menge U eine Derivation zu.

Definition. Eine Derivation auf C"(U) ist eine Abbildung von C*(U) in sich, die R-linear ist und der
LEIBNIZ-Regel geniigt:

O(fg) = fWg) +9@f), f,g9e€CU).

Es ist offensichtlich, dafi der Raum der Derivationen Der (U) fiir eine offene Menge U C X einen
C"(U)-Modul bildet. Ebenso einleuchtend ist (siehe auch die erlduternden Bemerkungen weiter unten),
daf} fiir eine Karte (U, %o, Vo) der Modul Der (U,) der Derivationen auf U, zu dem Modul der
Derivationen Der (V,,) auf V,, isomorph ist. - Der Einfachheit halber beschrinken wir uns im folgenden
auf den C*>°-Fall.

Satz 6.5 Der Modul Der (V) dber dem Ring C* (V) ist frei vom Rang n und besitzt als Basis die
partiellen Ableitungen

0 0

7170..’7.
Oz, ozn

Jede Derivation O € Der (V,,) schreibt sich daher eindeutig in der Form

wobei vl = I(xd) € C®(V,).

Beweis. Siehe Anhang. a

Dieses Ergebnis iibertriigt sich unmittelbar auf den Modul Der (U, ) . Die oben schon angesprochene
Isomorphie Der (V,,) 2 Der (U,,) erhilt man offensichtlich dadurch, da§ man fiir jede Derivation ¢ €
Der (V,,) und jede Funktion f € C*(U,) definiert:

I(f) = (I (fopa))ota .
Insbesondere ist dann fiir ¥ := 9/0z7, und f :=* € C>*(U,):

k k
We < i (w(’zwa)>owa - (39‘">w — b

ozl oxl ozl

In diesem Sinne schreiben wir jede Derivation ¢ € Der (U,) ab jetzt in der Form

0 0
= 17 ... ni
9 = v, g + + vy Ban

[e3

mit den Funktionen vJ, := 9 (¢%) € C= (U,) .

Bemerkung. Wir identifizieren also die von den Koordinaten z!,...,2" bestimmten kanonischen Ba-

siselemente ej des Tangentialbiindels mit den Elementen 9/0z3 , die wir auch des dfteren mit dem
Symbol 8% bezeichnen (oder, noch kiirzer, mit 9; , wenn wir keine Veranlassung sehen, die Karte U,
gesondert hervorzuheben).

Um sicherzustellen, dafl diese lokale Identifikation auch global sinnvoll ist, miissen wir die Transfor-
mationsformel fiir Derivationen berechnen. Wir leiten dazu die Basiswechsel-Formel ab.
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Satz 6.6 Die Basiswechsel-Formel fiir Derivationen lautet

oder in verkiirzter, aber besonders einprdigsamer Gestalt:

R < N N

dzh = Ozl Oxfy

Bemerkung. Die Formel erinnert nicht nur an die Kettenregel, sondern ist schlichtweg eine andere Inter-
pretation derselben, wie wir anschliefend fiir den noch nicht so erfahrenen Leser herleiten werden. An
dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf§ auf der rechten Seite die Koeffizienten Funktionen in den z,
zu sein scheinen, obwohl wir es dort ja mit Derivationen zu tun haben, die auf Funktionen in den zg
wirken. Dies ist tatséchlich auch nicht der Fall; der Eindruck entspringt nur der saloppen Schreibweise.
Trotzdem ist festzuhalten, dafl die Koeflizienten der Funktionalmatrizen der Koordinatentransforma-
tionen auf der Mannigfaltigkeit , verkehrtherum* eingehen. Man driickt dies auch so aus, daf sich der
Basiswechsel im Tangentialbiindel kontravariant vollzieht.

Beweis von Satz 6. Die in Rede stehende Formel ist zu verstehen als eine Identitét fiir die Wirkung
einer Derivation auf eine Funktion f € C* (U, NUg). Nach den Vorbemerkungen lautet sie exakt

O(fopa) . _ N~ (%5 .\ [9Uows)
oxl, Vo = Z <8$Ja Yo 8x§ ve | -

k=1

Multiplizieren wir hier von rechts mit ¢, = ¢; !, setzen f, := foy, und fz:= foes und beachten
Ve = V30U, fo=f3°¢8as g = Ypa (Ta), so wird die vorherige Formel zur Kettenregel:

9 & (0fs 9 ¢k,
o, (s © 0ga) = Z (&T% mpﬁa) ol

k=1
Durch Umkehrung der Argumentationskette ergibt sich die Behauptung. O

Das soeben abgeleitete Transformationsverhalten fiir Derivationen ist identisch mit der Basiswech-
sel-Formel (xx) im Falle des Tangentialbiindels. - Wir erhalten somit als

Korollar 6.7 Der Schnittmodul T (U, Tx) lafst sich in kanonischer Weise mit dem Modul der Deri-
vationen C*® (U) — C* (U) identifizieren.

Bemerkung. Selbstverstéindlich fassen wir Schnitte im Tangentialbiindel auch als Vektorfelder auf der
Mannigfaltigkeit X auf. Ihre Derivationseigenschaften sind dann auf die folgende Weise zu verstehen:
Ist v: I - X, I=(—¢,¢) ecine Kurve in X mit Tangentialvektor v an der Stelle z =~ (0) und f
differenzierbar in einer Umgebung von x, so ist der Wert (f o+)’(0) nach der Kettenregel nur von v
und dem Differential (Df), abhingig. Wir schreiben ihn in der Form

(v, (Df)a) -

Ist nun v ein Vektorfeld auf U , so variiert v (z) differenzierbar mit x € U, und fiir eine differenzierbare
Funktion f auf U ist

z — (v (), (Df)s)
wieder eine C*°—Funktion. In Abhéngigkeit von f stellt diese Zuordnung tatsichlich eine Derivation

dar. Dafl dieser Prozefl genau unser oben geschildertes Verfahren in lokalen Karten darstellt, sieht
man an einer kleinen Rechnung (erneut unter Verwendung der Kettenregel): Schreibt man v (z) =
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(v (x),...,v" (x)), so liefert die Anwendung dieser Definition auf die Koordinatenfunktion z7 und
eine Kurve v mit 4/ (0) = (v! (2),...,v" (2)), daB

(v(@), (D2?)e) = (a7 09)'(0) = v/ ().

Definition. Man nennt aus naheliegenden Griinden den Wert von (v (x), (Df),) auch die Richtungs—
Ableitung von f an der Stelle x in Richtung v (x); in Zeichen

Ouf(x) = (v(2), (Df)s) -

Man findet in der Literatur fiir 9, auch den Namen ,L1E-Ableitung“ und die sich daraus ergebende
Bezeichnung L, .

Bemerkung. In der differentialgeometrischen Standardliteratur werden Vektorfelder oft mit dem Grof3-
buchstaben X bezeichnet (was nur deshalb moglich ist, weil Mannigfaltigkeiten meist das Symbol M
erhalten). Entsprechend heiflen die lokalen Vektorfelder dann X ¢, und die Lie-Ableitung in Richtung
X wird mit Lx notiert. Da wir konsequent bei X als Zeichen fiir eine Mannigfaltigkeit bleiben wollen,
koénnen wir diesem Brauch hier nicht folgen.

Wir wollen im zweiten Teil dieses Kapitels auf algebraische Weise aus gegebenen Vektorbiindeln
neue konstruieren. Wir nutzen dazu Satz 4 aus.
Es seien E; und FEs Vektorbiindel iiber X ; wir setzen zunéchst mengentheoretisch

E = || (Brz® Es) X .
rzeX

Wir konnen fiir (differenzierbare) Schnitte s; € I' (U, E;) einen (mengentheoretischen) Schnitt s; @ s2
definieren durch

(s1 @ s2)(x) = s1(x) @ s2(x) .
Tatséchlich ist 7y o (s1 @ s2) = idy .

Satz 6.8 Es gibt genau eine Vektorbindelstruktur auf (E, m, X), fir die alle wie oben gebildeten Ab-
bildungen (s1 @ sa) differenzierbare Schnitte sind. Als Mannigfaltigkeit ist E das Faserprodukt

E:ElxXEQCE1><E2.

Werden Ey und E5 bzgl. Y1 gegeben durch A(ﬁl(z und A?) | so wird E beschrieben durch

Ba )
Ao
A(l) EBA(Q) = < Ba )
Ba Ba 2
0 A
Beweis. Leichte Ubungsaufgabe. ]

Definition. Man schreibt E = FE; ® Ey und nennt E; @ Ey die direkte Summe oder die WHITNEY—
Summe der Biindel 7 und E5.

Wir wollen eine etwas kompliziertere Konstruktion in groflerer Genauigkeit durchfithren. Es seien
wieder zwei Vektorraumbiindel E; und E, gegeben mit beschreibenden 1-Cozyklen Ag, := Agoz und

Bgqo = A(;Dz . Wir wollen eine Vektorbiindelstruktur auf

Hom (B, E) = | | Hom (Bus, Eas) — X
reX

so einfiihren, da§ ¢ € T' (U, Hom (E, E3)) genau dann gilt, wenn fiir alle s € ' (U, Fy) durch
(@ (5)) (z) == ¢ (s(2))
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ein differenzierbarer Schnitt in Fs definiert wird.

Es sei 4 = {U,} eine trivialisierende Uberdeckung fiir E; und Ey mit lokalen Basen ef,...,e2
bzw. f{, ..., f&. Offensichtlich wird das gesuchte Biindel iiber U, durch U, x R**" trivialisiert, da
Hom (Ey,, Es;) die Dimension rs besitzt und man eine trivialisierende Basis angeben kann:

At A (eR) = o fi, k=1....r

Wir brauchen jetzt nur noch die Transformationsformel auszurechnen. Dazu bezeichnen wir die
Koordinaten auf U, x R**" mit u% und fordern, daf

Z ug Ay = Z uéj /\B auf U, NUs .

Ferner haben wir die Basiswechsel-Formel zur Verfiigung:

Ic
= T ke

J

und entsprechend fiir die lokalen Basen von FEs. Hieraus folgt bei festem k:

A e () () (St
4

53
:ZumjA ZumjA]ﬁfa*Z<ZAjkBem 7nj>!]cé7
j,m,n
also
(+) = > AEBET
j,m

Mit anderen Worten: Schreibt man die u4 in eine s x r—Matrix u, , so schreibt sich der Koordinaten-
wechsel in der bekannten Weise als
ug = Bﬁa'ua-Aag.

Damit transformieren sich Schnitte in dem Homomorphismenbiindel, also Elemente in
I'(U, Hom (Eq, E5)), wie U-Homomorphismen von F; nach Fs; mit den Bezeichnungen am
Ende von Kapitel 5 heif3t dies also:

Folgerung 6.9 Fir jede offene Menge U C X existieren kanonische Isomorphismen von C*—-Moduln

r (U, Hom (El, EQ)) = HOHlU(El, EQ) .

Wir wollen die Transformationsformel fiir das Homomorphismenbiindel noch auf eine andere Weise
interpretieren, indem wir sie in der Form

= Sk k= AT B

m,j

schreiben, wobei ¢k und mj jeweils als ein Index anzusehen ist, der die Menge {1,...,s}x{1,...,r}
durchléduft.

Man definiert nun das KRONECKER-Produkt C := B® A zweler quadratischer Matrizen A = (a; )
der Grofie r x r bzw. B = (b, ¢) der Groe s x s durch

C = (cok,mj) » wobei Cormj = bom-arj, 1<j,k<r, 1<m,(<s.
In unserem Fall ist aber

= BEL ("AG0

und damit haben wir die Ubergangsmatrizen fiir das Homomorphismenbiindel Hom (F;, F3) gefunden.
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Lemma 6.10 Werden die Vektorbiindel F1, Fo auf der Mannigfaltigkeit X durch die 1-Cozyklen
Aga bzw. B beschrieben, so wird das Bindel Hom (E1, E2) gegeben durch

Bga ® tA[;al .

Eine wichtige Sonderrolle spielt der Fall, da} F; = E ein beliebiges und FEs das triviale Gera-
denbiindel X x R ist. Das Homomorphismenbiindel Hom (E, X x R) besitzt als Fasern die Dualridume
E* der Vektorrdume E,. Man schreibt dann auch

E* := Hom (E, X xR)

und nennt E* das duale Biindel zu E. Die Schnitte o € T' (U, E*) sind differenzierbar mit = € U
variierende Linearformen auf den Fasern E, von E. Sie sind insbesondere so beschaffen, dafi fiir jeden
Schnitt s € I' (U, E) die Funktion

x +— o (s(z)) differenzierbar von der Klasse C* ist .

Wird E definiert durch den 1-Cozyklus (Aga), so wird das duale Biindel E* beschrieben durch
die kontragredienten Matrizen (tAgal) Man beachte, dafi im Allgemeinen die Matrizen (A[;al) kei-

nen 1-Cozyklus bilden ! Besitzt FE eine lokale Basis ej,...,e., so besitzt E* die duale Basis
el :=ef,...,e" = ¢}, die durch die Eigenschaft e*(e;(z)) = d;. definiert ist.
Warnung. Die Bezeichnung ej, ..., e} fiir die duale Basis zu der Basis ey, ..., e, ist weitverbreitet, aber

auBerordentlich mifiversténdlich, da sie suggeriert, dafi der Vektor e} ausschlieBlich von dem Vektor e¢;
abhiingt. Dies ist jedoch nicht der Fall: Wihlt man z. B. in R? die Standardbasis e; = (1, 0), ex =
t0,1), so ist ef = (1,0),e5 = (0, 1); wihlt man dagegen die Basis fi = e, fo = e1 + €2, 50
rechnet man unmittelbar nach, da§ f{ =ej —e3, f3 =e5. D. h.: Obwohl e; = f;, ist e] # f{. Man
miifite daher statt des Symbols €} so etwas wie (e1,..., er);f schreiben, was zwar korrekt, aber viel
zu umsténdlich wére. Wir folgen daher auch dem allgemeinen (Mi—) Brauch, weisen aber ausdriicklich
darauf hin, dafi es absolut keinen Sinn macht, von dem zu einem Vektor dualen Vektor zu sprechen.
Insbesondere besitzt ein Schnitt s in F im Allgemeinen keinen wohldefinierten dualen Schnitt s* in
E*.

Um dem Leser den Uberblick zu erleichtern, wird in der folgenden Tabelle das Transformationsver-
halten in dem Biindel E und seinem dualen Biindel E* aufgelistet. Hierbei ist wie immer {Ag,} ein
definierender Cozyklus fiir E .

| £ | E

Koordinatenwechsel | Ag, | "Ag,

Basiswechsel Agi tAga

Ist speziell E = Tx das Tangentialbiindel der Mannigfaltigkeit mit der lokalen Basis

0 0
oxl T Qan
so bezeichnet man die duale Basis in dem Cotangentialbiindel T% mit dzl,..., dz" . Schnitte in T%

sind also sogenannte PFAFFsche Formen Y f;dxJ , die sich wegen der generellen Eigenschaften des
dualen Biindels mit der kontragredienten Matrix transformieren:

S fldaly = frdad, e fP=TAL

Ox
Aﬁa = (axz) .

mit der Matrix
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Da auch der Basiswechsel in T% kontragredient zu dem in Tx verlduft, gewinnen wir sofort aus der
Formel unmittelbar nach Satz 6 die Basiswechsel-Formel:

n )
ox?
Jj « k
dx?, ek drg ,
k=1 B

oder préziser:

; "L (02,
o, =) <axg o 1s (x)) dat; .

k=1

Bemerkung. Man sieht, daf} hier die (vermeintlichen) Schwierigkeiten beim Tangentialbiindel nicht auf-
treten. Die Koeffizienten auf der rechten Seite sind, wie man es vermuten wiirde, Funktionen in den
Variablen x3. Mit anderen Worten: Der Basiswechsel im Cotangentialbiindel geschieht im Gegensatz
zu den Verhéltnissen im Tangentialbiindel mit der Funktionalmatrix des Koordinatenwechsels, ist also,
wie man sagt, kovariant.

Die Bezeichnung dz?, und die Basiswechsel-Formel fiir Pfaffsche Formen haben nicht nur eine
formale, sondern tatséichlich eine konzeptionelle Bedeutung. Es sei f € C* (U) gegeben. Dann kénnen
wir f einen Schnitt df iiber U im Cotangentialbiindel zuordnen durch die Vorschrift:

(df) (v(z)) = (v (@), (Df)e)

d. h. wir drehen jetzt den Spiefl herum und interpretieren die Wirkung eines Vektorfelds auf die Funktion
f als Wirkung von f auf das Vektorfeld. In einer Karte U = U, bedeutet dies:

L9 . - i 0f(za)

Speziell ist dadurch dxJ, definiert auf U, , die dxl,...,dz" bilden tatsiichlich eine duale Basis zu
9/ 0xl,...,0/0x"  und lokal gilt

— of (o) , ;
d = - dx] .
f ; oul 0T
Insbesondere ergibt sich die Basiswechsel-Formel mit f (z,) = zg(xa) .

Bemerkung. In diesem Sinne kénnen wir das Differential D f und die Pfaffsche Form df identifizieren,
auch wenn sie a priori verschiedene konzeptionelle Bedeutung haben. Diese Identifikation wird durch
die Identifikation des Tangentialraums von R mit R selbst ermdglicht.

Bemerkung. Um Konsistenz der Transformations—Formeln mit der iiblichen EINSTEINschen Summati-
onskonvention zu erzielen, braucht man nur den Index j in da’ als oberen, den Index k in (’9/895’C

Ox’
aber als unteren Index aufzufassen (und entsprechend in 9k ). Wir werden jedoch weitgehend Summen
x

ausschreiben und die Einstein—Konvention nur als ,,guiding principle® fiir die Anordnung der Indizes
heranziehen.

Wir beschlieflen dieses Kapitel mit einem eher harmlos wirkenden Resultat, dessen Bedeutung aber
nicht unterschétzt werden darf. Es ist nur eines unter vielen anderen Ergebnissen dhnlichen Inhalts,
deren Beweis stets demselben Muster folgt.

Satz 6.11 Es besteht ein kanonischer Vektorraumbiindel-Isomorphismus E — E**.

Beweis. Die Fasern des Biindels E** sind nach Konstruktion die Bidualen der Fasern E, von E':
(E**)z = (Ez)** . Nun gibt es eine kanonische, also nicht von Koordinaten abhéngige lineare Abbildung
E, — (E;)**, die jedem v € E,, die lineare Abbildung X, : (E,)* — K zuordnet, die durch \,(«) :=
a(v), a € (Ey)*, definiert ist. Diese Abbildung ist injektiv (und, da die beiden beteiligten Vektorrdume
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dieselbe Dimension r besitzen, sogar ein Isomorphismus): Ist ndmlich A,(a) = 0 fiir alle o € (E,)*,
so ist nach Definition
a(v) =0 fir alle a e V*.

Dies impliziert v = 0 (warum ?) und damit )\, = 0. - Da der Ubergang von E nach E* bzgl.
einer trivialisierenden Uberdeckung den Transformationsmatrizen von F die kontragredienten Matrizen
zuordnet und dieser Prozefl nach zweimaliger Anwendung zur Ausgangsmatrix zuriickfithrt, wird die
eben halmweise definierte kanonische Abbildung F — E** lokal durch die Identitit repréisentiert und
ist somit insbesondere differenzierbar, also ein X -Isomorphismus. O

Bemerkung. Lokal ist selbstverstéindlich auch Ejy = El*U. Dieser Isomorphismus ist jedoch im All-
gemeinen nicht kanonisch (siehe die Warnung auf p. 38 Mitte) und kann daher auch nicht zu einem
Isomorphismus E — E* fortgesetzt werden. Insofern verstellt einem das ausschlieflliche Studieren des
Basisraums R™, auf dem man globale Koordinaten hat und deshalb auch einen solchen Isomorphis-
mus fiir das Tangentialbiindel und sein Dual, das Cotangentialbiindel, herstellen kann, den Blick auf
die wahren Zusammenhénge. Allerdings gibt es Mannigfaltigkeiten mit zusdtzlicher Struktur, wie z. B.
Riemannsche oder allgemeiner Pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten, auf denen man aus &hnlichen
Griinden das Tangential- und Cotangentialbiindel identifizieren kann (siche Kapitel 10).



Anhang: Derivationen und das Lemma von Hadamard

Wir wollen in diesem Anhang noch den Beweis von Satz 5 nachtragen. Dazu bendtigen wir das soge-
nannte Lemma von HADAMARD. Um dieses zu verstehen und zu formulieren, erinnern wir zunéchst an
die Definition der (totalen) Differenzierbarkeit.

Definition. Eine Funktion f: V — R, V C R" eine offene Menge, heifit in =g € V differenzierbar,
wenn es in z stetige Funktionen Aj;: V' — R gibt, so daB fiir alle z € V' gilt:

n

fx) = flzo) + ) Aj(a) (27 — 7).

j=1

Bemerkung. Fir n > 2 sind die Funktionen A; ziemlich willkiirlich wéhlbar. Allerdings sind ihre
Funktionswerte an der Stelle xg, wenn f in x( differenzierbar ist, eindeutig bestimmt, und es gilt

of

7 (20) = Aj(zo) -

Das Lemma von HADAMARD besagt, dafl die Funktionen A; im Falle einer C>*°~Funktion f (lokal)
ebenfalls als unendlich oft differenzierbare Funktionen gewihlt werden kénnen. (Im analytischen Fall
folgt dies sehr einfach aus der Potenzreihenentwicklung).

Lemma 6.12 (Hadamard) Fir f € C>®(V) und xo € V gibt es eine Umgebung Vo 3 xo, Vo CV,
und eine Darstellung

fz) = flxo) + Y _Aj(x) (@@ — )
j=1

mit beliebig oft differenzierbaren Funktionen A;: Vo — R.

Beweis. Man wihle fir Vy eine in V' enthaltene Kugel mit Mittelpunkt zy, und zu jedem Punkt
x € Vy die Verbindungsstrecke

v(t) == a0 + t(x —x0) €V, te]0,1].

Dann ist die zusammengesetzte Funktion g := fo~ beliebig oft differenzierbar auf dem Einheitsintervall
I =[0, 1], und nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel gilt

n

Fla) = o) = [ o0 =3 5@ (e, - al

j=1
mit den C*°(Vp)-Funktionen

5@ = [ Loy, 0

Der Beweis von Satz 5 ist damit nicht mehr allzu schwer. Wir fithren ihn auf zwei weitere Lemmata
zuriick.
Zunichst ist klar, da auf V' C R™ die Derivationen 0; = 0/0x’ unabhéngig sind, da aus

9= v (2)9; =0
j=1

durch Anwendung auf die Koordinatenfunktion z* sofort v* = 0 folgt. Fiir eine beliebige Derivation
¥ setzt man

V=9 —Y (7)o
j=1

Dann ist 9 (27) = 0 fiir alle j, und es geniigt, das folgende Lemma zu beweisen.
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Lemma 6.13 Ist fiir eine Derivation ¥ auf V C R™ der Wert auf allen Koordinatenfunktionen x’
gleich Null, so verschwindet ¥ .

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl jede Funktion f € C*°(V) von ¥ annuliert wird; m. a. W.: wir miissen
beweisen, daf}

(0 () (xo) =0

fiir beliebiges xo € V, wobei wir noch f (z9) = 0 voraussetzen diirfen. Nun ist fiir jede beliebige
Derivation nach der Leibniz—Regel

9(1) =9(1-1) = 29(1) = 0

und damit o (¢) = 0 fiir alle konstanten Funktionen c. Somit ist nach Voraussetzung o (27 — xé) =

0, 7=1,...,n, und damit fiir jede Funktion f, die sich wie im Hadamardschen Lemma auf ganz V'
bei fest gewihltem Punkt zy darstellen 1a8t,

9(f) (@) = Y 9 (A(x) (27 — )
j=1

und damit 9 (f) (zo) = 0.

Nun gilt die Darstellung von f bzgl. des Hadamardschen Lemmas aber nur in einer Umgebung
W = W(xzo) . Durch Multiplikation mit einer C*°—Funktion 7 : V — R, die in einer Umgebung W)y
von o identisch 1 ist, auBerhalb W aber identisch verschwindet, erhélt man eine C*°~Funktion f auf
ganz V , auf der nach den bisherigen Uberlegungen 9f an der Stelle z, verschwindet, und die mit f
zumindest in der Umgebung Wy von z iibereinstimmt.

Der Beweis kann dann zu einem guten Ende gefiihrt werden, wenn wir zeigen kénnen, dafl Deriva-
tionen ¥ lokale Operatoren sind, d. h. folgendes gilt.

Lemma 6.14 Ist ¢ eine Derivation auf C*(V) und f identisch Null auf einer offenen Teilmenge
WcV,soist (0f)(x)=0 firxeW.

Beweis. Wéhle zu g € W wie oben eine C>*°~Funktion n: V — R, die in einer Umgebung W; von
x¢ identisch 1 ist und aulerhalb W identisch verschwindet. Wegen der Leibniz—Regel ist dann

nd(f) + fdm) =9Mmf) =39(0) =0

und folglich (¥ (f))(x0) =0. O
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Der Begriff des Tensorprodukts steht im engen Zusammenhang mit dem der bilinearen Abbildungen
zwischen Vektorrdumen. Um etwas genauer zu sein, setzen wir voraus, dafl Vi, Vo, W Vektorrdume
iiber dem festen Grundkorper K sind. Eine Abbildung

B:VixVo — W

heift bilinear, wenn sie in jeder einzelnen Variablen (bei festgehaltener anderer) linear ist, d. h. wenn
die Eigenschaften
{ B(v1+avi,v2) = B(vi,v2) +apB(vy,v2)

B (vi,v2 +bvy) = B(v1,v2) + b (v1,03)
erfiillt sind. Wir bezeichnen die Menge aller dieser Abbildungen mit

Bil (Vi, Va; W) bzw. Multsy (Vi, Va; W) .

Als Abbildungen in einen Vektorraum kann man bilineare Abbildungen auf natiirliche Weise addie-
ren und mit Konstanten multiplizieren; ihre Gesamtheit bildet zusammen mit diesen Verkniipfungen
offensichtlich einen Vektorraum.

Ganz entsprechend fithren wir fiir p Vektorrdume V1, ...,V das Symbol Mult, (V4, Va,...,V,; W)
ein. Ist W der Grundkérper K, so schreiben wir noch kiirzer Mult,, (V3, Va,...,V},) fiir den Raum der
Multilinearformen auf V4 x --- x V, (im Fall p =2 auch als Bilinearformen bezeichnet). Da in vielen
Fillen der Index p an dem Symbol Mult redundant ist, lassen wir ihn auch oft fort. Man macht sich
sofort klar, daf eine solche Abbildung (eindeutig) bestimmt ist durch ihre Werte auf allen p—Tupeln
von Basiselementen aus Vi,...,V, . Hieraus ergibt sich sofort fiir endlich—dimensionale Vektorrdume
Vi, Va, ..., V,, W die Dimensionsformel

dim Mult, (Vi, Va, ...,V W) = (dim V; -...- dim V) - dim W .

Wir wollen im folgenden demonstrieren, wie man (fiir endlich-dimensionale Vektorrdume) die ge-
samte Theorie auf das Studium von (iterierten) Rdumen von Homomorphismen zwischen Vektorrdumen
reduzieren kann. Hierbei steht der Begriff von kanonischen Isomorphismen zwischen Vektorriumen im
Vordergrund, der uns schon im Zusammenhang mit dem Bidualen eines Vektorraumbiindels begegnet
ist. Zur Eingewthnung beginnen wir mit dem folgenden sehr einfachen Satz.

Satz 7.1 FEs bestehen (fiir endlich—dimensionale Vektorriume) kanonische Isomorphismen
Bil (V, Vo; W) = Bil(Va, Vi; W) und Bil(Vi, Vo; W) = Hom (Vi, Hom (Va, W)) .

Beweis. Die erste Aussage ist vollig elementar: Man ordne jeder Abbildung 8 € Bil(Vy, Vo; W) die
durch 8*(ve, v1) := B (v1, v2) definierte Abbildung g* € Bil (Va, Vi; W) zu. Im zweiten Fall starten
wir mit einem Element o € Hom (V;, Hom (V2, W)) und definieren § = 3, € Bil (V1, Va; W) durch

Ba(v1, v2) = (ar(v1))(v2) -
Man verifiziert sofort, daf§ die hierdurch definierte lineare Abbildung
Hom (V4, Hom (V2, W)) — Bil(V3, Vo; W)
injektiv ist. Da auf beiden Seiten Vektorrdume der gleichen Dimension stehen, ist sie sogar ein Isomor-
phismus. 0

Bemerkung. Fiir den ersten Teil der vorigen Aussage spielt die Voraussetzung der FEndlich—
Dimensionalitit der betroffenen Vektorrdume iiberhaupt keine Rolle, da man genauso gut die Um-
kehrabbildung angeben kann. Dieses ist auch im zweiten Fall, wenn auch nicht unmittelbar, moglich.
Wir iiberlassen dem Leser die Details.

Der gerade bewiesene Satz ist nur der Beginn einer ganzen Folge von Sidtzen. Mit genau den gleichen
Argumenten beweist man
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Satz 7.2 Fir (endlich-dimensionale) Vektorrdume Vi, Va, ..., V,, W, p > 2, hat man eine kanonische
Isomorphie

Mult,, (Vi, Va, ..., V: W) = Hom (V;, Mult,_1(Vi,..., V..., Vs W)) .
Hierbei bedeutet das ,,Dach“ iber V; auf der rechten Seite, daf$ dieser Vektorraum wegzulassen ist.
Bemerkung. Induktiv gewinnt man hieraus die Aussage, daf} sich alle Vektorrdume
Mult, (V1, Va,..., Vp; W)

iterativ (und bis auf kanonische Isomorphie unabhiingig von der Reihenfolge der Vektorriume
Vi,...,Vp) durch Rdume von Homomorphismen beschreiben lassen.

Aus diesem Grunde sind wir an weiteren kanonischen Isomorphismen zwischen Rdumen von Ho-
momorphismen interessiert. Zudem haben wir am Ende des letzten Kapitels gesehen, dafl die Existenz
von kanonischen Isomorphismen von endlich-dimensionalen Vektorrdumen zu ebensolchen Isomorphie—
Aussagen bei Vektorraumbiindeln fithren.

Die zwei zentralen Aussagen sind an dieser Stelle die folgenden.

Satz 7.3 Fiir (endlich—dimensionale) Vektorriume hat man die folgenden kanonischen Isomorphismen:
Hom (Vi, Vo) & Hom (V5', Vi*) wund Hom (V4, V5) = Hom (Va, V7)™ .

Beweis. Zum Beweis der ersten Aussage ordnen wir jedem Homomorphismus o« € Hom (Vi, V3) auf
ganz kanonische Weise eine Abbildung o* : V5 — V{* zu, indem wir den Homomorphismus ¢ €
V5 = Hom (Va, K) mit dem Homomorphismus « zusammensetzen: a*(¢) := ¢ oa : V3 — K. Die
Abbildung * ist injektiv, da aus poa = 0 fiir alle ¢ € V5* sofort o = 0 folgt. Da die beiden beteiligten
Vektorrdaume von gleicher Dimension sind, folgt die Behauptung.

Die zweite Aussage ist etwas schwieriger zu beweisen. Wie zuvor ist es naheliegend, einem Homo-
morphismus « € Hom (Vy, V) die durch A,(¢) := ¢ o, ¢ € Hom (Va, V1), definierte Abbildung
Ao @ Hom (Va, V4) — End (V4) zuzuordnen. Da wir hierdurch aber nicht im Grundkérper K landen,
fiigen wir noch die Spur—Abbildung auf V; hinzu, setzen also

AL (p) = Spur (Ao (), sodaB A, € Hom (V5, V)" .

Die hierdurch definierte Abbildung Hom (V1, V2) 2 a — A% € Hom (Va, V1)* ist tatséichlich injektiv.
Ist ndmlich A¥ = 0, so bedeutet dies Spur (¢ o o) = 0 fiir alle ¢ € Hom (Va, V7). Stellen wir relativ
zu Basen den Homomorphismus « durch eine r x s—Matrix A dar, so wird ¢ durch eine (beliebige)
s x r—Matrix B beschrieben. Nimmt man insbesondere fiir B die Matrix, die nur in der j—ten Reihe
und k—ten Spalte eine 1 als Eintrag besitzt und sonst nur Nullen, so besitzt die Matrik BA nur Nullen
als Eintriige aufler in der j-ten Zeile, die die folgende Gestalt hat: (agi,-..,ags). Die Bedingung
Spur(BA) =0 fiihrt deshalb zu ax; =0, und da j und %k beliebig waren, mul o =0 sein. O

Bemerkung. Der erste Isomorphismus tritt an mehreren Stellen der Mathematik in Erscheinung. Die
Zuordnung « — o wird oft als (formales) Adjungieren bezeichnet. Sie spielt z. B. im Fall von partiellen
Differentialoperatoren eine wichtige Rolle. Setzt man speziell V; = K und V5, = V', so erhélt man
iibrigens wegen Hom (K, V) 2V aus dem obigen Satz die kanonische Isomorphie V' — V** zuriick.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu dem Begriff des Tensorprodukts. Ist By : Vi x Vo —
Wy eine feste bilineare Abbildung, so wird durch

Hom (Wy, W) 3 a — ao fy € Bil (W1, Va; W)
eine K-lineare Abbildung
(%) Hom (Wy, W) — Bil(V3, Vo; W)
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induziert.
Definition. Wy heifit zusammen mit [y (ein) Tensorprodukt von Vi und V5, wenn die induzierte
Abbildung (*) fiir alle W ein Isomorphismus ist. M. a. W.: Wy ist ein Tensorprodukt von Vi und Vs,

wenn es zu jeder bilinearen Abbildung 0 : Vi x Vo — W genau eine lineare Abbildung o : Wy — W
gibt, die das Diagramm

Vix Vs

Bo B

Wo -W

kommutativ macht.

Lemma 7.4 Sind fy: Vi x Vo — Wy und B : Vi x Vo — W zwei Tensorprodukte, so gibt es einen
eindeutig bestimmten K-linearen Isomorphismus

ag: Wo — W,
fiir den das Diagramm

Vi x Vp

Bo By

&%)

kommutativ ist.

Beweis. Elementare Anwendung der universellen Eigenschaft von Wy liefert die Existenz einer (ein-
deutig bestimmten) linearen Abbildung «g, die das obige Diagramm kommutativ macht. Umgekehrt
gewinnt man die Existenz einer linearen Abbildung «f : Wj — Wy mit der entsprechenden Eigenschaft.
Fiir die Zusammensetzung o o ag : Wy — Wy hat man dann die Kommutativitit des Diagramms

Vi xVa

Bo Bo

Wo

7 ‘WQ
Qg © Qg

Da aber auch die Identitdt diese Eigenschaft hat, mufl wegen der definierenden Eindeutigkeitsaussage
af o ag = idyy, sein. Ebenso sieht man g o of, = idyy ein; somit ist g ein Isomorphismus. O

Bemerkung. Das Tensorprodukt ist also, wenn es existiert, bis auf kanonische Isomorphie eindeutig
bestimmt. In der Tat existiert es immer (sogar fiir beliebige Moduln iiber kommutativen Ringen R;
siehe dazu einige Bemerkungen weiter unten). Wir bezeichnen es in iiblicher Notation mit V; @ V5.

Bei endlich—dimensionalen Vektorriumen kann man die Existenz des Tensorproduktes auf ver-
bliiffend einfache Weise herleiten. Wegen der definierenden Eigenschaften des Tensorprodukts (fiir
W =K) und den bisher abgeleiteten kanonischen Isomorphien gilt ndmlich notwendigerweise

(Vi ® Vo)* = Bil(V4, Va) = Bil (Va, Vi) = Hom (Va, V;*) = Hom (V;*, Vo)*
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und damit
Vi ® Vo = Hom (V' Va) .

Betrachten wir also den Vektorraum Wy = Hom (V*, V2), V;i* = Hom (V1, K), und zeigen wir, daf} er
auch tatséchlich die geforderten Eigenschaften besitzt. Dazu fithren wir die Abbildung Gy : Vi x V5 —
Wy ein, die jedem Paar (v1, va) € Vi X V, die lineare Abbildung

Vi — W
A — A(vg) v
zuordnet. Aufgrund der Definition ist unmittelbar klar, daf3
v1 @ vz = fo (v1,02)

bilinear in v; und in vy ist. Wie oben erhalten wir fiir jeden endlich—dimensionalen Vektorraum W
eine kanonische lineare Abbildung

Um Isomorphie von (%) zu beweisen, fithren wir zunéchst den Nachweis der Injektivitit (ist der Vek-
torraum W endlich—dimensional, so reicht dies schon aus, da die Vektorriume auf beiden Seiten die
gleiche Dimension besitzen): Die bilineare Abbildung 3 = a o By ist durch ihre Werte auf den Paaren
(€, fr) bestimmt, wobei eq,...,e, eine Basis von Vi und fi,..., fs eine Basis von V5 durchlauft.
Das Bild eines solchen Paares unter §y in W, ist aber gerade die lineare Abbildung Ajx, die den
Basisvektor e von Vi" auf den Basisvektor f; abbildet und alle anderen auf 0. Somit durchlduft
Bo(ej, fr) eine Basis von Wy, und da « nach Voraussetzung auf dieser verschwindet, ist a« =0.

Um die Surjektivitit einzusehen, gehen wir von einer bilinearen Abbildung 3 aus und setzen wjj, :=
B (ej, fr). Durch « () := wj, wird dann eine lineare Abbildung o : Wy — W bestimmt, fiir die
ao fy =0 auf allen Paaren (e;, fr) und damit auf V4 x V, gilt.

Wir haben somit bewiesen:

Satz 7.5 Im Fall endlich—dimensionaler Vektorriume Vi, Vo existiert das Tensorprodukt Vi @ Vo ; es
ist kanonisch isomorph zu

Hom (V}*, V2) , wobei Vi* = Hom (V1, K) .

Ist e1,...,e, eine Basisvon Vi und fi,..., fs eine Basisvon Va, soist e;@f;, 1<j<r, 1<{<s,
eine Basis von Vi ® V. Sind ferner ey,...,el. und fi,...,f. weitere Basen von Vi bzw. Va, und
gelten die Transformationsformeln

T S
e, = Z ajeej s fm = Z bem fo
j=1 =1
so lautet die Formel fiir den Basiswechsel im Tensorprodukt
e ® [l =Y ajxbeme; @ fr;
Jit

die Basiswechsel-Matrixz ist also das Kronecker—Produkt der beiden Basiswechsel-Matrizen in Vi und
V.
Beweis. Nur die Aussage iiber den Basiswechsel bedarf der Begriindung;; sie folgt aber selbstverstindlich
aus der Bilinearitdt von (g . O

Bemerkungen. 1. Man kann mit Tensorprodukten Vi ® Vo natiirlich auch rein formal umgehen. Sie
enthalten (irgendwie gebildete) reine Tensoren vi @ vo, vy € Vi, va € Vo, und jedes Element ist eine
endliche Linearkombination von solchen reinen Tensoren. Beim formalen Rechnen mit Tensoren sind
dann die (der Bilinearitéit von [y entstammenden) Rechenregeln



7 Das Tensorprodukt von Vektorrdaumen und Vektorbiindeln 47

(+)

{ (v +v]) Uy = V1 Qua+ V] ®ua, V1 ® (Va2 +vh) = V1 QVy + v RV,

(av1) ® vy v ® (avy) = a(v1 @ va) ,

(und nur diese) zu beriicksichtigen. Je nach Bedarf kann man einen reinen Tensor vq ®vs ,identifizieren“
mit der oben beschriebenen linearen Abbildung V* — V5 oder entsprechend mit der analog gebildeten
Abbildung V5" — Vi (siehe Satz 6). Hat man Basen ej,...,e, von Vi und fi,...,fs von Va, so
bilden die reinen Tensoren e; ® fo, 1 < j <7, 1< <s, eine Basis von V1 ® V5.

2. Den ersten Teil der vorstehenden Bemerkungen kann man sogar dazu benutzen, das Tensorprodukt
ohne den Umweg iiber Rdume von Homomorphismen zu konstruieren (siche z. B. BOURBAKI, Algébre;
Chapitre II: Algébre linéaire, insbesondere Paragraph 3 und 4).

Als néchstes sammeln wir weitere Isomorphismen, die wir alle sorgfiltig auflisten miissen, da sie
in der Theorie der Tensoren eine wesentliche Rolle spielen. Hierzu gehoren die Kommutativitdt und
Assoziativitit des Tensorprodukts von Vektorrdumen und das Verhalten unter Dualisieren und Bildung
von Homomorphismen.

Satz 7.6 FEs ecxistieren kanonische Isomorphien (hierbei sind V, Vi, Vo, V3, Vi belicbige endlich—
dimensionale K-Vektorriume):

a) VeK =2 V;

=3

)

) iV, 2 Vo Vg

) Vi ®@Va = Hom (V4, Vo), insbesondere V* @V = End (V);
) VieW)eVs = Ve (VaeVs);
)
)
)
)

(oS

@

W1eW)" =2V ely;

—

HOHI(Vl ®‘/23 VE%) = Hom (‘/h Hom (‘/27 ‘/3)) = Vl* ® Hom (‘/23 ‘/3)5
Hom (Vi, Vo ® V3) 2 Hom (Vi Va) ® Vi;

o

h) Hom (V4, Vo) ® Hom (V3, V3) = Hom (V1 ® V3, Vo @ V4) .

~

Beweis. a) V@K Hom (V*, K)X V™ «— V.

b) Mit Bil(V1, V2) 2 Bil (Va, V3) folgt unmittelbar V3 ® Vo =2 Hom (V5', V1) 2 1L V).
¢) VI ® V= Hom (V™ Vo) = Hom (V4, V3).

d) Mit e) ergibt sich

Mults (Vy', V5, Vi) & Hom (Vy', Bil (V5 V) = Vi @ Bil (5, Vi) = Vi@ (Vy @ V3)" = Vi@ (e @ Va) .

Auf der anderen Seite ist Mults(Vy*, V5*, V5) = Mults(V5', Vi, Vi), und wegen der Kommutativitét
folgt die Behauptung.

e) (Vi®Va)" = Hom (VY, V3)" = Hom (V2, Vi) = Hom (V/"", V5') =V @ V5.
f) Hom (V1 ® Vo, V3) = (Vi @ V) @ Va3 2 V' @ (Vs ® V3) = Hom (V4, Hom (Vz, V3)).
g) Hom(Vi, Vo V3) 2V @ (Va® V3) = (Vi ® Vo) ® V3 = Hom (Vi, Vo) @ V3. O

Warnung und Bemerkung. Die als Kommutativitit des Tensorprodukts bezeichnete kanonische Isomor-
phie Vi @ Vo =2 V5 ® V7 kommt selbstverstindlich formal dadurch zustande, dafl man einem reinen
Tensor vy ® vy den Tensor v ® v; zuordnet und die so gewonnene Abbildung linear fortsetzt. Dies
bedeutet jedoch nicht, dafl im Falle V; = V5 immer die Gleichheit vo ® v1 = v1 @ v9 besteht ! Das Ten-
sorprodukt von Elementen ist also nicht kommutativ, sondern das Tensorprodukt von Vektorrdumen.
Bei der Assoziativitit liegen die Verhéltnisse dagegen etwas einfacher. Sie besagt im Wesentlichen, dafl
die ,,paarweise Beklammerung“ von mehrfachen reinen Tensoren unerheblich ist, also z. B. (v; ®v2) Qw3
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ohne Bedenken mit v ® (ve ® vs) identifiziert werden kann. Wir lassen daher im folgenden sowohl in
mehrfachen reinen Tensoren als auch in mehrfachen Tensorprodukten von Vektorrdumen Klammern
konsequent fort.

Der letzte Satz in diesem Kontext sagt aus, dafl das Tensorprodukt von endlich—dimensionalen
Vektorraumen mit direkten Summen vertauscht.

Satz 7.7 Es existieren kanonische Isomorphismen
g (o) = Weh)eViol), VieV))eV = (el o (Vo).

Beweis. Die zweite Aussage kann man mit der Kommutativitéit direkt auf die erste zuriickfithren. Diese
ist denkbar einfach einzusehen:

Vi® (Va®Vy) = Hom (Vy*, Va® V) = Hom (Vy', Vo) @Hom (V}", V) = (Vi@ V)@ (Vi@ Vy) . O

Warnung. Fiir Moduln iiber kommutativen Ringen, die nicht endlich erzeugt und frei sind, gibt es statt
der obigen Isomorphismen i. A. nur kanonische Abbildungen in einer von beiden Richtungen, die aber
weder injektiv noch surjektiv zu sein brauchen (sieche BOURBAKI, loc.cit.).

Wir fithren nun das Tensorprodukt von Vektorbiindeln F;, und Es5 auf naheliegende Weise geméf
der vorstehenden Uberlegungen ein durch das Kroneckerprodukt der Ubergangsmatrizen: Aga ® Bgq -
Es ist dann insbesondere

E1 &® E2 =~ Hom (.ET7 EQ) 5

und die Fasern dieses Biindels
(El [ Eg)m = Hom (Eik, EQ)I = Hom (ETI, Egz) = Fi; ® Eoy

besitzen die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts von Vektorrdumen. Da offensichtlich das
Kroneckerprodukt von Matrizen kommutativ und assoziativ ist, hat man kanonische Isomorphismen

Fi1RFE, =2 FE,®QFE, (E1®E2)®E3§El®(E2®E3>
Ebenso kann man die Distributivgesetze ableiten:
Ei® (B, ®Ey) = (E1@Ey) ®(E1©Ey), (E1®E)QE, = (B ®FE)®(E @ E).

Aber auch alle anderen kanonischen Isomorphien zwischen Vektorrdumen bleiben bestehen, wie man
vollig analog zu der Isomorphie F — E** nachpriift (weswegen auch die Begriindungen fiir die zuvor
angegebenen kanonischen Isomorphien iiberfliissig sind).

Satz 7.8 FEs bestehen kanonische Isomorphien (hierbei sind E, Ei, Fs, E3, E4 beliebige Vektor-
raumbiindel auf der Mannigfaltigkeit X ):

a) E®(Kx X) 2 FE;

=3

E1®E2 =~ E2®E1;

o

)

)

) B ® Ey = Hom (F1, F3) , insbesondere E* @ E = End (E);
) (E1®Ez)®@E3 = E;® (E,® E3);

) (B1® E»)" = EY® Ej;
)

)

)

) (=8

-

Hom (E;7 ® E3, F5) = Hom (Fy, Hom (Es, E3)) = Ef ® Hom (Es, E3);
Hom (El, Eg (9 E3) =~ Hom (El, EQ) ® E3;

o]

h) Hom (Ei, E3) ® Hom (Es5, E4) = Hom (B ® E3, Ex ® Ey) .
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Bemerkung. Das Biindel E; ® Ey = |_| (F1z ® Ea,) hat die folgende Eigenschaft (und hétte auch
dadurch erkldrt werden kénnen): Sind s; € I' (U, E;) Schnitte, j =1, 2, so wird durch

(51 ®82) (z) = 51 (2) @ 82 (2)

ein C°°—Schnitt in E; ® Es definiert. Sind eq,...,e, bzw. f1,..., fs lokale Basen von E; bzw. Ej
iiber einer offenen Menge U , so bilden die Schnitte

e;®fi, 1<j<r, 1<f<s

eine lokale Basis von F; ® FEs iiber U . Fiir das Rechnen mit Schnitten in F; ® Ey iiber U braucht
man ferner nur zu wissen: Die Schnitte der Form

S1 ® 82, SjEF(U, EJ)

(,reine Tensoren®) erzeugen den Modul T' (U, E; ® E3) (aber nicht jeder Schnitt ist von dieser Form !).
Es gelten die Rechenregeln
(514 hs)) @ sz = 51 ® 52+ h(s) ®s2)
81 ® (82 4+ hsh) = 81 @89+ h(s1 ® s5)
h(Sl X 52) == (hsl) RS2 = 851 (hSQ) .

Bemerkung. Ein Charakterisierung des Tensorprodukts von Vektorbiindeln analog zu der von Vek-
torrdumen geben wir zu Beginn des Kapites 9.

Wir sind nun endlich in der Lage, Tensorfelder in einem Vektorbiindel E iiber der Mannigfaltigkeit
X einzufiihren.

Definition. Ein p—fach kovariantes und g¢—fach kontravariantes C"—Tensorfeld (oder kurz ein (p, q)—
Tensor oder ein Tensor vom Typ (p, q)) auf U C X mit Werten in E ist ein C*-Schnitt in dem
Biindel
W (F\® ®
TP(E) = (E*)*P @ E¥1,

wobei (E*)®? = E* @ --- ® E* das p-fache Tensorprodukt von E* mit sich selbst und entsprechend
E®4 das g-fache Tensorprodukt von E bedeutet. Es ist natiirlich

T)E) = X xR, TY)E)=FE, Ts(E)=E".
Ist eq,...,e, eine lokale Basis iiber U in E mit dualer Basis e! = e,...,e" = e}, so schreibt sich ein
solches (p, g)—-Tensorfeld eindeutig als Linearkombination in der lokalen Basis

MR e ®e, @@y, 1<t ip, 1y Jq ST

Die Bezeichnung ,, p—fach kovariant und g—fach kontravariant“ bezieht sich also auf den Basiswechsel in
diesem Biindel, der sich (relativ zu den Ubergangsmatrizen des Biindels F, das als das primére Biindel
angesehen wird), tatséichlich in gewissem Sinne p-fach kovariant und g¢—fach kontravariant vollzieht
(siehe die Tabelle auf p. 37). Die Bezeichnung T7(E) entspricht in diesem Text der Tatsache, dal p
der Basisvektoren obere und ¢ von ihnen untere Indizes tragen. Wir schreiben (p, q¢)-Tensoren lokal
immer in der Form 4 .
Yoo allien e @t e, ®-- 06,
15-052p3J1s-50q
um der Einstein—Konvention zu geniigen (d. h. gegebenenfalls das Summenzeichen einfach fortzulas-

J15--5Jq

sen). Als Schnitte in (E*)®P @ E®? transformieren sich die Koordinaten, also die Funktionen ag,

6Dies wird aber in der Literatur nicht einheitlich gehandhabt. Siehe auch weiter unten.
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gerade entgegengesetzt zur Definition, also p—fach kontravariant und ¢-fach kovariant mit den Uber-
gangsmatrizen von E. (Ein Grund mehr, die Indizes i1,...,4%, nach unten und die Indizes ji,...,J,
nach oben zu schreiben - Da Physiker oft Tensoren schlicht als das System ihrer Koeffizienten ansehen,
wird in der entsprechenden Literatur meist konsequent mit T)(E) bezeichnet, was wir TP(E) genannt
haben). Da wir die genauen Transformations—Formeln in unserem Aufbau nicht benétigen, unterziehen
wir uns nicht dem Zwang, sie explizit aufzuschreiben.

Im Falle des Tangentialbiindels E' = T'x schreiben wir (77 )y anstelle von TP(Tx), so daf

(TP)X:TX» (Tol)X:T)*('

Schnitte in den Biindeln (77? )y heiflen dann (p, ¢)-Tensoren oder Tensorfelder auf U (schlechthin).
In Koordinatenumgebungen mit Koordinaten x4, schreiben sich solche also als Linearkombinationen
von 5

oz} ol
Insbesondere sind also (1, 0)-Tensoren das gleiche wie Pfaffsche Formen und (0, 1)-Tensoren dasselbe
wie Vektorfelder.

dail @ - @ dalr ® - ® s 1<y, i g S

Bemerkung. Wir konnen wieder die EINSTEINsche Summationskonvention benutzen, d. h. den Ausdruck

0

Lo (%cff

als

0

J
ozxy

E a2 ® - @ dat @ —

yeens «a a P 1

. — ) To

115-5p3J15-++50q

interpretieren, wenn wir geméfl unserer fritheren Bemerkung in Kapitel 6 den Index 4 in da® als oberen,
den Indexj in 9/0x’ als unteren Index auffassen.

Wie sind solche Tensoren zu deuten? Nun, wegen der zahlreichen, von uns schon hervorgehobenen
kanonischen Isomorphismen - je nach Geschmack: ,gliicklicherweise“ oder , bedauerlicherweise“ - unter
ganz verschiedenen Aspekten. Geht man aber davon aus, wie oben schon gesagt, dafy das Biindel E
(und speziell das Tangentialbiindel Tx einer Mannigfaltigkeit) das Primdre ist, so sollte man zunéichst
die Operation eines Tensorfeldes auf Vektorfeldern (also fiir allgemeine Biindel E auf Schnitten in
demselben) oder mehreren von ihnen in den Vordergrund stellen. Fiir (1, 0)-Tensoren w € I' (U, E*)
ist dies augenscheinlich, da diese ja Pfaffsche Formen (oder kurz: (differenzierbare) 1-Formen) mit
Werten in E sind. Als solche operieren sie auf ganz natiirliche Weise auf Schnitten in E iiber U, d. h.
w kann aufgefafit werden als eine C°°(U)-lineare Abbildung I" (U, E) — C*°(U). Wir haben somit eine
nattrliche Paarung

(U, E*)xT'(U, E) 3 (w, v) — w(v) €C(U),

die sowohl in w als auch in v C*°(U)-linear ist.

Diese Interpretation 148t sich unmittelbar (per Induktion) auf (p, 0)-Tensoren ausdehnen. Wir be-
nutzen ab sofort das Symbol R fiir Tensoren, um auf eines der wichtigsten Beispiele anzuspielen, das
wir spater noch kennenlernen werden, den RIEMANNschen Krimmungstensor. Per definitionem ist ja
fir p>2

(B*)®P =~ E* @ (E*)®?~1D =~ Hom (E, (E*)®®#~1).

Somit wird durch jeden Schnitt in (E*)®?  also jedem (p, 0)-Tensor R, einem beliebigen Schnitt in
E ein Schnitt in (E*)®(P~1 zugeordnet. Wir kénnen es dabei belassen, also R auffassen als eine
C>(U)-lineare Abbildung, die jedem Schnitt in E einen Schnitt iiber (E*)®®~1 zuordnet:

LU, E)3v — R(v) eI (U, (E)*PY).

Wir brauchen hier aber nicht stehen zu bleiben, denn R (v) operiert dann ja wieder auf Schnitten in
[ (U, E), etc. - Auf diese Weise erhalten wir als naheliegendes Ergebnis den folgenden Satz.
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Satz 7.9 Jeder (p, 0)-Tensor R dber U mit Werten in dem Vektorbiindel E kann in kanonischer
Weise aufgefafst werden als p—multilineare Abbildung von C*(U)-Moduln:

U, E)x---xI'(U, E)> (v1,...,0p) —> R(v1,...,vp) €C®(U).

p

Bemerkung. Wegen der Nichtkommutativitdt von Tensoren ist diese Interpretation i. A. wesentlich
abhéngig von der Reihenfolge der Vektorfelder v1,...,v,. Wollen wir dies ausschliefen, so miissen wir
weitere Bedingungen an das Tensorfeld stellen (siehe hierzu auch Kapitel 9).

Im Allgemeinfall eines (p, ¢)-Tensors R liefert die gleiche Argumentation eine p—multilineare Ab-
bildung
LU, E)x---xT(U, E)3 (v1,...,vp) = R(v1,...,v,) € (U, E®?),

p

und verwendet man das gleiche Argument fiir E* anstelle von E unter Beriicksichtigung der kanoni-
schen Isomorphie E 2 E** | so erhélt man das folgende Ergebnis.

Satz 7.10 Jeder (p, q)-Tensor R dber U mit Werten in dem Vektorbindel E kann in kanonischer
Weise aufgefafSt werden als (p + q)-multilineare Abbildung

FU,E)yx---xI'(U, E) x T'(U, E*) x --- x ' (U, E*)

p q
S (V1,.-, UpjWi, ... Wq) > R(V1,...,0p;w1,...,wq) € CPU) .

Speziell im Falle des Tangentialbiindels operiert R auf p Vektorfeldern und q Pfaffschen Formen in
multilinearer Weise.

Bemerkung. Selbstverstiandlich ist diese Interpretation nicht zwingend. Genauso gut kénnen wir (etwa
sukzessive von links nach rechts) nur p’ < p Schnitte in E (,,Vektorfelder”) und ¢’ < ¢ Schnitte in
E* (,Pfaffsche Formen®) einsetzen und gewinnen so eine (p’ + ¢’)—multilineare Abbildung

T'(U, E)x - xT(U, E)xT (U, E*) x --- x T'(U, E*) — T(U, (E*)®~7) g p&la=d))

P’ q’

in den Raum der (p—p’, ¢ —¢')-Tensorfelder mit Werten in E . Man beachte aber, dafl das oben in der
Klammer stehende ,etwa“ im Allgemeinen viele weitere Moglichkeiten der Interpretation zuléfit, die in
jedem Einzelfall genauer zu spezifizieren sind.

Auch wenn dies eigentlich nicht nétig ist, wollen wir die durch Satz 10 unzweifelhaft bestétigte
Interpretation von Tensorfeldern als geeignete Multilinearformen noch durch eine Rechnung in lokalen
Koordinaten rechtfertigen (und dabei auch den letzten Satz in der vorstehenden Bemerkung genauer
beleuchten). Wir schreiben in lokalen Koordinaten x!,... 2" auf U C X den (p, ¢)-Tensor R in der
iiblichen Weise: o

R = Z a2yl ei1®-~~®6ip®€jl®~'~®ejq.

L15-050p

Wir kénnen hierin an jeder ,Stelle“ ¢ zwischen 1 und p einen Schnitt

s
v = E vFey
k=1

in E einsetzen geméfl der Formel

§ J1ysdq i i “ir i
a .iquZ(rU)ell®...el2...®ezp®e‘jl®...®ejq7

ilv---aip§j17---7jq
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also durch

Unsere koordinatenfreie Einfithrung der Tensorfelder garantiert nun, dafl dies ein globaler (p — 1, q)—
Tensor ist, wenn R und v ebenfalls global gegeben waren. Wir iiberlassen es dem Leser, dies an
Hand der Transformationsformeln fiir Tensorfelder und Vektorfelder nachzurechnen, sofern er von der
gegebenen Argumentation nicht {iberzeugt ist. Im gleichen Sinne kann man natiirlich an mehreren oder
allen Stellen i, des Tensors R Schnitte in F und an mehreren oder allen Stellen j,, Schnitte in dem
dualen Biindel E* einsetzen.

Bemerkung. Man kann sich ein (p, ¢)-Tensorfeld auch physikalisch als Versuchsanordnung vorstellen,
die an jeder Stelle z € X fiir je p Tangentialvektoren an X in z und je ¢ ,Cotangentialvektoren“ an
derselben Stelle einen reellen Meffwert ergibt, und zwar so, dafl sich bei differenzierbarer Variation der
Tangentialvektoren und Cotangentialvektoren mit dem Punkt x € X auch der Mefwert differenzierbar
verdndert. Besonders bildhaft wird diese Vorstellung ausgedriickt in dem Buch Gravitation [30], pp. 74
ff.

Bis jetzt haben wir konsequent Tensoren als Schnitte in TP(E) := (E*)®? @ E®? aufgefaBt. Nun
gibt es aber weitere kanonische Isomorphismen wie z. B.

(E)®?2@FE ~ B*@ E® E*,

die uns zusitzliche, wenn auch nicht dramatisch neue Interpretationsméoglichkeiten eréffnen. Sie bedeu-
ten im vorliegenden Beispiel, dafl man nicht zuerst zwei Vektorfelder und dann eine Pfaffsche Form,
sondern erst nur ein Vektorfeld, dann eine Pfaffsche Form und schliellich wieder ein Vektorfeld in R
einsetzt:

R = R(vy,w,v2) .

Diese Interpretationsmdoglichkeiten kann man an der Stellung der Indizes an den Koeffizienten von
Tensorfeldern deutlich machen. In der Standard—Interpretation schreibt man genauer

. jlv-":jq 11 7 . )
R = E Qo 'R - ReTRe; ® Ve,

cealp

anstelle von o
R= 3 oy e-adoee o,
1y ip3d1 el
um anzudeuten, dafl man zuerst die i—Variablen, d. h. die Schnitte in E, und dann erst die Schnitte
im dualen Biindel ,abarbeitet“. Fiir (2, 1)-Tensoren als Schnitte in E* ® E ® E* mufl man dann die
Koeffizienten in der Form ‘
a’y
und den Tensor als
R = Z aijk ei®ej®e’C

i,5,k

schreiben.

Bemerkung. Die Situation vereinfacht sich natiirlich erheblich, wenn man das duale Biindel E* mit F
selbst auf kanonische Weise identifizieren kann. Dies ist insbesondere richtig fiir das Tangentialbiindel
Tx bei Riemannschen, Minkowskischen, also allgemein pseudo—Riemannschen und bei symplektischen
Mannigfaltigkeiten (siehe Kapitel 10).

Fiir die Anwendungen in Kapitel 10 ist es niitzlich, die Existenz eines Vektorbiindel-Isomorphismus
E — E* in die Existenz eines geeigneten Tensors mit Werten in F umzuformulieren. Wir behandeln
gleich eine allgemeinere Situation. Ein Homomorphismus von Vektorbiindeln ¢ : E — F entspricht
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geméf Folgerung 6.9 eineindeutig einem Schnitt in dem Vektorbiindel Hom (E, F'), also einem Element
in

I'(X, Hom (E, F)) .

Wegen der kanonischen Isomorphie Hom (E, F) & E* ® F konnen wir somit einen Homomorphismus
¢ : E — F mit einem globalen Schnitt in E*®F = (E® F*)* identifizieren, im Falle F' = E* also mit
einem (2, 0)—Tensor auf X mit Werten in E'! Welche zusétzliche Bedingungen miissen wir an diesen
Tensor stellen, damit der zugehorige Homomorphismus ein Isomorphismus ist 7

Um diese Frage zu kldren, betrachten wir zunéchst den Fall von endlich-dimensionalen Vektorraumen
V, W mit einer linearen Abbildung ¢ : V — W . Wegen der eben schon verwendeten Isomorphismen

Hom (V, W) 2 V'@ W = (Ve W")*
kann man ¢ eine Bilinearform B auf V x W* zuordnen, die gegeben wird durch
B(v, A) == A(e(), veV, xeW".

Es ist wohlbekannt (und fiir den Leser mittlerweile eine leichte Ubungsaufgabe zu zeigen), daB die
Injektivitit von ¢ gleichbedeutend ist mit der Aussage

B(v,A\) =0 fir alle \e W* = v=0.
Ebenso ist die Surjektivitit von ¢ &dquivalent zu der Aussage
Bv,\) =0firalleveV = A=0.

Sind diese beiden Bedingungen fiir die Bilinearform B erfiillt, so nennt man B mnicht ausgeartet (im
anderen Fall ausgeartet). Ist zusétzlich dim V = dim W, so geniigt hierfiir natiirlich auch nur eine der
beiden Bedingungen. Wir fassen zusammen:

Satz 7.11 Die lineare Abbildung ¢ : V — W st genau dann ein Isomorphismus, wenn die kanonisch
assoziierte Bilinearform B (v, \) = X (¢ (v)), v € V., X € W* | nicht ausgeartet ist.

Als Folgerung gewinnen wir damit unmittelbar den folgenden

Satz 7.12 Die Vektorbiindel-Isomorphismen E — F stehen in Bijektion zu den globalen Schnitten
in dem Vektorbiindel E* @ F', die an keiner Stelle x € X , aufgefafit als Bilinearform auf E, x F |
ausgeartet sind.

Fiir uns besonders wichtig ist die folgende Konsequenz.

Folgerung 7.13 Die Vektorbindel-Isomorphismen E — E* stehen in Bijektion zu den (2, 0)-
Tensoren mit Werten in E , die an keiner Stelle x € X ausgeartet sind.

Bemerkung. Entsprechend stehen die Vektorbiindel-Isomorphismen E — E** in 1:1-Korrespondenz
zu den globalen Schnitten in dem Vektorbiindel (E @ E*)*. Wir iiberlassen es dem Leser, den fiir
die kanonische Isomorphie E — E** zustdndigen ,gottgegebenen“ (1, 1)-Tensor mit Werten in F
namhaft zu machen.
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Ist X C RN eine Untermannigfaltigkeit, so ist das Tangentialbiindel Tx eine Untermannigfaltigkeit
des trivialen Vektorbiindels X x RY auf X mit Faser RV :

Tx = | | Txo C X xRV
rzeX

Wir koénnen uns allgemeiner die folgende Frage stellen:
Gegeben sei ein Vektorraumbiindel (E, 7, X), und fiir alle € X seien Untervektorriume E! C
E, ausgezeichnet; wann ist die mengentheoretische disjunkte Vereinigung

!’
s
E' = |_| E,— X, ' =nlg
reX

wieder ein Vektorraumbiindel ?

Damit diese Frage iiberhaupt sinnvoll gestellt ist, mu3 E’ eine Untermannigfaltigkeit von E sein.
Wir geben daher die folgende

Definition. Ist E' = | | . x E; eine Untermannigfaltigkeit von FE, so heifit £’ ein Unterbiindel oder
Teilbiindel von E, wenn (E', 7' = w|g/, X) ein Vektorbiindel ist.

Wir sind an einfachen Kriterien interessiert, die uns die Unterbiindeleigenschaft garantieren. Selbst-
versténdlich ist eine notwendige Bedingung, dafi die Dimensionen der Vektorrdume E! lokal konstante
Funktionen in z sind. Hat man z. B. einen Vektorbiindelhomomorphismus

@
By — E»
vorliegen, so kann man

kerp = |_| kerp, C E;1 und imy := |_| imp, C Ey
reX zeX
bilden. Wir werden weiter unten sehen, dafl diese genau dann Unterbiindel von E; bzw. E5 sind, wenn
der Rang von ¢, eine lokal konstante Funktion ist.
Wir haben es hier offenbar mit ,, Linearer Algebra mit differenzierbaren Koeffizienten“ zu tun. Es

ist daher nicht verwunderlich, dafl wir einige grundlegende Aussagen aus der Linearen Algebra verall-
gemeinern miissen.

Lemma 8.1 Fs seien s1,...,s; € I'(U, E) Schnitte iber U in dem Vektorbiindel E , so daff an einer
Stelle xg € U die Werte

s1(x0), ..., 8k (x0) € Ex,
linear unabhingig sind. Dann gibt es eine Umgebung W = W (xg), so daff s1(x),...,s;(x) € E,
linear unabhdingig sind fir alle © € W .

Beweis. Da es sich um eine lokale Aussage handelt, kénnen wir E|y = 7~ 1(U) als trivial anneh-

~

men: E|y = U x R". Schreibt man die Koordinaten der Schnitte s; als r—tupel von Funktionen
Y(fijs- -y frj), so besitzt die r x k-Matrix

(fij (-T)) ;:1,,,,,,,.

1,..., k

an der Stelle g den maximalen Rang k. Ist dann ohne Einschrankung

det (fij (20)); ;=1 # 0,

so bleibt diese Bedingung aus Stetigkeitsgriinden in einer ganzen Umgebung W = W (z() erhalten. (]
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Folgerung 8.2 (Basiserginzungssatz) Je k < r in xy linear unabhingige Schnitte si,...,s in
E lassen sich in einer Umgebung W wvon xo zu einer lokalen Basis von E ergdnzen.

Beweis. Es sei e, ...,e, eine lokale Basis von E in einer Umgebung von xg. Nach dem klassischen
Basisergiinzungssatz gibt es r — k Werte an der Stelle x, ohne Einschrinkung egy1 (zo), ..., e, (zo),
so daB s (z9),. .., 5k (%0), €xt1 (x0), ..., er (xo) eine Basis von E,, bilden. Der Rest ergibt sich aus
Lemma 1. (]

Wir kommen nun zu den versprochenen weiteren Charakterisierungen von Unterbiindeln.

Satz 8.3 Es sei die Teilmenge E' = || .y E, C E gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent :

i) E' ist ein Unterbiindel von E;

ii) die Funktion x — dim E, ist lokal konstant, und zu jedem Vektor vy € E, =~ gibt es eine Umgebung
U=U (x9) und einen Schnitt s € T (U, E) mit s(xo) =vg, s(x) € E, fiir alle x € U;

iii) fir alle xg € X gibt es eine Umgebung U = U (z9) und k < r = rang E linear unabhingige
Schnitte s1,...,sx € T (U, E), die an jeder Stelle x € U den Vektorraum E! erzeugen ;

iv) fir alle xg € X gibt es eine Umgebung U = U (xg) und eine lokale Basis e1,...,e, von E|y,
so daff das Teilsystem ey,...,ex, k <r, an jeder Stelle x € U den Vektorraum E! erzeugt.

Beweis. i) = ii) Da E’ ein Unterbiindel ist, gibt es zu vy € E} =~ einen Schnitt s’ € I' (U, £') in einer
geeigneten Umgebung U = U (z0) mit s (z9) = v.Da 7'~ (U) = E'NE|y eine Untermannigfaltigkeit
von E|y ist, ist die Inklusion ¢ : F’'|y < E|y differenzierbar und somit s :=ios’ der gesuchte Schnitt.
ii) = iii) Nach Voraussetzung gibt es Schnitte s1,...,s; : U — E, die an der Stelle zy eine Basis
von FE,, bilden und deren Werte alle in E’ liegen. Wegen Lemma 1 sind, nach Verkleinerung von U,
die s1 (2),..., sk (z) linear unabhingig in E} , und da dim E; = dim E}, =k, erzeugen sie auch E,
an jeder Stelle z € U .

iii) = iv) ist eine Konsequenz aus dem Basisergéinzungssatz.

iv) = 1) Dies ist ebenfalls eine lokale Aussage; wir konnen daher annehmen, dafl E lokal durch die
Basis eq,...,e, trivialisiert wird zu U x R”. Dann ist

Ely 2Ux{'v,...,0,) €ER" : vpp1 = -~ =0, =0} = U xRF. O

Bemerkung. Aus der letzten Zeile des vorstehenden Beweises folgt sofort, daf ein Unterbiindel E’ von
E sogar eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von E sein mu$.

Als unmittelbare Konsequenz aus der Bedingung iv) im vorigen Satz gewinnt man die folgende
Beschreibung mit Hilfe von Cozyklen.

Satz 8.4 Ist E' = ||, .y E, C E ein Unterbiindel von E, so existiert eine E trivialisierende Uber-
deckung L, in der der E zugeordnete 1-Cozyklus die spezielle Form

!/
() ( Ao )
0 Ay,

annimmt.
Lafst sich umgekehrt das Bindel E durch einen Cozyklus der Form (x) beschreiben, so existiert ein
Unterbiindel E' C E, dessen beschreibender 1-Cozyklus durch (Alﬁa) gegeben wird.

Folgerung 8.5 Ist E' C E ein Untervektorbiindel, so ist die kanonische Einbettung j: E' — E ein
Vektorbiindel-Homomorphismus.
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Fiir ein Untervektorraumbiindel E’ C E hat man eine punktal definierte kanonische Projektion

E -2 E/E = || E./E,.
reX

Wir iiberlassen dem Leser den Nachweis des folgenden Satzes.

Satz 8.6 E/E’ besitzt genau eine Vektorraumbiindelstruktur mit der Eigenschaft, dafs fir jeden Schnitt
s: U — E die Zusammensetzung 3 := pos ein Schnitt in E/E’ ist. Wird E' C E durch einen
1-Cozyklus der Form (x) reprasentiert, so wird E/E' beschrieben durch den 1-Cozyklus (Aj,)

Definition. E/E’ heifit das Quotientenbiindel des Biindels F nach dem Unterbiindel E’.

Es sei nun ¢ : Fy — Ey ein Vektorraumbiindel-Homomorphismus iiber X , und ker ¢ und im ¢
seien wie zu Beginn dieses Kapitels definiert. Die linearen Abbildungen ¢, : Ey ; — Es , besitzen einen
Rang, den wir im folgenden mit rg, ¢ bezeichnen. Es ist unmittelbar klar, daf diese ,Rangfunktion*
nach unten halbstetig ist, d. h.

Ig,p = I8y, ¥

in einer Umgebung U = U (xg) gilt. Die speziellen Auswirkungen der lokalen Konstanz dieser Funktion
beschreibt der folgende Satz.

Satz 8.7 Die folgenden Aussagen sind dquivalent :
a) rg, ¢ ist lokal konstant ;
b) ker ¢ ist ein Unterbiindel von Ej;
c) im ¢ ist ein Unterbiindel von Es .

Beweis. Wir koénnen uns (wegen der lokalen Natur der Aussagen) auf die triviale Situation FEi|y =
U x Vi, Es|y = U x Vo mit Vektorrdumen Vi, Va5 zuriickziehen, wobei U eine geeignete Umgebung
eines beliebigen, aber fest gewahlten Punktes zo ist. Es gilt dann mit der grundlegenden Identitdt der
Linearen Algebra:

rg, ¢ = dimim ¢, = r — dim ker ¢, , r=rangE;|y = dim V] .

Ist also b) (oder c)) erfiillt, so auch a).

Sei umgekehrt a) erfiillt. Wir zeigen, da8 dann auch die Aussage c) richtig ist. Dazu wihlen wir U
zusétzlich so klein, dal rg, o =k, x € U . Ist €3,...,€, eine lokale Basis von F; iiber U, so erzeugen
die Bilder poeq,...,poe, an jeder Stelle z € U das Bild im ¢, . Bei richtiger Nummerierung erzeugen
schon die ersten & von ihnen den Vektorraum im ¢, , und da diese in einer (evtl. kleineren) Umgebung
von xg linear unabhéngig bleiben, die Dimension von im ¢, aber konstant gleich k ist, geniigen die
Schnitte poey,...,po€; der Bedingung iii) in Satz 3 in Bezug auf die Bildmenge im ¢ . Infolgedessen
ist im ¢ ein Unterbiindel von FEj .

Es bleibt noch die Richtung ¢) = b) zu zeigen. Wie im vorigen Schritt kénnen wir annehmen, daf
das Unterbiindel im ¢ C FE5 eine lokale Basis f; := poey,..., fr :== @ o¢ep besitzt, wobei e3,...,€,
eine lokale Basis von F; iiber U bezeichnet. Wir schreiben nun

k
(pogizzgijfj, i:]{}+1,...,7“,

j=1
und
k
el ‘= €1,...,€6 ‘= €, e = € — E gij€;, t=k+1,...,r.
j=1
Dann ist auch ey, ..., e, eine lokale Basis von E | und die Schnitte

€k41y- -5 Cr
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erzeugen ker ¢, an jeder Stelle z € X . Mit Satz 3, iv) folgt, dal ker ¢ ein Unterbiindel von E; ist.
O

Definition. Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes nennen wir die entsprechenden Biindel auch
das Kernbiindel und das Bildbiindel von .

Folgerung 8.8 Ist ¢ : E1 — Es ein Vektorbiindel-Homomorphismus konstanten Ranges, so gibt es
einen kanonischen Isomorphismus
Ei/ ker ¢ — im ¢

von Vektorraumbiindeln iber X .

Der Beweis ist trivial. O

Beispiel. Es sei Y C X eine Untermannigfaltigkeit, j : ¥ — X die kanonische Einbettung. In dem
Diagramm

T;
Ty Tx
’7'('/ m
Y - X
J

ist T; eine Immersion, wie man leicht nachweist. Nach Satz 5.5 gibt es genau einen Y -Homomorphismus
j': Ty — 7*Tx = Tx|y , der das Diagramm

1}
Ty - Tx

Tx|y

(mit dem kanonischen Homomorphismus Tx|y = j*Tx — Tx ) kommutativ macht. Nun ist die Abbil-
dung
Yy — rgyj’ = dim, Y

lokal konstant. Also ist im j' C Tx|y ein Unterbiindel. Wegen

ker j/ = Ukerj;: |_|{0} =:0,

yey yey
konnen wir dieses Biindel sogar mit dem Tangentialbiindel Ty identifizieren (siehe auch weiter unten):

Ty = lmj/ C Tx|y.

Definition. Das Quotientenbiindel j*T’x/im j’ heifit das Normalenbiindel N = Ny|x von Y in X .
Satz 8.9 Ist Y C EN eine Hyperfliche im euklidischen Raum mit dem ,,klassischen “ Normalenbiindel
Ny C Y xEV |

so ist dieses kanonisch isomorph zu dem oben definierten Normalenbiindel Ny g~ .

Beweis: Ubungsaufgabe. (]
Wir geben noch ein weiteres Beispiel.

Beispiel. (Y, m, X) sei ein beliebiges Faserbiindel, und (Ty, o, Y) sei das Tangentialbiindel von Y .
Wir haben dann ein kommutatives Diagramm
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Lokalist Y = X x F', Ty = Tx X Tr, und T, ist die Projektion Tx X Tr — Tx . Man sieht leicht,
dafl
ker T, = |_| ker T , C Ty
yey
ein Unterbiindel vom Rang r = dim F' ist. Dieses Biindel heifit das Biindel der vertikalen Tangential-
vektoren von (Y, m, X).
Definition. Eine Folge
oIy oIy o
von zwei Vektorraumbiindelhomomorphismen ¢, ¥ heiflt eine exakte Sequenz, wenn fir alle x € X die

Sequenz

B, 45 B, 25 By,

exakt ist, d. h. wenn fiir alle x € X die Gleichheit
im ¢, = ker ¢,
gilt. Insbesondere ist dann Yo =0.
Lemma 8.10 a) Die Sequenz
0— B, > F

ist genau dann exakt, wenn alle Homomorphismen ¢, : FEi, — FE, injektiv sind. Es ist dann
v (E1) C E ein Unterbiindel von E wund die kanonische Abbildung E; — im ¢ ein Vektor-
raumbiindel-Isomorphismus.

b) Die Sequenz
E-Y B —0

ist genau dann exakt, wenn alle Homomorphismen 1, : E, — FEs,. surjektiv sind. Es ist dann
ker o = | |, cx ker ¢, C E ein Unterbiindel von E, und die kanonische Abbildung

E/ ker v — Es
ist ein Vektorraumbiindel-Isomorphismus.
c) Die Sequenz
0 — B~ Ey — 0

ist genau dann (an den beiden Stellen Ei, Es) exakt, wenn ¢ ein Vektorraumbindel-
Isomorphismus ist.

Beweis. a) und b) implizieren c¢). Die jeweils ersten Aussagen von a) und b) sind triviale Folgerungen
aus der Definition. Im Fall a) ist

rg, ¢ = dim E;, = rgE; = konst.

und damit im ¢ = ¢ (E;) ein Unterbiindel von E'. Es ist ferner evident, dafl die kanonische Abbildung
Ey — ¢ (E1) bijektiv und auf den Fasern ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Also ist Ey — ¢ (E})
ein Vektorraumbiindel-Isomorphismus.

Im Fall b) ist rg, ¢ = rang ¢, = dim Es, = konst. Alsoist ¢ (E) = E» und ker ¢ C E ein Unterbiindel
mit
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E/ ker ¢ = im ¢y = Ey. O

Bemerkung. Fiir eine Einbettung j: Y — X haben wir stets eine kanonische exakte Sequenz

0 — Ty — Txly =j"Tx — Nyjx — 0.

Definition. Eine Sequenz
Ey 2% B 2 ... 25 B,

von Vektorraumbiindel-Homomorphismen heifit ezakt, wenn alle Sequenzen
B, LB "8 B, j=1,...,n—1,

exakt sind, d. h. wenn
im pj, = ker ;414

fir alle x € X undalle j=1,....,.n—1.

Satz 8.11 Ist E' C E ein Untervektorraumbiindel von E , so ist die kanonische Sequenz
0—F 52 B/E —0

exakt. Hat man umgekehrt eine kurze exakte Sequenz
0—>E1L>EL>E2—>O,

so ist j(E1) =: E' ein Untervektorraumbindel von E, und die kanonischen Vektorraumbindel-

Homomorphismen
E1 I j(El) = El und E/E/ — EQ

stnd Isomorphismen.

Beweis. Trivial. O

Allgemeiner gilt der
Satz 8.12 Ist E, 2% E, 2 ... 2% B, cine exakte Sequenz von Vektorraumbiindeln, so ist
ime; =kerp; 1 CE;, j=1,...,n—-1
ein Untervektorraumbiindel von Ej; .
Beweis. Wir kénnen uns auf den Fall n = 2, d. h. auf eine exakte Sequenz der Form
E -5 E - B,
beschrianken. Es ist dann fiir alle x € X

rg. @ + rg, Y = rang p, + rang,
= dim im ¢, + dim F, — dim ker 1,
= dim FE, ,

also lokal konstant. Da beide Rangfunktionen rg, ¢ und rg, 1 von unten halbstetig sind, miissen sie
lokal konstant sein. Also ist im ¢ = ker ¢» C E ein Untervektorraumbiindel. ]

Bemerkung. Bei endlich-dimensionalen Vektorrdumen fiihrt eine exakte Sequenz

00—V 5V 271 -—o0
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zu einem unkanonischen ,Splitting“
Veviel.

Man kann ndmlich ohne Schwierigkeiten einen Homomorphismus ¢ : Vo — V' konstruieren mit pog =
idy, , der automatisch injektiv ist (siehe auch den Beweis des néchsten Satzes). Ist dann v € V', so ist
vi=v—q(pW)) €7 (V1) wegen

p() =p—q®)) =p@) -plr®)) =p) -pk) =0,
d.h. v=7(v1) + q(v2), v1 € Vi, vy € V5. Damit ist auf jeden Fall V = j (V1) 4+ ¢ (V2). Ist aber
v=j(v1) = q(va), so ist

vy = poq(va) = poj(vi) =0

und folglich wegen j (v1) = ¢ (v2) =0 auch v; = 0. Also haben wir j (V1) Ngq(V2) = {0} gezeigt, d. h.
die Isomorphie V = j (V1) @ ¢ (Va).

Diese Aussage ldfit sich auf Vektorraumbiindel (in der C*°-Kategorie) ausdehnen.
Satz 8.13 FEs sei 0 — E; EN A Es; — 0 eine exakte Sequenz von C°—Vektorraumbiindeln. Dann

,splittet “ diese Sequenz; d. h. es gibt einen (nicht kanonischen) Vektorraumbiindel-Homomorphismus
q: Es — E mit poq=idg, . Insbesondere ist

E=j(E)®q(E) = B0 E,.
Warnung. Dieser Satz ist i. a. falsch fiir C*—Biindel und fiir holomorphe Biindel !

Beweis. Es sei 4 = {Uy}aca eine trivialisierende Uberdeckung von X bzgl. E, s. d. bzgl. einer
lokalen Basis ej,...,e,. von E auf U, das Unterbiindel F; erzeugt wird von eq,...,ex, k <1, und
E; = FE/ Fy von den Restklassen €x41,...,€,. Man kann damit lokal auf U, die Abbildung

4o : Ealy, — Elu,

erklaren durch
éi|—>6i, ’L:k—l-l,,?”

Im allgemeinen verkleben sich die zu verschiedenen o € A gehorenden ¢, jedoch nicht zu einem
eindeutig definierten Homomorphismus ¢ : Fy; — E. Man nimmt deshalb eine der Uberdeckung
untergeordnete C*°~Teilung der Eins, sagen wir (7q)aca , zu Hilfe und bildet

¢i= D Nada-
acA

Dann ist offensichtlich ¢ ein wohldefinierter Homomorphismus von F; nach F, und an jeder Stelle
vy € B, gilt:

poq(vz) = p (Z(naqa) (vm)) =) e (@) (P 0 ga) (v2)
(Zna(x)) Uy = Vg,

also poq = idg, . Aus dieser letzten Beziehung folgt unmittelbar, dal ¢ injektiv ist. Alsoist ¢ (E2) C F
ein Untervektorraumbiindel. Der Rest des Satzes folgt dann wie im oben ausgefiihrten Fall von endlich—
dimensionalen Vektorrdumen. (]

Als einfache Folgerung gewinnt man hieraus die Tatsache, dafl sich Schnitte in differenzierbaren
Biindeln unter surjektiven Biindelhomomorphismen ,liften“ lassen.

Folgerung 8.14 Ist p: E — E5 ein surjektiver Homomorphismus von C*—Biindeln, so ist fiir jede
offene Menge U C X die kanonische Abbildung

(U, E) - T'(U, Es)

surjektiv.
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Beweis. Man betrachte die exakte Sequenz 0 — Ey — F — Ey — 0 mit E; = ker p. Es sei ferner
g : Ey — E eine wie oben konstruierte ,Rechtsinverse“ zu p, d. h. po ¢ = idg, . Dann ist fiir jeden
Schnitt s € T' (U, E3) die Komposition s := g o ss ein Schnitt in F mit pos = ss. O

Bemerkung. Man kann fiir Vektorbiindel beliebigen Differenzierbarkeitsgrades k leicht beweisen, dafl
eine exakte Sequenz von Biindeln
0 — El — K — E2

zu einer exakten Schnitt-Sequenz
0 — T U E) —T'(U,E) — T'(U, Es)

fithrt. Man sagt aus diesem Grunde auch, der Schnittfunktor sei linksexakt. Den eben aufgezeigten
Sachverhalt des Liftens von Schnitten kann man dann auch wie folgt formulieren.

Satz 8.15 Fiir C*—Vektorbiindel ist der Schnittfunktor exakt; d.h.: jede kurze exakte Sequenz
0 —F —F — FEF, — 0
gibt Anlafl zu einer kurzen exakten Sequenz von Schnittmoduln :

0—T U E)—T(UFE) —T(U,E) — 0.

Fiir reell-analytische und komplex—analytische Vektorraumbiindel (oder allgemeiner fiir Garben)
ist die Rechtsexaktheit des Schnittfunktors nicht mehr generell gewihrleistet. Deswegen bendtigt man
die sogenannte Cohomologietheorie, die jedem Vektorbiindel E und jeder offenen Menge U C X in
funktorieller Weise héhere Cohomologiegruppen H4(U, E) zuordnet, wobei H°(U, E) =T (U, E), und
jeder kurzen exakten Sequenz von Biindeln oder Garben eine lange exakte Cohomologiesequenz

0 — H°U, E,) — H°(U, E) — H°(U, E»)
— HYU, E,) — HYU, E) — HY(U, E3)
— H*(U, Bx) — H*(U, E) — -+
Das Liftungsproblem hat dann mit dem Verschwinden der Cohomologiegruppe H'(U, E;) zu tun, oder

genauer fiir einen gegebenen Schnitt s € H°(U, F) mit dem Verschwinden seines Bildes in H(U, Ey).
Fiir C*°—Vektorbiindel sind alle hoheren Cohomologiegruppen tatséchlich 0.
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Bevor wir uns dem eigentlichen Gegenstand dieses Kapitels zuwenden, wollen wir das Tensorprodukt
von Vektorbiindeln wie im Fall von Vektorrdumen durch eine universelle Figenschaft charakterisieren.
Wir brauchen dazu nur einige Definitionen aus Kapitel 7 geeignet zu iibertragen und schon vorhandene
Einsichten neu zu interpretieren. Zuerst benotigen wir eine Verallgemeinerung des Begriffs der multi-
linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen auf Vektorbiindel. Wir lassen uns dabei von denselben
Gedanken leiten wie bei der Ubertragung des Begriffs der ,linearen Abbildung®.

Erinnern wir uns zu diesem Zwecke daran, daf} fiir Vektorbiindel E4, Ey die direkte Summe E;® Fo
als Mannigfaltigkeit durch das Faserprodukt FE; X x E5 gegeben wird, dessen Faser {iber einem Punkt
r € X mengentheoretisch mit dem kartesischen Produkt FEi, x FE5, identifiziert werden kann. Es ist
daher sinnvoll, fiir ein weiteres Vektorbiindel F' auf X mit

Bllx(El (&5) EQ, F) oder Bﬂx(El, EQ; F)

die Menge der fasertreuen differenzierbaren Abbildungen FE; @& Ey — F zu bezeichnen, deren Ein-
schrankung FEy, X Es, — F, auf die Fasern bilinear sind. Selbstverstdndlich tragt diese Menge die
Struktur eines C*°(X, R)-Moduls. Ist U C X eine offene Teilmenge, so gewinnt man durch Ein-
schrinkung der beteiligten Biindel auf U auch die C*°(U, R)-Moduln Bily(E; & Es, F). Es ist nun
leicht zu sehen, dafl dieses System von Moduln identifiziert werden kann mit den Schnittmoduln in ei-
nem geeigneten Vektorbiindel, das wir entsprechend unserer beim Homomorphismenbiindel eingefiihrten
Notation mit
Bil (E1 @ Es, F) oder Bil(E;, Ey; F)
bezeichnen werden:
r (U, Bil (El ) EQ, F)) = BﬂU(El S5 EQ, F) y
man braucht nur
Bil (Ey, Es; F) = Hom (E;, Hom (Es, F))

zu setzen, da nach Definition des Homomorphismenbiindels das rechts stehende Biindel gerade die
Halme
Hom (E1,, Hom (Es,, Fy)) = Bil(E1,, Fay; Fr)

besitzt und damit seine Schnitte iiber einer offenen Menge U C X mit dem Punkt = € U differenzierbar
variierende bilineare Abbildungen FEy, X Fs, — F, sind.

Es gibt nun in diesem Biindel einen kanonischen Schnitt iiber ganz X , wenn wir fiir ' das Tensor-
produkt E, ® E5 einsetzen. Mit Hilfe von Satz 7.8 findet man unmittelbar eine kanonische Isomorphie

Bil (El, EQ; E1 ® Eg) = Hom <E17 Hom (EQ, E]_ (9 EQ))
= (El (24 EQ)* (24 (E1 X EQ) =~ Hom (E1 X EQ, E1 X EQ) .

Das rechts stehende Biindel besitzt einen natiirlichen globalen Schnitt, nimlich die Identitit. Ubertriigt
man diesen vermoége des kanonischen Isomorphismus auf das Biindel der bilinearen Abbildungen, so
gewinnen wir eine kanonische bilineare Abbildung

Bo: BE1@Ey — E1®E,,

die selbstverstdndlich auf den Fasern der Summe zweier Vektoren ihr Tensorprodukt zuordnet: FEj, X
Es; 3 (v1, v2) — v1 ® vg . Wie zu Beginn von Kapitel 7 gewinnen wir hieraus fiir ein beliebiges weiteres
Vektorraumbiindel F' durch Komposition mit 3y einen kanonischen Vektorbiindel-Homomorphismus

Hom(E1®E2, F) I Bll(El@EQ,F),

der mit dem kanonischen Isomorphismus Hom (E;, Hom (Fs, F)) = Hom (F1®FEs, F) ,iibereinstimmt“
(den letzteren gewinnt man aus Satz 7.8). - Wir sehen somit:
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Satz 9.1 Das Tensorprodukt Ey @ Ey von Vektorbiindeln Ei, Eo ist durch die folgende universelle
Figenschaft (bis auf Isomorphie eindeutig) bestimmt :

Zu jedem Vektorbiindel F und jeder bilinearen Abbildung B € Bily(E1® Ea, F) gibt es genau einen
linearen Homomorphismus o € Homy (Ey ® Ea, F), welcher das Diagramm

(E1 @ Eq)l|u

Bo B

(E1® Ea)lu Fly

«

kommutativ macht.

Um zu dem eigentlichen Gegenstand dieses Kapitels zu gelangen, bemerken wir, dal wir ab jetzt
nur kontravariante oder kovariante Tensoren mit Werten in E betrachten, also keine ,gemischten “
Tensoren. Da die kovarianten Tensoren mit Werten in F gerade die kontravarianten mit Werten in E*
sind, beschrédnken wir uns im folgenden auf den kontravarianten Fall. Es sei » =rg F/, und

E®" = FE®---oF
sei die p—fache WHITNEY—-Summe von FE. Wie zu Beginn dieses Kapitels kénnen wir das Biindel
Mult (E®? F)
der p—multilinearen Abbildungen von E nach F' einfiihren oder einfach per Induktion setzen:
Mult (E® E, F) := Bil(E® E, F), Mult(E®®*Y F) .= Hom (E, Mult (E®?, F)) .
Auf dem Biindel E®P und seinen Schnitten operiert” die symmetrische Gruppe 6, vermittels
&p30r— P, Pr(vi,..,0p) = (Vg1)s s Vo(p)) -
P, ist ein Vektorraumbiindel-Homomorphismus von E®? in sich, und es gilt
Py, 0P, = Pyyo0, -

Wegen P4 =id und P, o P,-1 = P, ,-1 folgt, dal P, invertierbar, also ein Isomorphismus ist. Wir
haben damit eine Darstellung
6, — Isomx E%P

von &, in die Gruppe Isomx E®? der X-Isomorphismen von E®P etabliert (und entsprechend fiir
jede offene Teilmenge U C X ).

Das Ziel dieses Kapitels ist es, symmetrische bzw. alternierende multilineare Abbildungen durch
geeignete Tensoren zu charakterisieren.

Definition. Eine p-multilineare Abbildung 3 € Multy (E®P, F) heilt symmetrisch bzw. alternierend,
wenn

BoP, =3 bzw. BoP, = (signo)s

fir alle o € &,,. Wir schreiben Symg (E®?, F') bzw. Alty(E®?, F) fiir die korrespondierenden C°°—
Untermoduln von Multy (E®P, F).

7"Genaue Definitionen zu den Begriffen Operation einer Gruppe auf einer Mannigfaltigkeit und Darstellung einer
Gruppe etc. findet man in Kapitel 14 nebst Anhang.
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Wodurch miissen wir das Tensorprodukt E®P in Satz 1 ersetzen, um eine entsprechende Aussage
fiir symmetrische und alternierende multilineare Abbildungen zu erhalten 7 Zur Beantwortung dieser
Frage ziechen wir die oben konstruierte p-multilineare Abbildung 3y : E®P — E®P zu Rate. Mit

ﬁo(vl7"')vp) - U1®"'®'Up

ist auch [y o P, p—multilinear, und nach der definierenden Eigenschaft des Tensorprodukts gibt es
genau einen Vektorraumbiindel-Homomorphismus L, : E®? — E®P  welcher das folgende Diagramm
kommutativ macht:

ESp 2 E®p
Bo Bo
E®pr E®P

o
Wegen der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts folgt
Lig=id und Ls,0oL, = Loyoo,, 01,02€6,,
also insbesondere L,-1 = L;!. Wir gewinnen somit eine weitere Darstellung
&, — Isomyx E® .
Selbstversténdlich wird L, in einer lokalen Basis ey, ..., e, gegeben durch

€, @ Q€;, — €5(i) - Bes(iy) -

Da man Homomorphismen addieren und mit reellen Zahlen multiplizieren kann, bilden wir jetzt das
Mittel bzw. alternierende Mittel {iber alle Homomorphismen L, :

S = L Z L, , A:% Z(Signa)LU.

!
p: 0EG, " o€,

S und A sind Vektorraumbiindel-Homomorphismen E®? — E®P aber i. a. keine Isomorphismen. Es
ist gebrauchlich, im Zusammenhang mit Tensoren eher die Operatoren S := p!S und A := p! A zu
verwenden.

Satz 9.2 Es gilt S2 =8 und A2=A.

Beweis. Es geniigt wegen der Linearitdt der Abbildungen, diese Aussagen fiir ,reine” Tensoren zu
beweisen. Wir fithren den Beweis fiir A anstelle von A durch; fiir S ist er entsprechend (und sogar
noch einfacher) zu erhalten.

Nach Definition ist

A v, = A ( Z (signJ)Lg(vl®~~~®vp)) = A( Z (signa)va(l)®~~®vo(p)>
€S, S G

= Z (sign 781N ) V(ro0)(1) @ -+ @ V(roo)(p) -
o, 7TES,

Durchlaufen ¢ und 7 unabhéngig voneinander die Gruppe &, , so durchlduft 7 oo die Gruppe &,
genau ord &, = p! mal. Wegen sign 7signo = sign (7 o o) ist also

Ai(v1 ® - @) = p! Z(signa)va(1)®-~-®vg(p) =plA(n1 ® - Qup) . O
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Um zu erkennen, daf} die Bilder dieser Homomorphismen Untervektorbiindel sind, benétigen wir laut
dem vorigen Kapitel folgende Aussage.

Satz 9.3 Die Vektorraumbiindel-Homomorphismen S, A: E®P — E®P haben konstanten Rang.
Beweis. Es sei eq,...,e,. eine lokale Basis von E. Dann sind die ,,gemittelten“ Elemente

€i1~...~61'p = S(€i1®"‘®€ip)

eil/\.../\eip = A(€i1®-~-®€ip)

Schnitte in E®P . Aufgrund der Definition von S und A ergibt sich sofort, daf fiir jede Permutation
o € 6, die Identitédten

€o(iy) "+ €o(ip) = Ciy "+ €ip s Co(iy) AL Nes(i,) = (signa) €y N Nejg,

bestehen. Insbesondere ist e;, A...Ae;, = 0, wenn zwei der Indizes iibereinstimmen. Also sind hochstens
die Schnitte

(+) €y o oeocy, mit 1<d; <ig <o < <
bzw. die Schnitte
(++) e Ao ANe, mit 1<i; <ig<---<ip <7

linear unabhéngig. Man zeigt leicht (oder vergewissert sich unter Berufung auf Aussagen der Multili-
nearen Algebra), daf die Elemente in (+) bzw. (++) an jeder Stelle 2 € X tatséchlich eine Basis von
Sy (E2P) bzw. A, (E2P) bilden. Also sind (+) bzw. (++) lokale Basen von S (E®P) bzw. A (E®P).
O

Durch einfaches Abzihlen kénnen wir sogar den Rang dieser Bildbiindel bestimmen.

-1
Folgerung 9.4 Die Bilder im S und im A sind Unterbiindel von E®P vom Rang (T +p > bzw.
p
)
K

Definition. Die Untervektorraumbiindel
SpE :=im S, APE :=im A

heiflen die Biindel der ( p—fach kontravarianten) symmetrischen bzw. alternierenden (oder schiefsym-
metrischen) Tensoren mit Werten in F.

Mit der kanonischen Abbildung 3y : E®P — E®P sind die Zusammensetzungen
SofBy: E¥? — S,E und Aofy: E®F — APE
p—multilinear und symmetrisch bzw. alternierend:
(S0 B0) (Vo(1)s- -3 Va(p)) = (S0 Bo) (V1,---50p)
(Ao Bo) (Vo(1)s- -+ Vo(p)) = (signa) - (Ao Bo) (vi,...,vp)

fiir alle 0 € 6,. S,E und APE haben nun die folgende, einfach zu beweisende universelle Eigenschaft,
die sie (wie das Tensorprodukt) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmen.

Satz 9.5 Zu jedem Vektorbindel F wund jedem symmetrischen bzw. alternierenden Schnitt 8 €
Multy (E®P, F) gibt es genau einen Homomorphismus « € Homy (S,E, F) bzw. o € Homy (APE, F),
welcher das jeweilige (auf U eingeschrinkte) Diagramm
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E®P E®P
S o By 8 Ao By B

S,E F APE

kommutativ macht.

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrankung U = X an. Fiir eine beliebige p—multilineare Abbildung
B: E®P — F betrachten wir das Standarddiagramm und fragen, unter welchen Voraussetzungen der
Homomorphismus «ag : E®P — F z. B. iiber APE faktorisiert:

E®p
Bo B
E®P 20 - F
A o
APE
In einer lokalen Basis eq,...,e,. von E gilt nach Konstruktion

aoles, @ ®@e;,) = By, .. ¢€i,) -

Wenn aq iiber APE faktorisiert, so folgt fiir alle o € &, wegen A (e,(;,)®- - -®e,(;,)) = (signo) A (e;, ®
e ®e,), daB auch B (eq(iy)s -5 €03i,)) = (signo) B (e, ... e;,) gelten mu, d. h. B ist notwendig
alternierend.

Ist umgekehrt (3 alternierend, so haben wir fiir alle 0 € &, :

aO(eU(il) - ® eo’(ip)) = (Sign U) . 040(61‘1 Q- eip) .
Bezeichnet nun i : APE — E®P die kanonische Injektion, so folgt aus der vorstehenden Bemerkung,

daBl agoio A = plag. Damit ist

1
o = —|aooi:ApE — F
p

ein Homomorphismus der gesuchten Art. In einer lokalen Basis wird a gegeben durch

aley N...Nejy) = Bei,...ei,) -

Es kann keine zweite solche Abbildung geben, da der Homomorphismus A surjektiv ist.
Der symmetrische Fall kann nach demselben Muster behandelt werden. (]

Ubungsaufgabe. Man bestimme aus dem 1-Cozyklus Apq von E diejenigen von Sp,E und APE.

Bemerkung und Definition. Eine kurze exakte Sequenz
00— F —F — FEy — 0
von Vektorraumbiindeln gibt Anlafl zu einer entsprechenden exakten Sequenz
0 — Hom (Es, F) — Hom (E, F) — Hom (Fy, F) — 0.

Wendet man diese Bemerkung auf die Epimorphismen S : E®? — S FE und A : E® — APE
an, so sicht man, da Hom (S,F, F') und Hom (APE, F) als Unterbiindel von Hom (E®P, F) =



9  Symmetrische und alternierende Tensoren und der Differentialformenkalkiil 67

Mult (E®P, F) aufgefat werden koénnen. Wir schreiben Sym (E®P, F) bzw. Alt (E®P, F) fiir diese
Unterbiindel der symmetrischen bzw. alternierenden multilinearen Abbildungen. Es gilt also insbeson-
dere

[ (U, Sym (E®?, F)) = Sym;(E®P, F) und T (U, Alt (E®?, F)) = Alty(E®?, F).

Als néchstes wollen wir einige natiirliche Homomorphismen und Isomorphismen untersuchen. Zuerst
beschéftigen wir uns mit der Konstruktion der duferen und symmetrischen Algebra.

Satz 9.6 Die natiirlichen Vektorraumbiindel-Homomorphismen
{ APE® NIE —  APTIE { SpE® SqE —  SpigFE
bzw.

Ap © Aq ’—’g()‘p(@/\q) Ap ® Aq Hg()‘p@))‘q)

sind assoziativ und antikommutativ bzw. kommutativ :

g(/\q ® Ap) = (*1)pqg()‘p ® /\q) ;S (/\q ® Ap) =S (/\p ® /\q) .

Warnung. Bei der Beschreibung der Homomorphismen im vorigen Satz wird das Tensorzeichen a priori
auf der linken und rechten Seite in verschiedenen Bedeutungen benutzt: links als Element in APEQAIE
bzw. S,E ® S,F, rechts als Element in E®P @ F®1 = E®P+9) | Der Satz sagt gerade aus, dafl diese
Ambivalenz unbedenklich ist.

Beweis. Wir behandeln nur den alternierenden Fall und iiberlassen die einfache Ubertragung des Be-
weises im symmetrischen Fall dem Leser. Wir skizzieren die einzelnen Schritte.
1. Die entscheidende Bemerkung ist in den Formeln

APTUAP (V) @ Xg) = APTIN, @), APYI(N, ® AT(\,)) = APHI(N, ® \))

verborgen, in der wir aus Griinden der grofleren Genauigkeit mit AY anstelle von A den Alternierungs-
operator auf E®* bezeichnen, ¢ € {p, ¢, p+ q}. Man gewinnt sie sehr einfach unter Benutzung der
Tatsache, daff die Gruppe &,, als die Untergruppe von &,,, aufgefafit werden kann, welche die Zahlen
j>pin {1,2,..., p+ ¢} festliBt. Dies impliziert sofort die Assoziativitét:

AAN X)) @ Am) = A((M @A) @A) = AN @A @A) = AN @ AN ® ) .
2. Aus Teil 1 gewinnt man fiir eine lokale Basis sofort die Beziehung

Av((eil/\"'/\eip)®(ej1/\"'/\ejq)) = AV(A(€7«1®®elp)®A(eﬂl®®eJq>)
p'q!
= Meil/\.../\eip/\ejl/\.../\ejq

und damit A (A, ® A,) = (=1)PH9A(\, @ N,). 0

Definition und Bemerkung. Auf dem (endlich-dimensionalen) Schnittmodul

I, éaAPE) = é}r (U, APE)
p=0

p=0

kann also durch lineare Fortsetzung der obigen Homomorphismen vermoge des sogenannten dujfSeren

oder Dach—Produkts

| -
(ppfq?’) A, ®A), A el (U, AFE)

eine assoziative und antikommutative Algebra—Struktur erkléirt werden. Man nennt den Schnittmodul
zusammen mit dieser Algebra—Struktur auch die duflere Algebra iiber T' (U, E). In einer lokalen Basis

ApAAg =
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e1,...,er stimmt fiir p = ¢ = 1 die Definition von e; A e, mit unserer fritheren Definition iiberein,
und Teil 2 des vorigen Beweises zeigt, dafl die Definition des dufleren Produkts auch nicht in Konflikt
zu unserer fritheren Definition von e;; A ... Ae;, geraten kann. Fiir

/\p = E Qiy,...ip €iy VANAN €ip /\q = E bj1,.~7jq e, N A €5,
1<iy < <ip<r 1<51<-<gg<r
ergibt sich somit das Produkt zu

)\p/\)\q = Z ail,wipbjl,queil /\.../\6ip A ej, /\.../\ejq

11 5s8pJ1s- 500

Den symmetrischen Fall kann man ganz entsprechend behandeln. Allerdings ist die symmetrische
Algebra

I(U, P S,E) = BT U, S,E)
p=0 p=0

im Allgemeinen ein unendlich-dimensionaler C>(U)-Modul. Uber einer trivialisierenden offenen Menge
U mit lokaler Basis ey, ...,e, ist dieser Modul zusammen mit der induzierten Algebra—Struktur nichts
anderes als der Polynomring

C®W)[e1y-..,er].

Der néchste Satz macht Aussagen iiber die Vertriglichkeit des Dualisierens mit dem Bilden der
symmetrischen und alternierenden Tensorprodukte.

Satz 9.7 Man hat natiirliche Isomorphismen
N(E") = (APE)*, Sy(E") = (S,E)" .

Beweis. Es gibt eine kanonische p-multilineare alternierende Abbildung (E*)®? — Alt (E®P; X xR) &
(APE)* , ndmlich

(@155 0p) = [(v1,- 0 0p) = det (@ (vr) 1<) k<] -
Also existiert eine lineare Abbildung

(E*)QBP

AP(E")

(7B’

die dem Element ¢;, A...Agp;, die alternierende multilineare Abbildung (v1,...,v,) — det (@i, (v&))
zuordnet. In lokalen Basen geht dabei (ej, A...Ae; ) iiber in die duale Basis zu (e;, A...Ae;,). Also
ist AP(E*) — (APE)* ein Isomorphismus.

Fir S,(E*) schliefit man entsprechend, wobei man die Determinante durch die ,,Permanente*

Perm (a,i) = Z Ag(1)1 " -+ Qo (p)p
ceG,

ersetzen muf. O

Folgerung 9.8 FEs gilt
APE* =2 At (E¥P, X xR), S,E* = Sym (E®?, X xR),

d. h. die Schnitte in APE* C (E*)®P = TPE = Mult (E®P, X x R) sind genau die alternierenden, die
in SpE* CTYE die symmetrischen einfach p-fach kovarianten Tensoren mit Werten in E .
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Wir notieren noch weiter den folgenden Satz, ohne ihn jedoch zu beweisen.
Satz 9.9 Es gibt kanonische Vektorraumbiindel-Homomorphismen
E®APE* — APTIE”
inneres “ Produkt).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Im Differentialformen—Kalkiil spielt das ,Liften“ von Formen eine wichtige Rolle. Wir wollen uns
daher an dieser Stelle noch einmal grundsétzlich mit dem Liften von Vektorbiindeln und Homomorphis-
men zwischen Vektorbiindeln beschiftigen. Sind E7, Fy zwei Vektorbiindel auf X undist f: YV — X
eine differenzierbare Abbildung, so gewinnt man aus der Beschreibung der Homomorphismen durch
Cozyklen im Anschluff an Satz 5.4 eine kanonische Isomorphie

Hom (f*El, f*EQ) = f* Hom (El, EQ) .

Nun kann man ganz allgemein jedem Schnitt s : X — FE in einem Vektorbiindel 7 : £ — X auf
eindeutige Weise einen Schnitt s: Y — f*E in dem unter f: Y — X gelifteten Biindel f*E durch

5(y) = (s(f () y) € ExxY = f'E

zuordnen. Wir schreiben auch f*s:=s und nennen f*s die Liftung des Schnittes s unter f.

Wendet man diese Bemerkung auf das Biindel E := Hom (E;, E;) und den oben angegebenen
Isomorphismus an, so konnen wir jeden Homomorphismus ¢ € Homx (E;, F3) =I' (X, Hom (Eq, E2))
liften zu einem Element f* in Homy (f*E;, f*E2). Unter erneuter Berufung auf die Beschreibung
von Homomorphismen durch Cozyklen erhalten wir sofort das folgende

Lemma 9.10 a) Fir die Identitit idg =id: E — E gilt f*idg = idpg;

b) es gilt f*(Y o) = f*o f*¢ fir Homomorphismen ¢ € Homx (E1, E3), ¥ € Homx (Eq, E3).

Bemerkung. Man umschreibt das vorstehende Lemma auch mit den Worten: f* ist ein Funktor zwischen
der Kategorie der Vektorbiindel auf X und der der Vektorbiindel auf Y .

Dieser Funktor ist sogar exakt:

Satz 9.11 Ist
0— B 2 E-Y B —0

eine kurze exakte Sequenz auf X |, so ist auch die geliftete Sequenz
0 — B L2 e Lt e — 0
exakt.

Beweis. Man braucht Exaktheit nur auf den Halmen iiber y € Y zu priifen. Nun ist aber (f*E), = E,
etc. und z. B. (f*¢)y = ¢z : Ey = (f*E)y — ([*E2)y = Ea, ® = f(y). Dies liefert sofort die
Behauptung. |

Folgerung 9.12 Ist ¢ : Fy — E5 ein Vektorbindel-Homomorphismus, so gilt
ffim e =1im f*o, f"ker ¢ = ker fFp.

Ist insbesondere ¢ ein Isomorphismus, so auch f*¢ . Des weiteren gilt f*(E®P) = (f*E)%P.
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Beweis. Trivial. O

Als néchstes beschéiftigen wir uns mit dem Liften des dualen Biindels E*. Da das Liften eines 1—
Cozyklus unter f mit dem Bilden des kontragredienten Cozyklus vertauschbar ist, erhélt man sofort
das

Lemma 9.13 fPE* = (f*E)*.

Jedem Homomorphismus ¢ : B} — Ey ist der duale Homomorphismus ¢* : E5 — E} kanonisch
zugeordnet. In lokalen Basen eq,...,e,. bzw. f1,...,fs wird ¢* beschrieben durch

(" fr) (e5) = fi (poe).
Man rechnet unmittelbar nach, daf folgendes richtig ist.

Satz 9.14 Fiir jeden Homomorphismus ¢ € Homx (Ey, Es) ist
fret = (7o)

Wir wenden diese Uberlegungen jetzt auf das Tensorprodukt an. Nach Konstruktion ist F; ® Ey &
Hom (EY, E3). Sind nun ¢; : E; — F; Homomorphismen, j = 1,2, so wird jedem Schnitt s €
Homy (EY, Es) durch s +— 3, §(z) := @2, 0 s(x) o @i, , ein Schnitt § € Homy (Fy, Fy) zugeordnet.
Den resultierenden Homomorphismus bezeichnen wir mit

P1Rpr: B1@F;, — Fi1®F,.

In lokalen Basen ist selbstverstéindlich

(1 @ p2) (e ® fi) = p1(ej) @ 2(fi) -
Satz 9.15 FEs bestehen kanonische Isomorphismen
[H(E1®Er) = [TE1® fTE; .
Beziiglich dieser kann [*(v1 ® w2) mit f*o1 ® f*pa identifiziert werden.

Beweis. Nur der erste Teil bedarf einer Begriindung, die sich allerdings nach den getroffenen Vorberei-
tungen fast von selbst ergibt:

fr(Er ®E2) >~ f*Hom (E7, EQ) = Hom (f*ET, f*EQ) = Hom((f*El)*, ffE:) 2 ["E1® f*Ey. O

Die Anwendung dieser Uberlegungen auf das symmetrische und alternierende Produkt eines
Vektorbiindels F auf X ist ebenfalls ,straightforward“. Wir bezeichnen den Symmetrisierungs—
Homomorphismus S : EP? — EOP mit Sy und den korrespondierenden Homomorphismus fiir das
geliftete Biindel f*E mit

Sy« (*E)*" — (f*E)®".

Es ist unmittelbar unter Verwendung der Isomorphie (f*E)®P = f*E®P klar, dal man Sy mit f*Sx
identifizieren kann:

Sy = f*Sx .

Entsprechend erhéilt man Ay = f*Ax , und hieraus als
Folgerung 9.16 Man hat kanonische Isomorphismen

['(SpE) = Sp(f7E),  [T(APE) = AP(f7E).
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Beweis. Wir behandeln den symmetrischen Fall; der alternierende ergibt sich durch formales Ersetzen
des Symbols S durch das Symbol A. Wegen der Isomorphie (f*E)®P = f*(E®P) sieht man sofort, daf
auch fiir Sx , aufgefafit als Homomorphismus Sx : E®? — E®P  die Bezichung Sy = f*Sx besteht.
Es folgt

S,(f*E) = im f*Sx = f*im Sx = f*(S,E). O

Folgerung 9.17 Ist ¢ : E — F ein Vektorbindel-Homomorphismus, so gibt es eindeutig bestimmte
Vektorbiindel-Homomorphismen

Spp: SpE — SpF, APp: APE — APF

die die folgenden Diagramme kommutativ machen:

®p ®p
E®p ® F®p E®p ® F®p
S S A A
FE F P P
S B —g—— 5 NE — g7~ AT

Mit f:Y — X st [*(Spp) = Sp(f7p) und [*(APp) = AP(f*p).

Wir wenden dies alles jetzt noch auf den (dufleren) Differentialformen—Kalkil an, also auf Schnitte
in
NPT = (APTx)*.
Als erstes wollen wir zeigen, dafl Differentialformen sich liften lassen unter differenzierbaren Abbildungen

f: Yy —X.

Zunéchst ist klar, daB sich jeder Schnitt s iiber U in einem beliebigen Biindel £ — X zu einem
Schnitt in f*E iiber f~1(U) liften 18t. Wir sind weiter im Besitz der kanonischen Abbildung

Ty — [f*Tx .
Durch Dualisieren und &uflere Produktbildung erhalten wir hieraus die kanonischen Abbildungen
FAAPTY) — NPTy .

Jeder Schnitt w € T' (U, APT%) liefert dann einen Schnitt f*w € T'(f~1(U), f*APT%) und damit eine
Differentialform in I' (f~1(U), APTy:), die wir ebenfalls mit f*w oder wo f bezeichnen. Man rechnet
leicht nach, dafl mit

w = Z Giy..ipdxiy N ANdxg,
die geliftete Form f*w die folgende Gestalt besitzt:

Fro =" (gi.ipo f)dfi, A...Ndfi, .

Bemerkung. Das Liften geht auch fiir beliebige kovariante Tensorfelder gut, aber nicht fiir kontravariante
oder gemischte Tensorfelder (hier nur, wenn f ein Diffeomorphismus ist).

Der Nachweis des folgenden Satzes ist eine leichte Ubung (zu Teil c) siche die Bemerkung im Anschluf
an Satz 6).

Satz 9.18 a) f*(w1+ws) = f w1+ ffws,
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b) fr(gw)=(g0f) frw
c) [*wiAwa) = f"wi A ffws,
d) (feofi)*w=f5(fiw).

Schliefllich wollen wir noch ein paar wichtige Anmerkungen zu dem Begriff des dufleren Differentials
von beliebigen Differentialformen machen. Ist f € C>°(U), U C X offen, so haben wir df € C>(U, T%)
definiert durch

(df) (v) = v(f), velC®U, TIx).
Wir haben damit aber keinen Biindelhomomorphismus X x R — T% erkldrt, denn die Abbildung

(%) d: C=(U) — T (U, T})

ist zwar R-linear, aber nicht C>°(U)-linear. Es gilt ndmlich

d(fg) (v) = v(fg) = fvlg) + gv(f) = (fdg + gdf)v

fiir ein beliebiges Vektorfeld v auf U ; also ist die korrekte Formel: d(fg) = fdg + gdf .
Wir wollen diese Abbildung nun fortsetzen zu einem Endomorphismus auf dem C*°(U)-Modul

I'(U AT%) = @ T (U APTx), n=dimX.
p=0

Die mit Hilfe von Satz 6 auf diesem Modul erklirte assoziative und antikommutative Multiplikation
(¢, ¥) — @ A1 macht ihn zu einer Algebra; sie heifit die duflere Algebra iiber U C X .

Durch Festlegung geeigneter Bedingungen ist eine solche Fortsetzung nur auf genau eine Weise
moglich. Dies besagt der folgende

Satz 9.19 Fir jede Mannigfaltigkeit X gibt es genau eine Abbildung
d: T(X,AT) — D(X, ATY),
die den folgenden Bedingungen geniigt :

a) d ist R-linear ;

d2

=)

dT (X, AP T%) Cc T (X, APTITY) , und fir p=0 ist d das Differential von Funktionen ;
deAY)=do N + ()P oNdp, p eT(X, APTR).

Beweis. 1. d ist notwendig lokal, d. h. sind ¢, ¥ € T'(X, APT%) Formen mit ¢|y = ¢|y fiir eine
offene Menge U, so ist dy|y = di|y . Der Beweis folgt im wesentlichen dem Argument im Anhang
zu Kapitel 6: Wegen der R-Linearitdt von d kénnen wir ¢|y = 0 annehmen und zu a € U eine
differenzierbare Funktion A auf X wihlen mit h =0 in 2 € V CC U und h =1 auf X \U. Es folgt
@ =he und mit d): dp =dh A+ hdy. Also ist dy|y =0 und damit dy|y =0.

C

)
)
)
)

d

2. d induziert (eindeutig bestimmte) Abbildungen
dy : T (U, AT%) — T'(U,ATY), UCX offen,

mit den obigen Eigenschaften.

Ist némlich ¢ € I'(U, AT%), so wéhle man zu z € U eine Umgebung V und eine Form 1 €
I'(X, AT%) mit ¢y = 9|y . Man definiert dy|y = di|y, und dies liefert nach 1. eine wohldefinierte
Form dyp auf U.
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3. Man braucht die Existenz von d nur fiir offene Mengen U aus einer geeigneten Karteniiberdeckung zu
beweisen (denn wegen der Eindeutigkeitsaussage stimmen dy, und dy, auf dem Durchschnitt U; NU;
automatisch iiberein).

4. Es sei also ohne Einschrinkung U = X mit Koordinaten x1,...,x, . Wegen des zweiten Teils von

¢) muf} fiir f € C>®(U) gelten:
o\  Of
v(a5) o

0
Die Differentialform Z 8% dx; erfiillt aber ebenfalls diese Bedingung. Also ist notwendig
J

df = % dz; fiir O-Formen .
j=1 "

Aus b) und d) folgt per Induktion nach p:

d(dziy A...Ndz;) = d*zi A (dzgy A Nday,) — daig Ad(dag, Ao Adeg,) = 0.
Somit ist notwendig
(+) d(fdzy, A...Ndxg)) = df Ndxg, Ao Ndxg,

Mit der geforderten R-Linearitét folgt hieraus, da d auf I' (U, APT%) eindeutig definiert ist. Man
rechnet schlielich (mit etwas Miihe) nach, da8 (+) alle gewiinschten Bedingungen erfiillt. O

Aus der expliziten Beschreibung des Differentials in der Formel (+) und der entsprechenden For-
mel fiir die geliftete Form gewinnt man ohne Schwierigkeiten die Vertauschbarkeit der Operationen
Differential-Bildung und Liften.

Satz 9.20 Ist f: Y — X differenzierbar, w € T' (X, APT%), so gilt

df'w = ffdw .
Bemerkung. Es ist auch in diesem abstrakten Kontext der Satz von STOKES giiltig: Ist die Mannigfal-
tigkeit X orientierbar und w € I' (X, A"T%), n = dim X, so lafit sich fiir jedes (geeignete) Kom-
paktum K C X das Integral [, w erkliren (bzgl. einer fest gewiihlten Orientierung). Hat dann

K C X sogar einen glatten Rand 0K , so trigt auch dieser eine induzierte Orientierung, und es gilt fiir
we T (X, A"~!T%) der Satz von Stokes in der gewohnt eleganten Form®:

/ w:/dw.
0K K

Wir wollen zum Abschlufl noch angeben, wie dw als alternierender Tensor wirkt. Dazu braucht
man das LIE-Produkt von Vektorfeldern.

Lemma 9.21 Sind &1, & Vektorfelder auf X, so auch

[&1, &) =& o& — &ofy .

= 0
Gilt in einer (lokalen) Karte &, = Z j 55 50 15t
T

j=1

O JOage a0
[&1, &2 = Z <a1j ij a2 8xj) oz

Jt=1

8Nach Arnold [1] auch die Formel von NEWTON-LEIBN1Z-GAUSS-GREEN-OSTROGRADSKIT-STOKES-POINCARE.
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Beweis. [&1, &] operiert R-linear auf C°°—Funktionen. Man braucht also nur noch die Produktregel
nachzurechnen. Es gilt

(§108&2) (fg) = & (féag + géaf)
= f(&108)(9) + (&f)(§29) + g(§&10&) (f) + (§19) (of)

Durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 und anschlieSende Subtraktion beider Gleichungen folgt die
Behauptung. Die letzte Formel bestéitigt man durch eine einfache Rechnung. (]

Definition. Das Vektorfeld [£1, 2] heifit das LIE-Produkt oder auch die LIE-Klammer der Vektorfelder
& und &

Satz 9.22 Der R—Vektorraum T' (X, Tx) wird durch das Lie—Produkt
[.,.]: T(X, Tx) x T (X, Tx) — T'(X, Tx)
zu einer Liealgebra. D. h. es gilt:
a) [&1, & ist bilinear in & und &a;
b) [&2, &) = —[&, &l
¢) es gilt die JacoBI-Identitét

(&1, (€2, €3]] + [€2, [&3, &a]] + [€3, [&1, &2]] = 0.

Beweis. Triviale Rechnung. (]

Die gewiinschte Beschreibung von dw als alternierende Differentialform wird in dem letzten Satz
dieses Kapitels gegeben.

Satz 9.23 Es seien w € I' (X, APT%) und vi,...,vp11 € T' (X, Tx) vorgegeben. Dann gilt

p+1
dw (v1,...,Vpt1) = Z(_l)ﬁ-l vj (W (V152 Tjy ey Vpt1)
j=1
+Z(—1)J+kw([vj, Ukl, U1,y 0y ooy Oy oo vy Upt1) -
j<k

Beweis. Leichte Ubungsaufgabe. O



10 Riemannsche, symplektische und Kéhler - Mannigfaltigkei-
ten

In diesem Kapitel beabsichtigen wir, die wichtigsten Klassen von Mannigfaltigkeiten vorzustellen, fiir
die das Tangentialbiindel zu seinem dualen Biindel auf kanonische Weise isomorph ist. Dies sind die
Riemannschen und die symplektischen Mannigfaltigkeiten, deren Rolle in der klassischen Mechanik
wir in dem ersten Anhang zu diesem Kapitel zumindest streifen werden. Die komplex—analytischen
KAHLER—Mannigfaltigkeiten, die wir am Ende des Kapitels besprechen wollen, vereinigen auf genuine
Weise die beiden vorgenannten Aspekte miteinander.

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit einer wesentlich allgemeineren Definition.

Definition. Es sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und £ — X ein reelles C*°—Vektorraum-
biindel. Eine Metrik auf E ist ein (2, 0)-Tensor h € I' (X, E*®?) auf X mit Werten in F, der
symmetrisch und an jeder Stelle x positiv definit ist.

Bemerkung. Wie wir spéter in diesem Kapitel noch genauer ausfithren werden, haben wir bei komplexen
Biindeln Hermitesche Metriken zu betrachten.

Wir wollen die obige Definition einer Metrik auf einem Vektorbiindel sogar weiter verallgemeinern.
Zu diesem Zwecke betrachten wir zunéchst noch einmal allgemeiner beliebige symmetrische 2—fach
kovariante Tensoren mit Werten in E'. Lokal schreibt sich ein solcher Tensor h bzgl. einer lokalen Basis

€1,...,¢e. in der Form
h = Zﬁjke;~ez.
J<k
Unter Beriicksichtigung von
ejep =¢;@ep + e Re;

gewinnt man hieraus ohne Schwierigkeiten eine Darstellung

-
(%) h= > hje e
jik=1
mit der Symmetrie-Bedingung hji = hy; .
Man kann diese Bedingung auch auf einfachere Weise einsehen. Ist ein Tensor h wie in (x) gegeben,
so driickt sich seine ,,Symmetrie“ notwendigerweise durch hj, = hy; aus, da

hjr = Z Rem g5 Omi = Z hem (e}f X ejn) (ej ®eg) = h (ej ® eg)
und damit
hjr = h(ej®ex) = h(ex ®ej) = hj .
Umgekehrt schliefit man genauso.

In einer trivialisierenden offenen Menge U, C X von E mit lokaler Basis ef,...,eS besitzt also

jeder symmetrische Tensor h eine Darstellung vermoge einer symmetrischen r x r—Matrix H* = (hj‘k)
mit den Eintrigen Ay = h(ef ® ef). Bei einem Basiswechsel

T
ef = D Afue
k=1
gewinnt man hieraus sofort die entsprechende Basiswechsel-Formel

oo= > AJATER] . d.h. H® = 'Ag, HO Ag, .

Im >
lm=1

Definition. Ein symmetrischer Tensor & mit Werten in dem Vektorbiindel E heiflt positiv definit, wenn
fiir jeden (lokalen) Schnitt s in E die Funktion h(s ® s) nur an den Stellen verschwindet, wo dies
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auch fiir s der Fall ist. Mit s = > v/e; und h(s®s) = > hjpviv® ist dies gleichbedeutend damit,
daf} die darstellende Matrix von h (in jedem lokalen Koordinaten—System) positiv definit ist.

Bemerkung. Aufgrund des sogenannten HURWITZ—Kriteriums (siehe auch Anhang 2 zu diesem Kapitel)
ist eine symmetrische Matrix genau dann positiv definit, wenn alle ihre Hauptunterdeterminanten po-
sitiv sind. Dies impliziert, dal ein symmetrischer Tensor schon dann in einer gewissen Umgebung eines
Punktes xy positiv definit ist, wenn dies nur im Punkte z selbst gilt.

Bemerkung. Es ist nicht schwer, aus gegebenen Metriken neue zu machen. Es sei dem Leser iiberlassen,
aus einer Metrik auf F eine solche auf dem dualen Vektorbiindel E* zu konstruieren und auf dem
gelifteten Biindel f*FE unter einer differenzierbaren Abbildung f: Y — X . Insbesondere triagt mit £
auch jede Einschrinkung Fly, Y C X eine Untermannigfaltigkeit, eine kanonische Metrik. Ebenso kann
man eine Metrik auf E auf jedes Unterbiindel E; C E einschrinken. Hat man ferner zwei Vektorbiindel
FE4, E5 mit Metriken gegeben, so tragen auch E; & Fy und E; ® Es kanonische Metriken.

Gelegentlich setzen wir nur voraus, dafl der vorgegebene Tensor h nicht ausgeartet ist, oder gleich-
bedeutend, daf§ die lokal darstellenden Matrizen H® an keiner Stelle z € U, eine verschwindende
Determinante besitzen. Aus der multilinearen Algebra ist dann bekannt, daff man durch einen linearen
Basiswechsel der lokalen Basis ef',...,e& an einer fest vorgegebenen Stelle zy € U, erreichen kann,
dafl H*(xo) eine Diagonalmatrix diag(1,...,1,—1,...,—1) wird, wobei die Anzahl der negativen Ei-
genwerte nur von dem symmetrischen Tensor h abhéngig ist und als Trdgheits—Index oder kurz Index
von h im Punkte xg bezeichnet wird. (Trdgheitssatz von SYLVESTER; zu weiteren Einzelheiten siehe

Anhang 2).

Definition und Bemerkung. Ein nicht ausgearteter symmetrischer (2, 0)-Tensor h mit Werten in dem
Vektorbiindel £ heifit eine Pseudometrik auf E, wenn der Index von h konstant auf X ist. Man
nennt dann diesen Index auch den Index der Pseudometrik. Eine Metrik ist damit eine Pseudometrik
vom Index 0. In der Tat ist der Index eines nicht ausgearteten symmetrischen (2, 0)-Tensors stets
lokal konstant, wie wir in Anhang 2 beweisen werden. Somit ist die Forderung an den Index von h im
Prinzip tiberfliissig.

Da aufgrund der Definition eine Pseudometrik ein nicht ausgearteter Tensor ist, ergibt sich unter
Verwendung unserer Uberlegungen am Ende von Kapitel 7 das folgende Resultat.

Folgerung 10.1 Das duale Biindel E* ist (bei Vorgabe einer Pseudometrik h auf dem Biindel E auf
kanonische Weise) zu dem Biindel E isomorph.

Das erste Zusammentreffen mit dem folgenden Resultat ist erfahrungsgeméif eine Uberraschung.

Satz 10.2 Jedes C>*°-Biindel E besitzt (unkanonische) Metriken. Insbesondere ist jedes C*°—Biindel
E zu seinem dualen Biindel (unkanonisch) isomorph.

Beweis. Lokal ist dies sicher richtig, da das triviale Biindel £ = X x R” mit globaler Basis eq,...,e,
die euklidische Metrik

e; ®e;
j=1
besitzt. Mit einer differenzierbaren Teilung der Eins {7,} klebt man solche lokalen Metriken h, zu
einer globalen Metrik h = )" n,h, zusammen. O

Bemerkung. Der vorstehende Beweis kann nicht auf die Situation (echter) Pseudometriken ausgedehnt
werden. Er ist in diesem Fall tatséichlich im Allgemeinen falsch. Ebenso ist die Dualitéitsaussage im
(reell- und komplex—) analytischen Fall nicht generell erfiillt.

Es ist iiblich, Metriken und Pseudometriken auf dem Tangentialbiindel Ty einer Mannigfaltigkeit
X nicht mit dem Symbol A zu belegen, sondern mit g zu bezeichnen.

Definition. Eine Mannigfaltigkeit X zusammen mit einer (Pseudo—) Metrik g auf dem Tangenti-
albiindel Tx , lokal also

g = Zgjkd$j®dﬂfk7 9ik = Gkj >
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heifit eine (Pseudo-) Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Riemannscher (Pseudo-) Metrik (oder Rie-
mannschem (pseudo—) metrischem Tensor) g. Um die ausgezeichnete Metrik g hervorzuheben, kodiert
man den vorliegenden Sachverhalt auch genauer in dem Symbol (X, g). Man schreibt anstelle von ¢
oft auch ds? oder ds% . Eine Pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index 1 wird auch als eine
Minkowskische Mannigfaltigkeit oder als Raum—Zeit bezeichnet; solche Mannigfaltigkeiten bilden die
Grundlage der allgemeinen Relativitdtstheorie.

Beispiel. Das typische Beispiel einer Raumzeit ist der Minkowski-Raum R™! mit der Pseudometrik
ds? =dz' @ da' + -+ d2" @ dz" — dx® ® daV .

Der zuvor bewiesene Satz impliziert sofort den
Satz 10.3 Jede differenzierbare Mannigfaltigkeit trigt (unkanonische) Riemannsche Metriken.

Warnung. Nicht jede Mannigfaltigkeit trigt eine Pseudometrik mit vorgegebenem Index > 1! Insbe-
sondere taugt nicht jede Mannigfaltigkeit als Modell fiir unser Universum in Raum und Zeit.

Bemerkung. Durch eine geeignete lineare Transformation der lokalen Basis eines Vektorraumbiindels
mit einer Pseudometrik vom Index p kann man an jeder fest gewéhlten Stelle zg € X erreichen, dafl
die Pseudometrik in einer Umgebung gegeben wird durch

T
* *
Z hji €5 © ey,
k=1

mit hjp(xo) =0, j #k, hjj(xo) =1,5=1,...,7—p, hjj(x0) = —1, j =p+1,...,r. Diese Bemerkung,
angewendet auf lineare Koordinatentransformationen auf der Mannigfaltigkeit X | liefert an jeder Stelle
xo einer Pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit X ,gute* Koordinaten, so dafl wie eben

g = Z gjkdxj ® da*

mit g;p(zo) = 0,5 # k, gjj(x0) =1, =1,...,7r —p, gj;(xz0) = —1,j = p+1,...,r. Insbesondere
kénnen wir erreichen, daf fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit die Matrix (g;x(xo)) die Einheitsma-
trix ist. Wir zeigen spéter sogar, dafl man in diesem Fall noch zusétzlich fordern darf, dafl alle Diffe-
rentiale dg;; an der Stelle zy verschwinden. Dagegen ist es im Allgemeinen nicht moglich, die Matrix
(gjk(x)) fur alle Punkte z in einer ganzen Umgebung von zy durch Koordinatentransformation zur
Einheitsmatrix zu machen. Dies wiirde andernfalls ja bedeuten, dafl jede Riemannsche Mannigfaltigkeit
lokal wie der euklidische Raum aussieht und somit keine Kriimmung besitzen diirfte.

Dennoch kann man durch Ubertragung der Beweisidee des Gram-Schmidtschen Ortonormalisie-
rungsverfahrens den folgenden Satz herleiten.

Satz 10.4 Zu jedem Vektorraumbindel E — X mit Riemannscher Metrik h = (hji) und jedem Punkt
xzo € X gibt es lokale Basen von E in einer Umgebung U von xq, so daf8 hjr(z) =6, v € U.

Bemerkung. Wie widerlegt man den sich hieraus ergebenden vermeintlichen Widerspruch zu der Bemer-
kung davor iiber Riemannsche Metriken ? Ganz einfach durch die Feststellung, dafl nicht jede beliebige
lokale Koordinatentransformation auf dem Tangentialbiindel Tx von einem Koordinatenwechsel auf
der Mannigfaltigkeit X herkommt ! Dies sieht man am besten in der dualen Situation des Cotan-
gentialbiindels. Eine beliebige Koordinatentransformation, wie in Satz 4 zugelassen, ist hier von der
Gestalt

n
S fp@)da?, k=1,....n,
j=1
mit einer invertierbaren Matrix (fjz) von differenzierbaren Funktionen. Damit eine solche Transfor-

mation aber von einem Koordinatenwechsel auf X herkommt, miissen die 1-Formen 2?21 Jik(z) dad
jeweils Differentiale einer neuen Koordinate, also insbesondere exakte und damit auch geschlossene
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Formen sein. Dies ist zwar fiir konstante Koordinatentransformationen immer der Fall, im Allgemeinen
aber selbstverstéindlich nicht erfiillt.

Es sei nun (X, gx) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und ¥ <~ X sei eine Untermannigfaltigkeit.
Man hat dann wie immer eine exakte Sequenz

0 — Ty — i"Tx

und (nach der zweiten Bemerkung auf p. 76) auch eine induzierte Metrik auf i*T , die sich zu einer
Metrik gy auf Ty einschrinken 1at. Wir sehen also:

Satz 10.5 Ist (X, gx) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so trigt jede Untermannigfaltigkeit Y C X
eine kanonische induzierte Metrik gy := gx|y -

Bettet man also z. B. X in einen RY ein, was nach dem Einbettungssatz von WHITNEY ja fiir
N =2n+1, n =dim X, stets moglich ist, so erhilt man auf X auch die von RY induzierte Metrik.
Dies wirft sofort ein generelles Problem auf:

Problem. Es seien (X, gx) und (Y, gy) Riemannsche Mannigfaltigkeiten, und es sei X in Y als
(abgeschlossene) Untermannigfaltigkeit einbettbar. Gibt es dann auch eine solche Einbettung, fiir die
gx = gy|x ist ? (Man spricht dann auch von isometrischer Einbettung).

Einen groBen Durchbruch bzgl. dieser Frage erzielte J. NAsH? im Jahre 1954 im Alter von 26 Jahren:

Satz 10.6 (Nash) Laft sich X (kompakt) in RN einbetten, so gibt es auch eine isometrische Cl—
Einbettung.

Nun ist die Bedingung C! natiirlich sehr schwach; z. B. gehen dabei alle Aussagen iiber die
Kriimmung verloren, da in den 2. Fundamentaltensor die zweiten Ableitungen der Koeffizienten der
Riemannschen Metrik eingehen. Man braucht daher stirkere Aussagen, die Nash tatsdchlich 1956 be-
weisen konnte.

Satz 10.7 (Einbettungssatz von Nash) Ist N > n(n + 1)(3n + 11)/2, so lifit sich jede n—
dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit der Klasse C® isometrisch von der Klasse C* in RN
einbetten, falls 3 <k < 0.

Bemerkung. Es handelt sich bei diesem Problem natiirlich um das Losen von nichtlinearen partiellen
Differentialgleichungen:

dp ¢ n
<arj7axk>gjk(x17"'7x)a ‘P:(Salv,SDN)

Ich will dieses Resultat noch etwas erldutern. Zuerst: wann ist eine Immersion
p: I —E", ICR

eine isometrische Einbettung 7 Offensichtlich genau dann, wenn

dt®dt:<p*(2dmj®do:j>: @ (1) dt @ dt
j=1

n

Jj=1

i.e. wenn ». cp;? =1, d. h. wenn die Kurve auf Bogenlénge parametrisiert ist. Somit besitzt z. B. der

Torus
T? = 81 xS c RZxR? ~ R*

9Nobelpreistriger des Jahres 1995 fiir Wirtschaftswissenschaften mit einer mathematischen Arbeit aus der Spieltheorie,
die fiir Mathematiker kaum an seine anderen weit bedeutenderen Ergebnisse heranragt. J. Milnor sagt in einem Artikel
im Mathematical Intelligencer, dafl sie ,,... may seem like the least of his achievements“. Siehe: A Nobel Prize for John
Nash. The Mathematical Intelligencer. Vol. 17, Nr.3, 1995, pp. 11-17.
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eine induzierte Metrik, die lokal euklidisch ist: Es gibt lokal Koordinaten s, t, so daf}
gsixst = ds®ds + dt @ dt .

T? = 8! x S' mit dieser Metrik heit auch der flache Torus.

Natiirlich gibt es C>°~Einbettungen von T2 als kompakte Untermannigfaltigkeit von R?. Nach Nash
geht dies also auch isometrisch mit einer C'~Abbildung.'® Aber eine C*-isometrische Einbettung T2 C
E? mit hinreichend groBer Differenzierbarkeitsordnung x > 2 kann es nicht geben, da jede kompakte
Fliche in R?® Punkte mit positiver GauBscher Kriimmung besitzt. Nach dem theorema egregium von
Gaufl miifite aber der flache Torus T2, isometrisch eingebettet in E?, iiberall die GauBsche Kriimmung
0 besitzen.

Bemerkung und Beispiel. Im Gegensatz zu den Verhéltnissen bei Riemannschen Mannigfaltigkeiten ist
nicht jede Untermannigfaltigkeit einer Minkowskischen Mannigfaltigkeit eine solche bzgl. des induzierten
Tensors ! Betrachte z. B. im Minkowski-Raum R"! den (Mantel des) Lichtkegel(s)

Xo = {(°)? = (@) + -+ (")}

X0\ {0} ist eine n—dimensionale abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von R"*1\ {0} . Im Falle n = 2
konnen wir (einen Teil von) X parametrisieren durch

zl=rcosg, 22 =rsing, 2°=r>0, —-T<p<mw.
Es folgt unmittelbar
gx, = r*de@dp + (1 -1)dr@dr = r*dp®dyp,

d. h. die Einschrinkung des pseudometrischen Tensors auf Xg ist ausgeartet.
Fir X} = {(2")% = (21)? + (%)% + a? } , einem zweischaligen Hyperboloid, gewinnt man entspre-
chend mit 2° = vr2 +a2, a > 0:

2 2

_ .2 r _ .2 a

Ix+ =17 dp@dp + (1 — 7"2+(12> dr@dr = r*dp ®@dp + mdr@dr,
d. h. eine Riemannsche Metrik. Man iiberzeugt sich leicht davon, daff dies in allen Punkten von X
korrekt ist, insbesondere fiir die zwei Punkte mit z! = 22 = 0, also 2° = +a, in denen die obige Form
in r und ¢ wegen r = 0 ausgeartet zu sein scheint. In der Tat ist sie dies nicht, da bei Verwendung von
Polarkoordinaten stets r > 0 gelten muf, die obige Formel also iiberhaupt nicht angewendet werden
darf. Es handelt sich bei diesem ,,Phénomen“, das bei genauerer Betrachtung gar nicht existent ist, um
den in der Literatur oft als Koordinaten—Singularitit bezeichneten Effekt.
Im Fall
Xy ={(")? ="+ =% -0}, b#0,
einem einschaligen Hyperboloid, ergibt sich mit 20 = v/r2 — b2, r > |b|:
2 b?
9x- =T dp ® dp — o> dr ® dr,

also eine Minkowski-Metrik.

Wir kommen als néchstes zu einer weiteren Klasse von Mannigfaltigkeiten mit Zusatzstruktur, die
in der Physik eine iiberaus prominente Rolle spielt (siche auch Anhang 1).

Definition. Fine Mannigfaltigkeit X zusammen mit einer nicht ausgearteten alternierenden 2-Form
w, die geschlossen ist (d. h. dw = 0), heif}t eine symplektische Mannigfaltigkeit.

Bemerkung. Da w alternierend und nicht ausgeartet ist, mufl notwendig dim X = 0 mod2 sein. (Siehe
hierzu auch Lemma 9). Wir setzen dim X = 2n.

10Nash fiihrt einen reinen Existenzbeweis. Ich konnte weder mir selbst vorstellen noch in der Literatur ausfindig machen,
wie dieser Torus tatséchlich ,aussieht“.
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Das ist das fiir die mathematische Physik bei weitem wichtigste Beispiel (HAMILTON—Formalismus).
Ausgangspunkt hierzu ist die Formulierung der klassischen Mechanik & la LAGRANGE (zu weiteren
Einzelheiten siche den Anhang 1 zu diesem Kapitel), fiir die man einen (beliebigen) Konfigurations-
raum (Q mit ,verallgemeinerten“ Ortskoordinaten ¢ = (¢',...,¢") zu Grunde legen muf. Unter ¢
mufl man dann einen Tangentialvektor an die Mannigfaltigkeit ) verstehen. Oder genauer: Wenn
qg=q(t), t €I, eine Trajektorie oder Bewegung des Systems beschreibt, so ist ¢ = ¢ (¢) eine (dif-
ferenzierbare) Abbildung ¢ : I — Tg mit 7(¢(¢)) = ¢(t) bzgl. der Projektion 7 : Ty — Q. Die
Differentialgleichungen fiir die Trajektorien gewinnt man mit Hilfe des Prinzips der kleinsten (besser:
stationdren) Wirkung aus einer Lagrange—Funktion L = L (g, ¢,t) mit ¢ € Q und ¢ € T . Mit den
yverallgemeinerten® Impulsen p = (p1,...,pn), die durch

_ 9L
p]—aqj

definiert sind, schreiben sich diese Differentialgleichungen (in jedem Koordinatensystem) nach EULER

und LAGRANGE in der Form
OL

p; = 87(]]
Setzt man

(Hamilton—Funktion), so gewinnt man hieraus die wunderschénen symmetrischen Hamiltonschen Glei-
chungen

OH . OH

Oq 4= Op
Damit aber diese Gleichungen sinnvoll sind, mufl man, da insbesondere (p, ¢) eine wohlbestimmte
Funktion sein soll, die Koordinate p als eine 1-Form auffassen, also als Element im Cotangentialbiindel

X =15,

das man in diesem Kontext auch als Impuls—Phasenraum des Lagrange— oder Hamilton—Systems be-
zeichnet. (Das Tangentialbindel Tg wird Geschwindigkeits—Phasenraum genannt).
Uberraschenderweise hat man das folgende Resultat.

Satz 10.8 Flir jede Mannigfaltigkeit () trigt das Cotangentialbiindel X = T¢, eine natirliche sym-
plektische Struktur.

Beweis. Es werde mit 7 die Projektion X = T, — @) bezeichnet. Wir haben dann die Tangentialab-
bildung
T = Dr: Tx — Tg

und ist p € X =T, ¢=7(z), v € Txp, so kann man eine 1-Form & auf T erkléren durch
5() = p(m)).

Man sieht leicht: Ist lokal 75|y = U x R"™ mit Koordinaten (g, p), so ist

&:ijdqj.

(Man kann natiirlich auch & lokal durch diese Gleichung definieren und nachrechnen, daf§ & auf ganz
T, wohldefiniert ist). Setze jetzt w := —dw. Dann ist dw = —d*® = 0 und (lokal)

w = Z dg’ Adpj .
j=1

Insbesondere ist, wovon man sich leicht iiberzeugt, die 2-Form w nicht ausgeartet. O
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Bemerkung. Man kann tatsdchlich zeigen, dafl es zu jeder symplektischen Mannigfaltigkeit
(X, w) lokal symplektische (oder auch kanonisch genannte) Koordinaten gibt, d. h. Koordinaten
ql’-”’qn’ Pis---3Pn, SO daB
w = Z dg’ A dp;
j=1
(Satz von DARBOUX; zum Beweis siehe z. B. Berndt [5]). Lokal sehen also alle symplektischen Man-
nigfaltigkeiten vollig gleich aus; die Theorie der symplektischen Mannigfaltigkeiten befafit sich daher
im Gegensatz zu der der Riemannschen Mannigfaltigkeiten ausschliefflich mit globalen Untersuchungen.

Selbstversténdlich sind Untermannigfaltigkeiten Y von (X, w) bzgl. der eingeschrinkten Form w|y
im Allgemeinen keine symplektischen Mannigfaltigkeiten.

Wir beweisen zumindest die punktale Aussage zu dem Satz von Darboux.

Lemma 10.9 Es sei V ein Vektorraum der Dimension n und B eine alternierende, nicht ausgeartete
Bilinearform. Dann gibt es eine Basis eq, €a,...,e_1, €2, von V (insbesondere ist n = 2k gerade),
so daft mit V; = span(egj_1, ez5), j=1,...,k, gilt:

V = Vl@”'@Vk
bzgl. B, d. h. B(vj,vjs) =0, vj € V;, vy € Vjr, j#j, und B(ezj_1,,€2;) =1.

Beweis. Wir fiihren Induktion nach k > 0. Es seien eq,...,es, schon konstruiert. Ist V' noch nicht
die orthogonale Summe von V; bis Vj , so betrachte man

Vit ={veV:B(w,w) =0 firalle voeVh=Vi® --aV}.
Fiir vy = Z?il Aje; ist B (vo, e2j—1) = —A2;, B (v, €25) = Agj_1, also fiir beliebiges v € V':
B (v—wp, e2j—1) = B(v, egj_1) + Ay; = 0,
B (v—1g, e25) = B (v, e25) — Agj_1 =0,
j=1,...,k, sofern man die Koeffizienten A; richtig wahlt. Also gilt
V=VeaeV,

und B induziert eine nicht ausgeartete alternierende Form auf Vj-. Nach Voraussetzung existiert ein
Vektor egri1 € VG-, der von Null verschieden ist. Dieser ist notwendig von eg,..., e, unabhingig.
Da B|V0L nicht ausgeartet ist, gibt es einen (von ey ; unabhingigen) Vektor egrio € Vg mit
B (eap+1, €2x+2) # 0, also ohne Einschrinkung B (eggy1, €ak42) = 1. O

Ein wenig mehr iiber symplektische Mannigfaltigkeiten findet man im Anhang 1 zu diesem Kapitel.

Im dritten Teil dieses Paragraphen wollen wir den komplez—analytischen, speziell den KAHLER-Fall
erortern. Dazu miissen wir zuerst ein paar Bemerkungen zur Komplexifizierung von Biindeln formulie-
ren. Es sei also X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und £ — X ein reelles Vektorraumbiindel vom
Rang r. Man hat weiter, wenn man C als R—Vektorraum auffafit, das triviale R—Vektorraumbiindel
C x X — X vom Rang 2, so dafl man das reelle Biindel

E® .= E®(Cx X)
vom (reellen) Rang 27 bilden kann. Jede Faser EC dieses Biindels ist R-isomorph zu
E, 9C=R"®C=C".

Die Fasern EC besitzen aber automatisch eine C—Vektorraumstruktur: Fiir ¢ € C wird durch

14 14
¢y @ =) v @ (cy)
=1 j=1

eine solche Struktur erklért, die mit der R—Vektorraumstruktur vermoge der Inklusion R C C kompa-
tibel ist. - Man sieht leicht:
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Lemma 10.10 "EC ist ein komplexes Vektorraumbiindel vom komplexen Rang r. Genauer: Ist I eine
trivialisierende Uberdeckung von E zum Cozyklus (Aga), so gilt

ECIUa ~ C" x U, s
und der beschreibende 1-Cozyklus dieses Biindels wird ebenfalls durch die Matrizen Ag, gegeben,
wenn man diese auffafit als Elemente von GL (r, C) beziiglich der natirlichen Inklusion GL (r, R) C
GL(r, C).
Bemerkung. Man macht sich sofort klar, da die Schnitte in E® von der Form
s =581 + 182, 81,82 Schnittein FE
sind. Man schreibt selbstverstéindlich s; = Re s, so =1Im s.

Bemerkung. Man schlieit aus dem vorstehenden Lemma sofort, daffl man die Vorgéinge des Komplexifi-
zierens und Dualisierens von Biindeln vertauschen kann:

(E")° = (E%)" .
Hierbei bestehen die Fasern des dualen Biindels zu einem komplexen Vektorraumbiindel selbstverstdnd-
lich aus den komplexen Linearformen.

Umgekehrt benétigen wir auch eine Beschreibung der reellen Struktur eines komplexen Vektor-
raumbiindels £ — X | das ja vermdge der kanonischen Einbettung R C C als reelles Vektorraumbiindel
aufgefafit werden kann. Sei dazu E durch den komplexen 1-Cozyklus (Ag,) gegeben. In lokalen Ko-
ordinatensystemen ef,...,e" schreiben sich Schnitte s in E in der Form

»Er

s = sze?‘, 2 ec™(U,, C).
j=1

Zerlegen wir 27 = 27 + iy’ in Real- und Imaginirteil, so schreibt sich s auch eindeutig als

T ks
s=D alef + ) (i), o',y €CF(UaR).
j=1 j=1
Beziiglich dieser lokalen reellen Basen ef,...,e&, ief,...,1eY bestimmen sich die Ubergangsmatrizen

fiir das unterliegende reelle Biindel dann unmittelbar zu
Re Aﬂa —Im Aga
Im Ag,  Re Ags |
Fiir eine konzeptionell saubere Begriindung von Sesquilinear—Formen, insbesondere von Hermite-

schen Metriken, bendtigt man noch den Begriff des konjugiert-komplezen Vektorraums V zu einem
komplexen Vektorraum V. Als Mengen und abelsche Gruppen sollen V' und V iibereinstimmen:

V=V.

Die Skalarenmultiplikation soll jedoch verschieden sein: ist A € C und w € V, so sei \-w := lw,
wobei auf der rechten Seite w als Element von V' aufgefafit wird. Schreibt man fiir Vektoren v € V
grundsitzlich v fiir denselben Vektor, aber aufgefafit als Element von V', so schreibt sich das neue
Gesetz der Multiplikationen schlicht als
AT = Av.
-

Hat man einen Basiswechsel f, = Z ajre; in V', so transformieren sich die entsprechenden Basen

j=1
von V vermittels der konjugiert-komplexen Matrix:

r
j=1

Dieses Konzept 148t sich nun ohne Anstrengung auf komplexe Vektorraumbiindel iibertragen.
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Satz 10.11 Ist E = || E, ein komplezes Vektorraumbiindel, so trdgt
.
rzeX

genau eine komplexe Vektorbindelstruktur derart, dafi mit jedem Schnitt s in E durch

5(x) = s(x)

ein Schnitt 3 in E gegeben wird. Wird E durch den 1-Cozyklus (Ap,) beschrieben, so wird E
bestimmt durch den konjugierten Cozyklus (Aga) .

Bemerkung. Es existiert ein kanonischer fasertreuer Diffeomorphismus E — E, der auf den Fasern
additiv, aber antilinear ist: Av — AT. Beziiglich der unterliegenden reellen Struktur ist dies selbst-
verstandlich ein reeller Vektorraumbiindel-Isomomorphismus. Man kann diese beiden Biindel tatséchlich
als gleich ansehen, denn der durch die Matrix

E. 0
J =
0 —-E,

gegebene universelle Basiswechsel erfiillt die Identitét:
Re Ag, —1Im Ag, Re Ag, Im Ag,
3 3 _ g 3 ga
Im Aga Re A,Ba —Im Aga Re Aga
Es sei jetzt die Mannigfaltigkeit X zusétzlich von einer geraden reellen Dimension 2n. Wir mo-
dellieren dann X lokal mit offenen Mengen U C C" mit einem willkiirlich gewdhlten R—Vektorraum—
Isomorphismus C" =2 R?" . (Dies ist aber bei weitem noch nicht das, was man unter einer komplex—
analytischen Mannigfaltigkeit versteht). Wir betrachten wie iiblich die reellen Biindel Tx und T%;
es ist aber grundsétzlich angemessen und unter der obigen Voraussetzung geradezu notwendig, auch

komplezwertige Vektorfelder und Formen zu betrachten, also, wie man sich sofort klar macht, Schnitte
in den komplexifizierten Biindeln

TS = (Tx)® bzw. T3 = (T%)° = (T%)
Haben wir lokale Koordinaten 2/ = x7 4+ iy’ , so ist es naheliegend, die komplexen 1-Formen
dz) = da’ +idy’ |, dz = da? — idy’
zu betrachten. Wegen

da? = 3 (dz) + dz7), dy’ = (dzj — d2d)
i

2

bilden sie eine Basis der Schnitte in T%C . Ist f: X — C eine differenzierbare Funktion, so bildet man
sinnvollerweise

df == dRe f + idIm f znja—f +Z df—n dﬂ+z dzJ
- =

mit den sogenannten WIRTINGER-Ableitungen nach den ,komplexen Variablen“ z7 bzw. zJ . Diese sind
C-linear in f, geniigen der Produktregel und der Kettenregel (in der aber beide Typen der Wirtinger—
Ableitungen vorkommen), und es ist

of _ (9f of _ (90f
2@ -
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Konkret gewinnt man mit

of
021

of

o of (2 o)

027 0wl 927 9z

die expliziten Formeln

af 1<8f ,6f) 1<8Ref
_ _ :g +

dIm f) i (81mf _ 9Re f)
. ,

92 2 \ow ' oyl OxJ oyl Oxd oy’
und

Of 1 (9f [ 0f\ _1(0Ref 9Imf\ i (9Ref  Olmf

o7 2 \ow " 'oyi) T 2\ ow By 2 \ oy ori )

Man kann auch leicht die duale Basis in T§ bestimmen, deren Elemente wir nach schon gewohntem
Muster mit 9/ 9z7, /029 bezeichnen. Diese miissen mit den Wirtinger—Ableitungen korrespondieren,
so da man nur die Wahl hat:

9 _1(90 .9 o _1(o 0
927 2\aw '8y ) 5 2 \aw oy )

Man rechnet sofort die Dualitét dieser Basis zu der Basis dz? , dz7, j=1,...,n, nach.
Wir fassen zur Deutlichkeit noch einmal zusammen: Die komplexen Vektorraumbiindel T}C( und T)*((C
sind vom komplexen Rang 2 dim¢ X = 2n und besitzen als lokale Basen die komplexen Vektorfelder

0 0 —
azj ) 82«_7 ) j ) 9 )
bzw. die komplexen 1-Formen. A o
dz? , dzi, j=1,...,n.

Aus der oben schon erwihnten Kettenregel folgt dann unmittelbar, dafl bei lokalem Koordinatenwechsel
F = G +iH das komplexifizierte Tangentialbiindel T sich in den eben angegebenen lokalen Basen
vermittels der komplexen Funktionalmatriz

8£
0z
OF
0z

or
oz
oF
oz

transformiert. Da der Basiswechsel von diesen Wirtinger—Basen zu den urspriinglichen reellen Basen
mit einer ,universellen“ linearen Transformation C' € GL (2n, C) vonstatten geht, hat man sogar eine
ganz explizite Beziehung der obigen Ubergangsmatrizen zu den ,klassischen“ Transformationsmatrizen:

96 oG or oF
Or 0y | | 920 %o
oH oH OF OF
or Oy 92 0z

Insbesondere stimmen die Determinanten beider Matrizen iiberein.

Offensichtlich hat man eine spezielle Situation vorliegen, wenn die komplexe n x n—Matrix in dem
rechten oberen (und dann auch in dem linken unteren) Quadranten verschwindet. Zerlegt man generell
eine komplexwertige Funktion f =g + ¢h in ihren Real- und Imaginérteil ¢ und h, so sind die Be-

dingungen P = 0 #quivalent zu den sogenannten CAUCHY—RIEMANNSCHen Differentialgleichungen:
y2

gzj:hyja gyj:_hzjv jzla"'ana
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also aufgrund der Theorie der holomorphen Funktionen in einer komplexen Verdnderlichen zu der Ho-
lomorphie der Funktion f(z!,...,2") bei jeweiligem Festhalten von n — 1 der Variablen. Es ist eine
simple Ubungsaufgabe, mit Hilfe einer leicht zu gewinnenden n-dimensionalen Verallgemeinerung des
Cauchy—Integrals aus dieser ,partiellen Holomorphie“ von f unter der zusétzlichen Voraussetzung, dafl
f im reellen Sinne stetig partiell differenzierbar ist, auf die Holomorphie von f zu schlieffen: f ist
um jeden Punkt ihres (offenen) Definitionsgebietes U C C™ in eine konvergente Potenzreihe in den n
komplexen Veranderlichen z!,...,z" entwickelbar. - Ein tiefliegendes Resultat von HARTOGS besagt,
daBl die eben genannte Zusatzbedingung {iberfliissig ist.

Satz 10.12 (Hartogs) Die komplezwertige Funktion f: U — C, U eine offene Teilmenge von C™,
ist genau dann holomorph, wenn die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen erfillt sind.

Bemerkung. Mit anderen Worten: f ist genau dann holomorph, wenn die komplexe 1-Form
= " of —
of =3 U
j=1
verschwindet. Man schreibt selbstversténdlich auch
G g
9z

j=1

af =

und hat damit fiir jede komplexwertige Funktion f eine Zerlegung des Differentials
df =0f +0f.
Holomorphie von f bedeutet somit auch, dal df = 9 f.

Es ist nun naheliegend, die folgende Definition zu geben.

Definition. Eine komplez—analytische (oder auch kurz: komplexe) Mannigfaltigkeit X wird gegeben
durch einen Atlas

(VOHQOOHUa)a V@C(Cn, X:UUaa
mit btholomorphen Koordinatentransformationen ¢gq : Vgo — Vag -

Rechnet man in diesem Fall die Funktionalmatrix von g, bzgl. der Koordinaten zJ in den
Wirtinger—Ableitungen aus, so zerféllt sie in der Form

agﬁga
024,

9¥pa
0 <8za>

Insbesondere ist die Funktionaldeterminante im komplex—analytischen Fall gleich

0

2
a(pﬂa

0z

‘ det

also automatisch positiv. Dies fithrt unmittelbar zu dem
Korollar 10.13 Komplez—analytische Mannigfaltigkeiten sind orientierbar.

Noch wichtiger ist fiir uns der folgende Satz, der sich unmittelbar aus der obigen Form der Funk-
tionalmatrix ergibt. Es sei noch angemerkt, dafl man auf einer komplexen Mannigfaltigkeit von holo-
morphen Vektorbiindeln sprechen kann; per definitionem gestatten diese Trivialisierungen, in denen die
Ubergangsmatrizen holomorphe Eintriige besitzen.

Warnung. Ist E holomorph, so ist dies E im Allgemeinen nicht. Das konjugierte Biindel ist dann aber
antiholomorph.
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Satz 10.14 Auf einer komplex—analytischen Mannigfaltigkeit X der komplexen Dimensin n gibt es
ein (eindeutig bestimmtes) komplexes holomorphes Unterbiindel T)((l’o) des komplexen Tangentialbiindels
T§ vom komplexen Rang n, so dafs

7% = 1 o1 mit TV =180

T}((l’o) wird bei holomorpher Koordinateniberdeckung beschrieben durch den 1-Cozyklus
9z
020 )

0
Beweis. Es ist nur noch zu beachten, dafl die Eintrdge der Matrix aﬁ holomorphe Funktionen sind.
Za
O

Definition. T)((l’o) heifit das holomorphe Tangentialbiindel, sein duales Biindel das holomorphe Cotan-
gentialbiindel, fir das wir auch T;((l’o) schreiben.

Bemerkung. Das holomorphe Tangentialbiindel besteht als Unterbiindel des komplexen Tangenti-
albiindels tatsdchlich, was wir hier nicht weiter ausfiihren wollen, aus allen komplexen Tangential-
vektoren an holomorphe Kurven v: A — X | A eine Kreisscheibe in C. Schreibt man T;((O’l) fiir das
konjugiert—komplexe Biindel zu T)*((l’o) , s0 hat man eine kanonische Zerlegung T5¢ = T;}(l’o) @ T;((O’l) .

Bemerkung und Definition. Holomorphe Schnitte in dem holomorphe Tangentialbiindel bzw. holomor-
phen Cotangentialbiindel sind lokal von der Form

Zf]% bzw. ijdzj mit fi,..., fn, holomorph .
j=1

j=1
Sie heiflen holomorphe Vektorfelder bzw. holomorphe 1-Formen.

Das Biindel E wird, wie oben schon erwihnt, gebraucht, um Hermitesche Metriken auf E zu
definieren. Auf einem C—Vektorraum V ist eine Hermitesche Form ja nicht C—bilinear, sondern C—
sesquilinear!!, d. h. C-linear im ersten und C—antilinear im zweiten Argument (oder umgekehrt, je nach
Geschmack). Also ist eine Hermitesche Form auf dem komplexen Vektorraumbiindel E zu definieren
durch einen Schnitt in

(EQE) = E*QFE .
Mit Hilfe von Ubergangsmatrizen sieht man sofort E ' =F". Wir geben also die folgende

Definition. Eine Sesquilinearform H auf E (iiber U) wird durch einen Schnitt h in E* @ E* (iiber
U ) bestimmt vermoge der Definition

H(S1, 82) = h(Sl, 5)

fiir Schnitte s1, so € T'(U, E). H ist dann offensichtlich additiv in beiden Eintréigen, im ersten sogar
C-linear, im zweiten aber C—antilinear. Die Form H heifit Hermitesch, wenn H (s, s1) = H (s1, s2),
d. h. wenn h (sq, 57) = h(s1, 52); sie heifit eine Hermitesche Metrik, wenn H iiberall positiv definit
ist (was wegen H (s, s) = H(s, s) € R Sinn macht).

Eine solche Sesquilinearform schreibt sich bzgl. einer lokalen Basis ej,...,e, von E in der Form
h:Zh]ke;{@)%, h]k:h(ejva):H(€j76k)

Die Eigenschaft, Hermitesch zu sein, ist dann dquivalent zu H (e, e;) = H (e;, eg) fir alle j und k
und damit zu

Hdas heifit so viel wie 1 1/2-fach linear.
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wie man dies aus der linearen Algebra kennt, die Positiv—Definitheit zu der entsprechenden Eigenschaft
der Hermiteschen Matrix (hji) .

Mit differenzierbaren Teilungen der Eins gewinnt man auch in diesem Kontext das folgende

Lemma 10.15 Jedes komplexe differenzierbare Vektorraumbiindel E — X trdgt Hermitesche Metri-
ken.

Definition. Eine Hermitesche Metrik H auf einer komplexen Mannigfaltigkeit X ist eine Hermitesche

Metrik auf dem holomorphen Tangentialbiindel T)((1 0 , wird also lokal bestimmt durch einen Tensor
der Gestalt S L
h=Y hjpdd @dz*, hyy =T, (hr)>0.

Um einen Zusammenhang zwischen solchen Hermiteschen Metriken und gewissen Tensoren auf dem
reellen Tangentialbiindel T'x herstellen zu konnen, benotigen wir das folgende Resultat.

Satz 10.16 Fiir eine komplexe Mannigfaltigkeit X ist das (reelle) Tangentialbiindel kanonisch iso-
morph zu dem dem holomorphen Tangentialbiindel unterliegenden reellen Biindel.

Beweis. Wir betrachten einen lokalen biholomorphen Kartenwechsel F' = G + iH auf der komplexen
Mannigfaltigkeit X . Zu dem holomorphen Tangentialbiindel gehort dann als Transformationsmatrix

die holomorphe Funktionalmatrix _
or (8F 7 )
0z 0zk /| <jh<r '

Nach der Beobachtung im Anschlufl an Lemma 9 wird seine reelle Struktur beschrieben durch die reellen

F F
n x n—Matrizen Re or und Im or . Aufgrund des Wirtinger—Kalkiils hat man aber (siche oben)

0z 0z
peOF 1 (90 oMY | oF 1 (o oG
0z 2 \0x 9y)’ 9z 2 \ox oy)

Da X eine komplexe Mannigfaltigkeit ist, sind die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen
erfiillt, die sich in Kurzform in der Gestalt

oG _9H oG _ OH

dx  dy dy Oz
notieren lassen. Also besitzt das in Rede stehende reelle Biindel die Ubergangsmatrix
oG oG
oxr Oy
on om |
oxr Oy
und dies ist nichts anderes als die Ubergangsmatrix zu dem reellen Tangentialbiindel. O

Was wir jetzt noch brauchen, ist ein einfaches Ergebnis aus der Theorie der Hermiteschen Vek-
torraume.

Satz 10.17 Es sei V' ein komplezer Vektorraum der Dimension n, Vg der unterliegende reelle Vek-

torraum der Dimension 2n, und H sei eine positiv definite Hermitesche Form auf V . Dann werden
durch
(u, v) := Re H (u, v)

eine positiv definite symmetrische und durch
[u, v] == Im H (u, v)

eine nicht ausgeartete alternierende Bilinearform auf Vg definiert.
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Beweis. (u, v) und [u, v] sind Bilinearformen auf Vg, und wegen H (v, u) = H (u, v) ist (v, u) =
(u, vy und [v, u] = —[u, v]. Weiter ist (u, u) = Re H (u, u) = H (4, u) > 0 und 0 nur dann, wenn
u = 0. Die letzte Behauptung folgt aus der Positiv—Definitheit und der Formel [u, v] = (iu, v). O

Wendet man all dies auf die obige Situation an und beachtet man Satz 16, so erhélt man unmittelbar
fast alle Aussagen in dem folgenden Satz.

Satz 10.18 Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension n, und H sei eine Hermitesche
Metrik (auf dem holomorphen Tangentialbiindel). Dann induziert H vermdge der obigen Konstruktion
auf der X wunterliegenden reellen Mannigfaltigkeit der Dimension 2n :

1. eine Riemannsche Metrik g = Reh;
2. eine nichtausgeartete alternierende 2—Form w = —1Im h.

Wird h lokal geschrieben als
Z hjr d2? @ dzF |

so schreibt sich w in der Form!'?

w = % > hjrdz? Ad2F
Beweis. Nur noch die letzte Behauptung bedarf einer Begriindung. Es ist
h=>Y hjpdd @dzF =Y hy(da! +idy’) @ (da® — idy")
= Z hj (do? @ dz* + dy’ @ dy* + i (dy! ® da* — d2? ® dy¥)) .
Daraus folgt wegen hji = hy; :
2Imh = 2 Z (Im hyi, (da? ® da* + dy’ @ dy*) + Rehyy, (dy? ® da* — da’ @ dy*))
= > Imhj (do? @ da® — da¥ @ da? + dy @ dyt — dy @ dy?) +

Z Re hj, (dy’ @ da® + dy* @ da? — da? @ dy* — da® @ dy?)

> Im hyy (da? Ada® + dy? Ady®) + Y Rehjy (dy’ Ada® — da? Ady¥) .
Auf der anderen Seite ist

> hjedzd AdeF =" by (da? +idy?) A (da® — idy")
=3 hjk (da? Ada® + dy Ady® + i (dy! Adat — da? A dy"))

rein imaginér, da

> hjrdz AdzF =" hydel AdzF = = hyydeF Aded
(Dies kann man auch der davorstehenden Darstellung in den reellen Koordinaten ansehen). Es folgt
=i Y hged? AdZF = T (D hydz! A dZF)

= Z (Im hjy, (da? Ada® + dy? A dy") + Rehjy (dy’ AdaF — dad /\dyk)) ,

12Es ist diese Manifestation von w, die die Wahl des Vorzeichens in 2. bestimmt. Selbstversténdlich kann man, was
auch manche Autoren tun, w als Im h definieren.
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und dieser Ausdruck ist, wie oben ausgerechnet, gleich 2 Im h . (I

Bemerkung. Entsprechend ergibt sich fiir den Riemannschen metrischen Tensor g = Re h die explizite
Formel ' ‘ 4 .
2Reh = »  (Rehyy (da? da® + dy’ dy*) + Im hyy (da? dy* — dy’ da*)) .

Symplektische Mannigfaltigkeiten verhalten sich nicht optimal bzgl. des Ubergangs zu Unterman-
nigfaltigkeiten, wie man sich sofort an Beispielen klar macht. Die Situation ist wesentlich besser bei
Kihlerschen Mannigfaltigkeiten.

Definition. Eine komplexe Mannigfaltigkeit heiflt Kdhlersch oder eine Kdhler—-Mannigfaltigkeit, wenn
es eine Hermitesche Metrik A auf X gibt, so dal X bzgl. der Form w symplektisch ist, d. h. wenn
dw = 0 gilt. Dann heifit h auch eine Kihler—Metrik und w die zugehorige Kdhler—Form.

Bemerkung. Die Kéhler—Form w ist eine alternierende Differentialform vom Grad 2, also ein Schnitt in
dem Biindel A%T3C . Sie ist aber noch von speziellerer Gestalt, da in jedem ihrer Summanden nur jeweils
ein Differential dz’ mit einem Differential dz* multipliziert wird. Man nennt solche Differentialformen
vom Typ (1, 1) oder spricht kurz von einer (1, 1)—Form. Noch allgemeiner besteht auf jeder komplexen
Mannigfaltigkeit eine direkte Summenzerlegung

AZT)*((C o @ T)*((P»‘I)
p+q=~

in die Vektorraumbiindel der Differentialformen vom Typ (p, ¢), deren Schnitte sich in jedem Koordi-
natensystem in der Gestalt

Z Qoo et kg A2 A N dZT N dZR A LA d2Ra

1<j1 < <jp<n
1<k <---<kg<n

schreiben lassen. Die Operatoren @ und @ von den C*°-Funktionen in die Differentialformen vom Typ
(1, 0) bzw. (0, 1) lassen sich auf kanonische Weise ,fortsetzen* zu Operatoren

o:T (X, T;(Pﬂ)) _ 1'\()(7 T;(PJFLQ)) , 9:T (X7 T;{(P#I)) T (X7 T;(P7q+1)) )

Definition. Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und ¥ C X eine Teilmenge. Y heif}t eine komplexe
Untermannigfaltigkeit von X , wenn es zu jedem Punkt yo € Y eine holomorphe Karte U =V C C™
von X um yo = 0 gibt, so daB Y NV beschrieben wird durch {21 =... = 2" =0}. Y ist dann
selbst eine komplexe Mannigfaltigkeit der (komplexen) Dimension k.

Bemerkung. Die lokale Definition ist dquivalent zu a) oder b):

a) Es gibt holomorphe Funktionen fi41,..., f, auf X nahe yg, so dal

0 cosfn
YNU = {feg1=--=fn=0} und die Matrix é{’;ﬁ’é{g
maximalen Rang hat;

b) Y wird durch holomorphe Funktionen in k komplexen Verdinderlichen parametrisiert.

Wir kénnen nun das Permanenz—Prinzip fiir Kdhler-Mannigfaltigkeiten formulieren.

Satz 10.19 Es sei Y C X eine komplexe Untermannigfaltigkeit der Kihler—Mannigfaltigkeit X (mit
Kihler-Metrik h und Kdhler—Form w ). Dann ist hy = hly eine Kdihler—Metrik auf Y mit Kdihler—
Form wy = wl|y .
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Beweis. Da Y eine komplexe Untermannigfaltigkeit von X ist, ist das holomorphe Tangentialbiindel
T}(,l’o) von Y ein holomorphes Unterbiindel von *T )({1 0) , i : Y — X die natiirliche Einbettung. Also
induziert h eine Metrik Ay auf Y mit wy = Im hy = Im h|T‘(,1,o) =wly = *w und dwy = di*w =
*dw=1"0=0. O

Damit unsere Definition nicht im luftleeren Raum bleibt, brauchen wir einige relevante Beispiele.

Beispiel. Betrachte C" mit der iiblichen Hermiteschen Metrik h = Z?Zl dz) ® dzi . Hier ist der
assoziierte Riemannsche metrische Tensor nach der oben angegebenen Formel gleich

Z(dxj @dx! + dy @dy’) ,

also die iibliche euklidische Metrik auf C* = R?™. Mit
i
w = B Z dz? Ndzi
j=1

ist, wie gewiinscht, tatséchlich dw = 0. Man sieht an diesem Beispiel, dafl der negative bei der Defi-
nition von w in Satz 18 nicht willkiirlich gewahlt wurde, sondern gerade so, daf§ in dem vorliegenden
Standardbeispiel sich w = 3" da’ A dy’ ergibt.

Unmittelbare Konsequenz des vorstehenden Beispiels ist der folgende
Satz 10.20 Jede kompleze Untermannigfaltigkeit von CN tragt eine Kdihlerstruktur.

Bemerkung. Die Klasse der Untermannigfaltigkeiten X C CV besteht genau aus den sogenannten Stein-
schen Mannigfaltigkeiten, die sich abstrakt charakterisieren lassen durch ,Reichhaltigkeitsbedingungen “
an die Algebra der globalen holomorphen Funktionen auf X .

Die andere interessante grofie Klasse von Mannigfaltigkeiten ist die der Untermannigfaltigkeiten des
komplex—projektiven Raumes P, (C). Diese sind die (kompakten) projektiv—algebraischen komplexen
Mannigfaltigkeiten, die bevorzugte Studienobjekte der Algebraischen Geometrie sind. Auch diese sind
Kéhlersch. Um dies einzusehen, brauchen wir nur auf P, (C) eine K&hler—-Metrik ausfindig zu machen.

Zum Abschlufl dieses Kapitels also noch einige Untersuchungen zum komplex—projektiven Raum.
Es ist per definitionem

P,.(C) = {komplexe Geraden durch 0 in C"™'} = (C"**\ {0})/C*,

wobei (2%,...,2") ~ (w° ...,w") genau dann, wenn ein A\ € C* existiert, so dal wi = \zJ, j =
0,...,n. Es gibt eine kanonische surjektive Abbildung

p: C"™\ {0} — P,(C) =: P, .
Das Bild p(z) von z = (2%,...,2") € C**1\ {0} in P,, bezeichnet man mit
p(z) = [z] = [2%:---:2"].

Man nennt dann 2°,...,2" auch die homogenen Koordinaten von [z].
Wir wollen nun in geeigneter Weise die Hermitesche Standard—Struktur

n
(z, w) = Z Zwi, z, weC"H!
=0

von C"*! auf P, iibertragen. Es sei dazu

St — LoeC" |22 = (2,2) = 1}
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Fiir Punkte 21, 2o € S?" 1! ist offensichtlich z; ~ 2y, wenn z{ = )\zg mit A € S1 ¢ C*. Also ist P,
auch Quotient des kompakten Raumes S?7+1!:

Pn —_ 52n+1/51 ,

also selbst (in der Quotiententopologie) kompakt. Man sieht leicht, dal P,, auch hausdorffsch bzgl. der
Quotiententopologie ist.

Wir setzen Z; = {z € C""1: 29 £ 0} ; dies ist eine offene Teilmenge von C"!\ {0}, und es ist
p~'p(Z;) = Z;, also in der Quotiententopologie

U; :=p(Zj) CP, offen.

Diese n + 1 Mengen iiberdecken ganz P, und werden die Grundlage fiir eine komplex—analytische
Karteniiberdeckung liefern.

Es werde ndmlich V; = C™ gesetzt mit den Koordinaten w; = (w?7 e ,w?, .;w}). Dann ist die
Abbildung
Vi — Uj
Pj -
w; — p(wg,...71,...7w?)

ein Homdomorphismus. Man rechnet leicht nach, dal die Homdomorphismen cpgl op; (geeignet einge-
schriinkt) biholomorph sind (sie sind sogar rationale Funktionen in den Koordinaten). Also erbt

P, =P,(C) = |J U;
=0

eine komplex—analytische Struktur.
Wir betrachten jetzt die Standard—Hermitesche Struktur

h = Z d2 @ dzi auf C"t1.
=0

Diese ist offensichtlich unter der Operation z +— cz, ¢ € S', invariant. Wir kénnen sie deshalb auf
§2n+1/ 81 einschrinken. Wir berechnen ihre Darstellung auf V;, wobei wir bei den Koordinaten den

Index 0 fortlassen:
1 1 w! w" 2n+1
(wh .., w") — (=, —, ..., — | € §* T
ror r

_ _ 1 ) J
wobei 72 =1+ ||w|? und ||w]]? = wrw! + - +w"w™. Es ist also 2° = — und 2/ = Y Daraus
r T
berechnet man

dz’ = —

N =

Z wl) dw! + w? dw’
3
’

=1

und dz’¥ = w’ dz° + 2° dw? . Damit bekommt man leicht als geliftete Form

1 . __
ho = hly, = E > g dw’ @ dwk

(14wl
mit
hjr = (1 + Hw||2)5jk — wiw” .

Satz 10.21 Die Form hg ist positiv-definit Hermitesch, und ihr Imagindrteil ist geschlossen.
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Beweis. Es ist hy; = m Ferner gilt, bis auf einen positiven Faktor C':

Cho (u, u) = Z hjpu? uk = Z(l—!— |wl[?) 6,5 u? uk — Z wi wk ud uk
Jsk Jsk gk
= Jlull® + ulP® w]?* = @, u) (w, @) > [Jul®

wegen der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung. Den Nachweis der Geschlossenheit der h zugeordneten
2-Form w erbringen wir weiter unten. ]

Definition. Die oben konstruierte Kéhler—Metrik h auf P, heifit die Fubini-Study—Metrik. Sie ist (bis
auf einen skalaren Faktor) bestimmt duch die Forderung nach Invarianz unter den Automorphismen
von P, , die durch die unitire Gruppe U (n + 1) erzeugt werden.

Da der obige Beweis noch unvollstdndig ist, geben wir eine andere Konstruktion fiir die Form w an,
die fast ohne Rechnung ihre Geschlossenheit ergibt. Es sei U C P,, eine offene Menge und f : U —
Cn*+1\ {0} ein holomorpher Schnitt zu der Projektion p, d. h. po f = idy . Solche Schnitte existieren
stets lokal; z. B. wird auf Uy durch (ws,...,wy) — (1, w,...,w,) ein Schnitt gegeben. (Hinter dieser
Aussage verbirgt sich die leicht zu beweisende Tatsache, daf§ die Abbildung p: C**!\ {0} — P, ein
C*—Hauptfaser oder —Prinzipalbiindel ist). Man setze dann (der an sich irrelevante Faktor 1/27 dient

nur dazu, das Integral wA...Aw auf 1 zu normieren):
Py

i
= —001 .
w= 500 Ifl
Diese (1, 1)-Form ist unabhéngig von der Liftung; denn jede andere Liftung schreibt sich in der Form
g f, wobei ¢ eine nirgends verschwindende holomorphe Funktion ist. Die beiden Formen unterscheiden
sich also additiv um ein Vielfaches von

20 log |g|> = 90 (log g+logg) = 0 (Dlog g) — D(Dlogg) = 0

mit einem (lokalen) holomorphen Zweig von log g, fiir den automatisch log g antiholomorph ist. Es
ist folglich hierdurch eine wohlbestimmte (1, 1)-Form w auf P, definiert, und es gilt

dw = (0 + O w (04 9)dd log ||f]I> =0

o
o
wegen 0% = 3 =0 und, was wir oben schon benutzt haben, 90 = —90. Also ist w eine geschlossene
Form.

Diese Form stimmt tatséichlich mit der Kdhler—Form zu der Fubini-Study—Metrik iiberein. Die kon-

krete Berechnung von w ist simpel: Wihlt man speziell f : Uy — C"*1\ {0} wie oben, so findet

man
2

99 log (1 + [lw|®) = Y log (1 + ||w]|?) dw? A dwF

dwiwk
und damit
0? 0 wk (1 + |w|?) 65 — wiw®
o e e
dwI dw wl \ 1+ [|wl] (L + [Jw][)

also die uns schon bekannte Formel.

Eine dhnliche Situation liegt iibrigens immer im Fall von K&hler—Metriken vor. Die Bedingung
dw = 0 ist wegen des Poincaréschen Lemmas dquivalent zu w = do (zumindest auf sternférmigen
Gebieten, also insbesondere auf C™). ¢ heifit dann eine (lokale) Stammform von w. Wegen

d5 = (0+0)7 = 064+06 =00 + 00 = 0o+ 00 = do =W = w
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kénnen wir o durch %(a + @) ersetzen, also o als reelle 1-Form annehmen. Dann schreibt sich

0 = a+a mit einer (1, 0)-Form a. Aus w = (0+0)(a+a) = da + (0a + da) + da folgt weiter aus
Gradgriinden, da w eine (1, 1)-Form ist:
w=0a+0da, Oa=0a=0.

Nun ist entsprechend zu dem Poincaréschen Lemma fiir den Operator d das Dolbeaultsche Lemma fiir

9 giiltig. Es gibt somit lokal (d. h. auf sternformigen Gebieten) eine Funktion h mit 0h = dh = @ und
damit auch 0h = «. Es folgt

w=00h+ 00h = 09(h — h) = 21900 (Imh) .
Wir geben deshalb die folgende
Definition. Eine (lokale) reelle Funktion ¢ mit
0%
929 02+
heiBt ein Potential der Hermiteschen Metrik 3 hjj, dzd ® dzk .

= hyp,

Satz 10.22 Fine Hermitesche Metrik auf einer komplexen Mannigfaltigkeit besitzt genau dann lokale
Potentiale, wenn sie Kdhlersch ist.

Beweis. Eine Richtung haben wir soeben bewiesen. Die andere folgt wie im Fall der Fubini—Study—
Metrik, da lokal mit einem Potential i gilt:

_ i e ndeF = Lo : _
wfzzhjkdzj/\dz f2861/) und damit dw = 0. (]

Bemerkung. Als kompakte komplexe Mannigfaltigkeit besitzt der komplex—projektive Raum (wegen des
Maximum—Prinzips) nur konstante holomorphe Funktionen. Dieses Manko wird aber dadurch wettge-
macht, dafl es holomorphe Vektorraumbiindel auf P,, mit ,vielen“ holomorphen Schnitten gibt. Die
,2Mutter aller dieser Biindel ist das sogenannte tautologische Biindel

L={(w[2])eC"™ xP,: w =0 oder [w] = []}.

Dieses besitzt zwar keine holomorphen Schnitte (aufler dem Nullschnitt), aber sein duales Biindel L*,
das das Hyperebenen—Biindel genannt wird, besitzt nichttriviale holomorphe Schnitte, die gerade den
von Null verschiedenen komplexen Linearformen auf C"t! entsprechen. Allgemeiner kann man jedes
homogene Polynom vom Grad d in n+ 1 komplexen Veridnderlichen als einen holomorphen Schnitt in
dem d-fachen Tensorprodukt von L* mit sich selbst identifizieren. Die Kéhler-Form w kann iibrigens
in ganz natiirlicher Weise einer kanonischen Hermiteschen Metrik auf L als Krimmungsform assoziiert
werden. '3

Homogene Polynome sind zwar keine Funktionen auf P, ; trotzdem ist es sinnvoll, davon zu sprechen,
dafl ein homogenes Polynom an einer Stelle [z] € P,, verschwindet. So verschwindet eine nichttriviale
Linearform in n + 1 Verdnderlichen auf P, gerade in einer linearen Hyperebene P,,_; C P, . Dies ist
der Grund fiir die oben angegebene Bezeichnung fiir das duale Biindel des tautologischen Biindels.

Definition. Eine Teilmenge X C P,, heiflt projektiv-algebraisch, wenn homogene Polynome Pi,..., P,
in n+ 1 komplexen Verdnderlichen existieren, so daf3

X =p({Pi=-=P =0}).

Man kann leicht in lokalen Koordinaten nachrechnen, dafl solche Mengen komplez—analytisch, also
lokal das gemeinsame Nullstellengebilde von endlich vielen holomorphen Funktionen sind. Der beriihmte
Satz von CHOW besagt, dafl auch die Umkehrung richtig ist. Wir formulieren den Satz nur fiir komplexe
Untermannigfaltigkeiten von P, . Er ist ebenso fiir analytische Mengen in P, richtig.

13Das assoziierte C* = GL(1, C)-Hauptfaserbiindel zu L ist gerade p : (C"*1\ {0}) — P,.
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Satz 10.23 Jede komplexe Untermannigfaltigkeit von P, ist projektiv—algebraisch.

Beweisidee. Es sei X C P, und Y = p~1X) der Abschlul der Untermannigfaltigkeit
p~H(X) c C*1\ {0} in C"*! also YV = p~}(X)U {0}, da p~}(X) ein komplezer Kegel ist:
mit z € p~1(X) und A € C* ist auch Az in dieser Menge. Nach dem Fortsetzungssatz von Cartan—
Thullen ist Y auch im Nullpunkt komplex—analytisch, wird also in einer Umgebung U C C"*! der
Null durch das Verschwinden endlich vieler holomorpher Funktionen auf U beschrieben. Wegen der
Kegeleigenschaft ist Y aber vollstdndig durch Y NU bestimmt. Da der Ring Og¢n+1 ¢ der konvergenten
Potenzreihen um den Urprung 0 noethersch ist, wird das Ideal a aller holomorphen Funktionskeime,
die lokal um Null auf Y verschwinden, endlich erzeugt. Man macht sich leicht klar, dal deshalb zum
Beweis des Satzes von Chow nur noch folgendes zu zeigen ist:

Ist feaund f= Zj‘io P; die Entwicklung der Funktion f in ihre homogene Bestandteile aus der
Taylor-Formel, so sind schon alle P; € a.

Dies ist einfach zu sehen; es ist ndmlich Py = f (0) =0, und sind P,...,P;_; schon als in a liegend
erkannt, soist mit ¥y € Y (nahe 0)und [¢| <1 auch ty € Y ,also 0 = f (ty) = Po(ty) = --- = P;_1(ty).
Es folgt:

0 =tPj(y) + /" Py (y) + -
Dividiert man hier durch #/, ¢ # 0, und ld8t dann ¢ gegen Null gehen, so folgt P; (y) =0, y €Y. O

Bemerkung. Auch die projektiv—algebraischen Mannigfaltigkeiten kann man wie die Steinschen Mannig-
faltigkeiten abstrakt durch eine ,Reichhaltigkeitsbedingung* charakterisieren. Sie besitzen holomorphe
Vektorraumbiindel mit vielen holomorphen Schnitten; im Englischen werden solche Biindel ,,ample*
genannt.

Bemerkung. Der projektive Raum ist auf vielfdltige Weise mit der Operation von Liegruppen auf Man-

nigfaltigkeiten verbunden:
P, =~ C"*'\ {0}/ C* = §*"*t1/ gt

Der Zusammenhang ist sogar noch tiefergehend: P, ist ein sogenannter homogener Raum. Um dieses
in voller Allgemeinheit zu verstehen, werden wir uns spéter mit Liegruppen und ihren Aktionen auf
Mannigfaltigkeiten beschéftigen (miissen).
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Wir erinnern zunéchst an den Begriff des klassischen LAGRANGE—Systems. Es besteht aus einem Raum
der Konfigurationen, oder dem Konfigurationsraum @ C R™ mit den Variablen oder Ortskoordinaten
q € Q, dem Phasenraum P = @ x R™ mit den Variablen (g, v), wobei v Geschwindigkeitskoordinaten
bezeichnen, und einer Lagrange—Funktion L : P — R. Die Dynamik des Systems wird beschrieben
durch die Euler-Lagrange Gleichungen der Variationsrechnung (zur Begriindung siehe weiter unten):

d oL 0L
dt ov  9q
Genauer bedeutet dies: Eine Funktion ¢ : I — @ auf einem Zeitintervall T := [tg, t;] C R ist eine

Bewegung oder Trajektorie des Systems, wenn ¢ das System von Differentialgleichungen

4 (5r 0. a0) = 5 w0

befriedigt. In der Tat sind diese Losungen die stationdren Kurven des Wirkungsintegrals

in dem Sinne, daf§ diss (g + eh)

= 0 fiir beliebige Funktionen h : I — R™ mit h (ty) = h(t;) =0.
e=0
Beispiel. Ein Spezialfall sind die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir ein m—Teilchensystem in ei-
nem konservativen Kraftfeld. Hier ist @ = R®™ wobei wir mit ¢ = ¢(t) € R® den Ort und mit
vt = vi(t) € R® die Geschwindigkeit des i—ten Teilchens zur Zeit ¢ bezeichnen. Wir miissen also die
Orter (¢',...,q™) aller Teilchen als einen Punkt in R3™ auffassen, entsprechend den Vektor aller
Geschwindigkeiten. Ist nun U = U (q) ein Potential, so schreibt sich die Lagrange-Funktion in der
Form

1
L =T — U mitder kinetischen Energie T = Z §mz\| vi ||,

worin m; > 0 die Masse des i—ten Teilchens ist und U als potentielle Energie angesehen wird. Setzt

man nun F:= —grad U fiir die wirkende Kraft, so implizieren die Euler-Lagrange-Gleichungen wegen
oL ; 0L ou
- = M;v , - = — - = Fz
ovt aq* oq*

sofort das Newtonsche Bewegungsgesetz

mﬂ'ﬂ:Fi, izl,...,m.

Es ist aufgrund wichtiger Beispiele zwingend notwendig, die Voraussetzungen an Orts— und Phasen-
raum von vornherein viel allgemeiner zu gestalten. So ist z. B. fiir ein Doppelpendel der Ortsraum die
Untermannigfaltigkeit S? x $? ¢ R® und der entsprechende Phasenraum das Tangentialbiindel.

Wir nehmen also im folgenden an, dafl uns eine Mannigfaltigkeit X gegeben ist, und betrachten
das Tangentialbiindel P = T'x als den Phasenraum; ferner sei uns eine Funktion L : P = Tx — R
vorgegeben, die wir als Lagrange—Funktion bezeichnen. Zu jeder Kurve 7 : I = [#g, t1] — X konnen
wir wie vorhin das Wirkungsintegral

aufstellen und wieder danach fragen, wann v ein stationdrer Wert fiir das Wirkungsintegral wird. In
diesem Fall werden wir 7 eine Bewegung oder Trajektorie des (verallgemeinerten) Lagrange—Systems
nennen. Allerdings miissen wir erst kldren, was genau ,,Stationaritit“ bedeuten soll. Dazu betrachtet
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man (kleine) 1-Parameterdeformationen der gegebenen Kurve «, also differenzierbare Abbildungen
I': IxJ — X, wobei J CR ein Intervall ist, das den Ursprung enthélt, und weiter die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

['(to, €) = v(t) , T(tr,€) =v(t), T(t0) =~().
Wir schreiben auch kurz ~. anstelle von I'.

Definition Eine Kurve -~ heifit stationdrer Wert des Wirkungsintegrals, wenn fiir alle 1-
Parameterdeformationen . von ~y

d

—5(M) =0
R (V)EZO

ist.

Wir wollen im folgenden zumindest andeuten, wie man beweisen kann, dafl Stationaritdt in diesem
Sinne dquivalent ist zu der Giiltigkeit der Euler-Lagrange—Gleichungen in jeder Karte eines Atlasses
auf X . Wir folgen dabei SCHOTTENLOHER; siehe [36], pp. 118ff.

Wir schreiben zunéchst auf, was lokale Giiltigkeit besagt. Wir betrachten dazu eine Parametrisierung
¢:V —UCX undbilden Dyp: Ty = V x R" = Tx|, . Ferner sei

~

L(g, v) := L((Dp)q (v)) -

Hat man eine weitere Parametrisierung ¢ : V — U C X der selben Menge U, und bildet man

L(q,v) = L((Dg)z(v)), so ergibt sich mit dem Koordinatenwechsel F' = o @ : V — V, also
@ = po F, die Beziehung

L(7, ) = L(F (), (DF)gD) .

Damit ist leicht zu sehen, dafl durch v+ 5 := F o~y die Losungen der Variationsgleichungen zu L auf
V' in Losungen des Problems zu L auf V' {ibergehen und umgekehrt. Genauer hat man die Beziehung,
die als Gleichung von Zeilenvektoren aufzufassen ist:

d (oL oL d (oL oL
) (o) ) o

Fiir einen Tangentialvektor w € Tx ,(;) haben wir in den beiden Koordinatensystemen die Darstellun-

gen
0 0 . OFJ

o k o ~ . o ~
w = g w —aqk = gk w —aak , wobei w! = Ek w 7{“)(?’“ .

Die dartiber stehende Relation kann dann so gedeutet werden, dafl fiir jedes Vektorfeld w entlang von
~ der Ausdruck

d (0L OLY\ - d (0L 0L\ oFF _, d (0L\ 9L\
; (dt (a@‘k) aak) v ; (dt (am) 8qj> o " ’; (dt <am‘) (9qj> v
kartenunabhingig ist und damit eine wohlbestimmte Differentialform lings ~ (t) definiert:

aL(t) : TX,"/(t) — R.
Man rechnet fiir jede 1-Parameterdeformation . von - nach, dafl

d h . d
o S(Ve)lomo = / ar(t)w(t)dt mit w(t) .= —T (¢, ¢) € Tx 1) -
€ to dE e=0

Nun kann man jedes Vektorfeld w = w(t) entlang v durch eine Deformation von + wie in der
vorstehenden Formel realisieren. Hieraus schliefft man, dafl v genau dann ein stationdrer Wert des
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Wirkungsintegrals ist, wenn «y,(t) zu jeder Zeit t gleich Null ist, und dies wiederum ist dquivalent
dazu, da v in jeder Karte die Euler-Lagrange—Gleichungen erfiillt.

Bemerkung. In der physikalischen Literatur wird die Form «p, , genauer ihr Negatives, die Variations-
oL
ableitung von L genannt und mit 7 dq bezeichnet.
q
Im klassischen Fall mit L = T — U kann man die kinetische Energie T als eine Riemannsche

Metrik auf Tx auffassen. In Verallgemeinerung dieser Tatsache gibt man die folgende Definition (siehe
SCHOTTENLOHER, [36], p. 124):

Definition. Ein natirliches Lagrange—System ist gegeben durch eine Funktion
L:Txy — R, L=T-U,

wobei 2T = g eine Riemannsche Metrik auf X und U eine Potentialfunktion auf X ist.

Die gesamte Dynamik eines solchen natiirlichen Lagrange—Systems ist ein Teilgebiet der Riemann-
schen Geometrie. Wie fiir Hyperflichen in R™ kann man auch auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten
Geoditische, kovariante Ableitungen Vv von Vektorfeldern v entlang einem Vektorfeld w (oder so-
gar entlang einer Kurve v(t) ) etc. definieren. (Mehr Einzelheiten finden sich in Kapitel 11 und 12). Wir
werden das wesentliche Ergebnis weiter unten formulieren, brauchen dazu aber noch einen Begriff.

Der (beziiglich der Metrik g gebildete) geometrische Gradient grad,f einer Funktion f auf einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit (X, g) ist das Vektorfeld, das unter der von g vermittelten Isomor-
phie Tx — T% dem Differential df entspricht. (Man kann denselben Begriff also auch im Pseudo—
Riemannschen Fall einfithren). Dies bedeutet, daf§ fiir jedes Vektorfeld v gilt:

g (v, grad,f) = Ly f
(in einer lokalen Karte ist dann

of

- 0
_ E k _
gradgf - g] f,k 8qj ) f,k - 8qk7

wobei (g7%) die zu (gjx) inverse Matrix beschreibt).
Den folgenden Satz findet man ebenfalls bei Schottenloher (Satz II. 8. 21).

Satz 10.24 Fir ein natirliches System L = %g — U ist eine Kurve
vy: I — X
genau dann eine Bewegung des Systems, wenn
Dyg = —grad, U (7).

Die Geoditischen von (X, g) sind genau die Bewegungen ~ mit kinetischer Energie T (%) = 1/2. Ist
X*:={qe X :U(q) <E} nicht leer fir ein E € R, soist v:I — X* genau dann eine Bewegung
des Systems mit (konstanter) Gesamtenergie

E=TH +UM),

wenn v (nach Umparametrisierung auf Bogenlinge) eine Geoditische der Riemannschen Mannigfaltig-
keit (X*, g*) ist, wobei g* =2(E—U)g.

Wie kommt man nun zum Hamilton—Formalismus auf dem Cotangentialbiindel (und warum hat
dieser Vorteile gegeniiber dem Lagrange-Formalismus) ? Man macht den Ansatz

)

LT
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L T
und 16st die Gleichung p = % (g, v) = % (¢, v) nach v = ®(q, p) auf (Legendre—Transformation)
v v
(sofern dies moglich ist). Im klassischen Fall (siche weiter oben) ist
1

L=353 mill'|? - U@,

oL , , ; 1
folglich — = m;v" und damit p; = m; v* bzw. v' = — p; . Die p-Koordinaten heiflen deshalb auch

ot m;
verallgemeinerte Impulse. Im Allgemeinen kann man v nach p (zumindest lokal) auflosen, wenn die
Matrix
0%L
Ovi Juk

invertierbar ist.
Man sieht noch deutlicher im Falle von natirlichen Lagrange—Systemen, was bei der Legendre—
Transformation vor sich geht. Hier hat man

1 _
T(q,v) = ) Z 95k(q) vl
und damit

1 . )
(+) pe= g > 9in(@) (8500% + Srev?) = gej v
gk J

Somit ist mit der inversen Matrix (g’%) :

v =" g (q)px -

Man kann die Gleichung (4) auffassen als Kontraktion des Vektorfeldes v mit dem Tensor g mit
Werten in T% . Das verbleibende Feld p ist dann notwendig ein Schnitt im Cotangentialbiindel T7% .
Oder anders ausgedriickt: (+) ist nichts anderes als die durch die Metrik ¢ induzierte Isomorphie
Tx = T%.

Man definiert nun die Hamilton—Funktion:

H(q,p) :==p®(q,p) — L(g, ®(q,p));

diese ist wohldefiniert auf T . Im Falle eines natiirlichen Systems L =T — U berechnet man leicht

p®(g,p) = > 0¥ (0,p) = > " (@) pjpr = 2T (g, ® (g, p))
und folglich
Hp) = 5 3 9 @i+ Ula).

Als erstes wesentliches Resultat erhalten wir, dal die Bewegungsgleichungen im Hamiltonschen
Formalismus eine sehr elegante Form annehmen (man nennt sie auch kanonische Gleichungen).

Satz 10.25 Die Liosungen des Lagrange—Systems stehen in bijektiver Korrespondenz zu den Lisungen
des Hamiltonschen Systems, gegeben durch die Gleichungen:

. OH . _OH
q = ap p = aq
. . . oL . L
Beweis. Sei ¢ = q(t) Losung des Lagrange-Systems und p = p(t) = B0 (¢ (t), ¢(t)). Dann ist ¢ =
v
G(t) = (q(t), p(t)) und zu jeder Zeit ¢ :
0H 0 0L 0%
—_— = @ — = — — =
ap (O P) (@GP +rg = 5,5, =
OH o 0L OL 0% d 0L

90 WP =% "9 ey~ dow - P
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Ist umgekehrt (p, ¢) Losung der kanonischen Gleichungen, so ist notwendig nach Definition
oL
= —(q, @
p =52 2(0p),
und aus den kanonischen Gleichungen folgt

_om o or o0 _
q—afp(q,p)—é(q,p)+p8p aU(q,<1>(q,p))ap—‘1>(q,p)

. OH 99 0L oL 0P
p=-gg PO = Pyt 5@ 2@ )+ 5o ) 5
oL oL
aq (qa (Qa p)) aq (Q7 q) ?
so dafl
d oL , . . oL, |
@E(qm)—p—afq(q,p% =

Folgerung 10.26 Die Hamiltonfunktion H ist eine Bewegungskonstante des Systems (Energie).

Beweis. Es gilt:
OH OH . O0H

o _ o O s i =0, 0
ot 8pp+8qq ap — P9

Bemerkung. Kommt H von einem Lagrange—System L her, so hat im allgemeinen H mehr Symmetrien
als L. Auflerdem stammen im Hamilton-Formalismus Bewegungskonstanten immer von Symmetrien
her (siehe SCHOTTENLOHER [36]). Die Energieerhaltung H = const. z. B. ist eine Konsequenz aus
Invarianz der kanonischen Gleichungen unter der symplektischen Involution (g, p) — (—p, ¢q) auf Tg. .
(Weitere Bemerkungen zu diesem Themenkreis siehe weiter unten).

Definition. Sind F, G : T§, — R Funktionen, so ist auch ihre Poisson—Klammer
oF 0G oF 0G
J

eine wohldefinierte Funktion auf dem Impuls—Phasenraum.

Satz 10.27 (Poisson) Ist H eine Hamilton—Funktion auf Tg. , so ist v (t) = (¢ (¢), p (t)) genau dann
Bewegung des Systems, wenn _
F={F H},
d. h. p
FE @) ={F@®), H( @)}
fir alle Funktionen F auf Tg.. Insbesondere ist F genau dann eine Bewegungskonstante, wenn
{F,H}=0.
Der Beweis ergibt sich durch einfache Rechnung wie im Falle F' = H :
. oF .  OF OF O0H  OF OH
F=—q¢+_—p=
dq dp dq 9p  Op Oq
Die Umkehrung folgt, wenn man fiir F' die Koordinatenfunktionen ¢* bzw. p; einsetzt. |

Als néchstes wollen wir am Beispiel des n—dimensionalen harmonischen Oszillators

§=—-q, q=1(¢"...,¢q") €R"

das Prinzip der Reduktion der Freiheitsgrade erlautern. Durch Einfiihrung des Impulses p = ¢ kommt
man von den Newtonschen Bewegungsgleichungen unmittelbar zu dem Hamiltonschen System
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. . . 1
(+) ¢=p, p=-¢ mit H(gp)=5lal*+]rl*),

wobei || -|| die euklidische Norm auf R™ bezeichnet. Da die totale Energie E auf Bahnen konstant ist,
folgt, dafl bei fester Energie E die Bahnen in der Teilmenge

H™'Y(E) = {(¢g;p) €R" xR": [[¢|*> + || p|* = 2E}
verlaufen; es ist
H'YE)=0,FE<0; H'YE)={0},E=0; H'YE) =S r=v2E,E>0.

Somit ist nur der Fall £ > 0 von Interesse. Wegen des (lokalen) Existenz— und Eindeutigkeitssatzes
fiir Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung ist H ! (E) in 1-dimensionale Bahnen gebldttert. Es ist
daher naheliegend, den Bahnenraum zur Energie einzufiihren:

Bp = H'(E)) ~, z~2 <=2 2 liegen auf derselben Bahn .

Damit wir keine Schwierigkeiten haben, sollte dies eine Mannigfaltigkeit der Dimension 2n — 2 sein.
Dies ist in unserem Beispiel tatséchlich richtig; B ist sogar eine ganz prominente komplex—analytische
Mannigfaltigkeit, ndmlich - wie wir sofort ableiten werden - der komplex—projektive Raum P,_; (C) (al-
so eine kompakte symplektische Mannigfaltigkeit, die wegen der Kompaktheit kein Cotangentialbiindel
sein kann).

Da das System (+) vollstindig in die n Systeme

zerfillt, ist es naheliegend, die komplexen Koordinaten z; = p; +i¢’ einzufiihren, also R?" mit C" zu
identifizieren, z = (21,...,2,) € C™. Die Differentialgleichungen (+) schreiben sich dann in der Form

Z=p+iqg=—q+ip =iz,

also in jeder Komponente Z; = ¢z; mit der Losung z; (t) = ¢; e’ . Hieraus folgt unmittelbar 2z’ ~
z = 2 =%z mit p =t[ —ty € R. Somit ist 2’ ~ 2z auf H1(E) & 2"~ genau dann, wenn
Z=XAzmit A\e S'=U(1)={AeC: |\ =1}.Somit ist, wie behauptet,

H'(B)] ~= §"7'/ ~2 B, ().

Die Dynamik auf R” x R"™ =2 C" induziert tatséchlich ein (verallgemeinertes) Hamiltonsches System auf
P,—1(C), das invariant unter der kanonischen symplektischen Form ist. Man kann also nach weiteren
Bewegungsinvarianten fahnden und damit evtl. die Freiheitsgrade erneut um 2 verringern.

Dieses nur vage angedeutete Procedere in dem obigen Beispiel ist ein Spezialfall der allgemeinen
Marsden—Weinstein—Reduktion. Hierbei hat man eine symplektische Operation einer Liegruppe G auf
einer symplektischen Mannigfaltigkeit X vorliegen (d. h. G operiert durch Symplektomorphismen, i. e.
Diffeomorphismen von X , die die symplektische Form w invariant lassen). Zu einer solchen Operation
existiert immer (lokal) eine Impuls—Abbildung

m: X — g*

von X in das Dual der Liealgebra g = LieG := Tg,. Als Vektorraum ist g = R?, wobei d die
Dimension der Liegruppe G ist, und alle Komponenten mg,...,mg von m sind Bewegungsinvarianten.
Ahnlich wie oben definiert man den Bahnenraum

Xo = m~\(e)/ ~

und erhélt in giinstigen Fillen eine 2 (n — d)-dimensionale symplektische Mannigfaltigkeit, die man
den Marsden—Weinstein—Quotienten von X nennt. Man kann dann das Verfahren erneut starten, d. h.
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nach Symmetrien auf Xy suchen, Bewegungsinvarianten bzgl. der assoziierten Impuls—Abbildung kon-
struieren etc. (siehe auch Berndt [ 5 |, pp. 100 ff.).

Das gesamte Verfahren steckt in nuce schon in einem klassischen Satz, der auf Jacobi und Liouville
zuriickgeht (siehe Berndt, loc. cit., p. 103). Hierbei hat man auf der symplektischen Mannigfaltigkeit
(X, w) globale Funktionen Fy := H, Fy,...,Fy € C® (X, R) gegeben, die bzgl. der Poisson-Klammer
vertauschen. Der Satz besagt dann, dafl man die Zahl der Freiheitsgrade des Systems um 2d verringern
kann. Insbesondere ist das System wvollstdndig integrabel, wenn d = dim X .

Um dies noch ein wenig genauer zu erldutern, miissen wir noch erkliaren, was wir iiberhaupt un-
ter einem verallgemeinerten Hamiltonschen System auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (X, w)
verstehen wollen. Hierzu wéhlt man eine Funktion H € C* (X, R) und dazu das eindeutig unter dem
durch w vermittelten Isomorphismus T% — Tx dem Differential dH zugeordnete Vektorfeld vy (in
der Standard—Literatur meist Xy genannt), also den symplektischen Gradienten von H . Man nennt
dann vy ein Hamiltonsches Vektorfeld zur Energie H und (X, w, vy) ein (verallgemeinertes) Hamil-
tonsches System.

Bemerkung. In lokalen kanonischen Koordinaten (¢',...,q", p1,...,pn) ist w = Z dg’ A dp;, und

wegen
" (9H . OH
dH = ——d¢ + =——dp;
jzl{aqj T o pj}

schreibt sich vy in der Form

Man sieht sofort: eine Kurve v = (t) : I — X ist genau dann Integralkurve von vy , d. h. (D7) (t) =
vy (7 (t)), wenn die Hamiltonschen Gleichungen in ihrer klassischen Form erfiillt sind:

oH _ ., oH _

o T e TP
Selbstversténdlich folgt hieraus, da H eine Bewegungsinvariante ist. Ein Vektorfeld v auf X liefert
nun immer durch Integration eine 1-parametrige Schar ® von Diffeomorphismen, den sogenannten
Fluf, den man (zumindest lokal) auch als Operation der Liegruppe (R, +) auf X auffassen kann.

Kommen wir nun noch einmal zu dem Satz von Jacobi und Liouville zuriick. Die Funktionen

Fy, ... Fy liefern sogar 1-parametrige Scharen von Symplektormorphismen. Nun ist die Poisson—
Klammer per definitionem

{F,G} = w(vp, vg) :
in kanonischen Koordinaten also

Ry - S22 ooy

j=1
Dies ist gleichbedeutend mit
{F,G} = L,,F = dF (vg) .
Auflerdem berechnet man leicht
VFrGy = — [vr, va) -
Die Voraussetzung des Satzes von Jacobi und Liouville impliziert also die Vertauschbarkeit der Hamil-
tonschen Vektorfelder v; := vp, und damit

[vj, vr] = —vppy = 0.

Dann vertauschen auch die zugehorigen Fliisse ®;, und hieraus resultiert eine (lokale) symplekti-
sche Operation von (R??, 4) auf X . Die Jacobi-Liouville-Reduktion ist dann nichts anderes als die
Marsden—Weinstein—Reduktion zu dieser Operation.



Anhang 2: Pseudometriken

Das Ziel dieses kurzen Anhangs ist es, einen Beweis des folgenden Satzes, der weiter oben im Text schon
erwihnt wurde, nachzuliefern. Die benttigten Aussagen aus der Theorie der quadratischen Formen zitie-
ren wir nach Kapitel VII aus F'. LORENZ: Lineare Algebra II. 2. iiberarbeitete Auflage, Mannheim—Wien
Ziirich: BI Wissenschaftsverlag 1989. Den Sylvesterschen Tréigheitssatz, der {iberhaupt erst garantiert,
dafl der (Trigheits—) Index einer symmetrischen Bilinearform wohldefiniert ist, findet man dort auf
p. 63.

Satz 10.28 Der Index einer nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearform h auf einem differenzier-
baren Vektorraumbiindel E — X ist lokal konstant.

Offensichtlich folgt dieser Satz, wenn man das folgende Resultat auf die h beschreibende Ma-
trix H bzgl. einer lokalen Trivialisierung von FE in einer Umgebung des fest gewéhlten Punktes
zo anwendet und ohne Einschrinkung voraussetzt, dal H an der Stelle xg die Diagonalgestalt
diag (1,...,1,—1,...,—1) mit p negativen Eigenwerten —1 besitzt.

Satz 10.29 Es sei h eine symmetrische Bilinearform auf dem r-dimensionalen R—Vektorraum V |
und H = (hj) set die beschreibende Matriz von h bzgl. einer beliebigen Basis von V . Definiert man

hir oo hig
dp := det
hgr - hgk
und setzt man d # 0,k = 1,...,r, voraus, so ist der Trigheitsindex von h gleich der Anzahl der

Vorzeichenwechsel der Folge 1, dy,...,d, .

Zum Beweis siehe loc.cit., p. 72.

Eine unmittelbare Konsequenz aus diesem Satz ist das von mir als HURWITZ—Kriterium bezeichnete
Resultat, das nach Falko Lorenz auch SYLVESTER und KRONECKER zugeschrieben wird, vermutlich
aber auf JACOBI zuriickgeht. Historisch und didaktisch gesehen hat es seinen richtigen Platz natiirlich
vor Satz 29.

Folgerung 10.30 Sind unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes alle dy positiv, so ist h positiv
definit.

Bemerkung. Da die Determinante einer positiv definiten symmetrischen Form positiv ist und sich die
Positiv—Definitheit auf Einschrinkungen auf Unterrdume vererbt, ist das Hurwitz—Kriterium auch not-
wendig.

Man kann iibrigens Satz 28 auch leicht nur unter Verwendung der Folgerung 30 ableiten. Es ergibt
sich hieraus sofort, dafl es zu jedem Punkt « in einer hinreichend kleinen Umgebung von zy Unterrdume
EF C E, der Dimension r —p bzw. p gibt, s. d. die Einschréinkung h := h|Ezi positiv bzw. negativ
definit ist. Es geniigt dann zu zeigen (der Beweis, wobei der Fall der Positiv—Definitheit auf den negativ
definiten Fall durch Ubergang von h zu —h zuriickgefiirt werden kann und umgekehrt, sei dem Leser
iiberlassen):

Lemma 10.31 Es sei h eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V , und h sei auf dem
Unterraum W C V won der Dimension p negativ definit bzw. positiv definit. Dann ist der Index von
h gréfler oder gleich p bzw. >r —p.
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Fiir eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit X C EY haben wir im vergangenen Semester jedem
(lokalen) Vektorfeld v auf X die kovariante Ableitung entlang eines fest vorgegebenen Vektorfeldes w
zugeordnet und mit V,v bezeichnet. Schreibt man in einer lokalen Parametrisierung ¢ : V — U C
X CEVN

n

w = Z w(z)pi(x), v="> v"@)pilx)

k

mit z € V CR", so ist
Vur = 3 (ST o+ )
3,0 k

mit den Christoffel-Symbolen Ff « » die nur von der inneren Geometrie der euklidischen Mannigfaltigkeit
X abhingen, also von den Koeffizienten des metrischen Tensors von X und deren Ableitungen. Wie
immer bezeichnet ein unterer Index der Form ,,,j* die partielle Ableitung einer Funktion in z nach der
Variablen z7 . Es ist somit insbesondere V,v wieder ein Vektorfeld auf X .

Man kann diese Formel sogar dann anwenden, wenn das Vektorfeld v nur ldngs einer Kurve =y :
I=[0,1] = X erkldrt ist und man fiir w das ebenfalls nur lings ~ definierte Tangentenfeld 4 von
~ einsetzt. In diesem Falle schreibt man auch

D:Y’U

dt

anstelle von Vv .

Das Vektorfeld v heifit ldngs v parallel, wenn

Dﬁ v
dt

Da dieses System von gewoéhnlichen Differentialgleichungen genau eine Losung bei festem
»Anfangsvektor“ besitzt, kann man auch vom Paralleltransport eines Vektors v € Tx ) entlang
der Kurve 7 sprechen. Die hierdurch induzierte Abbildung T'x () — T'x (1) ist tatséchlich ein (durch
~ bestimmter) linearer Isomorphismus, der das euklidische Skalarprodukt auf den Tangentialrdumen
respektiert, also eine orthogonale Abbildung. Damit kann man Tangentialvektoren in beiden Tangenti-
alriumen (in Abhéngigkeit von v ) miteinander vergleichen; dieses Phinomen wird mit dem Schlagwort
Parallelismus beschrieben. Geodétische sind solche Kurven, deren Tangentialvektorenfeld entlang der
Kurve parallel ist. Schlief8lich 148t sich das Phinomen der Krimmung an einer Stelle g durch Paral-
leltransport léings in xy startender und endender ,loops* beschreiben.

Wir wollen diese kurze Skizze dazu benutzen, um in einem vollig abstrakten Rahmen entsprechende
Begriffsbildungen einzufiihren. Dazu rufen wir uns die folgenden Regeln fiir die kovarianten Ableitungen
ins Gedéchtnis, die man auch aus der obigen Formel ohne Miihe ableiten kann:

Vwr +v2) = Vv + Ve,
Vu(fv) = fVwv+w(f)v,
V fiwrt faws¥ = f1 Va0 + fo Vv .
Hierbei bedeuten v, w etc. Vektorfelder auf X und f etc. differenzierbare Funktionen.
Betrachte jetzt die hierdurch erzeugte Abbildung
X, Tx) > v+— [T'(X,Tx) 2w +— Vv € T'(X, Tx)] .

In der eckigen Klammer steht eine C* (X)-lineare Abbildung, also ein Element in
I'(X, Hom (Tx, Tx)) = T'(X, T% ® Tx). Insgesamt liefert eine solche kovariante Ableitung eine
(nur R-lineare !) Abbildung

D: D (X, Tx) — T (X, T% ® Ty)
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von dem Vektorraum der Vektorfelder in den Vektorraum der (1, 1)-Tensoren mit der folgenden Ver-
allgemeinerung der Leibniz—Regel:

D(fv) = fDv+dfev, feC®(X), vel (X, Tx).

Diese Begriffsbildung kénnen wir jetzt sofort auf einen allgemeineren Kontext iibertragen, wobei wir
das Tangentialbtindel Tx durch ein beliebiges Vektorraumbiindel E ersetzen.

Definition. Es sei E ein Vektorraumbiindel auf der Mannigfaltigkeit X . Ein Zusammenhang auf E
ist eine R-lineare Abbildung
D:T(X,E) —T(X, Ty ®F)
mit
D(fe) = fDe+df®e, feC®(X),ecT(X,E).
Man nennt I' (X, T% ® E) auch den Raum der E-wertigen 1-Formen auf X .

Satz 11.1 Die Definition eines Zusammenhangs ist lokal, d. h. verschwindet ein Schnitt e von E in
einer offenen Menge U C X, so auch De. Ist 8 eine offene Uberdeckung von X , und sind Zusam-
menhdnge auf den Mengen U; € i definiert, die auf den Durchschnitten U; N Uy ,,tbereinstimmen
so wird dadurch eindeutig ein Zusammenhang auf X bestimmd.

Beweis. Wie im Beweis fiir das Differential d (siehe den ersten Teil des Beweises von Satz 9.19). O

Beispiel. Ist E ein triviales Biindel, so ist die duflere Differentiation d (angewendet auf die
,2Komponenten“ eines Schnittes) ein Zusammenhang auf FE.

Definition und Bemerkung. Ist E ein beliebiges Biindel und D ein Zusammenhang auf E, so kann
man fiir e € I' (X, E) den Schnitt D (e) auch auffassen als eine lineare Abbildung

D(e): T'(X,Tx) — I'(X, E) .
Fiir w e T' (X, Tx) schreibt man dann
Vee := VPe = D(e) (w) €T (X, E)

und nennt diesen Ausdruck die kovariante Ableitung von e nach w (bzgl. des Zusammenhangs D).
Umgekehrt gewinnt man aus einer solchen kovarianten Ableitung (mit den gleichen Axiomen wie im
klassischen Fall) auch wieder den Zusammenhang zuriick. Kovariante Ableitungen und Zusammenhénge
sind also nur zwei verschiedene Aspekte ein und desselben Sachverhalts.

Definition. Ein Zusammenhang auf der Mannigfaltigkeit X ist per definitionem ein Zusammenhang
auf dem Tangentialbiindel Tx . Dazu gehort immer der Begriff einer kovarianten Ableitung von Vek-
torfeldern entlang von Vektorfeldern.

Beispiel. Offensichtlich hat man auf dem euklidischen Raum EV einen kanonischen Zusammenhang,
nimlich d, und jede Hyperfliche, sogar jede Untermannigfaltigkeit X C EY _erbt“ einen Zusammen-
hang vermoge der induzierten Riemannschen Struktur.

Man kann sich leicht anhand lokaler Darstellungen von Zusammenhéngen (siehe anschliefilend) und
ihrem Transformationsverhalten klar machen, dal Zusammenhénge keine Tensoren sind. Allerdings ist
die Differenz von zwei Zusammenhéngen auf X stets ein (2, 1)-Tensor, und die Addition eines solchen
Tensors zu einem Zusammenhang liefert wieder einen Zusammenhang. Mit anderen Worten:

Satz 11.2 Der Raum aller Zusammenhdinge auf einer Mannigfaltigkeit X ist ein (im Allgemeinen
unendlichdimensionaler) affiner Raum mit dem Raum aller (2, 1)-Tensoren auf X als unterliegendem
Vektorraum.
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Damit erhebt sich die entscheidende Frage: gibt es iiberhaupt einen und evtl. sogar einen kanonischen
Zusammenhang auf einer vorgegebenen Mannigfaltigkeit 7 Wir werden diese Frage im néchsten Kapitel
fiir Pseudo—Riemannsche Mannigfaltigkeiten beantworten.

Kommen wir aber erst einmal zu unserem Lieblingsspielchen. Gegeben der Zusammenhang D auf
E ., kann ich daraus auch einen Zusammenhang auf E* zusammenbasteln 7 Und wie steht es mit
Zusammenhéngen auf der direkten Summe und dem Tensorprodukt von zwei Vektorraumbiindeln ?

Die Antwort fiir die direkte Summe F; @ Es ist sehr einfach: man braucht die beiden gegebenen
Zusammenh#inge D; und D> nur zu addieren. Fiir das Tensorprodukt F; ® Fo ist die Sache nicht

wesentlich komplizierter; hier ist aber nicht das Tensorprodukt von Dy und Dy die Losung, sondern
der Ausdruck

Dy ®idg, + idg, ®D; .

Bei dem dualen Biindel gehen wir wie folgt vor: um fiir einen Zusammenhang D auf E einen Zusam-
menhang D* auf E* angeben zu kénnen, brauchen wir nur zu sagen, wie fiir einen Schnitt e* in E*
die Abbildung

D(e"): I'(X, Tx) — T (X, E).

aussehen soll. Nun ist aber das Element auf der rechten Seite bestimmt durch seine Werte auf Schnitten
e in E, und es ist naheliegend, zu setzen:

(Vi e)(e) = e*(Vie) .

Bemerkung. Damit werden durch einen Zusammenhang auf E Zusammenhénge auf allen Tensorfeldern
I'(X, (E*)®P @ E®9) induziert. Insbesondere liefert ein Zusammenhang auf X auch kovariante Ablei-
tungen von beliebigen Tensorfeldern. Wir iiberlassen dem Leser die lokale Darstellung in Koordinaten
anhand der anschlieBenden Uberlegungen.

Wir wollen jetzt eine lokale Beschreibung von Zusammenhéngen geben. Ist eq,...,e, eine lokale
Basis von FE', so kann man schreiben

Dey = Z%@eg, 0f = Zl"fkdxj.
=1 j=1

6 = 6(D) ist also eine Matrix von differenzierbaren 1-Formen. Die Fﬁk heiflen die CHRISTOFFEL—

Symbole des Zusammenhangs D (insbesondere im Fall E = Tx ). Ist e = > v* e, ein beliebiger
Schnitt, so ergibt sich

(%) De:ZD(vkek)zz:(dve—i—kaﬁﬁ)@eg.
e k

Y4

Wir schreiben dann auch De = de +6 A e, wobei wir e als Spaltenvektor (vl,... v") von Funktionen

ebenso wie de = *(dv',...,dv") als Spaltenvektor von 1-Formen auffassen und @ A e interpretieren
als (komponentenweise dufiere) Multiplikation der Matrix # von 1-Formen mit dem Spaltenvektor e
(wobei fiir eine 1-Form w und eine Funktion f das Symbol w A f nichts anderes als fw bedeutet).
Wir schreiben daher auch kurz D = d + 6 und sehen die Matrix 6 als Ausdruck der Abweichung von
D und d an.

.0
Wendet man die Formel (%) auf ein Vektorfeld w = Z w’ 97 A SO gewinnt man unmittelbar
. x
J

eine lokale Beschreibung der kovarianten Ableitung von e = " v*e; nach w, die in vélliger Uberein-
stimmung mit der anfangs des Kapitels angegebenen Formel ist:

() Ve = Z < Zngvk + vfj ) w’ ey .
k

Jit
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In noch etwas gedriangterer Form 148t sich dies auch schreiben als

Ve = Z(Zfﬁkw%k + w(vg)) e .

) gk

Diese Formel kann dahingehend interpretiert werden, dafl sich die Christoffel-Symbole bei Koordina-
tentransformationen auf X und E ,richtig“ verhalten in dem Sinne, dafl der Ausdruck auf der rechten
Seite wieder ein Schnitt in £ wird.

Als néchstes verallgemeinern wir den Begriff des Paralleltransports von Vektoren entlang einer Kurve
auf unsere neue Situation.

Definition und Bemerkung. Essei m: E — X ein Vektorraumbiindel. Ein (differenzierbares) Vektorfeld
in E entlang der Kurve v : I = [0,1] — X ist eine differenzierbare Abbildung v : I — E mit
mowv = 7. Ein solches Vektorfeld ordnet also jedem ,Zeitpunkt“ ¢ € I einen Vektor v(t) € E, ) zu.
Unter dieser Voraussetzung kann man sich leicht davon iiberzeugen, dal durch

Vo) = (v Z(Zr G + 50 (0) ) A (B e )

unabhiingig von der speziellen Auswahl der Koordinaten ein neues Vektorfeld entlang ~ definiert wird,
das man die kovariante Ableitung von v entlang ~ nennt. Man verwendet hierfiir auch das Symbol
Dsv (t)

Das Vektorfeld v heifit parallel entlang ~, falls

DAY'IJ (t)
dt

Dies ist in lokalen Karten wegen der Kettenregel gleichwertig zu

o* —i—Zl"jk’yv =0, £=1,...,7.

Die Bedingung der Parallelitdt wird also, zumindest in lokalen Karten, durch ein System gewohnli-
cher Differentialgleichungen ausgedriickt, fiir die man eindeutige Losbarkeit bei vorgegebenen Anfangs-
bedingungen hat. Somit gibt es zu jedem Vektor vy € E,, und jeder Kurve v mit Anfangspunkt xg
und Endpunkt x; ein eindeutig bestimmtes paralleles Vektorfeld v entlang v mit v (0) = vo . Man sagt
dann auch, der Vektor vy := v (1) € E,, seiaus vy durch Paralleltransport entlang v hervorgegangen.

Man sieht unmittelbar wie im klassischen Fall:

Satz 11.3 FEin Zusammenhang auf E induziert vermdge Paralleltransport fiir jede Kurve ~v : I =
[0, 1] = X einen linearen Isomorphismus

Eyv0) — Eyq -

Beim Vorhandensein eines Zusammenhangs auf X koénnen wir nun auch den Begriff der geoddtischen
Kurven einfiihren.

Definition. Eine Kurve v : I — X heiflt geodditisch, wenn % parallel entlang -~y ist:

’7+ZF]k"y'y 0, (=1,....n.

Im nachfolgenden Kapitel benotigen wir noch einen weiteren Begriff.
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Definition. Fiir einen Zusammenhang D auf der Mannigfaltigkeit X heifit die Abbildung
(v, w) — Vyw — Vyu — [v,w], v,wel (X, Tx),

die Torsion von D . Ist die Torsion die Nullabbildung, so heifit D auch torsionsfrei.

Bemerkung und Definition. In einer Koordinatenumgebung ist fiir einen torsionsfreien Zusammenhang
notwendigerweise (wir setzen V;v fiir die kovariante Ableitung des Vektorfeldes v nach dem Vektorfeld
8j ):

VO, — Vi0; =10;,0:] =0, j#k.

Torsionsfreiheit impliziert damit die Symmetrie-Aussage Fﬁj = Ff-k (und ist, wie nicht schwer zu
beweisen ist, sogar fiquivalent zu ihr). Aus diesem Grunde spricht man auch von einem symmetrischen
Zusammenhang. Man kann iibrigens genauso leicht einsehen (siche Laugwitz [26], Satz II1.9.1), dafl die
Symmetrie gleichwertig ist zu der Tatsache, daf} sich die kovarianten Ableitungen in jedem festen Punkt
xo auf die partiellen Ableitungen ,reduzieren “ lassen; mit anderen Worten:

Satz 11.4 Ein Zusammenhang ist genau dann symmetrisch, wenn es zu jedem Punkt xo € X eine
Koordinatentransformation in einer Umgebung von xo gibt, so daf alle Christoffel-Symbole an der
Stelle xg verschwinden.

Definition. Ein Koordinatensystem um zg mit der in dem vorigen Satz zum Ausdruck gebrachten
Eigenschaft heifit auch in xg geoddtisch. Im affinen Raum E™ ist jedes lineare Koordinatensystem in
jedem Punkt geodétisch. Man nennt symmetrische Zusammenhénge daher manchmal auch affin.



12 Der Levi - Civita Zusammenhang und der Riemannsche
Kriimmungstensor

Es sei in diesem Kapitel X stets eine Pseudo—Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nichtausgearteter
symmetrischer Bilinearform

g (v, w) =: (v, w) .

Definition Ein Zusammenhang D auf X heifit mit der Pseudo—Metrik ¢ wvertrdglich, wenn fiir je zwei
Vektorfelder v, w, die entlang einer Kurve  parallel sind, gilt:

g (v, w) = const.

Satz 12.1 Ein Zusammenhang D 1ist genau dann mit g vertrdglich, wenn fir je zwei Vektorfelder
v, w entlang der Kurve v gilt:

d Dv Dw
— - + _— tel.
(*) dtg(v7 w) g < dt aw> g <U7 dt > ) S

Beweis. Eine Richtung ist klar: Die Bedingung (%) impliziert Vertriglichkeit. Sei umgekehrt D mit

g vertriiglich. Wihle in Ty ., ein Orthonormalsystem v?,... 0% bzgl. g, d. h. <U?, v2> = +0ji,
0

und setze jeden Vektor v; zu einem parallelen Vektorfeld v; entlang + mit +(0) = xo fort. Nach
Voraussetzung ist (vq (t),..., v, (t)) ein g—Orthonormalsystem fiir alle ¢ € I. Somit ergibt sich mit

v(t) = ijvj(t), w(t) = Zgjvj(t)

sofort

also

Dv Dw - dfi . dg? d & o d
- 7\ = N g2 ) = = +fI g = = . O
<dt’w>+<”’ dt> 2 <dtg+f dt) g 2 =P = g o)

Jj=1

Korollar 12.2 Der affine Zusammenhang D auf X ist genau dann mit g vertrdglich, wenn
(xx) u((v, w)) = (Vyv,w) + (v, Vyw) , u, v, w e I'(X, Tx).

Beweis. Es sei D vertréglich mit (., .). Sel ¢ € X ein Punkt und v: I = [0, ] — X eine Kurve
mit v (0) =z und dvy/dt|,_, = u(xo). Dann gilt

d
u((v, w)) (z0) = — {voy, wor)l = (Vuv, w)(wo) + (v, Vuw) (z0) -
t=0
Da z( beliebig ist, folgt die Behauptung. Die Umkehrung ist offensichtlich. (I

Satz 12.3 Es sei (X, g) eine Pseudo—Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es genau einen affinen
Zusammenhang D auf X , der symmetrisch und mit g vertrdglich ist.

Definition und Bemerkung. Dieser Zusammenhang heifit der Levi-Civita—Zusammenhang von (X, g).
Der Existenzbeweis stammt von LEVI - CIVITA (im Fall einer Riemannschen Mannigfaltigkeit).

Beweis (des Satzes). Wir nehmen zunéichst an, dafl ein solcher Zusammenhang D existiert. Dann
gilt
u((v, w)) = (Vyv, w) + (v, V,w)
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und entsprechend nach zyklischer Vertauschung wegen der g—Vertréglichkeit. Nutzt man jetzt noch die
Symmetrie aus, so folgt

u((v, w)) +v((w, u)) —w((uv)) = =([u, w],v) + ([v,w], u) + ([u, v], w) + 2(w, Vyu) .

Also ist notwendig

(w, Vou) = 5 { w({v, w)) + v, w) = w({w, 0)) + {[w w], v) = ([, 0], u) = {[w 0], w) }

Damit ist V,u eindeutig bestimmt. Man rechnet leicht nach, da durch diese Formel ein Zusammenhang
definiert wird, der alle Bedingungen erfiillt. O

Bemerkung. Sind T ?k die Christoffel-Symbole dieses Zusammenhangs, dann ist die definierende Glei-
chung aquivalent zu

1
Z F?k:gfm = i{gkm;j + Imgk — gjk;m} = ka\]
14

mit dem Koeffizienten ge,, des Tensors g und den partiellen Ableitungen g¢;i.m = 0g;x/ O%sm, . Dies
zeigt, daf} sich alles nahtlos an den klassischen Fall anfiigt. Mit der inversen Matrix (glm) ist natiirlich

auch wie dort
T =) Trmpy g™
m

Bemerkung. Bei Vorhandensein eines Zusammenhangs auf der pseudo—Riemannschen Mannigfaltigkeit
(X, g) sind Geoditische selbstverstindlich nur als geradeste Kurven zu interpretieren. Wihlt man im
Falle einer Riemannschen Metrik aber den Levi-Civita—Zusammenhang, so sind die Geodétischen auch
(zumindest lokal) die kiirzesten Kurven (mit allen Vorsichtsmafiregeln, die wir schon fiir Fldchen im
euklidischen Raum formuliert haben).

Die Idee einer Riemannschen Mannigfaltigkeit und ihrer Krimmung wurde von RIEMANN in seinem
Habilitationsvortrag im Beisein seines Lehrers C. F. GAUSs im Jahre 1854 in Géttingen skizziert.
Er betrachtet alle Ebenen F in Ty ., , also alle 2-dimensionalen linearen Unterrdume E C Tx 4, ,
und alle Geodétischen in X ;| die in xy beginnen und in zy Tangentialvektoren in FE besitzen. In
Normalkoordinaten exp: V- U, V=V (0) C Tx,5,, U = U (x¢) C X, liefert dies (lokal um zg)
eine 2—dimensionale Untermannigfaltigkeit

S=8gCX,

die vermittels der Riemannschen Metrik auf X eine ebensolche Metrik erbt. Nach Gauf3 besitzt aber
S eine nur von der induzierten Metrik abhiingige (Gaufische) Kriimmung K , s. d. man eine Funktion

K(zo, E), my€eX, FECTx,g 2-dimensional,

erhilt, die sogenannte Schnitt-Kriimmung (im Englischen: sectional curvature).'* Mehr iiber Mannig-
faltigkeiten mit konstanter Schnittkriimmung findet man im ersten Anhang zu diesem Kapitel.

Wir gehen nun gleich medias in res und fithren den Riemannschen Krimmungstensor bzgl. eines
Zusammenhangs D ein. Dieser ist wesentlich allgemeiner als der urspriingliche Krimmungs—Begriff
von Riemann, wie wir alsbald sehen werden. Es sei dazu E — X ein Vektorraumbiindel mit dem
Zusammenhang D = d + 6. Wir werden zeigen, dafl wir diesem in kanonischer Weise einen Schnitt

Or(D) € T' (X, A’T% ® Hom (E, E))

Nach Do CARMO [16] enthilt Riemanns Versffentlichung nur eine einzige Formel (nimlich fiir den Fall, da8 K (xo, E)
konstant ist), und dazu noch ohne Beweis! Man beachte aber, wie jung Riemann zu diesem Zeitpunkt war (nicht zu verges-
sen, wie jung er gestorben ist!), und dafl der Apparat des Tensorkalkiils noch Jahrzehnte bis zu seiner vélligen Entwicklung
benétigte. Solche Formeln wurden erst 1869 von Christoffel angegeben. (Riemann, B.: Uber die Hypothesen, welche der
Geometrie zugrunde liegen. Gesammelte Werke, 2nd etc., Leipzig 1892; Christoffel, E. B.: Uber die Transformation der
homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades. J. Reine Mathematik 70, 4670 (1869)).
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zuordnen konnen, also eine bilineare, alternierende Abbildung
I'(X, Tx) xT'(X, Tx) — Home~(x) (I'(X, E), I'(X, E)) .
Oder auch (besser): ©g(D) ist eine Abbildung
Op(D): I'(X, E) — T(X, A’T; ® E) .
Als solche ist ©g(D) = Do D, wenn man D (wie das duBere Differential d) zu Abbildungen
(X, NPT% @ E) — T'(X, AP"'T% ® E)

fortsetzt. Ohne in die Einzelheiten zu gehen, geben wir © = ©g(D) einfach in lokalen Karten an: Ist
dort D =d+ 6, so setzt man
O:=di +6AN0.

6 ist eine r x r—Matrix von differenzierbaren 1-Formen, so dafl df und 6 A (mit der offensichtlichen
duferen Multiplikation von Matrizen) r x r—Matrizen von 2-Formen sind, also (lokal) Schnitte in
A?T% ® Hom (E, E). - Man beweist leicht:

Lemma 12.4 Sind © und ©' bzgl. der Basen (e1,...,e.) bzw. (e},...,e.) definiert, und ist A der
entsprechende Basiswechsel, so gilt
e =A"'04.

Insbesondere ist © ein globaler Schnitt in A*T% ® Hom (E, E).

Definition. © = Og(D) heiit die Krimmungsform von E zum Zusammenhang D. Im Falle
E = Tx spricht man auch von dem RIEMANNschen Krimmungstensor R zu D. Ist auf X eine
Pseudo—Riemannsche Struktur vorgegeben, so betrachtet man i. a. ausschliellich den Levi-Civita—-
Zusammenhang und den zugehorigen Kriimmungstensor R, den man dann den Kriimmungstensor
von X nennt.

Lemma 12.5 Es gilt dO =[0, 0].

Beweis. Mit d© = d(d0+0N0) = dONO — O NdO ist
[©,0] =[d0+0N0,0] =dONO+ONONOD —ONd) —ONOND = dO . O
Bemerkung. Im Falle E = Tx konnen wir © (D) := O, (D) (unter Verlust von einigen Informationen)

als Schnitt in
(T7)y =Tx ®@Tx ®Tx ®Tx ,

also als einen 3—fach kovarianten und 1-fach kontravarianten Tensor auffassen.

Es ist nicht schwer, den Kriimmungstensor R bzgl. eines Zusammenhangs D auf der Mannigfaltig-
keit X explizit auszurechnen. Er ergibt sich in der Interpretation als lineare Abbildung

R(u,v): T'(X, Tx) — I'(X, Tx)
als
(+) R(u,v)w = V,Vyw — V,Vow + Vi qw, u, v, w e I'(X, Tx).

Tatséchlich ist diese Zuordnung bilinear in « und v (und alternierend!) und bei festem v und v
linear in w (dazu benétigt man gerade den Term Vi, ,jw ). Man kann (+) natiirlich auch als Definition
nehmen und alle Eigenschaften direkt nachrechnen.

Wegen (+) ergibt sich z. B. auf R™ sofort wegen V,w = u(w), dafl

R(u,v)w = (vou)(w) — (uwov)(w) + [u, v](w) = 0.
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Der Kriimmungstensor ist also ein Mafl dafiir, wie stark X davon abweicht, euklidisch zu sein. Dies
wird noch deutlicher, wenn man in einer lokalen Karte einer beliebigen Mannigfaltigkeit X mit den
Vektorfeldern 9;, j=1,...,n, arbeitet. Dann ist [9;, Jx] =0 und damit

R(0;, 0r)0¢ = (Vo,Va, — Vo, Va,)00 ,

also ein Maf fiir die Nichtkommutativitit der kovarianten Ableitungen.
Wir wollen den Kriimmungstensor allgemein in Koordinaten ausrechnen, setzen also

aj ) ak 6/ Z ]ké

s. d.
R(u,v)w = Z ;-’,’dujvkweam,

wenn u=> w d;, v=> vFd und w=> wd,. Esist
R(3;,0) 00 = (V;Vi = ViV;) O = (ZF ) = Vi (ST )

also nach einfacher Rechnung:

Rjie = Thig = Dt + 3 (Che Tt — T3 T
wie im Hyperflachenfall.

Bemerkung. Wir sollten fiir die Koeffizienten des Kritmmungstensors als (3, 1)-Tensor eigentlich Rj ol
schreiben, unterlassen dies aber aus Bequemlichkeit. Manche Autoren fassen den Kriimmungstensor
iibrigens auch als Schnitt in dem Biindel Hom (T, Tx) @ A?T% C T% ® Tx ® T% @ T% auf und
schreiben daher fiir seine Koeffizienten systematisch R,™ k-

Man bemerkt sofort: R}, = —Rj}, . Dies entspricht der Tatsache, dal der Kriimmungstensor R

in den beiden ersten Eintrégen alternierend ist. R besitzt weitere Symmetrie-Eigenschaften.

Satz 12.6 Fiir den Krimmungstensor R einer Pseudo—Riemannschen Mannigfaltigkeit gilt die BIAN-
CHI-Identitdt :
R(u,v)w + R(w, u)v + R(v,w)u = 0.

Die Bianchi—Identitit schreibt sich koeffizientenweise in der Form

Beweis. Mit Hilfe der Symmetrie des unterliegenden Zusammenhangs folgt
R(u,v)w + R(w, u)v + R (v, w)u
= VoVyw — Vi ,Vow + Viggw + Vi Vv — Vi Vv + Vi v+
VuVyu — VoVt + Vi )t
= Vo[u, w] + Vu[w, v] + Vy[v, u] + Viw + Vi v + Vigwu
= [u, [w, o]] + [v, [u, w]] + [w, [u, v]] =0,
was zu beweisen war. O

Weitere Symmetrien entdeckt man leichter durch Bildung des 4—fach kovarianten Tensors

Rikem = g (R (0;, Ox) O, Om) Z Ry 9gm = —Rijem -
Schreibt man kurz <, > statt ¢ und

(u, v, w, w) == (R (u, v)w, w)
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fiir diesen Tensor, so hat man neben der BIANCHI-Identitét
(u, v, w,w) + (w, u, v, w) + (v, w, u, w) =0,

d. h.
Rirem + Rejrm + Riejm = 0,

noch die weiteren Beziehungen
Ritme = —Rjrem = Rrjem = Rmeji -
Anders ausgedriickt behaupten wir also:
Satz 12.7 Fir den 4-fach kovarianten Riemannschen Krimmungstensor gilt
(uy,v,w,w) = —(u, v, w,w) und (w,w,u,v) = (u, v, w, w).

Beweis. Wegen der Multilinearitit braucht man fiir die erste Aussage nur (u, v, w, w) = 0 zu zeigen.
Hierzu benétigt man, dafl der Riemannsche Zusammenhang mit g vertréglich ist. Danach ist

(Vo Vyw, w) = v({(Vyw, w)) — (Vyw, Vyw)

und L
<V[u,v]waw> = 5[“5”](<w7w>)
Es folgt:

<ua v, W, ’LU> = <R(ua 'U) w, ’LU> = <vvvuw - Vo Vyw + v[u,v]wa w>

0 (Fuw, ) = w (o, w)) + 3 [ 0] (w, w))
1

1
= _§[u7 U](<w7 w>) + 5[“7 v]((w, w)) =0.

Die letzte Beziehung erhélt man folgendermafien: Man schreibt sich die Bianchi-Identitét fiir
(w, u, w, v) hin und die entsprechenden Formeln nach zyklischer Vertauschung der Eintrige. Addiert
man diese vier Gleichungen und beachtet man die Schiefsymmetrie in u, v und w, w, so erhélt man
sofort

2(w, w, u, v) + 2{(v, u, w,w) =0,

also (w, wy, u, v) = (u, v, w, W) . O

Bemerkung. Es ist interessant, sich die Anzahl der nicht durch die Symmetrien festgelegten frei verfiigba-
ren Komponenten des Riemannschen Kriimmungstensors klar zu machen. In den Dimensionen 2, 3, 4
sind diese Anzahlen 1, 3 und 14.

In der Differentialgeometrie und der Relativitédtstheorie spielen auch der Ricci-Tensor und die ska-
lare Kriimmung eine wichtige Rolle. Sie sind Beispiele von Spurbildung und Verjingung von Tensoren.
Es sollte dem Leser nicht schwer fallen, diese Begriffe allgemein an Hand der folgenden Beispiele zu
formulieren.

Es seien u, v € T' (X, Tx) fest gewiihlte Vektorfelder. Wir betrachten die lineare Abbildung

I'X,Tx) > wr— R(u, w)v.
Diese besitzt eine Spur, die von u, v abhingig ist. Wir setzen
Q (u, v) = Spur,(w — R (u, w)v)

und sehen sofort, dal @ in uw und v bilinear ist. Wéhlen wir ferner zu v = w; eine orthogonale
Ergéinzung wus, ..., u, (in einem fest gewéhlten Punkt), so ist dort

Q (u, v) = Z(R(u, Up) U, Ug) = Z(R(v, ug) u, ug) = Q (v, u);

L L
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also ist @ ein symmetrischer Tensor. Schreiben wir diesen lokal mit den Koeffizienten R;, so ist
Rjk = Spurw(w — R(aj, w)ﬁk) ,

und wegen
O — R (0;, 00) Oy = Z Tk Om

ist

n
_ E L
{=1

Man nennt Rj; auch den Ricci-Tensor Ric. (Manchmal wird dieser auch mit dem Faktor 1/(n — 1)
versehen).
Da der Ricci—-Tensor 2—fach kovariant und symmetrisch ist, macht die folgende Definition einen Sinn.

Definition. Eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit (X, g) heifit eine Einstein—-Mannigfaltigkeit,
wenn

Ric = Ag

mit einer differenzierbaren Funktion A : X — R. (Zum Auftreten dieser Mannigfaltigkeiten in der
Allgemeinen Relativitéitstheorie siehe auch den zweiten Anhang zu diesem Kapitel und [6]).

Bemerkung. Ein bemerkenswerter Satz besagt, daf§ fiir jede zusammenhéngende Einstein—-Mannigfal-
tigkeit der Dimension n > 3 die Funktion A\ konstant ist.

Aus dem zweifach kovarianten Tensor Ric kann man auf die iibliche Weise einen (1, 1)-Tensor
machen mit den Koeflizienten
k ok
Ry =3 Rjg™.
¢

Bildet man hiervon erneut die Spur K := }_; Rg, so ist dies eine wohldefinierte Funktion auf X .
Betrachtet man wieder an einer Stelle zy ein orthonormales System von Tangentialvektoren w1, ..., u, ,
so berechnet man leicht
K (x0) = Y (R (uj, ug)uj, ug) -
ik

Es handelt sich daher um eine Mittelbildung mit n(n — 1) Summanden (die von der Auswahl der wu;
unabhiingig ist).

1
n(n —1)
Bemerkung. Wir werden im zweiten Anhang zu diesem Kapitel ein wenig mehr iiber die skalare
Kriimmung im Zusammenhang mit der Einsteinschen Gravitationstheorie zu sagen haben.

Definition. Ry (xg) := K (z0) heifit die skalare Krimmung von X an der Stelle xg .



Anhang 1: Riemannsche Mannigfaltigkeiten konstanter Kriim-
mung

Es sei in diesem Anhang (X, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir wollen in diesem Fall Rie-
manns Kriitmmungskonzept noch einmal (genauer) formulieren und ein wichtiges Klassifikationsproblem
zumindest erldutern.

Es seien u und v zwei linear unabhéngige Vektoren in T'x , . Man setze

(u, v, u, v)

K (u, v) = DY

)

wobei (u, v, u, v) = (R(u, v)u, v) und |uAv| = Voly (P (u, v)) = ({(u, u) (v, v) — (u, v)?)/2.
Man zeigt leicht, dafl dieser Ausdruck nur von der von v und v aufgespannten Ebene E abhingt. Wir
haben damit eine Grofle eingefiihrt, die man mit

K (E, xy), FE CTx, 4, eine Ebene,

bezeichnen kann. Sie heifit die (Riemannsche) Schnittkrimmung (,sectional curvature®) von E im
Punkte zg.

Lemma 12.8 Der Kriimmungstensor R ist vollstindig durch K bestimmt.

Beweis. Siche Do CARMO [16], Chap. 4, Lemma 3. 3. O
Bemerkung. Fiir den Rest dieses Anhangs verweisen wir ebenfalls auf das eben zitierte Buch.

Historisch hat bei der Entwicklung der Riemannschen Geometrie das Problem eine Rolle gespielt,
die Mannigfaltigkeiten (,,Réume*) mit konstanter Schnittkriimmung zu klassifizieren.

Satz 12.9 Es ist an der Stelle xg € X genau dann
K (E, xy) = Ko fir alle Ebenen E CTx 4, ,

wenn dort gilt:
Rjk[m = Ky (5]'2 (Skm - 5jm 5k€) ;

oder anders ausgedriickt, wenn
Rikjr — Rjkwj = Ko, j#k, Rjgem =0 sonst.
Definition. Ein Raum konstanter Krimmung ist eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
K (E, z9) = Ky firalle ECTx, 4

und alle xg € X .

Bemerkung. Multipliziert man die Metrik mit einem festen Faktor ¢ > 0, so dndert sich die Schnitt-
kriitmmung um den Faktor 1/ ¢. Man braucht sich daher nur fiir die Fille Ky = 1, 0, —1 zu interessieren.

Beispiele. a) X = E", der euklidische Raum; hier ist Ky =0.
b) X = 8" C E**! mit induzierter Metrik; hier ist Ko = 1.
¢c) X=H"CE", H" := {z € E" mit «,, > 0 }, der obere Halbraum, mit der hyperbolischen Metrik

_ Ojk
9jk = —5 -
xn

In diesem Fall ist Ky = —1; H"™ heifit der hyperbolische Raum der Dimension n .
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Was ist das besondere an diesen Ridumen ? Sie sind erstens einfach zusammenhdingend und zweitens
vollstindig. Das letztere bedeutet folgendes: mit Hilfe der Riemannschen Metrik kann man Léngen von
Kurven auf X definieren und damit den Abstand zweier Punkte. Dieser liefert eine (stetige) Metrik auf
X, die die urspriingliche Topologie auf X induziert. Man kann dann auf natiirliche Weise von Kugeln
B (z, r) sprechen. X heifit vollstindig, wenn B (zg, r) CC X fiir alle » > 0 (und ein oder alle zg).

Fiir den euklidischen Raum ist die Vollstandigkeit klar, fiir S™ trivial, da S™ kompakt ist. Ftir H"
bestimmt man leicht die Geodétischen (sie sind enthalten in Ebenen senkrecht zu x, = 0 und also zu
identifizieren mit denjenigen von H?):

i
0

7

Figure 12.1

Man rechnet unmittelbar nach, daf} sie in der gegebenen hyperbolischen Metrik unendlich lang sind.

Satz 12.10 E", S™ und H"™ sind (bis auf Isometrie) die einzigen einfach zusammenhingenden
vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten konstanter Krimmung 0, 1 bzw. —1.

Definition. Eine Raumform ist ein vollsténdiger Raum konstanter Kriimmung.

Die Klassifizierung solcher Raumformen X ist tatséchlich ein gruppentheoretisches Problem'®. Man
betrachte niimlich die universelle Uberlagerung p: X — X . X erbt natiirlich von X eine Riemannsche
Metrik konstanter Kriimmung, und man kann zeigen, daf§ auch X vollstindig ist, also nach Satz 10
isometrisch zu E”, S™ oder H" sein mufl. - Genauer hat man den folgenden Satz.

Satz 12.11 Jede Raumform X ist der Quotient von E™, S™ oder H™ nach einer eigentlich diskonti-
nuierlich operierenden'® Untergruppe G der Isometriegruppe von E™, S™ bzw. H™ .

Die Isometriegruppen von E™, S™ und H™ sind wohlbekannte reelle Liegruppen. IsomE™ ist ein
semidirektes Produkt der Translationsgruppe mit der orthogonalen Gruppe O (n), Isom S™ ist die
orthogonale Gruppe O (n + 1), und Isom H?, z. B., ist, wie man in der Funktionentheorie zeigt, die
reelle Liegruppe PSL (2, R) von der Dimension 3.

Bemerkung. Die Klassifikation im Falle Ky = 0 héngt eng mit der Klassifikation der kristallographischen
Gruppen zusammen. Von diesen gibt es bei festem n nur endlich viele. Fiir n < 4 sind alle diese
Gruppen klassifiziert. Ihre Anzahl wichst rapide mit n an. Beispiele im Flidchenfall sind der Zylinder
und der flache Torus. Fiir Ky = 1 wird die Klassifikation von J. Wolf in seinen Biichern behandelt. (Sie
wurde erst in den 1960er Jahren vollendet). Man hat z. B. den

Satz 12.12 Ist X eine Raumform gerader Dimension n mit Kqg =1, so ist X isometrisch zu S™
oder P, (R).

117

Fiir den hyperbolischen Fall*’ zitieren wir nur das klassische Ergebnis aus der Funktionentheorie:

Satz 12.13 Jede kompakte orientierbare Fliche vom Geschlecht g > 1 kann mit einer Metrik von
konstanter negativer Kriimmung versehen werden.

15giehe z. B. die Biicher von J. Wolf iiber Spaces of Constant Curvature und Space Forms.

16siehe hierzu Kapitel 14.

7siehe auch: J. Elstrodt, F. Grunewald, J. Mennicke: Groups Acting on Hyperbolic Space. Harmonic Analysis and
Number Theory. Springer Monographs in Mathematics. Springer: Berlin-Heidelberg-New York 1998.



Anhang 2: Bemerkungen zur Gravitationstheorie von Einstein

Die theoretische Physik fafit die durch gravitierende Massen und elektromagnetische Effekte erzeugten
Felder zusammen in dem zweifach kovarianten Energie-Impuls—Tensor Ty, auf einer vierdimensionalen
Minkowskischen Raum—Zeit—Mannigfaltigkeit X . Nach EINSTEINs beriithmtem Gedankenexperiment,
das zu seinem A quivalenzprinzip fithrte, sollten diese die Kriimmung von X beeinflussen und umgekehrt.
Als naheliegenden Ansatz hat man daher

zu setzen, A = const., wobei G ein zweifach kovarianter Tensor ist, der ,linear“ von dem Riemann-
schen Kriimmungstensor abhéngt. Da der Tensor T}; auch die Erhaltungssétze fiir Energie, Impuls
etc. enthélt (was der Gleichung VT = 0 entspricht), ist auch der Tensor G, nicht vollig willkiirlich.
Fordert man tiberdies, da8 fiir das Vakuum, d. h. fir T, = 0, der Minkowski-Raum die einzige Losung
sein soll, so zeigt die Ubungsaufgabe 17. 1 bei MISNER-THORNE-WHEELER [30], dafl notwendig

1
(xx) Gjkr = Rjr — §R09jk

mit dem Riccr-Tensor R;, und der skalaren Kriimmung R . Man erhélt damit Gleichungen der Form
1
Gjk = Rjt — 5 Rogje = ATjk

wie sie 1915 von EINSTEIN aufgestellt wurden.!® Hierbei ist A = 87k/c* mit der universellen Gravita-
tionskonstanten k und der Lichtgeschwindigkeit c.
Genauer besagt die oben zitierte Ubungsaufgabe:

Satz 12.14 Der allgemeine 2—fach kovariante symmetrische Tensor, den man aus dem pseudo—
metrischen Tensor g und dem Riemannschen Krimmungstensor R konstruieren kann und der linear
in R ist, ist von der Gestalt

aRjk + bRogjk + Agjk

mit Konstanten a, b, A . Dieser Tensor hat verschwindende Divergenz genau dann, wenn b= —(1/2)a,
und ist Null im Minkowski—-Raum genau dann, wenn A =0.

Die Einsteinschen Feldgleichungen werden besonders einfach, wenn man zu 1-fach kovarianten und
1-fach kontravarianten Tensoren iibergeht. Sie lauten dann
. k
R; —3 ik Ro = ATy,
und durch Verjiingung gewinnt man hieraus (man beachte n =4): —Ry = ATy mit Top = > T]j . In
die urspriinglichen Gleichungen eingesetzt liefert dies:

1
Rjp = A <Tjk - zgjkTO> .

Somit ist fiir das Vakuum wegen 7j; = 0 auch Ty = 0 und damit R;; = 0: Das Vakuum ist
also notwendig Ricci—flach (aber nicht unbedingt flach, denn dies wiirde tatséichlich Ry = 0 be-
deuten). Interessante Beispiele von Ricci-flachen, rotationssymmetrischen Raum—Zeiten!? wurden von
SCHWARZSCHILD schon im Jahre 1916 angegeben.

Da EINSTEIN sehr bald bemerkte, dafl seine Gleichungen ein expandierendes bzw. kollabierendes
Universum zulieflen, was ganz im Gegensatz zu den Vorstellungen der damaligen Zeit stand, versuchte

18Zu einer Herleitung der Gleichungen aus dem Prinzip der stationiren Wirkung siche z.B. L.D. LANDAU, E.M. LIFSCHIZ,
Lehrbuch der Theoretischen Physik. II. Feldtheorie, Kapitel XI, §95 ff.

19Zitat aus [42]: Die Einsteinschen Gleichungen sind durch die Nichtlinearitit so kompliziert, daff eine allgemeine
Lésung jenseits menschlicher Rechenkunst liegt. Nur fiir Rdume geniigend hoher Symmetrie lassen sich strenge Lésungen
explizit angeben.
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er 1917, durch Einfiigung einer kosmologischen Konstanten A (im Sinne von Satz 14) das Weltbild zu
retten:

1

R, + (A — 2R0> gix = ATk .
Dieser Zusatz verletzt zwar das Axiom der Flachheit im MINKOWSKI-Raum, kann aber evtl. durch
Umschreibung in der Form

1

Rjr — 5 9ik Ry = XN(Tyjx + T3°)
als ein Quanteneffekt des Vakuums interpretiert werden. Auf jeden Fall scheinen moderne Beobach-
tungen diesen zusétzlichen Term geradezu zu fordern, auch wenn Einstein 1930, nachdem HUBBLE die
tatsdchliche vorhandene Expansion unseres Weltalls nachgewiesen hatte, die Einfithrung der kosmologi-

schen Konstanten als grofiten Irrtum seines Lebens bezeichnete. Auflerdem beschéftigt sie noch immer
die Mathematiker, denn im Vakuum fithrt T}, =0 zu Ry = 0 und damit zu

Rjk +Agjk =0,

also zu den oben schon eingefithrten EINSTEIN-Mannigfaltigkeiten.



13 Liegruppen und Liealgebren

Es sei G eine multiplikativ geschriebene Gruppe, die gleichzeitig die Struktur einer (reellen oder kom-
plexen) Mannigfaltigkeit trage. Man hat dann die kanonischen ,algebraischen“ Abbildungen

Gx G — G G — G
m: und nv :
( , y) — ay -1

T —
Definition und Bemerkung. G heifit eine (reelle oder komplexe) Liegruppe, wenn die Abbildungen
m und inv differenzierbar sind. (Hierbei wird selbstversténdlich das kartesische Produkt G x G mit
der Produktstruktur von Mannigfaltigkeiten versehen). Dazu reicht offensichtlich, daf die Abbildung
(x, y) — zy~! differenzierbar ist.

Bemerkung. Es ist eine tiefliegende Aussage, daf} solche Gruppen automatisch eine analytische Struktur
besitzen?’. Es reicht hierzu sogar, G nur als topologische Mannigfaltigkeit und die Abbildungen des
Multiplizierens G x G — G und des Invertierens G — G als stetig vorauszusetzen.

Die klassischen Beispiele sind sogar algebraische Mannigfaltigkeiten. Die ,,Urmutter“ aller Liegrup-
pen, die allgemeine lineare Gruppe GL (n, K), ist als topologische Mannigfaltigkeit ein offener Teil von
K™ genauer: das Komplement der Hyperfliche { A = (a;z) € M (n x n,K) : det A = 0}. Die
Multiplikationsformel fiir Matrizen und die CRAMERsche Regel implizieren, daf} die Abbildungen m
bzw. inv polynomial bzw. rational in den n? Variablen ajx sind. Die spezielle lineare Gruppe

SL(n,K) ={AeGL(n,K): det A=1} C M (nxn, K) = K""

wird durch das Verschwinden eines Polynoms vom Grad n in den Variablen aj, beschrieben. Hier ist
dann sogar die Inversenbildung ein polynomialer Proze8.

Satz 13.1 Es sei G C G die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements e in der Liegruppe
G . Dann ist G, eine offene Teilmenge, die von G eine Liegruppen—Struktur erbt. G. ist sogar ein
Normalteiler in G, und die Quotientengruppe G /G, ist hichstens abzihlbar. G/ G, steht in einein-
deutiger Korrespondenz zu der Menge der Zusammenhangskomponenten von G ; insbesondere ist jede
solche Komponente diffeomorph zu G, .

Beweis. G hat als Mannigfaltigkeit (mit 2. Abzihlbarkeitsaxiom) héchstens abzéhlbar viele Zusam-
menhangskomponenten, die allesamt offen in G, insbesondere offene Untermannigfaltigkeiten von G
sind.

Damit G, als eine Liegruppe erkannt werden kann, ist nur zu zeigen, daf aus =, y € G, auch zy~! € G,
folgt. Es seien dazu «, O (stetige) Wege in G mit

a(0) =p4(0)=e, al)==,601)=y.
Dann ist a8~ : [0, 1] — G ein Weg mit
af™t(0) = a(0)B71(0) =eet = ¢
und a 371 (1) =zy~!. Folglich ist xy~! € G..

Ist weiter « € G, a: [0, 1] — G, ein Weg mit Anfangspunkt e und Endpunkt z, und ist y € G
beliebig, so ist
yi=yay t:[0,1] — G

20Dies wurde 1900 von HILBERT in seiner berithmten Liste als 5. Problem formuliert; die Losung wurde erst 1952 durch
GLEASON und MONTGOMERY - ZIPPIN erbracht. Siehe z.B.: C.T. Yang: Hilbert’s fifth problem and related problems on
transformation groups; pp. 142146 in: Felix E. Browder (Ed.): Mathematical developments arising from Hilbert problems.
Proceedings of Symposia in Pure Mathematics, Volume XXVIII - Part 1.
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lee=e und v(1) =yzy ! € G.. Also ist G. ein Normalteiler in G'.

ein Weg mit v (0) = e~
Mit demselben Argument folgt: ist U C G offen und zusammenhéngend, so auch die zu U diffeomor-
phen Rechts— bzw. Links-Nebenklassen Uy, yU, y € G fest. Ist nun G = G/G. ={y,: t €1}, s0
hat man mit Urbildern y, in G der Elemente 3, € G bekanntlich

G =l vGe. O

Beispiel. Es ist O(n) = SO(n) UA-SO(n), wenn A ¢ SO (n) eine beliebige orthogonale Matrix
mit Determinante —1 ist, und SO (n) ist die Zusammenhangskomponente des neutralen Elementes
EecO(n).

Bemerkung. Sind G1,...,G, Liegruppen, so erbt auch das kartesische Produkt G = G1 X --- X G,
eine kanonische Liegruppen—Struktur. Mit G ist auch die Gruppe G°P mit unterliegender Menge
|G°P| = |G| und Multiplikation (z, y) +— yz eine Liegruppe. Insbesondere sind (R™, +) und (C", +)
abelsche, d. h. kommutative Liegruppen. Weitere Beispiele sind (R*, -), (C*, -) und (S, ).

Definition. Eine Untergruppe H C G heifit eine offene bzw. abgeschlossene Untergruppe von G, wenn
sie eine offene (abgeschlossene) Teilmenge von G ist. Sie heifit eine Lie—Untergruppe, wenn sie sowohl
eine Untergruppe als auch eine Untermannigfaltigkeit von G ist. Eine Lie-Untergruppe H heifit ein
Lie-Normalteiler, wenn H sogar ein Normalteiler in der Gruppe G ist.

Bemerkung. Offene Untergruppen von Liegruppen sind offensichtlich wieder Lie—Untergruppen. Fiir
abgeschlossene Untergruppen ist dies ebenfalls richtig, aber durchaus nichttrivial. Wir wollen daher auf
den Beweis verzichten; allerdings wollen wir anschlieend noch zeigen, dafl die Bedingung der Abge-
schlossenheit auch notwendig ist. Eine offene Lie-Untergruppe ist somit insbesondere Vereinigung von
Zusammenhangskomponenten, also von G, und (evtl.) einigen Translaten (siche auch Satz 1).

Satz 13.2 FEine Lie—Untergruppe H der Liegruppe G ist notwendig abgeschlossen in G .

Beweis. Wegen der Stetigkeit der Abbildung m : G x G — G in dem Punkt (e, e) gibt es zu jeder
Umgebung V von e eine Umgebung W von e, so dal zq, x0 € W = z120 € W . Wir schreiben
hierfiir einfach W2 C V. Geht man von W noch iiber zu W Ninv™ (W), so sieht man sofort, daf
man zusétzlich W als symmetrisch annehmen kann in dem Sinne, daf§ z=' € W fiir € W. (Man
beachte, da§ die Abbildung inv: G — G invertierbar und gleich ihrer Inversen ist).

Da H als Untermannigfaltigkeit von G lokal abgeschlossen ist, gibt es eine kompakte Umgebung
V von e in G, so dal V N H kompakt ist. Wihle eine symmetrische Umgebung W von e
in G mit W2 Cc V. Ist nun « € H, so ist W eine Umgebung von 2 € G, und folglich gibt
es eine unendliche Folge z; € W N H, die gegen x konvergiert. Schreibt man z; = zw; mit
w; € W, so ergibt sich 2y'z; = wy'w; € W2 N H C V N H. Nun konvergiert die Folge z;'a;
gegen xalx, und da VN H insbesondere abgeschlossen ist, ist :co_lzc € VNH C H unddamit x € H.O

Bemerkung. Verzichtet man auf die Forderung, dal G eine Mannigfaltigkeitsstruktur triagt, so gewinnt
man den allgemeineren Begriff einer topologischen Gruppe. Der vorstehende Beweis macht im ersten
Teil nur von dieser Struktur Gebrauch (im zweiten Teil wird zusiitzlich benotigt, da8 Liegruppen als
Mannigfaltigkeiten auch lokal kompakt sind und dem ersten Abzéhlbarkeitsaxiom geniigen). Insbeson-
dere zeigt der Beweis, dafl jede Umgebung V des Einselementes e in einer topologischen Gruppe G
eine symmetrische Umgebung W mit W2 C V enthilt.

Lemma 13.3 FEine Lie-Untergruppe H C G trdgt eine kanonische induzierte Liegruppen—Struktur.

Beweis. Die zusammengesetzte Abbildung

{HxH dxid v g — @
1

(z ,y) r— (v .,y — zy"
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ist differenzierbar mit Bild in H . Da H eine Untermannigfaltigkeit von G ist, ist auch die Abbildung
H x H — H differenzierbar. O

Bemerkung. Ist H C G eine Untergruppe, so ist H schon dann eine Lie-Untergruppe, wenn H
in der Umgebung eines Punktes hg, also z. B. in hg = e, eine Untermannigfaltigkeit von G
ist. Ist namlich ®; : V — Uy = ®(V) eine Karte mit ®¢(0) = hg, so daB &5 (H N Uy) der
Durchschnitt von V' mit einem linearen Unterraum L C R™ ist, so ist fiir beliebiges hy € H auch
P, = hlhalcbo V- hlhaon eine entsprechende Karte fiir das Paar (G, H) im Punkte h; .

Definition. Lie-Untergruppen von GL (n, K) werden aus naheliegenden Griinden auch Matriz—Gruppen
genannt.

Beispiel. Fiir alle p, ¢ mit p+¢q = n 148t sich das Produkt GL (p, K) x GL (¢, K) als Lie-Untergruppe
von GL (n, K) realisieren, indem man jedem Paar (A, B) von Matrizen in GL (p, K) x GL (¢, K) die

Matrix
A 0
0 B

Fiir festes ¢ € G sind die Abbildungen v, : = — gz, d, :  — zg~' Diffeomorphismen (dies
haben wir weiter oben schon implizit benutzt). Da diese Links— bzw. Rechtstranslationen transitiv
auf G operieren, also jedes Element z € G in jedes andere Element y € G durch eine geeignete
Translation iiberfithrt werden kann, sind Liegruppen G stets rein—dimensionale Mannigfaltigkeiten
(siehe den expliziten Beweis in der obigen Bemerkung).

Fiir die Translationen 7, , d; hat man die Tangentialabbildungen

zuordnet.

(d7g)w : TG,a: — TG,gm s (d(;g)a: : TG’,z — TG,a:g*1 .
Man schreibt fiir v, € T, auch

(dvg)z(Ve) = gz € TG gu, (ddg)z(ve) =: Vs g le TG ug1 -

Es gilt wegen Yg,9, = Ygs © Vg1 5 0g1g2 = 0g, ©dg, und der Kettenregel:
(g291)ve = 92(9102) s va(9192)"" = (vwgy )gr "

—1

Insbesondere ist g (9~ 'v,) = ev, = v,. Ferner hat man (¢; vm)ggl = g1 (vxggl) = g1V, g;l S

To.g1005 -
Satz 13.4 i) Es sei inv(z) =2~'. Dann gilt fir alle x € G, vy, € Tg, -

(dinv)y(vy) = —a Lo, a7t .

ii) Es sei m(z, y) =xy. Dann gilt fir alle z, y € G, vy € Tg, vy € Ty
(dm)(r,y)(vx, Uy) =xvy + VY -

Beweis. i) An der Stelle (xq, yo) ist  +— m(x, yo) die Abbildung 5%1 ,und y — m(zo, y) ist die
Abbildung 7, . Die Aussage ist dann Spezialfall einer allgemeinen Formel fiir Tangentialabbildungen
zu X XY — Z.

i) Esgilt m(x, inv (z)) = e = const. Die Kettenregel und ii) implizieren dann

0=vpa bt + z(dinv),(vse) ,



13 Liegruppen und Liealgebren 121

so daB (dinv),(vy) = —a v, a7t O

Definition. Eine Abbildung v : G — G’ von Liegruppen heifit ein Liegruppen—Homomorphismus,
wenn u ein differenzierbarer Gruppen-Homomorphismus ist. Ist w sogar diffeomorph und ein
Gruppen-Isomorphismus, so heifit u ein (Liegruppen—) Isomorphismus, im Falle G = G’ auch ein
Automorphismus.

Beispiel. Die Translationen sind, aufler wenn g = e, keine Gruppenhomomorphismen und damit kei-
ne Liegruppen—Automorphismen. Dagegen sind die inneren Automorphismen Int(g) : z +— grg~!
Liegruppen—Automorphismen.

Lemma 13.5 Ein Gruppenhomomorphismus u : G — G’ ist schon dann ein Liegruppen—Homomor-
phismus, wenn wu in einer Umgebung von e differenzierbar ist.

Beweis. Fiir g, go € G ist u(g) = u(go)u(gy'g) = Yu(go) ou(gytg), und gg'g liegt nahe e, wenn
g in der Nihe von gg liegt. |

Beispiel. Es sei E ein endlich-dimensionaler Vektorraum (iitber R oder C). Dann ist GL(E),
die Gruppe der invertierbaren linearen Endomorphismen von FE, eine Liegruppe. Ein Liegruppen—
Homomorphismus G — GL (E) heifit eine (lineare) Darstellung von G auf E.

Satz 13.6 i) Ist w: G — G’ ein Liegruppen—Homomorphismus, dann ist u eine Subimmersion
von konstantem Rang, und ker u ist ein Lie-Normalteiler von G . Fir alle x € G, vy € Tg 4
gilt:

dug(vy) = u(z) (due(z™ vy)) .

i) Ist uw: G — G’ ein surjektiver Liegruppen—Homomorphismus, so ist u eine Submersion, und es
gilt
dim G — dim G’ = dim ker u .

Insbesondere ist ein bijektiver Homomorphismus von Liegruppen ein Isomorphismus.

Beweis. i) Man berechnet
(woyg-1)(@) = u(vy-1(x) = ulg™a) = u(g™Hu(@) = Y1 u@) = (e ou) (@),
also u o 7y,-1 = Yy(g-1) o u. Die Kettenregel liefert fiir alle v, € Tg ,, wenn man in dieser Formel g
wieder durch x ersetzt:
(du)e(z™ vy) = u(z)™ (du)z(vy) .
Also hat du konstanten Rang, nimlich rg(du)., und somit ist u eine Subimmersion und der
Normalteiler ker v = u~! (e) eine Untermannigfaltigkeit von G'.

ii) Wire u keine Submersion, so giibe es einen Punkt xg € G und eine Umgebung Uy = U (zg), s. d.
u (Up) nirgends dicht in G’ ist. Fiir beliebiges = € G ist dann (zx5"') Vg eine Umgebung von x, und
es ist

u((zzg') Up) = u(zzg')u (o)

nirgends dicht in G’. Wihle nun eine abzihlbare Verfeinerung {U;};en der Uberdeckung { (z2g*) Vj :
x € G} . Dann ist wegen der Surjektivitit von u

G, = U U(Uj)
JEN

eine abzihlbare Vereinigung nirgends dichter Teilmengen, was offensichtlich?' absurd ist. O

21Djese Kennzeichnung ist keineswegs berechtigt. Wir brauchen hierzu namlich den BAIREschen Kategoriensatz (siehe
z. B. Querenburg, p. 152, Satz 13. 29 (b)).
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Beispiele. det : GL (n, K) — K* ist ein surjektiver Liegruppen—Homomorphismus (K = R, C). Nach
dem vorigen Satz (Abschnitt ii)) ist ker det ein Lie-Normalteiler in GL (n, K) . Da das neutrale Element
in K* die 1 ist, folgt insbesondere:

SL(n,K) ={AeMmxn,K): det A=1}

ist eine Liegruppe (die spezielle lineare Gruppe vom Rang n iiber dem Grundkérper K) von der
Dimension n? — 1. - Man hat stets eine exakte Sequenz von Gruppen:

1—SL(n,K) — GL(n,K) — K* — 1.
Entsprechend hat man die exakte Sequenz
1 —SO(n) — O(n) — Z, — 1

mit der diskreten Liegruppe Zs = {£1}. Man kann somit GL(n, K) und O (n) als semidirekte
Produkte darstellen:

GL(n,K) 2 SL(n, K) x K*, O(n) = SO (n) x Z; .

Auch exp: C — C* ist ein Liegruppen—Homomorphismus, wenn man C mit der Addition und C* mit
der Multiplikation versieht. Der Kern ist isomorph zu Z als diskreter (aber unendlicher) Liegruppe.

Wir kommen nun zu dem Begriff der Liealgebren. Es sei G eine Liegruppe; als Mannigfaltigkeit
besitzt G Riemannsche Metriken h. Eine solche heifit linksinvariant, wenn ~; h = h fiir alle gy € G,
d. h.

h(v1, v2) =t (v1, v2)g = ((dyge)g(v1), (d7go)g(v2) )gog = h(gov1, g2v2) = (gov1, 9202 )gog
fir alle g, go € G, v1, 12 €Tg4-
Lemma 13.7 Es gibt linksinvariante Metriken.
Beweis. Es sei (-, -)e ein beliebiges euklidisches Skalarprodukt auf T .. Dann erfiillt
(v1, v2)g = (g7 v, g7 v2)e, w1, vm € Ta.q
alle Bedingungen. O

Bemerkung. Ist G kompakt, so gibt es sogar biinvariante Metriken.

Definition. Ein Vektorfeld v auf G heiit linksinvariant, wenn g v = v fiir alle g € G'. Diese Forderung
ist sinnvoll, da 7, ein Diffeomorphismus ist, und natiirlich gleichbedeutend mit

v(f) =v(fory), FEC®(G), geq.

Wir bezeichnen mit “T' (G, Tg) den Vektorraum dieser linksinvarianten Vektorfelder (der iiberdies eine
C> (G)-Algebra—Struktur trigt).

Satz 13.8 °T (G, Tg) ist mit der diblichen Lie-Klammer von Vektorfeldern als Operation eine Lieal-
gebra.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass mit zwei linksinvarianten Vektorfeldern v; und vy auch die Klammer
[v1, v2] linksinvariant ist:

[v1, va] (fog) = v1(va(forg)) — v2(vi(fory)) = vi(va(f)) — v2(vi(f)) = [v1, v2](f). O
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Indem man jedes Vektorfeld v an der Stelle e € G auswertet, bekommt man eine R-lineare Abbil-
dung
GP (Gv TG) — TG,e .

Satz 13.9 Die Abbildung T (G, Tg) — Tg.e ist ein R-Vektorraum-Isomorphismus.

Beweis. Es ist zu zeigen: Zu jedem Tangentialvektor v, € T . = g gibt es genau ein linksinvariantes
Vektorfeld v auf G mit v (e) = v.. Wegen der Linksinvarianz der Vektorfelder stimmen zwei solche
genau dann iiberein, wenn sie bei e iibereinstimmen. Man braucht also nur noch die Surjektivitét
nachzuweisen. Es sei dazu a: (—¢, ) — G eine Kurve mit « (0) = e und o' (0) = v, . Setze dann fiir
fec>x(G), geqG:

V(D)) = 5 Fga(d)

t=0

Dies ist nach Definition ein linksinvariantes Vektorfeld, und an der Stelle g = e ist v (f) (e) = v. (f). O

Definition. Man nennt den R-Vektorraum 7T, zusammen mit der durch die obige Isomorphie
induzierten Lie-Klammer die Liealgebra zu G und bezeichnet sie mit g oder auch mit Lie (G).

Beispiel. Mit gl (n, C) wird die Liealgebra von GL (n, C) bezeichnet. Sie besteht, wie man sich leicht
iiberlegt, aus allen n x n—Matrizen mit Lie-Klammer [A, B] = AB — BA. Entsprechend ist sl (n, C)
die Liealgebra von SL (n, C), bestehend aus allen n x n—Matrizen mit verschwindender Spur und der
gleichen Lie-Klammer. Als Vektorraum wird z. B. s[(2, C) erzeugt von den 3 Elementen

(5 8) e (0h) - (0h),

und die Liealgebrastruktur ist vollig bestimmt durch die Relationen

[h, ef] =42eT, [et, e ]=h.

Liegruppen werden schon in starkem Mafle durch ihre Liealgebren bestimmt.

Definition. Zwei Liegruppen G und G’ heifien lokal isomorph, wenn es Umgebungen U, U’ von e bzw.
e/ und einen Diffeomorphismus ¢ : U — U’ gibt, s. d. aus z, y, xy € U folgt: ¢ (zy) = ¢ () ¢ (y)
und entsprechend fiir U’ .

Beispiel. O (n) und SO (n) sind lokal isomorph, aber nicht isomorph.
Fiir den Beweis des folgenden Satzes verweisen wir den Leser auf die Literatur.

Satz 13.10 Die Liegruppen G und G’ sind genau dann lokal isomorph, wenn g und g’ als Liealgebren
isomorph sind.

Beispiele. Neben der Isomorphie o(n) 2 so(n) und &hnliche hat man noch exzeptionelle Isomorphien
wie s[(2, C) 2 s0(3, 1), die einer zweifachen Uberlagerung von Liegruppen SL (2, C) — SO (3, 1)
entspricht. Diese induziert die beriihmte zweifache Uberlagerung SU(2) — SO (3), die z. B. die
Klassifikation der endlichen Untergruppen von SU (2) und SL (2, C) mit der der Symmetriegruppen
der Platonischen Korper in Verbindung bringt.

Die Liealgebra g kann insbesondere nicht zwischen Uberlagerungen unterscheiden. Wir wollen an
dieser Stelle einige Bemerkungen zur Uberlagerungstheorie von Liegruppen einflechten.
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Satz 13.11 Es sei p: G' — G eine zusammenhdingende Uberlagerung der zusammenhingenden Lie-
gruppe G und e' € p~'(e). Dann gibt es genau eine Liegruppenstruktur auf G’ mit Einselement e,
s. d. m ein Liegruppen—Homomorphismus wird. Die Gruppe der Decktransformationen von p kann
mit dem diskreten Normalteiler N’ = p~1(e) = ker p identifiziert werden. Insbesondere besitzt jede
zusammenhingende Liegruppe G eine universelle Liegruppen—Uberlagerung (d. h. mit trivialer Funda-
mentalgruppe) und N’ ist isomorph zu der Fundamentalgruppe von G .

Beweis. BEs ist auch G’ x G' — G x G eine Uberlagerung. Wegen der Liftungseigenschaft von
Uberlagerungen kann man die zusammengesetzte Abbildung m o (p x p) : G’ x G' — G zu einer
Abbildung m’ : G’ x G’ — G’ mit m/ (¢, ') = €’ liften, ebenso fiir inv: G — G . Es folgt dann z. B.
p(m' (¢, inv' ¢')) =m (g, invg) =e und m/(¢/, inv' e’) = m/ (€', ') = €, also wegen der Eindeutigkeit
der Liftung: m’ (¢/, inv' ¢’) = €’ fiir alle ¢’ € G’. Entsprechend beweist man die Assoziativitit der
Multiplikation m’ und die Neutralitit von ¢’ .

Der Rest ist eine Folgerung aus der allgemeinen Uberlagerungstheorie (siche den Anhang zu Kapitel 5).
O

Beispiel. exp : C — C* bzw. die durch ¢ +— exp (it) gegebene Abbildung R — S1 sind die universellen
Liegruppen—Uberlagerungen von C* bzw. S*!.

Beispiel. GL (n, C) und SL (n, C) sind einfach zusammenhingende Gruppen. Die allgemeine lineare
Gruppe ist aber im gruppentheoretischen Sinne nicht einfach fir n > 2, weil sie ihr Zentrum C*E,
als echten Normalteiler enthélt. Auch SL (n, C), n > 2, ist als Gruppe nicht einfach; sie besitzt den
Normalteiler C*E,, N SL (n, C), der mit der Gruppe der n—ten Einheitswurzeln identifiziert werden
kann. Erst

PSL(n, C) := SL(n,C)/C*E, NSL (n, C) & GL(n, C) /C* =: PGL(n, C)
ist gruppentheoretisch einfach, aber nicht mehr einfach zusammenhéngend, da 7o(PSL (n, C)) 2 Z,, .

Man entscheidet sich in der Lietheorie dazu, als die einfachen Objekte die Liegruppen mit
yeinfachen“ Liegalgebren anzusehen, deren Definition wir im Anhang zu diesem Kapitel kurz erldutern
werden. In dieser Definition sind SL (n, C) und PSL (n, C) einfach, nicht aber GL (n, C).

Bemerkung. Die einfachen komplexen Liealgebren werden durch die DYNKIN-Diagramme
(A, B, C, D, E, F, G-Diagramme) klassifiziert (siche den Anhang zu diesem Kapitel). Es lassen
sich zu jeder einfachen Liealgebra auch (sogar einfach zusammenhéngende) Liegruppen konstruieren.
Es stellt sich heraus, dafl diese nur diskrete Normalteiler besitzen, die im Zentrum der Gruppe liegen
(so daB sie also auch im gruppentheoretischen Sinne ,fast“ einfach sind).

Den Abschluf3 dieses Kapitels sollen einige Bemerkungen zur Exponential-Abbildung bei Liegrup-
pen bilden. Man kann diese auch im allgemeineren Rahmen von Riemannschen Mannigfaltigkeiten
einfithren, beno6tigt dann aber zum Nachweis der entsprechenden Eigenschaften tieferliegende differen-
tialgeometrische Konzepte.

Definition. Eine 1-Parameter—Untergruppe von G ist ein Liegruppen—Homomorphismus (R, +) — G .

Beispiel. Bekanntlich ist die Reihe

o0 1 ,
eA:ZaAL, AeM(nxn,K),
n=0

konvergent und definiert deshalb eine Matrix e? € GL (n, K). Man hat e85 =4 .eP | falls A und
B vertauschen. Damit ist die Abbildung t — e*4, t € R, ein Liegruppen-Homomorphismus, also eine
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1-Parameter—Untergruppe, deren Ableitung an der Stelle t = 0 gerade A ist. Ferner ldft sich jedes
Element B € GL (n, K) (mit, im reellen Fall, positiver Determinante) in der Form B = e? schreiben,
so daB die Kurve t — ' die Einheitsmatrix F mit B verbindet. Dies zeigt, da die Liegruppen
GL (n, C) und GL™(n, R) zusammenhingend sind.

Im Allgemeinfall geht man wie folgt vor. Man identifiziert einen vorgegebenen Tangentialvektor
v € Tg,. = g mit dem entsprechenden linksinvarianten Vektorfeld auf der Liegruppe G'. Nach dem
PEANOschen Existenz— und Findeutigkeitssatz gibt es dann lokal um 0 € R (genau) eine Integralkurve
® : (—g,e) - G zu v, d. h. eine differenzierbare Kurve mit ® (0) = e und ®'(t) = v (P (¢)),
insbesondere ®’(0) = v. Setzt man diese Konstruktion auf ein groftmogliches Intervall in R fort, so
gewinnt man eine sogenannte mazximale Integralkurve, die wir mit ®, bezeichnen wollen. Wiederum
mit PEANO ergibt sich leicht der folgende Satz.

Satz 13.12 Die mazimalen Integralkurven ®, sind auf ganz R erklirt und stellen Gruppenhomomor-
phismen dar:
q)v(tl +t2) = (I)U(tl)q)v(tg) .

Hieraus gewinnt man mit ¢ := ®, unmittelbar die Existenzaussage des folgenden Satzes. (Die
Eindeutigkeit ist wieder einfach einzusehen).

Folgerung 13.13 Es sei G eine Liegruppe mit Liealgebra g. Dann gibt es zu jedem Vektor v € g
genau eine 1-Parameter—Untergruppe ¥ : R — G mit ¥ (0) = v.

Definition. Nach Voraussetzung ist &, fiir alle ¢ € R erkldrt. Man setzt
exp v = D,(1)

und hat damit die Exponential-Abbildung
exp: g — G

erklirt. Sie stimmt natiirlich fiir die Liegruppe GL (n, C) mit der oben skizzierten Konstruktion iiber-
ein.

Satz 13.14 Die Exponential-Abbildung ist differenzierbar und erfillt die folgenden FEigenschaften :
i) exp(0) = e;
i) exp(—0) = (exp (1))
iii) exp((s+t)v) = exp(sv) exp (tv).

Beweis. Die Differenzierbarkeit von exp folgt aus der Tatsache, daf§ die Losung von (guten) gewohn-
lichen Differentialgleichungssystemen differenzierbar von den Anfangsbedingungen abhingen. Zu i) ist
nichts weiter zu sagen. Durch Ableitung von @, (At) gewinnt man die Einsicht, daf diese Kurve die
Integralkurve zu Av ist: ®y,(t) = ®,(At). Daraus erhélt man iii):

exp ((s +1)v) = Peyp)o(l) = Pyp(s+1) = Dy(s) - y(t) = Pyr(1) - Prp(1) = exp(sv)-exp(tv) .
Schliefllich folgt ii) aus i) und iii) mit s =—t=1. O

Dieser Satz hat noch eine weitere Konsequenz: Die Exponential-Abbildung liefert kanonische diffe-
renzierbare Koordinaten nahe dem neutralen Element e € G .

Satz 13.15 Es gibt offene Umgebungen V wvon 0 € g und U wvon e € G, s. d. exp: V — U ein
Diffeomorphismus ist.
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Beweis. Wegen des lokalen Umkehrsatzes fiir differenzierbare Abbildungen brauchen wir nur zu zeigen,
dafl das Differential d exp, : Tg0 = g — g = 1, invertierbar ist. Tatséichlich ist es, wovon man sich
leicht iiberzeugt, gleich der Identitét. O

Wir fithren noch eine weitere Folgerung an.

Satz 13.16 Jeder stetige Gruppenhomomorphismus ¥ : R — G ist von der Gestalt 9 (t) = exp (tv)
mit einem festen v € g und damit insbesondere automatisch differenzierbar.

Auch die eingangs zitierte Aussage, daf3 eine abgeschlossene Untergruppe von G notwendig eine

Lieuntergruppe ist, 1i8t sich mit der Exponential-Abbildung belegen. Ein wichtiger Schritt zum Beweis

ist das folgende Lemma??.

Lemma 13.17 Fir jede abgeschlossene Untergruppe H C G ist die Menge
h:={veg:exp(tv) € H firalletcR}

ein linearer Unterraum von g .

227Zum Beweis desselben konsultiere man die angegebene Standardliteratur oder auch das neue Buch: I. Agricola
und Th. Friedrich: Globale Analysis. Differentialformen in Analysis, Geometrie und Physik. Friedr. Vieweg & Sohn:
Braunschweig—Wiesbaden 2001.



Anhang: Klassifikation von einfachen Liealgebren

Definition und Bemerkung. Eine endlich—-dimensionale Liealgebra g heiflt einfach, wenn sie nicht
abelsch ist (d. h. nicht alle Kommutatoren [v, w] verschwinden) und keine nichttrivialen Ideale
besitzt. Dabei ist ein Ideal in g ein Untervektorraum a C g mit [v, w] € a, wenn v € g und w € a.
Die Liealgebra g heifit halbeinfach, wenn sie keine abelschen Ideale auler {0} enthilt. Offensichtlich
sind einfache Liealgebren auch halbeinfach. Desgleichen sind Produkte von einfachen Liealgebren
halbeinfach. Mit Hilfe der KILLING—Form kann man auch die Umkehrung der letzten Bemerkung
einsehen.

Definition. Durch (adv) (w) = [v, w] werden Endomorphismen adv : g — g fiir alle v € g
definiert. Ein Untervektorraum a C g ist genau dann ein Ideal, wenn (adv)(a) C a fir alle v € g.
Weiter ist

B (v, w) = spur (ad v o ad w)

eine symmetrische Bilinearform g x g — R (oder C). Diese heifit die KILLING-Form von g.

Die halbeinfachen Liealgebren lassen sich durch die Killing—Form charakterisieren. Man kann zeigen:
Satz 13.18 Fiir eine endlich—dimensionale Liealgebra g sind die folgenden Aussagen dquivalent :

i) g ist halbeinfach ;

i) die Killing—-Form B st nicht ausgeartet ;

i) g ist eine endliche direkte Summe von Idealen, die als Liealgebren einfach sind.

Die einfachen Liealgebren iiber C werden klassifiziert durch gewisse Matrizen (die CARTAN-
Matrizen) oder durch Wurzelsysteme, die selbst wieder in Form von Diagrammen (DYNKIN- oder auch
COXETER-DYNKIN-WITT-Diagramme) kodifiziert werden konnen. Sie tragen traditionell die Bezeich-
nungen

Anvnzla Bn,’I’LZ2, On7n237 Dnan247 E67E77E87 F47 G2-

Das Diagramm FEjg z. B. hat die folgende Form:

R

Zuden A, B, C, D-Diagrammen gehoren die klassischen Gruppen, zu den restlichen die sogenann-
ten Ausnahme— oder exzeptionellen Gruppen. Die klassischen komplexen Gruppen sind

Ap:SL(n+1,C), B,:S0(2n+1,C), C,:Sp(2n,C), D,:S0((2n,C).

Hierbei sind
On,K)={AcMmnxnK):'"AA=E,}
und
SO (n, K) := O (n, K)NSL(n, K)

die (verallgemeinerten) orthogonalen Gruppen. Die symplektischen Gruppen Sp (2n, K) sind definiert
durch
Sp(2n, K) :={AeM@2nx2nK): ‘AL, A=},

0 E,
-E, 0

wobei I, die Matrix
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bezeichnet. Ist der Grundkorper K der reelle Zahlkorper, so wird der Eintrag R in der Bezeichnung der
orthogonalen und symplektischen Gruppen im Allgemeinen fortgelassen, also nur O (n) bzw. Sp (2n)
geschrieben. Zu den insbesondere in der Physik auftretenden Gruppen O (p, q) siehe Kapitel 15.

Die Liealgebren zu diesen Liegruppen lassen sich einfach bestimmen vermoge des folgenden Lemmas.

Lemma 13.19 Fiir eine Matrizgruppe G C GL (n, K) ist
g=LieG={AeMnxnK): exp(tA) €G firaleteR}.

Hiermit wird z. B.

o, Ky ={AeMmnxnK):'"A+A=0},

also zur Algebra der schiefsymmetrischen Matrizen. Da diese automatisch die Spur Null haben, ist
notwendig auch
50 (n, K) = o(n, K).

Ganz entsprechend gewinnt man die Beschreibung
sp(2n, K) = {AeM2nx2n,K): "AlL, + L, A=0},
Bemerkung. Es sei jedoch noch einmal betont, dal ganz im Gegensatz zu der obigen Reihenfolge der

Darlegungen bei der Klassifikation der einfachen Liegruppen erst die einfachen Liealgebren bestimmt
werden und dann erst die zugehorigen Liegruppen.

Auch die einfachen reellen Liegruppen lassen sich bestimmen. Hier hat man sogenannte kompakte
reelle Formen. Fiir die klassischen Gruppen sind dies

SU(n+1), SO(2n+1), Sp(2n), SO(2n).

Eine weitere differentialgeometrische Anwendung der Klassifikation ist die Bestimmung der sogenannten
symmetrischen Rdume.
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Es sei jetzt G x X — X eine (differenzierbare) Linksoperation einer Liegruppe G auf einer Man-
nigfaltigkeit X 23. Wir bezeichnen die kanonische Quotientenabbildung von X in den Bahnenraum
G\X ={[z]=Gz: ze€ X} mit

m: X — G\X
und versehen G \X mit der Quotiententopologie; darin ist eine Menge V' C G'\X genau dann offen,
wenn 7~ 1(V) C X offen ist. Insbesondere ist 7 eine (surjektive) stetige Abbildung. Sie ist aber auch
offen, denn mit U C X ist

@) = JgU

geG

offen. Ferner ist eine Abbildung f: G\X — Y, Y ein topologischer Raum, genau dann stetig (offen),
wenn die Komposition f o7 stetig bzw. offen ist.

Beispiel. Es sei X =R, G = (R*,:), G x X > (¢, z) — tr € X. Dann besteht G\X genau aus
den Bahnen [0] = {0} und [1] = [z] = R*, x # 0, also aus zwei Elementen, und jede Umgebung
von [0] = {0} enthdlt auch [1], d. h. der Quotientenraum G\X ist nicht hausdorffsch. Dieses
Phénomen, daf Bahnen im Abschluff anderer Bahnen auftreten, miissen wir ausschliefen, damit G\ X
iiberhaupt mit einer ,verniinftigen“, d. h. hausdorffschen Topologie versehen werden kann.

Topologisch ist klar, was man dazu voraussetzen muB. Ist G \X hausdorffsch, so ist notwendig die
Diagonale

A ={([z] [z]): [z] € G\X} C (G\X) x (G\X)
abgeschlossen und umgekehrt. Also muf3 auch
R = (mxm) ™ (A) c X xX

abgeschlossen sein. R ist gerade der Graph der durch G gegebenen Aquivalenzrelation (z1, 3) €
¢R <<= [z1] = [22] < 22 = g1 mit einem Element g € G. In dem obigen Beispiel ist

cR = R*xR*)U{(0,0)} c RxR

nicht abgeschlossen.

Wir wollen aber noch mehr: G\X soll eine Mannigfaltigkeit werden, und wir wollen zusdtzlich
verlangen, da 7 : X — G\X eine Submersion wird. Dann ist auch 7x7: X x X — (G\X) x (G\X)
eine Submersion, A C (G\X) x (G\X) ist eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit und damit auch

R = (mrxn)™HA) c X xX.

Folgerung 14.1 Damit G\X mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen werden kann, so daf§ m :
X — G\X eine Submersion wird, ist notwendig, daf$ der Graph der Aquivalenzrelation

cR C X xX
eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit ist.

Definition und Bemerkung. Wir bezeichnen diese notwendige Bedingung fiir den Rest des Kapitels mit
(). Wir skizzieren weiter unten Schritte zum Beweis dafiir, daf} sie auch hinreichend ist.

Beispiel. Die Bedingung () ist i. a. nicht einmal fiir endliche Gruppen erfiillt. Es sei z. B. G = Zs =
{£1} C R* und X =R mit der Aktion wie im obigen Beispiel. Dann ist

¢R = {(x1, 22) ERXR: o = da71}

23Siehe den Anhang zu diesem Kapitel in Bezug auf die allgemeine Theorie der Gruppenoperationen.




130 14  Operationen von Liegruppen auf Mannigfaltigkeiten

zwar abgeschlossen in X x X, aber keine Untermannigfaltigkeit. Also ist der topologische Raum
Z>\R ein Hausdorff-Raum, kann aber nicht mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur versehen werden.
Der ,storende“ Punkt in diesem Beispiel ist (z1, 3) = (0, 0). Fiir die Isotropiegruppen gilt hier
G,={1}, 2 #0, Gog = Z2, d. h. die Operation ist nicht frei im Nullpunkt (siche Anhang).

Unter gewissen zusétzlichen Voraussetzungen ist die Bedingung () automatisch erfiillt. Wir geben
dazu die folgende

Definition. Eine Gruppe G operiert eigentlich diskontinuierlich auf dem (hausdorffschen) topologischen
Raum X, wenn die Menge {g € G : g(K)NL # 0} endlich ist fiir alle kompakten Teilmengen
K, L C X. Insbesondere miissen dann alle Stabilisatorgruppen G, endlich sein. Man beachte, dafl
endliche Gruppen G stets eigentlich diskontinuierlich operieren.

Beispiel. Das (ganzzahlige) Gitter Z x 7 operiert auf C durch Translationen vermoge (m, n, z) —
z +m + ni. Diese Operation ist (frei und) eigentlich diskontinuierlich. Der Quotient Z x Z\C ist ein
zweidimensionaler reeller Torus.

Satz 14.2 Operiert die Gruppe G frei und eigentlich diskontinuierlich, so ist die Bedingung (%) erfillt.

Beweis. Ubungsaufgabe.

Entscheidend ist nun der folgende

Satz 14.3 Ist fiir die Operation Gx X — X der Graph gR eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit
von X x X, so lafit sich der Quotientenraum G\X (eindeutig) so mit einer Mannigfaltigkeitsstruktur
versehen, daf$ die kanonische Projektion w: X — G\X eine Submersion wird.

Wir werden den Beweis nicht durchfithren. Er basiert auf dem folgenden Satz, den man aus nahelie-
genden Griinden auch als den Scheibensatz bezeichnet. Man nennt die darin auftretende Untermannig-
faltigkeit S eine Scheibe (englisch: ,slice®). Sie parametrisiert (lokal) die Bahnen Gz .

Satz 14.4 Es sei (%) erfillt. Dann gibt es zu jedem xog € X eine Umgebung U = U (xy), eine Unter-
mannigfaltigkeit S C U mit xg € S und eine Submersion s: U — S, so daff

(x,s) e UxS)NgR < s = s(z) .

Definition. Existiert fiir eine Linksoperation G x X — X eine solche Mannigfaltigkeitsstruktur auf
G\X ,ist also gR C X x X eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit, so nennen wir den Quotienten
die Bahnenmannigfaltigkeit oder Orbit—Mannigfaltigkeit von X unter der Wirkung von G .

Als erste Anwendung untersuchen wir die Linksmultiplikation auf G durch eine Lie-Untergruppe
H.

Satz 14.5 Ist H C G eine Lie-Untergruppe von G, wobei H wvon links auf G durch die Multiplikation
H x G — G operiere, so ezistiert der Raum H\G der H—Rechtsnebenklassen als Bahnenmannigfal-
tigkeit. Die Gruppe G operiert kanonisch von rechts auf diesem, und es gilt

dim (H\G) = dim G — dim H .
Ist H sogar ein Normalteiler in G, so ist H\G = G/ H eine Liegruppe.

Beweis. Es ist R = {(v,y) € GxG:y€ Hx},d h (z,y) € R <= 2 'y € H. Nun ist die
Abbildung (z,y) — 2~ 'y von G x G — G eine Submersion (Teil ii) in Satz 13.6) und folglich das
Urbild von H C G, also R, eine Untermannigfaltigkeit von G x G. Da H C G abgeschlossen ist, so
ist auch R abgeschlossen. — Den Rest iiberlassen wir dem Leser. (]
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Beispiel. G sei eine Liegruppe, H C G ein diskreter Normalteiler. Dann ist G — G/ H eine
differenzierbare Uberlagerung von Mannigfaltigkeiten.

Im Anhang zeigen wir, daf} es bei einer Linksoperation G x X — X zu jedem = € X eine kanonische
Bijektion p: G/ G, — Gz gibt, die das folgende Diagramm kommutativ macht (hierbei ist G, die
Stabilisatorgruppe von G in z):

G

G/ G, -Gz

b

Existiert der Quotient G\X als Bahnenmannigfaltigkeit, so sind tatséchlich alle Ridume in diesem
Diagramm auf kanonische Weise mit der Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit versehen,
und die in Rede stehende Bijektion p ist ein Diffeomorphismus. Wir zeigen genauer den folgenden

Satz 14.6 Euzistiert der Quotient G\X als Bahnenmannigfaltigkeit, so hat man die folgenden Aussa-
gen:

i) G, ist eine Lie-Untergruppe von G

ii) die kanonische Projektion ¢ won G in die Bahnenmannigfaltigkeit G/ G, ist eine surjektive
Submersion von konstantem Rang ;

iii) die Bahn Gz ist eine Untermannigfaltigkeit von X ;
iv) die Projektion p: G — Gz ist eine surjektive Submersion von konstantem Rang ;
v) die Abbildung p: G/ G, — Gz ist ein Diffeomorphismus.

Beweis. Da der Bahnenraum G\X als Mannigfaltigkeit existiert, ist mit der Projektion = : X —
G\X jede Faser 7! ([z]) = Gz, also jede Bahn, eine Untermannigfaltigkeit von X, da m nach
Voraussetzung eine Submersion ist. Dies beweist iii). Betrachte als ndchstes bei festem z € X die
Abbildung p=p, : G — X, h— hz. Fiir jedes g € G hat man dann ein kommutatives Diagramm

Vg

G G

p p

X X

Pg

und damit das kommutative Diagramm von Tangentialraumen

(d'Yg)e

TG, e TG7 g
(dp)e (dp)g
TX T TX, gz

7 (dpg)e
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Die waagerechten Abbildungen sind Isomorphismen, da v, und ¢4 Diffeomorphismen sind. Also ist
der Rang von dp konstant und damit p : G — X eine Subimmersion von konstantem Rang, womit
G, = p~!(z) eine (abgeschlossene) Untermannigfaltigkeit von G und als Untergruppe sogar eine Lie-
untergruppe von G wird und auch i) abgehakt werden kann. Da p als Abbildung G — G x surjektiv
ist, ist p als solche eine Submersion von konstantem Rang. Da ii) nunmehr nach Satz 5 automatisch
erfiillt ist, brauchen wir uns nur noch um v) zu kiimmern. Da Submersionen offene Abbildungen sind,
folgt aus unseren Ausfiihrungen iiber die Quotiententopologie zu Anfang des Kapitels unmittelbar, daf3
die bijektive Abbildung p stetig und offen ist, also auch ihre Umkehrabbildung diese Eigenschaften
besitzt. Wegen des lokalen Umkehrsatzes braucht man damit nur noch die Differenzierbarkeit von p zu
zeigen. Dies folgt aus einem allgemeinen Resultat, das wir anschlieffend formulieren und beweisen. O

Satz 14.7 Ist in dem kommutativen Diagramm

bS]

von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten und stetigen Abbildungen q eine surjektive Submersion, so ist
P genau dann differenzierbar, wenn dies auf p zutrifft.

Beweis. Wir brauchen nur einzusehen, dal p differenzierbar ist, wenn p diese Eigenschaft hat. Da
Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist, diirfen wir annehmen, dal Z von der Form X x W ist
und ¢ die Projektion auf den ersten Faktor bezeichnet. In entsprechenden lokalen Koordinaten (z, w)
ist dann

p(l‘, w) = ﬁ(l’),

d. h. p héingt nicht von den w-Variablen ab und ist somit genau dann differenzierbar, wenn p
differenzierbar ist. O

Bemerkung. Man kann einen Teil der Aussagen in Satz 6 auch unter schwéicheren Bedingungen erhalten
(siehe z. B. [14], Band 3, Satz 16.10.7): Die Existenz des Diffeomorphismus

p: G/G, — Gz
ist schon dann gesichert, wenn man von dem Orbit Gz nur weif}, daf§ er lokal abgeschlossen in X ist.
Wir notieren abschlieSend noch den einfach zu beweisenden

Satz 14.8 FEuistieren die Bahnenmannigfaltigkeiten G\X, G'\X', so existiert auch der Quotient
(G x G"\(X x X') des Produktes als Bahnenmannigfaltigkeit, und es gilt

(GxGH\(X x X') = (G\X) x (G'"\X) .
Bemerkung. Es wird dem Leser aufgefallen sein, daf§ in allen Symbolen, die im Zusammenhang mit

einer Linksoperation der Gruppe G eingefiihrt wurden, der Buchstabe ,,G“ stets auf der linken Seite
steht: Gz, G\X, G/ G, .




Anhang: Gruppenaktionen

Wir besprechen in diesem Anhang die allgemeine Theorie der Gruppenaktionen oder Gruppenwirkun-
gen. Es sei X # () eine beliebige Menge und G eine Gruppe. Wir wollen die Aussage prizisieren, daf3
G als eine Gruppe von Automorphismen auf X wirkt.

Definition. Eine (Links—) Operation von G auf X (oder Operation von links) ist eine Abbildung
{ GxX — X
(9, 2)—g-x

mit e-z = und (g192) ¢ =g¢1- (g2 - ) fiir alle z € X und alle g1, g2 € G.

Entsprechend ist eine Operation von rechts eine Abbildung
{ X xG— X
(x , g9)—a-yg

mit z-e=x und z-(g9192) = (x-91) - g2 -

Beispiel. Es bezeichne Aut X die Menge aller bijektiven Abbildungen ¢ : X — X mit der Aktion
{ Aut X x X — X
(o, 2) — ¢(z).
Dann ist die Bedingung fiir eine Linksoperation erfiillt (mit e = idx ), wenn man die Verkniipfung in
Aut X durch
P1P2 = P1O0$2

definiert. Wir werden i. f. diese Gruppenstruktur von Aut X (auch fiir Untergruppen) zu Grunde legen.

Im Prinzip kann man sich auf Linksoperationen beschréinken. Dies folgt aus dem nachstehenden Lem-
ma. Da aber oft Rechts- und Linksoperationen derselben Gruppe gleichzeitig nebeneinander auftreten,
und zwar in natiirlicher Weise, sollte man beide Begriffe zur Hand haben.

Lemma 14.9 Jede Links— (bzw. Rechts—) Operation von G auf X entspricht in eineindeutiger Weise
einer Rechts— (bzw. Links—) Operation von G°P .

Beweis. Es bezeichne * die Gruppenverkniipfung auf G°P, also g2 * g1 = g1 92, 91, 92 € |G| = |G°P|.
Dann ist das Einselement e € G auch neutral in G°P | und ist eine Linksoperation (g, ) — g -z von
G x X gegeben, so definiere man X x G°°® — X durch xxg=g¢-z.Esgilt dann zxe = e-z =z
und, wie gewiinscht,

rx(g1*xg2) = (g1*xg2)x = (9291)T = g2(917) = (x*g1) *x g2 - O

Bemerkung. Will man also Aut X auf X von rechts operieren lassen, so mufl man eigentlich genauer
(Aut X)°P betrachten, d. h. die Menge Aut X mit der Verkniipfung ¢ o = @2 0 ¢1 versehen.
Bemerkung. Die Abbildung x — z~! ist ein Gruppen-Isomorphismus von G nach G°P. Will man aus
einer G—Linksoperation eine G—Rechtsoperation machen, so mufl man folglich

T*xg 1= g_lx
setzen. Es ist von daher nicht verwunderlich, dafl beim Zusammentreffen von Operationen verschiedener
Héndigkeit und dem Bemiihen, sie auf eine Seite zu ziehen, die Inversenbildung auf natiirliche Weise
ins Spiel kommt.
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Satz 14.10 Es sei G x X — X eine Linksoperation. Dann wird fiir jedes g € G durch

pg (1) = g
ein Element ¢4 € Aut X definiert, und die Abbildung

.{G—>AutX
L g —  ¢g

(%)

ist ein Gruppenhomomorphismus. Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismus (%) eine Links-
operation G x X — X durch (g, ) — ¢4 (z) = g-x.

Beweis. Es gilt fir alle z € X, g1, g2 € G:

Pargs () = (9192) - = g1+ (927) = @y, (Pg, (7)) ,

also @g, 9, = Qg, © @g, . AuBerdem ist ¢. = idy . Somit ist insbesondere

Pg1 0Py = Pgmig = pe = ldx
d. h. ¢ € Aut X und (pg) ' = ¢,-1 . Der Rest ergibt sich von selbst. O

Bemerkung. Rechtsoperationen von G auf X entsprechen nach demselben Muster Gruppenhomomor-
phismen
G — (Aut X)°® oder G°° — Aut X .

Hat nun X noch mehr Struktur, so wird man verlangen, dal die Abbildung ¢ : G — Aut X ihr
Bild in einer geeigneten Untergruppe von Aut X hat. Ist z. B. X ein topologischer Raum, so sagt
man, G operiere auf X vermoge G x X — X durch Homéomorphismen, wenn ¢ (G) C C°(X, X),
oder entsprechend - bei einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X - durch Diffeomorphismen, wenn
v (G) C C=(X, X), und schlieBlich, bei einem Vektorraum E, linear, wenn ¢ (G) C GL(E). Nun
kann aber auch G noch mehr Struktur besitzen, und man mochte dann gegebenenfalls erreichen, dafl
die Abhéngigkeit des Automorphismus ¢, von g noch eine Rolle spielt. Dies driickt sich am besten
durch die urspriingliche Definition aus.

Definition. Hat man fiir eine Liegruppe G und eine Mannigfaltigkeit X eine differenzierbare Linksope-
ration G x X — X | so sagt man, G operiere als Liegruppe (oder differenzierbar) auf X . Insbesondere
ist dann ¢, € C*>°(X, X) fiir alle g € G. Aber man hat zusétzlich noch differenzierbare Abhéngigkeit
von g € G!

Eine Gruppe (speziell eine Liegruppe) G operiert auf sich selbst in vielfiltiger Weise. Man hat z. B.
die Multiplikation m : G x G — G und kann diese als Abbildungen

G x |G| — |G| bzw. |G| xG — |G|

auffassen, die man sofort als Links— bzw. Rechtsoperation von G auf |G| entlarvt. Im ersten Fall ist
dann fiir g € G, z € |G|:

Py () = gv = 'Vg(x) ,also g =4
die Linkstranslation mit ¢, und entsprechend ist im zweiten Fall die zugeordnete Abbildung die Rechts-
translation d,-1 mit g. Schreibt man die Konjugation in der Form |G| x G — |G|, (z, g) — g ' zyg,
so ist auch dies eine Operation (von rechts). Sie wird eine Operation von links, wenn man stattdessen
(g9, ©) — gz g~ ! betrachtet.

Ist nun wieder G x X — X eine beliebige Linksoperation, so hat man eine natiirliche Aquivalenz-
relation auf X :
Tig~ Ty <= dge G mit zy = g-x7 .
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Die Aquivalenzklassen [z] sind dann die Bahnen
[z] =Gz ={y=9g-z:g€G}

eines Elements = unter der Aktion von G. Man nennt [z] = Gz auch den Orbit von z unter der
Aktion von G, und
G\X =X/g~={[z]:zeX}

den Bahnenraum oder Orbitraum von X nach G . Hat man eine Rechtsoperation, so bezeichnet man
die Bahnen sinnvollerweise mit # G und den Bahnenraum mit X/ G.

Beispiel. Ist H C G eine Untergruppe, so liefert die natiirliche Links-Wirkung H x |G| — |G| von H
auf G durch Multiplikation die Bahnen Hz, die man in der Gruppentheorie als Rechts—Nebenklassen
bezeichnet. Somit ist in diesem Spezialfall

H\G={Hz:2€G}.
Entsprechend ist G/ H die Menge der Links—Nebenklassen.

Fiir jede Bahn G x ist die Abbildung G — Gz, g — gx, surjektiv nach Definition. Man bilde nun
G,={9g€G: g -z=ux}. Wir sehen schnell, dal G, C G eine Untergruppe von G ist: Fiir g € G,
folgt aus g-x = x sofort g7t -2 = g7l (g-2)r = e-x = x,also g~! € G, . Entsprechend ist fiir
g1, g2 € G, auch (g1¢92) ¢ = ¢g1-(92-) = g1 -« = x, also g1 g2 € G, . Damit ist G, tatsichlich
eine Untergruppe von G .

Definition. G, heifit die Stabilisatorgruppe oder Isotropiegruppe von G im Punkte xz € X .

Satz 14.11 Liegen x1 und x2 in derselben Bahn, so sind Gz, und G, in G konjugiert, insbesondere
isomorph. Man hat fiir alle x € X eine kanonische Bijektion zwischen der Menge der Linksnebenklassen

G/ G, und der Bahn Gx.
Beweis. Es gelte x1g ~ x2, also xo =h-x1, h € G. Ist dann g € G, , so ist
(hgh™) 29 = (hg) - 21 = h-(gx1) = h- 21 = 29,
also hgh™! € G, . Dieses Argument funktioniert auch in der umgekehrten Richtung, so daf
hGy h™' = G, .
Ist weiter g =g G, € G/G,, also g={gh: h € G, }, so gilt wegen
(gh) -z =g-(h-z) =g-z,

daf} die Abbildung G — G z iiber die (surjektive) Quotientenabbildung G — G/ G, faktorisiert. Somit
gewinnen wir eine Abbildung

G/G, — Gz
g +r—gzr,
die automatisch surjektiv ist. Sie ist aber auch injektiv: Ist ndmlich ¢; x = g2 x, so folgt
(97 92) 2 =g7"(g2-2) = gy " (qu2) = e-2 =2,

also gflgg € Gy, d. h. g € g1 G, und damit g3 = g71. O

Die triviale Operation G — {idx } C Aut X zeigt, dafi Gruppenoperationen sehr ,ineffektiv* sein
konnen.
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Definition und Bemerkung. Eine Linksoperation G x X — X heifit effektiv, wenn ¢ -x = z fiir alle
x € X zur Folge hat, dal g = e. Man sieht unmittelbar, daf3 diese Bedingung zu der Injektivitit
der kanonischen Abbildung ¢ : G — Aut X &quivalent ist. Es ist somit klar, dafli man aus jeder
Gruppenoperation von G auf X eine effektive Operation von G = G/ ker ¢ (mit den gleichen
Bahnen) machen kann.

Folgerung 14.12 Ist X endlich und operiert G effektiv auf X , so ist auch G notwendig endlich.

Denn dann ist G Untergruppe der endlichen Permutationsgruppe Aut X . O

Es sei nun G fiir einen Moment endlich, X beliebig. Dann ist auch jede Bahn Gz endlich, und es
gilt der folgende

Satz 14.13 (Lagrange) Fiir alle x € X gilt
ordG = ord Gy -ordGx .

Beweis. Nach dem vorigen Satz ist ord Gz = ord (G/ G,) . Nach einem Satz von LAGRANGE ist aber
fiir eine beliebige Untergruppe H von G die Ordnung ord H ein Teiler von ord G, und ord G/ ord H
ist die Anzahl der Links—Nebenklassen gH . (]

Beispiel. Es sei G die Symmetriegruppe des Ikosaeders. Dann ist
ordG = ordG, -ordGx = 5-12 =3-20 = 2-30,

je nachdem, ob man fiir =z einen FEckpunkt, einen Fldchenmittelpunkt oder einen Kantenmittelpunkt
wéhlt. Tatséchlich ist G = 25 .

Offensichtlich liegt eine spezielle Situation vor, wenn stets G, = {e} ist, d. h. wenn ¢g-z =2 nur
fiir g = e moglich ist.

Definition. Die Operation G x X — X heifit frei (oder genauer: fizpunktfrei), wenn fiir alle x € X
und g € G aus g-x =z folgt,daBl g=e.

Beispiel. Ist X = |G| und G x X — X die Operation von G durch Linkstranslation auf sich selbst,
d. h.

(9, x) — gz,
so gilt gx =z fiir ein € X = |G| genau dann, wenn g = e. Also ist die Linkstranslation, ebenso wie
die Rechtstranslation, eine freie Operation.

Bemerkung. Ist G x X — X eine Operation von G auf X, und ist H C G eine Untergruppe, so
wird hierdurch offensichtlich eindeutig eine Operation H x X — X induziert. Ist die urspriingliche
Operation frei, so auch die von H .

Beispiel. Es sei w € C, Imw >0, und T' = {ny +nsw : ny,ne € Z}. T operiert auf C vermoge
(v, 2)— z+7, z€ C, v €I'. Man sieht sofort, dal I" frei auf C operiert.

Satz 14.14 Operiert die endliche Gruppe G frei auf X , so haben alle Bahnen Gz die gleiche Kar-
dinalitit ord G .

Beweis. Wegen G, ={e} und G = G/G, = Gz trivial. O

Beispiel (RuBiks Wiirfel). Es sei X die Menge aller denkbaren Muster auf dem klassischen 3 x 3 X
3—Wiirfel (bei festgehaltenem zentralen Achsenkreuz), d. h. die Menge aller moglichen Muster nach
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,mechanischem Auseinandernehmen“ und willkiirlicher erneuter Zusammensetzung unter Beibehaltung
der rdumlichen Lage des aus den ,Fldchenmittelteilen“ bestehenden ,Gerippes“. Man iiberlegt sich
leicht, dafl dies eine endliche Menge der Ordnung N ist, wobei

N =(8:-3)(7-3)-...-(1-3)-(12-2)- (11-2)-...-(1-2) = 8 - 38 . 12! . 212
= 519.024.039.293.878.272.000 .

Die (effektiven) Spielziige auf dem Wiirfel bilden offensichtlich eine (endliche) Gruppe G. Es ist (zu-
mindest anschaulich) klar, dafl G frei operiert. Also haben alle Orbiten die gleiche Linge ord G, die
ein Teiler von N sein muf}. Insbesondere ist ord G die Anzahl der Muster, die man aus der Ausgangs-
stellung durch erlaubte Spielziige erzielen kann, also nur durch Drehen der Seitenflichen (und nicht
durch Auseinandernehmen und Zusammensetzen). Wir miissen zur Bestimmung derselben die Méchtig-
keit des Bahnenraumes X/ G berechnen. Nun ist jeder elementare Spielzug eine ungerade Permutation
der ,Eckenkubies® und ,Kantenkubies“ gleichzeitig. Dies impliziert, da} wir mindestens zwei solcher
Bahnen haben miissen. Ahnliche Uberlegungen zeigen, daB bei Festhalten von 7 Eckenkubies die Ori-
entierung des achten festgelegt ist und bei Festhalten von 11 Kantenkubies auch die Orientierung des
zwolften. Damit haben wir insgesamt mindestens

2-3-2=12

Bahnen. Mit elementaren Gruppenoperationen wie Konjugation und Kommutatorbildung iiberlegt man
sich leicht, dal X genau in diese 12 Bahnen zerfllt, womit man auch ein algorithmisches Verfahren zur
Wiederherstellung des Grundmusters gewinnt. Oder anders ausgedriickt: Wird der Wiirfel willkiirlich
zusammengesetzt, so ist die Wahrscheinlichkeit, ihn wieder durch erlaubte Spielziige in die Ausgangs-
stellung zuriickfithren zu kénnen, gleich 1/12. Insbesondere ist die Anzahl der erzielbaren Muster auf
Rubik’s Wiirfel gleich

ordG = N/ 12 = 43.252.003.274.489.856.000

(in Worten: 43 Quadrillionen 252 Trilliarden 3 Trillionen 274 Milliarden 489 Millionen 856 Tausend).

Mittelteil (Achse fixiert)

Kantenkubie

Eckenkubie

Figure 14.1
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Die Liegruppe G operiere nun von links (differenzierbar und) transitiv auf X, d. h. fiir alle z, y € X
existiert ein ¢ € G mit gz = y. Der Relationengraph ¢ R der Operation ist dann gleich X x X | so
daf} die Bedingung (*) aus dem letzten Kapitel erfiillt ist. Wir kénnen somit die Hauptergebnisse des
letzten Paragraphen anwenden und insbesondere schlieflen, dafl als differenzierbare Mannigfaltigkeiten
mit G-Linksaktion

X ¢ G/G,

gilt, wobei auf der rechten Seite G, die Stabilisatoruntergruppe eines beliebigen Punktes x € X
bezeichnet und G/ G, die Bahnenmannigfaltigkeit der Linksnebenklassen von G, in G mit der
kanonischen G-Linksaktion (siche Satz 14. 6).

Definition. Eine Mannigfaltigkeit X mit einer solchen Gruppenaktion heifit ein homogener Raum.

Es ist das Hauptanliegen dieses Kapitels, einige klassische Mannigfaltigkeiten vorzustellen und
als homogene Riume zu erkennen, also in der Form G/G, darzustellen. Wir beginnen mit einigen
einfachen Beispielen.

Beispiele. 1. Es sei X = A™ der n—dimensionale affine Raum, auf dem die Gruppe T der Translationen
transitiv operiert. T ist eine abelsche Lie-Gruppe, die mit der additiven Gruppe von R"™ identifiziert
werden kann. Nach Wahl eines festen Punktes x € A™ hat man dann eine kanonische Isomorphie
A™ =2 T also die iibliche Identifikation von A™ mit R™.

2. Es sei E™ der n-dimensionale euklidische Raum. Auf diesem operiert - nach Wahl eines festen
Punktes x € E™, wodurch der euklidische Raum mit dem euklidischen Vektorraum R™ identifiziert
werden kann - die Gruppe G = O (n, R) . Diese Wirkung ist jedoch nicht transitiv, da sie einen Fixpunkt
besitzt. Die Einschrinkung der Wirkung auf die Einheitssphire S"~' C R™ ist dagegen transitiv. Es sei
x € S fest gewihlt, und es bezeichne E, = R"~! die zu x senkrechte Ebene durch den Ursprung,
die wir mit der induzierten euklidischen Struktur versehen. Die Stabilisatoruntergruppe G, ist dann
offensichtlich isomorph zu der orthogonalen Gruppe von E, , also zu O (n — 1, R). Wihlt man speziell
x als den ,Nordpol“ der Sphire, also = = (0,...,0,1) € R, so wird auf diese Weise O (n — 1, R) als
Untergruppe von O (n, R) derart realisiert, dafl man ihre Elemente A auffafit als die Matrix

A 0 o R
(O 1)6 (n, R).

Es folgt fiir S”~! die Beschreibung als homogener Raum in der Form
S"t = 0(n,R)/ O(n—1,R).

Wir wollen dieses Beispiel im folgenden als Prototyp zur Konstruktion weiterer wichtiger homogener
Raume heranziehen. Es sei dazu V ein endlich—dimensionaler reeller Vektorraum der Dimension n,
und Sy = S5 V* bezeichne den Vektorraum der symmetrischen Bilinearformen

B:VxV —R.

Aus der Beschreibung solcher Bilinearformen durch symmetrische Matrizen haben wir schon frither die
Dimensionsformel

1
dim Sy V* = 5n(n+1)

gewonnen. Als endlich—dimensionaler Vektorraum triagt Ss V* eine kanonische Topologie (unabhéingig
von einer gewihlten Norm).

Wir wollen nun die Teilmenge aller symmetrischen Bilinearformen mit fester Signatur untersuchen.
Wir setzen daher fiir fest gewéhlte p, ¢ mit p+q < n:

SP4 = {B € Sy V*: B hat die Signatur (p, q) } .
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Betrachten wir nur die nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearformen, d. h. die Riume S%? mit
p+ g =n, so bilden diese tatsidchlich Mannigfaltigkeiten aufgrund des nachfolgenden Lemmas.

Lemma 15.1 Fir alle (p, q) mit p+q=n ist S5 eine offene Teilmenge von S V* .

Beweis. Zu vorgegebenem By € Sy gibt es eine Zerlegung V =V, & V_ von V in Unterrdume der
Dimension p bzw. g, s. d. By auf Vi positiv definit und auf V_ negativ definit ist. Fiir eine beliebige
Norm || - || auf V ist dann mit geeigneten Konstanten a >0, b > 0:

Bo(v,2) > alla|?, ¢ €Vy, Bo(w, ) < -blla|?, acV_

Ist nun C' eine hinreichend ,kleine“ Form, d. h.
1, )
|C(z, 2)| < 5 inf(a, b) |z
auf der Einheitssphére in V' (und damit auch auf ganz V'), so folgt fiir B = By + C', daf}
1 2 1 2
B(x, z) > §a||sc|| ,xeVy, B(z,z) < —§b||x|| , xeV_
Wegen des Sylvesterschen Trégheitssatzes hat auch B die Signatur (p, q). (Il

Nachdem wir eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf den S5? gefunden haben, benétigen wir eine ge-
eignete Gruppenoperation. Die Gruppe GL (V) operiert auf So V*: Ist B € SoV* und g € GL(V),
so definiere man

(9 B) (v1, v2) = B(g " v1, g~ va) .

Wegen des Satzes iiber die Hauptachsentransformation und dem Sylvesterschen Trégheitssatz sind genau
die S5'? die Bahnen dieser Aktion. Insbesondere operiert die Gruppe GL (V) transitiv auf jedem dieser
Réume, womit sie schon als homogene Riume (im Falle p+¢ = n) erkannt sind. Aus Satz 14.6 gewinnt
man die Beschreibung

SH? >~ GL(V)/GL(V)g

mit der Stabilisatoruntergruppe
GL(V); ={9geGL(n,R): ¢yB=B}

eines beliebigen Elementes B € S5'? und die Dimensionsformel
. 2 1 ].
dim GL(V)z = n fin(n+1):§n(n—1).

Schreibt man die Bedingung g B = B mit Hilfe der Definition der Gruppenwirkung von GL (n, R) auf
Bilinearformen aus, so erhélt man

GL(V)g = {g€GL(n,R): B(gv1, gv2) = B (v1, v2) fiir alle v, v, € V' } .

Man nennt diese Gruppe daher auch die orthogonale Gruppe zu der nichtausgearteten Bilinearform B
und bezeichnet sie mit O (B) . Die gewdhnliche orthogonale Gruppe tritt als Spezialfall der orthogonalen
Gruppe zu dem euklidischen Standard—Skalarprodukt auf.

Eine ausgezeichnete symmetrische Bilinearform mit Signatur (p, ¢) wird bei festgehaltener Basis
von V gegeben durch die Diagonalmatrix

By = diag(1,...,1, —1,...,—1) .
—_—— ——
p q

Die orthogonale Gruppe O (B, ,) 148t sich als Lie-Untergruppe von GL (n, R) = GL (V) realisieren;
man bezeichnet sie mit O (p, ¢, R) oder einfach O (p, q). Ist ¢ =0, soist O(n, 0, R) = O (n, R) die
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orthogonale Gruppe, bei p=n —1, ¢ =1 hat man die Lorentz—Gruppe O (n —1,1).

Bemerkung. Entsprechende Definitionen machen auch fiir komplexe Vektorrdume Sinn, wenn man statt
symmetrischer Bilinearformen hermitesche Sesquilinearformen betrachtet. Dies fithrt zu den Gruppen
U(B), U(p, q), U(n). Die Determinante det : U(n) — U (1) = C* liefert ferner noch die speziellen
unitiren Gruppen. Natiirlich ist SO (1) = SU(1) = {1} die triviale Gruppe.

Bemerkung. Die Lorentz—Gruppe besitzt vier Zusammenhangskomponenten, die alle physikalische
Relevanz besitzen. Ahnliches ist fiir alle Gruppen O (p, ¢) richtig. Von daher ist es nicht verniinftig,
die speziellen orthogonalen Gruppen SO (p, q) als die Durchschnitte der orthogonalen Gruppen mit
der speziellen linearen Gruppe zu definieren, sondern als die Zusammenhangskomponente der Eins in
O (p, q) . Diese Definition ist dann in Konkordanz mit der iiblichen Definition im Falle ¢ = 0. Die DE
SITTER—Raumzeit der allgemeinen Relativitidtstheorie ist der homogene Raum SO (1, 4)/ SO (1, 3),
und der Anti-DE SITTER-Raum ist isomorph zu SO (2, 3)/ SO (1, 3).

Wir kénnen mit den orthogonalen Gruppen weitere homogene Ridume beschreiben. Es sei wieder
E™ der n—dimensionale euklidische Raum, evtl. nach Auszeichnung eines Ursprungs identifiziert mit
dem euklidischen R™, und fir 1 <p <n sei S,, der Raum der ,orthonormalen p—Beine“in R":

Snp = {(v1,...,0p) EV X oo x Ve (wj, 06) = i},

also die Menge aller orthonormalen Basen von p—dimensionalen Unterrdumen von R™. Fiir p = 1
ist dies natiirlich nichts anderes als die Einheitssphire S™~!. Offensichtlich operiert die orthogonale
Gruppe G = O (n) transitiv auf S, , durch Anwendung einer orthogonalen Transformation auf jeden

Vektor v; in einem p-Bein (vi,...,v,). Wéhle nun eine Orthonormalbasis es,...,e, von R™ und
zeichne das spezielle p-Bein « = (e1,...,e,) aus. Dann ist G, = O (n — p), aufgefafit als orthogonale
Gruppe des euklidischen Unterraums (epi1,...,e,) = R™7P. Damit wird in Verallgemeinerung der

Beschreibung von S$"~! als homogener Raum:
Snp = 0(n)/ O(n—p),

wobei wieder O (n — p) durch geeignetes ,Auffiillen® der Matrizen als Untergruppe von O (n) zu
realisieren ist. Man zeigt zudem leicht, dafi die Inklusion SO (n) C O (n) eine weitere Isomorphie
liefert:

Spp =950(n)/SO(n—p), 1<p<n-1.

Definition. S, ,, heifit die (reelle) STIEFEL-Mannigfaltigkeit der orthonormalen p-Beine (oder auch ,,p-
frames“) in E". Es ist S,,,, 2 O(n, R) und S, 1 = S7~1 . Entsprechend hat man fiir die komplexen
Stiefel-Mannigfaltigkeiten

Snp(C) =Un,C)/ U(n—p,C) 2SU(MN,C)/SUn—-—p,C),1<p<n-1.
Ohne Beweis geben wir das folgende Resultat an.

Satz 15.2 Die Gruppen SO (n, R), SU(n, C), U(n, C) sind zusammenhdingend, n > 1. Die Stiefel-
Mannigfaltigkeiten

S’I’L,p(c)7]~§p§n_17 SHP(R)algpgn_l7n22
sind zusammenhdngend und kompakt.

Wir schlieflen noch einige Worte iiber die GRASSMANNschen Mannigfaltigkeiten an. Es sei V' ein
reeller oder komplexer Vektorraum der Dimension n und

Gnp = {E: E CV linearer Unterraum mit dim E = p} .

Dies sind Verallgemeinerungen der projektiven Réume, da P,,—1 = G, 1 .
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Versehen wir V' mit der euklidischen Norm, so operiert O (n) auf G, transitiv. Wie oben sieht
man leicht, daf3
Gnp = 0(n)/ O(p) xO(n—p),
wobei man die orthogonale Gruppe O (p) ,komplementir® zu O(n — p) in O(n) einbetten muf,
so daB O(p) x O(n —p) zu einer Untergruppe von O (n) wird. Beachtet man noch, dafl (A, B) €
(O (p)x0O(p))NSO (n) <= det A =det B, so findet man fiir die GraSimannschen auch die Darstellung

Gnp = S0 (n)/(0(p) x O(n—p))NSO(n).

Selbstverstandlich operiert O (p) auf S, , = O(n)/ O (n — p) von rechts auf kanonische Weise, und
man gewinnt, da die Operationen von O (p) und O (n — p) miteinander vertauschen, eine Submersion

Snp — Snp/ O(p) = 0(n)/ O(n—p)xO(p) = Gnp,

deren Fasern diffeomorph zu O (p) sind. Insbesondere sind auch die Grafimann—Mannigfaltigkeiten
G, kompakt und zusammenhéngend fiir n > 1 und 1 < p < n. Fiir die Dimensionen der S, , und
G, p rechnet man sofort nach, dal

. n n—p p
dlmSn,p:§(n—l)f 5 (n—pfl)zi(Qn—p—l)7
dimGn7p:dimSn7p—dimO(p):g(2n—p—1)—§(p—1):p(n—p).

Fir p = 1 stimmt diese Formel mit dim IP,_; = n — 1 iiberein. Man hat aber auch dim G, , =
dim Gy, —p . Die letzte Gleichheit beruht in Wahrheit auf der Isomorphie der beiden beteiligten Réume,
die Ausdruck der iiblichen Dualitdt in der projektiven Geometrie ist: nach Wahl einer euklidischen Metrik
auf R™ hat man den kanonischen Diffeomorphismus

Gnp3dE, — E;‘ € Gnn—p -
Man kann auch leicht Karten fiir die Mannigfaltigkeit G, , hinschreiben: Es sei = eine beliebige
Matrix in M (p x (n — p), R) = RP(»=P)  Dann bildet
RP("P) 32 s (B, E,)

eine Karte von Gy, p . Einen vollstdndigen Atlas bekommt man durch die Gesamtheit aller Karten, die
man vermoge Vertauschung der Spalten in dieser speziellen Karte gewinnt.

Man beweist schlieBlich noch, wenn H die Quaternionen—Algebra bezeichnet, die folgenden Diffeo-
morphien.

Satz 15.3 P; (R), Py (C) und Py (H) sind diffeomorph zu S', S% bzw. S*.

Mit Hilfe der Grafimannschen 148t sich auch die Theorie der GAUSs—Abbildung fiir Hyperflichen
leicht verallgemeinern: Es sei X C E™ eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Man hat dann
sinnvollerweise

v: X — Gppp, T+ T)J("x

als Gaufi~Abbildung anzusehen oder auch die Abbildung ¢ : X — G, ,, © — Tx 5, die beide wegen
der Isomorphie G, ,—p = G, , miteinander gleichberechtigt sind. Nun gibt es, wie auf dem projektiven
Raum, auch auf G,,, das tautologische Biindel

Lyp CR" X Gpp

der Paare (F, [E]), in denen E C R™ einen p-dimensionalen linearen Unterraum und [E] den ent-
sprechenden Punkt in G, ;, bezeichnet. Diese Biindel sind universell in dem Sinne, daf
Tx = @*Ln,p 5 Nx = V*Ln,n—p .

Man kann {iibrigens auch das Biindel L,, ,—, nach G, , transportieren. Es ist dann ein orthogonales
Komplement zu L, , in dem trivialen Biindel R" x G, ,, in dem Sinne, dafl L, , ® Ly, n—p = R" X G, p
und jede Fasersumme orthogonal ist bzgl. der fest gewdhlten euklidischen Struktur auf R™.
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