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Vorwort

Die hier vorgelegten Noten konstituieren den ersten Teil eines in Vorbereitung befindlichen Textes, der
von dem Aufbau des Zahlensystems ausgehend einen weiten Bereich der Analysis bis hin zur Integrati-
onstheorie von (reellwertigen) Funktionen in mehreren reellen Verinderlichen, den Integralsiitzen, den
Grundlagen der Differentialgeometrie, den gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen und der
Funktionalanalysis abdecken soll. Auch die Theorie der differenzierbaren Funktionen in einer komplezen
Veranderlichen, also die klassische Funktionentheorie, soll hierin ihren Platz finden.

Dieser Text findet seine urspriinglichen Quellen in den Biichern meines Lehrers HANS GRAUERT
und denen von OTTO FORSTER [7,6], hat sich aber im Laufe der Zeit stark von jenen entfernt. Bei der
Entwicklung des Riemannschen und des Lebesgueschen Integrals verdanke ich dem in dem 2. Band des
Analysis—Buches von KONIGSBERGER [11] beschrittenen Weg einige wichtige Erkenntnisse. Dem Kenner
wird es nicht schwer fallen, weitere fundamentale Wurzeln wie z.B. S. LANG [12,13] und DIEUDONNE
[33] ausfindig zu machen, auch wenn sie nicht jedesmal explizit genannt werden. Auf jeden Fall sollte
das Literaturverzeichnis eine vollstindige Liste meiner direkten und indirekten Hilfsmittel enthalten.

Was diesen Text von den meisten Lehrbiichern der Analysis unterscheidet, ist der Versuch, trotz
des Aufbaus ab ovo von vornherein allgemeinere Konzepte und Prinzipien mit einzubeziehen, ohne
deshalb auf die konkreten Beispiele zu verzichten. Insbesondere wird der Frage nach dem Wesen der
reellen Zahlen stédrker als iiblich Rechnung getragen, indem wir uns zum einen der Miihe unterzogen
haben, fiir maglichst viele der klassischen Sitze der reellen Analysis die Aquivalenz zum Vollsténdig-
keitsaxiom nachzuweisen. Dies bedeutet im Wesentlichen keine Mehrarbeit; man hat nur genau Buch
zu fithren, welche Eigenschaften der reellen Zahlen man bei den einzelnen Beweisen benutzt hat, und
muf} die Sitze moglichst 6konomisch auseinander entwickeln. Es zeigt sich dann, dafl man nach einer
lingeren Schlulkette iiber die Richtigkeit von Aussagen in einem angeordneten Korper meist wieder
recht einfach einsieht, daf} die zuletzt nachgewiesene Eigenschaft nur im Ko6rper der reellen Zahlen gel-
ten kann. Es ist meine Hoffnung, dal durch diese Art der Betrachtung ein tieferes Verstindnis fiir die
Giiltigkeit der klassischen Sétze erreicht werden kann. Selbstverstdndlich hat man hierfiir einen Preis zu
bezahlen in Form einer frithen Konfrontation mit abstrakteren Konstrukten z. B. aus dem Bereich der
Topologie, die allerdings von so grundlegender Natur sind, dal man sie ohnehin spétestens im zweiten
Semester zur Verfiigung stellen mufl. Nun scheint das eben geschilderte Vorgehen eine viel zu starke
Betonung der aziomatischen Sichtweise heraufzubeschworen. Um dem entgegenzuwirken, stellen wir ihr
die konstruktive Methode zur Seite, indem wir in einem Anhang einen allgemeinen Vervollstindigkeits-
satz beweisen, der als einfachsten Spezialfall die Vervollstdndigung des rationalen Zahlkorpers enthélt.
Selbstverstindlich kann sowohl dieser Anhang als auch alle anderen, die stirker topologischen Frage-
stellungen gewidmet sind, beim ersten Lesen iiberschlagen werden.

Es ist mir bewuft, daf§ nicht wenige Kolleginnen und Kollegen schon bei der Erwidhnung der
yaxiomatischen“ Besonderheiten des vorliegenden Textes aus ,,wohlbegriindeten didaktischen“ Griinden
heraus unruhig, wenn nicht ungehalten werden und die Vermengung des Axiomatischen mit dem Kon-
struktiven gar als den Versuch einschéitzen, den Teufel mit Beelzebub auszutreiben. Zur Beruhigung,
Erwiderung, Rechtfertigung etc. sei aber gesagt, dafl meine Erfahrungen mit dieser Art des Aufbaus
zumindest nicht schlechter sind als mit mehrfach ausprobierten traditionelleren Vorgehensweisen, und
- was mein eigentliches didaktisches Credo ist - daf ich selbst in meinen Vorlesungen weder meinem
eigenen noch irgendeinem anderen Manuskript jemals sklavisch gefolgt bin. Insbesondere kann und
sollte man in einer Vorlesung auf der Basis des vorliegenden Manuskripts je nach Zielsetzung und Ge-
schmack Teile desselben, insbesondere die eben schon erwihnten Anhinge, zundchst vollig auslassen
oder hochstens erwidhnen und gegebenenfalls erst zu einem spéteren Zeitpunkt ausfithrlicher behandeln.

Der eigentliche Zweck der hier vorgelegten Fassung besteht allerdings darin, den Hérer/innen mei-
ner Vorlesung im Wintersemester 2002/03 eine verldfliche Orientierung zu geben dariiber, in welchen
Bereichen ich wesentlich von dem der Vorlesung zugrundegelegten Lehrbuch von Koénigsberger abgewi-
chen bin oder dieses ergéinzt habe. Zu den Ergénzungen gehort auch mein Manuskript [171], das hier
nicht noch einmal abgedruckt wird. Die Unvollkommenheit der Noten bzw. ihre Entstehungsgeschichte
spiegeln sich wider in der Tatsache, dafl z. B. Verweise auf spétere Kapitel ins Leere fiihren konnen.



ii Vorwort

Wie ich frither an anderer Stelle (in meinem Manuskript iiber Lineare Algebra und Analytische Geo-
metrie) schon gesagt habe, sollte der ideelle Leser an Voraussetzungen vor allem Neugier auf mathemati-
sches Basiswissen und Freude am mathematischen Denken mitbringen. Neben einer guten Schulbildung
und den in dieser Veranstaltung erworbenen F#higkeiten und Einsichten werden aber spétestens im
zweiten Semester auch gute Kenntnisse der Linearen Algebra benotigt. Wihrend sich diese mit spe-
ziellen, sehr einfachen, nimlich linearen Abbildungen A : K — K™, K ein beliebiger Korper,
beschiftigt und die Struktur von Lisungsmengen

{zcK": Az =b} = A7), becK™ fest,
klart, studiert die Analysis z. B. Abbildungen
f:U—K", UcCK', K=R oder C,

die an jeder Stelle ,gut durch lineare Abbildungen approximierbar* sind (Differenzierbarkeit). Umge-
kehrt schrinkt die Lineare Algebra in weiten Teilen den Grundkorper auf die reellen Zahlen R oder
die komplexen Zahlen C ein, z. B. bei der Untersuchung von euklidischen und unitéren Vektorrdumen,
und verlafit sich dabei auf die Bereitstellung durch die Analysis.

Somit findet ein stéindiger Austausch zwischen beiden Gebieten statt, so dafl ein Studium des einen
nicht ohne Grundkenntnisse des anderen sinnvoll ist. In meinem Verstédndnis ist ohnehin die Mathematik
eine Einheit und daher die traditionelle Einteilung in , Késtchen® eher schidlich. Aus diesem Grunde
verweise ich auf die Literaturliste, die auch Biicher iiber ,Lineare Algebra“ ausweist. Mein eigener
Text [41] bietet (vielleicht) den Vorteil, sehr knapp (wie ich hoffe aber auch verldfilich) zu sein im
eigentlichen Bestand dieses Gebietes. Er enthélt zudem einen ldngeren Anhang iiber Anwendungen der
Linearen Algebra in der Analysis.

Es ist mir ein besonderes Anliegen, Frau Erdmute Dénhardt fiir all die Jahre der Zusammenarbeit
zu danken, in denen sie so viele unterschiedliche, zum Teil unausgereifte Texte zunéchst mit der Schreib-
maschine und spéter mit dem Computer via BTEX fiir mich zu Papier gebracht hat. Ohne ihre Mithilfe
wiirden diese Texte nur in meinem Kopf und als vage Vortragsnotizen auf losen Zetteln im Format DIN
A5 existieren. Meinen fritheren Mitarbeitern Dr. Andreas Leipelt und Dr. Jorg Schiirmann danke ich fiir
die Geduld, mit der sie mein nicht gerade weltbewegendes ,,Vollstéandigkeitshobby “ unterstiitzt haben.
In die vorliegende Fassung sind zudem ganz wesentlich Informationen und Anregungen eingeflossen, die
mir Herr Kollege Alexander Prestel aus Konstanz hat zukommen lassen. Auch ihm sei hier herzlich
Dank gesagt.

Dank und Anerkennung gebiihrt schliellich und vor allem den Studenten aus mehreren Generationen,
die mit groBem Ernst darum gerungen haben, den Stoff in der von mir présentierten Form zu verstehen,
insbesondere denen, die mich effektiv, d. h. durch konstruktive Kritik und Korrekturlesen friitherer
Fassungen einzelner Kapitel, dabei unterstiitzt haben, den Text zu verbessern. Besonders hervorheben
mochte ich Daniel Hawellek und Stephan Tolksdorf, die unermiidlich die sténdigen Metamorphosen
des Manuskripts im vergangenen Semester verfolgt und entscheidend daran mitgewirkt haben, dafl
die schlimmsten ,,Schnitzer* eliminiert und zahlreiche Druckfehler ausgemerzt werden konnten. Es ist
unnoétig zu betonen, dafl alle verbleibenden Unstimmigkeiten allein auf mein Konto gehen.

Hamburg, den 10. 05. 2003 Oswald Riemenschneider

Die hier vorgelegte ,,3. Auflage“ unterscheidet sich von der ersten und zweiten durch die Hinzufiigung
einer grofleren Anzahl von sehr konkreten Beispielen zur Analysis in der Erwartung, dafl hierdurch eine
bessere Balance zu dem ansonsten recht abstrakten Text hergestellt werden moge. Die Abschnitte iiber
die Axiomatik der reellen Zahlen wurden teilweise iiberarbeitet. Hierbei war mir eine neuere Arbeit!
von Nutzen, die ich allen Interessierten empfehlen mochte.

1Deveau, Michael, and Holger Teismann. 72 + 42: Characterizations of the completeness and archimedean properties
of ordered fields. Real Analysis Exchange 39, pp. 261-303, 2014.



Mottos iii

Das Manuskript wurde zudem einer genauen Inspektion unterworfen; die prézisere Einteilung in
Abschnitte und Unterabschnitte soll die Lesbarkeit verbessern. Da das Manuskript vor der deutschen
Rechtschreibreform entstand, und nicht nur deshalb, habe ich mich entschlossen, die alte Rechtschrei-
bung beizubehalten.

Hamburg, den xx. xx. 2015 Oswald Riemenschneider

Es ist ein herrliches Gefiihl, die Finheitlichkeit eines Komplexes von Erscheinungen zu erkennen, die
der direkten sinnlichen Wahrnehmung als ganz getrennte Dinge erscheinen.

ALBERT EINSTEIN, 1901.

Das wichtigste Resultat des sinnigen physischen Forschers ist daher dieses: in der Mannigfaltigkeit die
Einheit zu erkennen, der erhabenen Bestimmung des Menschen eingedenk, den Geist der Natur zu
ergreifen, welcher unter der Decke der Erscheinungen verhillt liegt.

ALEXANDER VON HUMBOLDT, 1845.
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Einleitung

Diese Noten dienen dem kohérenten Aufbau einer tragfihigen Grundlage fiir das Verstdndnis der Ana-
lysis im Reellen und Komplexen. Wir wollen dabei beim Leser an schon vorhandenen Detailkenntnissen
nichts voraussetzen, sondern die Materie von Grund auf entwickeln. Es ist selbstverstindlich, dafl wir
uns dabei dennoch auf einem nicht allzu festen Boden bewegen, da wir fortwéhrend bewuft oder un-
bewufit Anleihen machen bei Tausenden von Jahren menschlicher Kulturentwicklung, insbesondere bei
der abendlédndisch—européischen Tradition der Regeln der (Aristotelischen) Logik.

Das Wort Analysis bezeichnet nichts anderes als die Entfaltung des Begriffs der reellen Zahl. Solche
reelle Zahlen treten im téglichen Leben auf als Mafizahlen, z. B. als Ldngen, Zeiten, Temperaturen,
Gewichte. Sie konnen in manchen Féllen auch negativ sein. I. a. veranschaulicht man die reellen Zahlen
als Punkte auf der Zahlengeraden:

@ o—0— @ —

\ 4

-1 0 n2 1 V2 g 2 e 3 7
Figur E.1

Hierin ist niherungsweise v/2 = 1,414213... die Quadratwurzel aus 2, m = 3,141592... die Kreiszahl,
g = 1,618033... die goldene Schnittzahl, e = 2,718281... die Fulersche Zahl und In 2 = 0,693147...

der natirliche Logarithmus von 2.

Man kann Zahlen (nach Festlegung des Ursprungs 0) geometrisch addieren und subtrahieren:

v

0 b a—b a a+b
Figur E.2

und ebenso (nach Festlegung der multiplikativen Einheit 1) multiplizieren und dividieren (Strah-
lensétze !):

A4

Figur E.3

Insbesondere kann man sich innerhalb der Zahlengeraden (nach Festlegung von 0 und 1) die Mengen

N={0,1,141=22+1=3..}
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der natiirlichen Zahlen,
Z=Nu{0-1:=-1,-1-1= -2,...}

der ganzen Zahlen und
Q={a/b:a,becZ,b#0}
der rationalen Zahlen geometrisch verschaffen.

Bemerkung. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl leider der Gebrauch des Symbols N fiir
die natiirlichen Zahlen in den Grundtexten nicht iibereinstimmt. Ich personlich neige dazu (iibrigens
nicht vom Anfang meiner Beschiiftigung mit Mathematik an), dem Beispiel von G. FISCHER [42] zu
folgen und abweichend von KONIGSBERGER [11] die 0 als natiirliche Zahl anzusehen (was iibrigens auch
mit der deutschen DIN-Norm iibereinstimmt). Mit anderen Worten: in diesem Manuskript bezeichnet
N die Menge der endlichen Kardinalzahlen (siehe auch den Anhang zu Kapitel 3) und nicht die der
endlichen Ordinalzahlen. Fiir diese, d. h. fiir die Menge der positiven natiirlichen Zahlen, schreibe ich

N*:=N\{0} = {neN:n > 0}.
Aber schon den Pythagordern, deren Weltanschauung u. a. darin bestand, daf alle Zahlenverhéltnisse

rationaler Natur sein sollten, wurde schmerzlich bewuft, dafl die rationalen Zahlen nicht die Gesamtheit
R der reellen Zahlen ausfiillen, d. h. da8 es Irrationalzahlen gibt:

Figur E.4

Tatsichlich ist /2 # % , a,b € N, d. h. es existieren keine (von Null verschiedenen) natiirlichen

Zahlen a, b € N mit a? = 2b?. Dies folgt sehr einfach aus der Teilbarkeitstheorie der ganzen Zahlen
(siehe Anhang zu Kapitel 5, aber auch schon Kapitel 2.6). Noch schlimmer fiir die Pythagorier: auch in
ihrem Zunftzeichen, dem regulidren Fiinfeck, kommt der goldene Schnitt und damit die Irrationalzahl
V5 als Léngenverhéltnis vor.

Eine wie oben geartete geometrische , Einfithrung“ der reellen Zahlen und ihrer Beziehungen zuein-
ander ist aber kaum logisch einwandfrei zu nennen: Wenn wir schon nicht wissen, was reelle Zahlen sind,
so wissen wir erst recht nicht, was eine Gerade ist, und wir wissen auch nicht, was Punkte auf einer
solchen Geraden bedeuten; ebenso haben wir bei der Addition und Multiplikation die zwar anschauliche,
aber keineswegs zweifelsfrei definierte Ebene benutzt. Was sollen wir also tun?

Nun, aus diesem Dilemma gibt es zwei Auswege:

1. einen aziomatischen
und

2. einen konstruktiven,
die sich nach einem Bonmot von RUSSELL zueinander verhalten wie Diebstahl zu ehrlicher Arbeit.

Dennoch folgen die meisten Lehrbiicher aus wohl didaktischen Griinden im wesentlichen dem ersten,
auf HILBERT (letztendlich natiirlich auf EUKLID) zuriickgehenden aziomatischen Ansatz. Dies ist auch
iiber weite Strecken in den vorliegenden Noten der Fall:
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Fiir uns ist der reelle Zahlkérper R der - wie wir zeigen werden, bis auf Isomorphie einzige - archime-
disch angeordnete, vollstandige Korper.

Somit ist alles, was wir allgemein tiber Korper und sogar iber kommutative Ringe, iber Anordnungen,
archimedische und vollstindige Anordnungen sagen und beweisen, auch giltig fir den Kéorper R und
damit relevant zum Verstindnis des Kurses. Ensprechendes gilt auch fiir den Korper C der komplexen
Zahlen und die allgemeine Theorie der vollstindig archimedisch bewerteten Korper. Im Gegensatz da-
zu konnen die gelegentlich eingeschobenen Exkurse zu den nicht—archimedischen Fillen {iberschlagen
werden.

Fiihrt man die reellen Zahlen axiomatisch ein, so hat man selbstverstindlich die Pflicht,

1. die natiirlichen, die ganzen und die rationalen Zahlen samt ihrer Eigenschaften in R zu rekonstru-
ieren; insbesondere gilt es, N C R wiederzufinden und zu beweisen, dal N dem Induktionsprinzip
geniigt (dies geschieht zum Beispiel in den Biichern von HEUSER [9] und wird hier zumindest an-
satzweise erldutert),

2. die Existenz eines solchen Korpers zu beweisen.

Der konstruktive Ansatz besteht daher in einer schrittweise vorgenommenen algebraisch—
arithmetischen Erweiterung der Zahlenbereiche:

NCZcQcRcC.

Dies ist der Standpunkt von KRONECKER, der gesagt hat: Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere ist Menschenwerk. Hat man damit aber wirklich die reellen Zahlen? Natiirlich nicht, denn
auch die gottgegebenen natiirlichen und ganzen Zahlen miissen entweder konstruiert oder zumindest
axiomatisch eingefithrt werden. Das erstere geht mit Hilfe der Mengentheorie, die dann aber selbst wieder
axiomatisiert werden muf}, was selbstversténdlich Herrn Russell nicht verborgen blieb. Das letztere wird
geleistet durch die PEANO—Aziome, deren wichtigstes das Induktionsprinzip ist.

Wir werden in dieser Vorlesung die Konstruktion aller relevanten Zahlbereiche aus den Peano—
Axiomen vorstellen, dabei aber gelegentlich nicht jede Einzelheit bis zum Exzess durchfithren und die
Axiome der Mengentheorie mehr oder weniger unkommentiert benutzen. Wir lassen uns dabei von der
Einsicht leiten, dafl die Axiome der natiirlichen Zahlen (zumindest auf den ersten Blick) viel einsichtiger,
iiberzeugender, also natiirlicher sind als diejenigen der Mengentheorie.

Noch ein Wort zur Abstraktion: Es liegt eine ungeheure Kraft in der Fihigkeit der Mathematik,
die auch jeder Mathematiker erlernen und beherrschen muf (sonst ist er keiner), in ganz verschiedenen
Bereichen dieselben Strukturen zu erkennen. Dies erlaubt, Neues auf bekanntes Altes zuriickzufiihren
und sich nicht jedesmal wieder dieselben (langweiligen) Gedanken zu machen. Aus diesem Grunde
werde ich von Anfang an auch im Altvertrauten schon allgemeine Strukturen aufzeigen und Begriffe in
spezielleren Situationen so einfithren, daf} sie spéter leicht tibertragen werden kénnen.

Ich will dazu ein Beispiel geben. Aus der Atomphysik oder Bevolkerungsstatistik oder Zinseszins-
rechnung ist die Differentialgleichung

(%) Y =ay, ac€R, a#0,

bekannt (Grofle des Wachstums proportional zum vorhandenen Bestand), wobei ich nicht behaupte, dafl
sie ein realistisches Bild im 2. Fall liefert. Selbstverstéandlich ist es der Differentialgleichung vollig gleich,
ob es sich bei y = y () um den Bestand z. Zt. ¢ von Atomen des Uranisotops U 235, um Euro oder
Yen, um Afrikaner, Européer oder Berggorillas (wenn wir ihnen denn die Chance zum unbegrenzten
Wachstum geben wiirden) handelt. Dies ist natiirlich ein sehr banales ,statement*; ich will tatséichlich
auf etwas ganz anderes hinaus.

Ein grundlegendes Thema der Analysis ist die ,iterative Approximation* von Loésungen von Glei-
chungen (und die dazugehorige Theorie macht erst die ,Numerische Mathematik“ und den Einsatz
von Computern moglich). Betrachten wir z. B. eine positive rationale (reelle) Zahl a und eine Folge
Co, €1, C2, ... positiver rationaler (reeller) Zahlen, so daf gilt:
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. 1 a
l)cn+1:§ b
n

ii) es existiert ¢ = lim ¢, > 0.
n— oo

(Wir werden spéter sehen, daf es (viele) solche Folgen gibt). Dann folgt aus i) und ii) und den elemen-
taren Sédtzen iiber Konvergenz von Folgen, dafl

s 0+ %)
c= = (c+ =
2 c/’

. h. ¢ ist Losung der Gleichung ¢ = A(c), wobei A : R% — RY gegeben ist durch A(z) =

o= &

a
(x + f) , und dies ist dquivalent zu
x

a=c¢, dh c=+a.

Mit anderen Worten: y/a kann man durch solche Folgen beliebig genau approximieren.

In dem anderen Beispiel der Differentialgleichung (wir betrachten den Spezialfall @ = 1) haben
wir ein ganz dhnliches Problem. Was suchen wir? Wir suchen eine Ldsung von (x), d. h. eine Funktion
f:+I — R, I CR ein festes Intervall, so dafl

(+) f'(x) = f(z) furalle z€1.

Insbesondere muf3 f differenzierbar und damit stetig sein und damit, wie man sofort sieht, unendlich
oft differenzierbar. Wir befinden uns damit in einem ,,Funktionenraum®, und zwar in

C>®(I,R) := {f: I — R: es existieren alle Ableitungen f’, ", f"",...}.

Dies ist tatsdchlich ein R—Vektorraum, der aber weit davon entfernt ist, endlich-dimensional zu sein!
Wenn wir uns auf Losungen beschrinken mit f (z9) = ¢, z9 € I, ¢ € R fest, so ist (+) nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung dquivalent zu

(++) f(m):c—k/wf(t)dt, feC>(,R).

Definiert man jetzt fiir f € C°°(I, R) eine neue Funktion @ (f) durch

(@ (f)) () :=C+/xf(t)dt7

so ist ®(f) € C°(I,R), also ® eine Abbildung von C*°(I, R) in sich, und eine Lésung f ist ein
Fixpunkt von ® : f = ®(f). Was brauchen wir also zu unserem Gliick? Einen guten Begriff von
Konvergenz (in einem unendlich—dimensionalen Vektorraum) und einen Satz, der besagt, dafl Tteration
unter gewissen Voraussetzungen zum Ziel fithrt. Dafl wir wohl tatséchlich Gliick haben, zeigt das Beispiel
x9 = 0, ¢ = 1. Hier beginnen wir mit fo = 1; dann ist

2 ZU2 ZE3

fie) =1+o, folo) =1+a+ T hl) =1+o+ o0 + 5

und damit (formal)

fla) = lm fo(2) = = =epa.
n=0 :

In der Tat ist exp € C*°(R, R) eine wohldefinierte Funktion, die Konvergenz der Folge f, gegen exp
ist ,gleichméBig“ auf jedem ,beschrinkten* Intervall I C R, und es gilt, wie gewiinscht,

exp'z =expz, z€R.



Teil I: Mengentheoretische und
algebraische Grundlagen

0 Naive Mengentheorie

0.1 Der naive Mengenbegriff

Als Sprache, die die gesamte Mathematik durchzieht, benutzen wir die der Mengen, wobei wir diese
naiv verwenden und die logischen Fallstricke, wenn wir sie auch nicht gédnzlich unerwihnt lassen, so
doch nach Méglichkeit nicht {iberbetonen. Wir stellen hier einige Grundtatsachen und Bezeichnungen
zZusammen.

Der Begriinder der modernen Mengenlehre ist GEORG CANTOR, weiland Professor der Mathematik
in Halle a. d. S. Es ist heutzutage fast nicht mehr im Bewufitsein der Mathematiker verankert, dafl seine
epochale Theorie durch iiberaus konkrete Bediirfnisse der mathematischen Forschung begriindet war.
Wir werden auf diese Fragen, insbesondere diejenigen, die die Problematik der Fourier—Reihen betreffen,
spéater noch zuriickkommen. CANTOR’s 1895 erschienene ,Beitrédge zur Begriindung der Mengenlehre
beginnen mit dem berithmten Satz:

,Unter einer Menge M verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen
Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden)
zu einem Ganzen“.

Es ist aus der Geschichte der Mathematik bekannt, dafl ein hemmungsloser oder sogar ein nur allzu
naiver Umgang mit dieser duflerst unprizisen Definition zu Widerspriichen fiihrt wie z. B. Russells
Menge, die sich selbst als Element enthilt. (Siehe die Bemerkungen am Ende dieses Abschnitts). Viel-
leicht nicht so sehr bekannt ist aber, dafl schon (GAUSS seine Bedenken anmeldete: ,,So protestiere ich
zuvorderst gegen den Gebrauch einer unendlichen Grofle als einer Vollendeten, welches in der Mathema-
tik niemals erlaubt ist. Das Unendliche ist nur eine fagon de parler, indem man eigentlich von Grenzen
spricht, denen gewisse Verhéltnisse so nahe kommen als man will, wihrend anderen ohne Einschrankung
zu wachsen gestattet ist.“

0.2 Enthaltensein

Wir bezeichnen Mengen meistens mit Groflbuchstaben: M, N, A, B, X, Y etc. Ist = ein Element der
Menge M , so wird dies in Zeichen durch

x € M (z ist Element von, gehort zu, liegt in M)

oder
M>z (M enthilt z)

ausgedriickt; wenn dies nicht der Fall ist, schreibt man = ¢ M . Die Gleichheit von Elementen wird
nicht weiter sprachlich erldutert (dies scheint - zumindest auf den ersten Blick - auch nicht erforderlich
zu sein). Wir notieren aber, daf§ das Gleichheitszeichen den folgenden Regeln geniigt:

i) fir alle x € M gilt © = x;
ii) aus ¢ = y, z,y € M, folgt y = x;
iil) aus z = y,y = z, 2, y, z€ M, folgt = 2.

Man kann Mengen darstellen in Mengenklammern durch Auflisten der Elemente, wenn dies méglich

ist wie z. B. in
M ={2,35 7}
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oder, weniger iiberzeugend, in dem Beispiel der Menge der Primzahlen:
P =42,357,...}

(weniger, oder besser: gar nicht iiberzeugend, da der Gebrauch der Piinktchen ... allen Spekulationen
Tiir und Tor 6ffnet. Ohne die vorhergehende verbale Umschreibung kénnte es sich bei P z. B. auch um
die Menge der positiven natiirlichen Zahlen handeln konnte, die gerade und kleiner als 3 oder ungerade
und grofler als 2 sind: P = {2,3,5,7,9,...}).

Das Symbol N C M bzw. M D N besagt, da} N eine Teilmenge von M ist: aus © € N folgt
stets © € M . Fiir den letzten Sachverhalt schreiben wir x € N = x € M und sagen dafiir auch:
x € N dimpliziert * € M . Wir schlieflen dabei (inkonsequenterweise, wie wir noch am Gebrauch der
Zeichen < und < sehen werden) nicht aus, dal auch N = M ist, d. h. dal N C M wund gleichzeitig
M C N gilt, in Zeichen also

reEN =zeM und re M = €N,
was wir auch mit dem Symbol
M>3>z <= zeN

belegen (wobei das Zeichen <= sprachlich umschrieben wird mit Ausdriicken der Form dann und nur
dann, genau dann wenn etc.). Um auszudriicken, dal N in M echt enthalten ist, d. h. dal N ¢ M
aber M ¢ N, schreiben wir manchmal genauer

NGM.
Beispielsweise haben wir die echte Inklusionskette

NCZGCQGERGC.

Offensichtlich ist die Aussage M ¢ N #quivalent dazu, dafl es (mindestens) ein Element m € M
gibt mit m ¢ N . Solche Existenzaussagen pflegt man mit Hilfe des ,Existenzquantors® 3 (gelesen:
es gibt oder es existiert (mindestens) ein) symbolisch zu kodifizieren. Im obigen Beispiel schreibt man
z.B. dm: m € M, m ¢ N. Entsprechend benutzt man den ,Allquantor“ V im Sinne von fiir alle
(Elemente gilt). Ist z. B. P* C N die Menge der Primzahlen, die grofier als 2 sind, so ist die folgende
Aussage richtig:

Vn € P* gilt : FdkeNmit n =2k + 1.

Mit anderen Worten: Jede von 2 verschiedene Primzahl ist ungerade.

Ist A(z) eine Aussageform?, die auf Elemente x einer festen Grundmenge M angewandt
wsinnvolle“ Aussagen ergibt und damit bei festem z € M nur richtig oder falsch sein kann (und
nach den klassischen Regeln der Aristotelischen Logik gibt es keine weitere Moglichkeit: ,tertium non
datur®), so kann man weitere Mengen erkliren durch

N={zeM: A},

also in Worten: N ist die Menge der Elemente x € M, fiir die die Eigenschaft A (z) zutrifft. So gilt
z. B. fiir die Menge P der Primzahlen:

P={zeN:P(x)},
wenn N die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet und P (x) die Aussageform
x > 2, und teilt die natirliche Zahl y > 2 die Zahl x, so folgt y = x.
Als weiteres Beispiel notieren wir noch

{2,3,5, 7} = {xzeP:2<10}.

2Wir verwenden diesen Begriff ebenfalls umgangssprachlich-naiv; die notwendige Prizisierung erfolgt im Rahmen der
Logik.
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0.3 Vereinigung und Durchschnitt

Sind A, B Mengen, so nennen wir
AUB:={z:zxz€A oder xeB} ={xz:2€A V z€B}

die Vereinigung von A mit B. Die Bedeutung von ,oder“ (V steht fiir lat. ,vel“) ist hier ,entweder
oder, oder beides® (also das nicht ausschliefende Oder). Ferner definiert man den Durchschnitt

ANB={z:z€cAundzeB}={x:2€A N z€B}.

Durch die Existenz der leeren Menge (siehe weiter unten) ist sichergestellt, dafl der Durchschnitt
zweier Mengen stets eine Menge ist. Schliellich definiert man noch die Differenzmenge

A\B:={z:2€A N ¢ B}

und die symmetrische Differenz
AAB = (A\B)U(B\ A).

Auch diese Mengen konnen leer sein. Man veranschaulicht sich die jeweiligen Situationen an sogenannten
VENN-Diagrammen.

Figur 0.1

0.4 Formeln der Mengenalgebra

Wir listen einige Formeln der sogenannten Mengenalgebra auf.

AUB =BUA,ANnB =BnNA
AU(BUC) = (AUB)UC , An(BNC) = (AnB)NnC
AU(BNC) = (AUB)N(AUC) , AN(BUC) = (ANB)U(ANCQC)
A=AN(AUB), A= AU(ANB)
ACB <<= A=ANB < B = AUB.
Man bezeichnet die Aussagen der ersten Zeile als Regeln der Kommutativitdt und die der zweiten und
dritten als Regeln der Assoziativitit bzw. Distributivitdt.

Tatséchlich ist hier bei den meisten Regeln nichts zu beweisen; die Formeln stellen nur mengentheore-
tische Ubersetzungen unserer Gesetze der Aristotelischen Logik dar. So lautet die rechte Aussage in der
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ersten Zeile, wenn wir die Mengen A, B, C durch entsprechende Aussagenformen ersetzen, nichts ande-
res als: fiir alle Elemente = gilt A (x)A(B (z)VC (z)) genau dann, wenn (A (z)AB (z))V (A (z)AC (x))
oder, mit dem Allquantor geschrieben?:

Ve: A(x) AN(B(z)VC(z)) <= (A(x)ANB(z))V(A(z)AC (x)) .

0.5 Die leere Menge

Um die Existenz der leeren Menge einzusehen, beweisen wir einen ersten Satz.

Satz 0.1 Fiir die Menge L sind die folgenden Aussagen dquivalent :
i) L ist in jeder Menge M enthalten;
ii) fir jede Menge M gilt MNL = L ;
iti) L enthdlt kein Element x ;
iv) fir jede Menge M gilt MUL = M.

Beweis. Wir beweisen diesen Satz vermittels eines ,Ringschlusses“ oder ,Rundlaufs® i) = ii) = iii)
= iv) = i).

i)=1i) LcMNnLCL.

ii) = iii) Angenommen, es existiere ein z € L. Setze M := L\ {z}. Dann wire

L= (L\{z})NL = L\{z},
also x ¢ L. Widerspruch!

iii) = iv) Aus x € MUL folgt x € M oder z € L. Da das letztere nicht sein kann, ist M UL C M .
Umgekehrt folgt aus z € M auch x € M UL, also M C M UL und somit MUL = M.

iv) =>i) LCMUL = M. O

Folgerung 0.2 Die Menge L ist eindeutig bestimmt. Es gilt L = M \ M fiir alle Mengen M .

Beweis. Es sei L’ eine weitere solche Menge. Nach iv) ist dann L' = L'UL = LUL’ = L. Offensichtlich
erfilllt M \ M die Bedingung iii). O

Definition. L heiit die leere Menge; sie wird stets mit () bezeichnet. Gilt fiir zwei Mengen M und N,
dafl M NN = 0, so nennt man M und N auch disjunkt.

Bemerkung. Im Schritt ii) = iii) des Beweises von Satz 0.1 haben wir das Beweisverfahren durch
Widerspruch verwendet. Mehr dazu findet man in der Bemerkung im Anschluf} an die Folgerung 1.2.

Ist die Aussage A (x) fiir kein x € M erfiillt, so gilt offensichtlich
{xeM: A(x)} =10.
Es ist z.B. mit der Menge P C N der Primzahlen:
{zeP:xz>2,2¢telt 2} =10.

Fiir Teilmengen einer festen Menge F heiit F\ A auch das Komplement von A (beziiglich E).
Es gelten z. B. die folgenden Regeln (auch DE MORGANsche Regeln genannt):
E=AU(E\A) , An(E\A) =0
EN(ANB) = (E\A)U(E\B), E\(AUB) = (E\A)N(E\B).

3Zu den Regeln unserer Logik gehdren auch die folgenden, die wir sténdig benutzen, ohne sie jedesmal zu erwihnen:
Mit zwei Aussagen A, B ist die Aussage A A B genau dann wahr, wenn A und B wahr sind; die Aussage AV B ist
genau dann falsch, wenn beide Aussagen falsch sind. Siehe hierzu auch den kurzen Anhang zu Kapitel 1.




0 Naive Mengentheorie 9

0.6 Der Abbildungsbegriff

Wir benétigen endlich, gerade in der Analysis, den abstrakten Begriff einer Abbildung. Eher umgangs-
sprachlich bezeichnet man als Abbildung von X nach Y, in Zeichen f: X — Y | eine Vorschrift, die
jedem Element x € X auf eindeutige Weise ein Element y € Y zuordnet, das man auch mit y = f ()

bezeichnet. Man schreibt dann
X — Y

f:
xr—y = f(x)
oder einfach f: x = f(x) oder #hnliches. Als Beispiel betrachten wir die durch x ~ 22 definierte
Abbildung f: R — R, die man sich vermittels ihres Graphen in kartesischen Koordinaten wie folgt
veranschaulicht:

v

Figur 0.2

In dieser Veranschaulichung der Abbildung durch einen Graphen steckt iibrigens die Moglichkeit, die
etwas nebulése Umschreibung einer Abbildung als ,, Vorschrift “ mengentheoretisch zu priizisieren. (Siehe
dazu den Anhang zu diesem Kapitel). Ist f: X — Y eine Abbildung und A C X eine nichtleere Teil-
menge, so wird durch A > a — f(a) eine neue Abbildung A — Y erklirt, die die Einschrinkung
von f auf A genannt wird. Man bezeichnet sie mit f|A oder fl|a.

Fiir eine Abbildung f: X — Y und eine Teilmenge A C X heifit die Teilmenge

f(A) ={yeY:JzecAmit f(z) =y} CY

das Bild von A unter f.Im Falle A = X sprechen wir auch von der Bildmenge f(X) der Abbildung
f. Man beweist leicht die folgenden Regeln:

J(A1UAg) = f(A)Uf(A2), f(A1NA) C f(A1)N[f(A2).

Man macht sich an einfachen Beispielen klar, dafl im zweiten Fall i. A. keine Gleichheit besteht. Ist
umgekehrt B C Y, so heifit

fYB) ={reX: f(x)eB} Cc X
das Urbild von B unter der Abbildung f. Hier gelten die Regeln

JTUBIUBy) = fTHB)US By, [fH(BiNBy) = f(B)NfH(Ba).

Bemerkung. Fiithren wir die Potenzmenge P (M) einer Menge M als die Menge aller ihrer Teilmengen

P(M):={A: AcM}
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ein, so induziert eine Abbildung f: X — Y nach dem obigen also auch auf kanonische Weise durch
die Zuordnung X D A — f(A) CY bzw. Y D B +— f~1(B) C X Abbildungen

P(X) — P) und P(Y) — P(X),

die wir entsprechend mit f bzw. f~! bezeichnen.

0.7 Surjektive, injektive und bijektive Abbildungen

Offensichtlich ist per definitionem stets f~!(Y) = X . Dagegen braucht das Bild f (X) einer Abbildung
f nicht mit Y {ibereinzustimmen. Im Falle f () = 22 istz. B. f(R) = R, = {yeR:y >0} ¢ R.
Ist jedoch f(X) =Y, d. h. gibt es zu jedem y € Y (mindestens) ein = € X mit f(z) = y, so heifit
die Abbildung f surjektiv. Sie heifit injektiv, falls aus f (x1) = f (x2) stets 1 = x2 oder, dquivalent,

aus 1 # xo stets f(z1) # f (z2) folgt.
Eine zugleich surjektive und injektive Abbildung heifit auch bijektiv. In diesem Fall gibt es zu jedem
y €Y genau ein Element x € X mit f(z) = y, so daf} die Zuordnung

Yy r—

eine Abbildung ¥ — X definiert, die man als Inverse zu f und in Zeichen mit f~! bezeichnet.

Bemerkung. Ist f bijektiv und B C Y eine Teilmenge, so hat f~!(B) a priori zwei Bedeutungen,
némlich als Urbild von B unter f und als Bild von B unter f~!. Beide Teilmengen von X stimmen
aber, wie man leicht sieht, iiberein!

Warnung. Ist f nicht notwendig bijektiv, so schreibt man manchmal fiir festes y € Y lax f~1(y)
anstelle von f~1({y}), meint dann also eine Menge, die auch leer sein kann. Ist z. B. yo € Y und
f:+ X — Y die konstante Abbildung f(z) := yo, soist f~'(yo) = X und f~'(y) = 0 fiir alle
y €Y, y # yo. Man nennt in diesem Zusammenhang die Menge f~!(y) auch die Faser von f iiber

Y.
Die Umkehrabbildung f~! hat die charakteristische Eigenschaft
fTlof =idx, fof™! =idy,

wobei die identische Abbildung idx durch idx (z) = z,z € X und fiir f: X — Y, 9:Y — Z
die Komposition oder Hintereinanderschaltung go f : X — Z (,¢g nach f “ oder , f gefolgt von
g “) durch

(9o f)(x) = g(f(2))

definiert ist.
Mit f ist auch f~! bijektiv. Man sieht leicht, dal die Menge der Permutationen

Perm X = {f: X — X, f bijektiv}

die Eigenschaft besitzt, dal mit f, g € Perm X auch die Komposition go f in Perm X liegt. Dies
konstituiert das erste Beispiel einer sogenannten Gruppe (siehe Kapitel 4). Die Abbildung

{ Perm X x Perm X — Perm X
f 9 — gof

(zum Gebrauch des Symbols ,, x “ siche den Anhang zu dem vorliegenden Kapitel) erfiillt die folgenden
Gesetze:

a) ho(gof) = (hog)of (Assoziativgesetz)

b) es gibt ein neutrales Element, ndmlich die Identitit idx € Perm X :

idyof = foidx firalle fé&PermX,
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c)  zu jedem Element f € Perm X gibt es ein Inverses, nimlich f~!:
Jhof = fof Tt = idx .

Diese Gruppe ist i. a. nicht kommutativ; wir werden dies in Kapitel 4 an Hand des Spezialfalles von
endlichen Mengen (mit mindestens 3 Elementen) sehen.

0.8 Links - und Rechtsinverse

Wir wollen die obigen Untersuchungen iiber bijektive Abbildungen noch etwas verallgemeinern. Wir
nennen eine Abbildung g : Y — X eine Rechtsinverse zu f: X — Y, wenn fog = idy. In
diesem Fall heiit f auch eine Linksinverse zu g. Die Existenz solcher ,Halbinversen“ ist nur unter
bestimmten Voraussetzungen moglich. Es gilt ndmlich:

Satz 0.3 Rechtsinverse sind stets injektiv, Linksinverse stets surjektiv.

Beweis. Es sei fog = idy . Ist g(y1) = g(y2), so ist notwendig y1 = fog(y1) = fog(y2) = y2, g
also injektiv. Zudem ist zu vorgegebenem y € Y das Element z := ¢ (y) € X ein Urbild von y unter

fof(x)=flgly) = fogly) =y. O

Die Bijektivitdt einer Abbildung kann man hiermit wie folgt ausdriicken.

Folgerung 0.4 FEine Abbildung f ist genau dann bijektiv, wenn sie eine Rechtsinverse g, und eine
Linksinverse g, besitzt. Es ist dann notwendig f~' = g, = g .

Beweis. Es gelte fog, = idy und g;o f = idx . Dann ist f sowohl surjektiv als auch injektiv, also
bijektiv, und durch Vorschalten bzw. Hinterschalten von f~! ergibt sich sofort ¢, = f~! = g;. O

Es sei noch angemerkt, dal es umgekehrt zu jeder injektiven Abbildung f: X — Y tatsédchlich
auch (mindestens) eine Linksinverse g gibt.

Satz 0.5 FEine Abbildung [ ist genau dann injektiv, wenn sie eine Linksinverse g besitzt.

Beweis. f induziert eine bijektive Abbildung F : X — f(X) C Y. Man definierenun g: ¥ — X
auf f(X) durch die Umkehrabbildung von F und auf Y \ f(X) beliebig (zum Beispiel sende man
alle y € Y\ f(X) auf ein fest gewéhltes Element von X ). O

0.9 Das Auswahlaxiom

Um zu beweisen, dal umgekehrt jede surjektive Abbildung eine Rechtsinverse besitzt, benutzt man
héufig ein weiteres Axiom der Mengenlehre, ndmlich das sogenannte Auswahlaxiom, das durchaus iiber-
raschende, um nicht zu sagen paradoxe Konsequenzen hat. Wir kénnen auf diese Problematik hier nur
oberflachlich eingehen. Zunéchst formulieren wir das Axiom als Satz, um spéter gegebenenfalls darauf
zuriickgreifen zu konnen. Dazu miissen wir zunédchst die Formung der Vereinigung von zwei Mengen auf
evtl. beliebig viele Mengen verallgemeinern. Es sei I eine beliebige Menge, und jedem ¢ € I sei eine
nichtleere Menge M, zugeordnet. Wir nennen dann das System der (M,),c; eine durch die Indexmenge
I indizierte Familie von Mengen. Wir sprechen auch von einem System von Mengen. Genauer handelt
es sich hierbei um eine Abbildung von der Menge I in die Klasse M aller Mengen (siehe weiter unten).
Unter diesen Gegebenheiten definieren wir die Vereinigung der Mengen M, durch

UML ={xz:31€l,s0odaB z € M,}
el
und den Durchschnitt durch

ﬂML ={z:firallecelist z€M,}.
el
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Hierbei hat man fiir die leere Indexmenge I = () noch etwas Sorgfalt walten zu lassen. Fiir die
Vereinigung setzt man in diesem Fall sinnvollerweise immer

UML = 0.

Dagegen macht der Durchschnitt in diesem Fall nur dann einen Sinn, wenn alle M, Teilmengen einer
festen Menge M sind. In diesem Fall setzt man

ﬂML =M .
LeD

Wir kénnen nun das Auswahlaxiom formulieren.

Satz 0.6 (Auswahlaxiom) FEs sei (M,),cr eine durch die nichtleere Indexmenge I indizierte Familie
von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine Abbildung

<p:I—>UML
vel

mit ¢ (L) € M, .
Zum Beweis der obigen Aussage fiir surjektive f: X — Y braucht man nur I = Y und
My =f"y) ={zeX: f(x) =y}

zu wihlen. Nach Voraussetzung ist M, # 0 fir alle y € Y. Sei g die Auswahlfunktion ¢ in dieser
speziellen Situation. Dann ist g eine Abbildung

g: Y — J My =x
yey

mit g(y) € f~1(y), d.- h. (fog)(y) = f(g(y) =y = idy(y). O
medskip

Bemerkungen. 1. In der Tat bendtigt man bei diesem Argument das Auswahlaxiom itiberhaupt nicht,

wie man z. B. bei FRIEDRICHSDORF - PRESTEL [23] nachlesen kann.

2. Das Auswahlaxiom ist dquivalent zu der Aussage, daB fiir eine beliebige nichtleere Indexmenge I das
kartesische Produkt M von nichtleeren Teilmengen M,, ¢ € I, also

M =] M.,

el

selbst nicht leer ist (siehe hierzu und dem folgenden auch den Anhang). Wenn I eine endliche Menge
ist, so kann man diese Aussage leicht mit den Axiomen der naiven Mengenlehre (siche HALMOS [24])
beweisen. B. LEvI (1902) und E. ZERMELO (1904) bemerkten als erste, dal man diese Aussage fiir
unendliche Indexmengen I jedoch nicht aus den Axiomen der naiven Mengenlehre schliefen kann.
Genauer ist der heutige Stand der folgende (zitiert nach [23]): GODEL hat 1939 gezeigt, daf aus der
Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems NBG (VON NEUMANN-BERNAYS—GODEL) ohne Auswahlaxi-
om auch die Widerspruchsfreiheit von NBG mit Auswahlaxiom und allgemeiner Kontinuumshypothese
(siehe hierzu den Anhang von Kapitel 3) folgt. Andererseits hat P. COHEN 1963 gezeigt, dafl unter
der Annahme, dafl NBG widerspruchsfrei ist, sich weder das Auswahlaxiom noch die Kontinuumshy-
pothese aus den iibrigen Axiomen beweisen lassen. Zu weiteren nichttrivialen Folgerungen aus dem
Auswahlaxiom siehe den Anhang zu Kapitel 2.
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0.10 Die Russelsche Antinomie

Wir wollen zum Schlufl noch kurz auf die sogenannte Russellsche Antinomie eingehen. RUSSELL hat
1901 durch ein Beispiel gezeigt, daBl der hemmungslose Umgang mit Mengen zu Widerspriichen fiihrt,
und die Mathematik dadurch in eine Grundlagenkrise gestiirzt. Im Grunde geht diese Idee aber schon
auf CANTOR 1899 zuriick, dessen Beweisgang wir im Anhang zu Kapitel 3 skizzieren.

Dazu betrachten wir (versuchshalber) die ,Menge*“ 9t aller Mengen und darin die Teilmenge 91
aller Mengen mit M ¢ M . Nach Definition ist also

MeMy < Mg M.
Nun ist 9, selbst eine Menge und damit
My € My — m0¢m0~

Russell hat zusammen mit WHITEHEAD in den 3-béndigen ,Principia Mathematica“ (1910 - 1913
erschienen) eine Typen— oder Stufentheorie der Mengen entwickelt, in der dieser Widerspruch nicht
auftritt. Heutzutage benutzt man einen stufenlosen Aufbau der Mengentheorie durch Einfiihrung des
Begriffs der Klasse. Mengen sind spezielle (,kleine®) Klassen. Es wird axiomatisch festgelegt, wie man
aus Klassen neue bilden darf, und wann dabei aus Mengen wieder Mengen werden. In diesem Aufbau
sind 9 und My Klassen, aber keine Mengen. Man spricht daher von der Klasse aller Mengen. Man
beachte aber, da8 die Potenzmenge P (M) einer Menge M nach diesen Axiomen tatséichlich eine
Menge ist.

Bis heute ist in diesem Aufbau kein Widerspruch entdeckt worden. Wir haben aber keine Gewif3heit,
daf} dieser Aufbau widerspruchsfrei ist.



Anhang: Kartesische Produkte und Abbildungen

Zur Definition einer Abbildung vermoge ihres Graphen benttigen wir das kartesische Produkt von zwei
Mengen A, B. Wir konnen dieses (anschaulich) definieren als Menge A x B der geordneten Paare
(a,b), a€ A, b€ B, wobei (a1, by) = (az, ba) <= a1 = az, by = by. Dies ist selbstverstindlich
keine stichhaltige Definition im Rahmen der Mengentheorie; sie 148t sich jedoch leicht geben.

Definition (Kuratowski). (a, b) := {{a}, {a,b}}, Ax B := {(a,b): a€ A, b€ B}.
Es gilt dann (a1, b1) = (a2, b2) genau dann, wenn

i) {a1} = {az2}, {a1, b1} = {ag, b2}, also wenn a; = ag und by = by
oder, was nur im Fall A = B moglich ist, wenn

i) {a1} = {ag, b2}, {a1, b1} = {ba},d. h. wenn a; = as = by = by,

also, wie gewiinscht, genau dann, wenn a; = asg, by = bs.

Der Begriff der Abbildung 148t sich nun leicht formalisieren, wenn wir daran denken, daf§ wir Funk-
tionen f : A — B oft ihren Graphen I'y = {(z,y) : ¥y = f(z)} zuordnen und f aus I';
zuriickgewinnen kénnen.

Definition. Eine Abbildung von A nach B ist (reprisentiert durch) eine Teilmenge
I'cAxB,

so daB fiir alle a € A die Menge I'y, := {b€ B: (a,b) € '} genau ein Element enthilt. Oder anders
ausgedriickt:

a) Zu jedem a € A gibt es ein b € B mit (a, b) € T';
b) aus (a, b) €T und (a, b') €T folgt b =¥’ .

Fiir (a, b) € T’ schreibt man b = fr(a) oder a — fr(a). Damit haben wir mit T’ eine Abbildung
f = fr: A — B im anschaulichen Sinne gewonnen.

Beispiel. Sind A und B nichtleer, so wihle man ein by € B und setze
I':={(a,0)eAXxB:b=10by}.

I' definiert die konstante Abbildung f (a) = by, a € A.
Definition. a) Zwei Abbildungen I'y, I's heiflen gleich, wenn I'y = I'y. Dies ist gleichwertig mit

fi(a) = fa(a) fiir alle a € A, wobei f; = fr,, j = 1,2.
b) Eine Abbildung T' heifit surjektiv, wenn fiir alle b € B die Menge
I :={acA: (a,b)eT} #0

ist. Sie heifit injektiv, wenn diese Mengen jeweils hochstens ein Element enthalten, und bijektiv, wenn
sie injektiv und surjektiv ist. In dem letzten Fall ist

I':={(ba)eBxA: (a,b) T}
ebenfalls eine Abbildung. Man schreibt fiir diese sogenannte Umkehrabbildung
(fo) = frr

Beispiel. Fiir A C B wird durch T' := {(a,a) : a € A} eine Abbildung von A nach B definiert,
die offensichtlich injektiv ist. Wir bezeichnen diese stets mit ida-p oder mit A — B.Fir A = B
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schreiben wir auch einfach idy := idgca oder noch vereinfachender id, wenn keine Verwechslungen
zu befiirchten sind.

Bemerkung. Aus der Definition folgt, dafl die Menge Abb (A4, B) aller Abbildungen von A nach B
nur das Element idscp enthilt, falls A = @ ist.

Definition. Es seien A, B nichtleere Mengen. Dann bezeichnet B4 oder Abb (A, B) die (nichtlee-
re) Menge aller Abbildungen o : A — B. Im Falle A = [1, n] schreibt man auch B" anstel-
le von B! Die Elemente o € B® = Abb([1, n], B) sind eindeutig festgelegt durch die Werte
a(l),...,a(n) € B. Man schreibt dann b; := a/(j) und identifiziert a mit dem geordneten n-Tupel
(b1,...,by). B™ ist also eine Verallgemeinerung des kartesischen Produkts B x B und wird als n—faches
kartesisches Produkt von B mit sich selbst bezeichnet. Man hat fiir alle n > 2 eine kanonische, d. h.
,offensichtlich eindeutig zu definierende“ und damit ,gottgegebene* Bijektion B® — B"~ ' x B.

Entsprechend identifizieren wir eine Abbildung « : N — B mit der unendlichen Folge
b= (bo, bl, bg,‘..) = (bn)nGN s b, = a(n) €eB.

Man beachte, dafi die Menge {bg, b1, ...} = a(N) C B der Folgenglieder etwas ganz anderes bedeutet;
deswegen schreiben wir bei Folgen runde statt geschweifte Klammern.

Wir kénnen nun fir beliebige Systeme (M,),c; von nichtleeren Mengen das kartesische Produkt
erkldren. Wir setzen M fiir die Vereinigung der M, und definieren dieses Produkt durch

[[M. = {eeAbb(, M): o) € M,}.
el

Man nennt es auch das Kreuz—Produkt oder das direkte Produkt der Mengen M, . Es ist per definitionem
klar, dal im Falle I = {1, 2} das kartesische Produkt [],.; M, mit M; x My iibereinstimmt. Man
schreibt deshalb auch im Falle I = {1,...,n} CN

ﬁ M, anstelle von HML .

j=1 el

Bemerkung. Die Existenz einer Auswahlfunktion im Sinne des Auswahlaxioms fiir ein nichtleeres System
von nichtleeren Teilmengen M, ist damit, wie weiter oben schon angekiindigt, gleichwertig mit der

Aussage, daf8 die Menge [],.; M, nicht leer ist.






1 Die Peano - Axiome der natiirlichen Zahlen

Zu den grundlegenden Errungenschaften der menschlichen Entwicklungsgeschichte gehort unsere Fahig-
keit, (endlich viele) Dinge abzuzéhlen. Fin Ding erhilt die Nummer 1, ein weiteres die Nummer 2, ein
weiteres die Nummer 3, etc. Wir haben 1 Nase, 2 Augen, 2 Hénde, 5 Finger an jeder Hand, 10 Finger
und 10 Zehen insgesamt, etc. Schon in diesem etc. liegen aber viele Fragen verborgen.

Oder denken wir an einen Physiker. Fiir diesen ist es naheliegend, von einem Ursprung aus zu
messen. Einen solchen Ursprung bezeichnet man seit Erfindung der Null durch die Inder auch mit 0,
wobei die Ahnlichkeit zu unserem grofien Buchstaben O nicht zufillig ist, da das Symbol an ,origo“ =
lat. Ursprung erinnern soll (iibrigens wurde uns die Null von den Arabern gebracht; ,nullum“ heifit auf
lateinisch keiner, keines). Durch Abtragung eines festen Mafistabes erhiilt man, von 0 ausgehend, die
Léngenwerte 1, 2, 3, ....

Figur 1.1

1.1 Die Menge der natiirlichen Zahlen

Ausgangspunkt unserer Reise durch die Welt der Mathematik soll daher diese Menge der natiirlichen
Zahlen (als Kardinalzahlen) sein. Wir bezeichnen sie mit

N=1{01,2..}.

Selbstversténdlich sind wir alle von der Existenz einer solchen Menge iiberzeugt. Und dennoch fiihrt
ein wenig Nachdenken schon zur Nachdenklichkeit: Behaupten nicht einige kosmologische Theorien, daf3
unser Weltall endlich ist 7 Und wenn dies so ist, und jedes Elementarteilchen ein nichtverschwindendes,
unteilbares Volumen einnimmt, mufl dann nicht die Anzahl aller Elementarteilchen endlich sein ? Wo ist
dann also Platz fiir diese offensichtlich unendliche Menge 7 Oder auch viel primitiver: Wie bezeichnet
man denn die Zahl

10007 9

(Nicht etwa auf englisch, franzosisch, italienisch, spanisch, hebriisch, japanisch, chinesisch, kisuaheli,
sondern in unserer eigenen Muttersprache!).

Lassen Sie uns einen Text aus dem Lehrbuch ,Mathematik fiir Physiker“ [165] zitieren:

»Die unbegreiflichen Mdéglichkeiten, die im Zahlensystem stecken, faszinierten vor allem die Inder.
Sie stellten sich vor, dafl der ,,Zahlenturm “ iber das Menschliche hinausragt in den Raum der Gditter,
und sie ersannen weit iber alle praktischen Bediirfnisse hinaus Zahlensysteme und Zahlworter, um
gleichnishaft eine Idee von der Unerschopflichkeit der denkbaren Welt zu geben. BUDDHA soll dargelegt
haben, daf die Zihlung nach Potenzen von 10'7 sich noch durch eine andere dibertreffen lifit, diese
wiederum durch eine weitere und so fort. Ihm wird auch die Staubrechnung zugeschrieben, wonach 7
Atome auf ein sehr feines Staubkorn kommen, sieben sehr feine Staubkirner auf ein feines und so
schlieflich 77 Atome auf eine Meile. Ahnlich dazu gab ARCHIMEDES eine Zahl an, welche grifier ist
als die Zahl der Sandkdrner eines Haufens, der das Weltall fiillt.

Es ist schon kiihn, diese potentielle Unendlichkeit in einer ,fertigen“ Menge N zu fassen. Niemand
wird je alle natirlichen Zahlen sehen. “

Trotzdem wollen wir uns nicht davon abhalten lassen, an die Existenz einer solchen unendlichen
Menge N zu glauben (denn wie sonst sollten wir akzeptieren, dafi es auch ,beliebig kleine“ Zahlen gibt,
was uns erst zur Konzeption der Analysis befihigt?).

Es war PEANO (1891), der (nach Vorarbeiten von DEDEKIND) unsere Vorstellung der natiirlichen
Zahlen im Sinne eines sukzessiven Fortschreitens von einem Ursprung aus in einem Axiomensystem
kodifiziert hat. Wir modifizieren das sogenannte Peanosche Azxiomensystem unseren Vorstellungen ent-
sprechend, indem wir das urspriingliche, ausgezeichnete Element mit 0 bezeichnen. (Zu einem anderen
Axiomensystem siehe z. B. den Anhang zu Kapitel 2).
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Die Axiome von Peano

i) 0 ist eine natiirliche Zahl.

ii) Jede natiirliche Zahl besitzt einen eindeutig bestimmten (unmittelbaren) Nachfolger.

v

)
)
iti) 0 ist kein Nachfolger.
) Verschiedene Zahlen besitzen verschiedene Nachfolger.
)

v) (Induktionsaxiom) Enthdlt eine Menge von natirlichen Zahlen die 0 und mit n auch deren

Nachfolger, so enthdilt sie alle natirlichen Zahlen.

Mathematisch etwas priziser bedeutet dies also: Fs existiert eine (nichtleere) Menge N mit den folgen-
den FEigenschaften:

1. In N gibt es ein ausgezeichnetes Element, das mit 0 (Null) bezeichnet wird.

2. Jedem Element n € N ist (auf eindeutige Weise) ein weiteres Element in N zugeordnet, das man
i. a. den ,,(unmittelbaren) Nachfolger“ von n nennt und mit n* bezeichnet.

3. 0 ist kein Nachfolger (hat also ,keinen Vorginger“).

4. Zwei verschiedene Elemente in N (also zwei verschiedene natiirliche Zahlen) konnen nicht den-
selben Nachfolger haben. In Symbolen: mf = nf = m = n.

5. (Induktionsprinzip) Ist N C N eine Teilmenge mit:

a) 0eN,
b) ne N = nfec N,

soist N = N,

Hierbei ist nach unserem Schulwissen der Nachfolger von n die Zahl n + 1. Wenn wir aber nur
die Peano—Axiome verwenden wollen, diirfen wir dieses Wissen (noch) nicht heranziehen: eine Addition
ist im Bereich der durch die Peano—Axiome gegebenen natiirlichen Zahlen ja noch gar nicht erkldrt. Im
Gegenteil werden wir so vorzugehen haben, daf§ wir mit ihrer Hilfe die Addition erst definieren miissen,
und zwar in der Weise, daB8 tatsichlich nf = n + 1 gilt. Dann ist das fiinfte Axiom jedoch nichts
anderes als eine Formalisierung des bekannten Beweisschemas durch vollstindige Induktion:

Ist eine Aussage tber natirliche Zahlen richtig fir die Zahl 0 (Induktionsanfang) und unter Annahme
der Richtigkeit fir eine Zahl n auch richtig fir n + 1 (Induktionsschritt), so ist sie richtig fir alle
natirlichen Zahlen.

1.2 Beispiele fiir das Induktionsprinzip
Z. B. kann man mit diesem Prinzip die bekannte Formel

n(n + 1)
2

beweisen. Denn sie ist offensichtlich richtig fiir n = 0 und, unter der Annahme, daf sie fiir ein (belie-
biges) n richtig ist, folgt

O+ 1+2+--+n-= , neN

O+1+2+-+ (n+1)

O+1+2+-4n)+ (n+1)

:w+(n+l)

:(n+1){g+1]:w
(n+1)[(n+1)+ 1]
2 )
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also die Richtigkeit fiir n + 1 anstelle von n.

Selbstverstéindlich ist der vorstehende Beweis an dieser Stelle noch v6llig inhaltsleer: Die linke Seite
ist wegen der fehlenden Additiqn in N noch nicht definiert, und die rechte liegt a priori sogar im Ring
der rationalen Zahlen Q, etc. Ubrigens braucht man keine Induktion fiir diese Aussage, wie schon der
6-jéhrige GauB} erkannte. Er rechnete (fiir n = 100) nach folgendem Schema, das man sofort auf alle
geraden n = 2k ibertragen kann: 1 + 2+ +n =14+2+---+k+(k+1) +---+ 2k =
QA+2)+2+2k-1)+--+k+(+1) =k2k+1) = g (n 4+ 1). Entsprechend kann
man im ungeraden Fall n = 2k + 1 verfahren. Will man die Fallunterscheidung vermeiden, kann man
auch wie folgt argumentieren:

20 +24++n-1D+n)=0+2+-+n-1D4+n)+n+n-1)+---+2+1)
=1+n)+2+Mnm-1))+-=nn+1).

Nun sind beide Seiten natiirliche Zahlen, von denen die linke durch 2 teilbar ist. Also ist auch die
rechte Seite durch 2 teilbar (dies ist ohnehin klar: eine der beiden Zahlen n und n + 1 ist gerade), so
daB sich erneut die obige Summenformel ergibt.

Das vorstehende Beweisschema 148t sich wie folgt ,geometrisch“ skizzieren:

Figur 1.2

Nach einer leichten Umformung gewinnt man eine vielleicht noch schénere Interpretation. Ist die Formel
némlich fiir alle n € N erfiillt, so gilt auch

(1+2+---+(n—1)—|—n)+(1+2+~-~+(n—1)):%((n—kl)n—i—n(n—l)):nZ,

was man sich wie folgt auf zwei verschiedene Weisen veranschaulichen kann:

°
e—e—e O ° | °
e—e O @ * | 4 | 4
° | ° | ° | °
e 0O eo—e . | . | .
o e—e—e L] | L]
°

Figur 1.3

Umgekehrt folgt aus der letzten Formel, angewandt auf n 4+ 1 anstelle von n:
n+1)2=mn+1)+21+2+-+(n—1)+n),
woraus sich durch Auflésung nach der in Rede stehenden Summe die alte Formel wieder ergibt.

Bemerkung. Das Anschreiben der Summe der ersten n von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen
mit Hilfe von ,Piinktchen®“ wie oben ist weder iibersichtlich noch elegant und letztlich nicht einmal
wohldefiniert. Man umschifft dies Problem durch (induktive!) Einfithrung des Summenzeichens

n
> 4
j=m
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und dem Nachweis seiner Eigenschaften (siche Kapitel 4). Die obige Formel lautet dann

1
j:%, nenN
1

n

J

Eine entsprechende Formel hat man auch fiir die Summe der ersten n von Null verschiedenen Quadrat-

zahlen: .
ij _ n(n + 1)6(2n+ 1) Cnen

j=1

und fiir die Summe der Kubikzahlen:

2 12
§% = prpoT o (n4—|— ) , neN*.
1

n

J

Der Leser wird bemerken, da8 fiir die Summe der Kubikzahlen gerade das Quadrat der Summe der
Zahlen selbst herauskommt. Dies merkwiirdige Beziehung kann ebenfalls geometrisch gedeutet werden.
Die folgende Zeichnung beruht offenbar auf der Tatsache, dal 2-1 = 1-2, 3-2 = 2-3 etc. Ist die
Grundléngeneinheit der inneren vier Quadrate gleich 1, so erhélt man fiir die Seitenldnge bei n = 4
die Relation

20 +2+3+4)=5-4=44+1),

also eine erneute Bestéitigung der Summenformel, und fiir den Fliacheninhalt des Quadrates

4(1-12 +2-2% +3.3% +4-4%).

Figur 1.4

1.3 Mengentheoretische Formulierung der Axiome

Wir wollen die Peano—Axiome noch stiarker mengentheoretisch umformulieren. Schreibt man mit n € N
fiir den eindeutig bestimmten Nachfolger v (n) :=n?, so definiert

N— N
v
n+— v(n)
eine Abbildung von N in sich, und wir kénnen die Peano—Axiome noch kiirzer fassen:

N ist eine Menge zusammen mit einem ausgezeichneten Element 0 und einer Abbildung v: N — N,
so dajf$ folgendes gilt:

I) 0eN.
II) 0 ¢ v(N).
IIT) ny # ny = v(n1) # v(na2), d. h. v ist injektiv.
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IV) Ist N C N eine Teilmenge, die den folgenden Bedingungen geniigt:
a) (Induktionsanfang) 0€ N,
b) (Induktionsschritt) ne€ N = v(n) € N,
soist N = N.

Symbolisieren wir die natiirlichen Zahlen durch Punkte in der Ebene, und deuten wir durch einen

Pfeil
e —> o

n nﬁ

Figur 1.5

an, daB n* = v (n) ist, so sind nach den ersten Axiomen die folgenden Bilder verboten (denn im ersten
Fall wire v keine Abbildung, und im zweiten wire v nicht injektiv):

N

Wir haben ,natiirlich* die folgende Vorstellung von den natiirlichen Zahlen:

Figur 1.6

Aber ohne das Induktionsaxiom wéren wesentlich ,grolere” Konfigurationen denkbar, z. B. zusdtzlich
zu dem vorigen Schema noch Bilder wie

SN\
NS

oder

e ——e—e— -

Figur 1.8



22 Teil I: Mengentheoretische und algebraische Grundlagen

Das alles entscheidende Induktionsaxiom verbietet aber nun gerade eine solche zusétzliche Komponente,
denn die urspriingliche Komponente allein erfiillt schon alle Axiome von Peano und mufl daher gleich
N sein.

Beuspiel. Die Mengen
Ry ={zeR:2>0}, v(z)=xz+1,

und

1
§N={q€Q:2q€N}, v(g) == q+1

erfiillen alle Axiome der natiirlichen Zahlen auler der ,,Minimalitéitseigenschaft“ IV.

Auf dieser axiomatischen Vorstellung aufbauend mufl man sukzessive die Nachfolger von 0 benennen
kénnen. Es ist schlicht unsere kulturelle Tradition, 0 = 1, 1¥ = 2 etc. zu setzen. Wir kommen speziell
auf die Dezimalschreibweise spater noch zu sprechen.

1.4 Beweis einiger naheliegender Aussagen iiber Nachfolger
Um zu testen, ob unsere Axiome gut genug sind, miissen wir anschaulich oder intuitiv ,richtige“ Aus-

sagen auch beweisen kénnen. Wir beginnen mit dem folgenden ,,Satzchen .

Satz 1.1 v(N) = N* :={neN:n # 0}. M. a. W.: jede natiirliche Zahl n # 0 besitzt mindestens
einen Vorgdnger, oder in Symbolen

YneN*" ImeN:n =wv(m).

Bemerkungen. 1. Wegen der Injektivitdt von v ist im vorigen Satz die Zahl m mit v (m) = n durch
n eindeutig bestimmt. (Man schreibt hierfir Vn # 0 3; (oder 3!) (es gibt genau ein) m, s. d.
n = v(m)). Also gibt es zu N auch eine Vorginger—-Abbildung ¢ : N* — N mit

vop = idy«: N* — N* | pov =idy: N — N.

2. Aus v (N) = N* = N\ {0} folgt sofort 0 ¢ v (N). Also kann man das Axiom I (unter Beibehaltung
der anderen) ersetzen durch:

') v(N) = N*.
Ebenso kann man IT) und III) ersetzen durch die einzige Aussage
IT + I11) v: N — N* ist bijektiv.

Beweis (Satz 1). Die Aussage ist dquivalent zu N := v (N)U {0} = N, da 0 ¢ v (N). Nun ist nach
Definition 0 € N, und ist n € N, so ist v (n) € v (N) C N. Also folgt nach dem Induktionsaxiom die
Behauptung. O

Folgerung 1.2 Keine natirliche Zahl ist ihr eigener Nachfolger.

Beweis. 0 ist iiberhaupt kein Nachfolger, also 0 € N := {n € N: n # v(n)}. Sei n € N. Nehmen
wir nun an, dafl fiir ein n € N der Nachfolger v (n) ¢ N wire. Aus v(n) = v(v(n)) und der
Injektivitdt von v ergibe sich dann aber n = v (n) und also auch n ¢ N . Dieser Widerspruch 16st
sich nur auf, wenn unsere Annahme nicht richtig war, d. h. wenn stets aus n € N auch v(n) € N
folgt. ]
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1.5 Bemerkungen iiber gingige Schluflweisen

Bemerkung. Es diirfte schon an dieser Stelle angebracht sein, einige Worte {iber sogenannte
,SchluSweisen“ zu verlieren. Sie beruhen sidmtlich auf dem Prinzip des tertium non datur, also auf
der Priamisse, dafl jede Aussage entweder richtig (wahr) oder falsch (unwahr) ist: Fiir jede Aussage A
ist entweder A selbst oder ihre Negation —A wahr.

Trotz der Verwendung des Wortes Widerspruch in dem obigen Beweis handelt es sich dabei
tatsdchlich nicht um einen Widerspruchsbeweis im eigentlichen Sinne. In Wahrheit haben wir einen
Schlufl oder Beweis durch Kontraposition durchgefiihrt. Sind A, B Aussagen, so ist die Aussage
A = B dann und nur dann falsch, wenn A richtig und B falsch ist, denn aus etwas Richtigem
kann nichts Falsches folgen, aus etwas Falschem aber kann alles geschlossen werden. Sie ist damit genau
dann falsch, wenn —B richtig und —A falsch ist, also die Aussage =B = —A falsch ist. Somit hat
die Aussage A = B den gleichen ,Wahrheitswert“ wie die Aussage =B = —A, unabhéngig von den
Wahrheitswerten von A und B, was dazu fiihrt, dafl die beiden Aussagen

(A= B) = (-B = -4) und (-B = -A) = (A= B)
stets richtig sind. Hierfiir schreibt man dann natiirlich
(A = B) <~ (ﬁB = ﬁA)

und nennt die beiden Aussagen A = B und —-B = —A &quivalent. Insbesondere kann man statt der
Aussage A = B immer auch die ,Kontraposition* -B = —A beweisen. In dem obigen Beweis ist A
die Aussage n € N, und B ist v(n) € N, und was wir tatséchlich gezeigt haben, ist v(n) ¢ N =
n & N. Ebenso einfach begriindet man die Aquivalenzen

(A= B) < (mAVB) < —(AA-B)
und die Tatsache, daf die folgende Aussage stets richtig ist:
(A= B)A(B=0) = (A= 0).

(,Transitivitat des SchlieBens®).

Ein echter Beweis durch Widerspruch liegt dann vor, wenn wir, um eine Aussage A zu beweisen, von
der Negation —A ausgehend auf eine Aussage —C schlielen konnen, von der wir schon aus anderen
Griinden wissen oder voraussetzen, dafl sie falsch ist, d. h. dafl C richtig ist. Wir zeigen also die
Giiltigkeit von —A = —C', was nach den obigen Ausfithrungen aber zu C' = A &quivalent ist. Da
C als wahr bekannt ist, mufl auch A wahr sein. Ein Beispiel eines solchen Widerspruchbeweises findet
man in beiden Teilen des Beweises von Satz 3 und im letzten Abschnitt des Beweises zu Satz 5.

Auf diesem Verfahren beruhen noch kompliziertere Widerspruchsbeweise. Will man z. B. zeigen,
daB aus einer Aussage A die Aussage B folgt, so geniigt es, aus A und der Negation —B von B zu
schlieffen, dafl (wie oben) eine Aussage —C' richtig ist, obwohl uns das Gegenteil bekannt ist. Denn nach
den oben begriindeten Aquivalenzen ist der als richtig erkannte Schluf (AAN—-B) = —-C #&quivalent zu
C = —(AA-B), und ferner ist, wie oben schon bemerkt, =(A A -B) <= (-AV B). Da wir wissen,
dafl die Aussage C wahr ist, ist auch die Aussage "AV B, also A = B wahr.

1.6 Aquivalente Formulierung des Induktionsaxioms

Das Induktionsaxiom kann in eine wesentlich andere Fassung gebracht werden. In unserer Vorstellung
der natiirlichen Zahlen besitzt jede nichtleere Teilmenge M C N ein kleinstes Element, was wir nach
Einfithrung einer geeigneten Ordnung auf N auch tatséichlich beweisen werden (siehe Kapitel 2). Diese
Eigenschaft konnen wir in einer abgeschwichten Form auch schon formulieren, ohne {iber Ordnungen
zu reden:

IV’) Fiir jede nichtleere Teilmenge M C N gibt es ein Element m € M mit m & v (M).

Satz 1.3 Unter den Voraussetzungen 1), 11') und 111) sind die Axiome IV) und IV') dquivalent.
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Bemerkung [20. 10. 2019]. In fritheren Fassungen des Textes stand als Voraussetzung der Aquivalenz
zwischen IV) und IV’) versehentlich die Bedingung I), IT) und III) anstelle von I) und II + III). Der
Beweis benutzt die stidrkeren Voraussetzungen, und die Aussage des Satzes ist unter den schwécheren
Voraussetzungen tatséchlich falsch. Sie hierzu: Lars-Daniel Ohman: Are induction and well-ordering
equivalent ? The Mathematical Intelligencer, Volume 41, Number 3 (Fall 2019), pp. 33-40.

Beweis. Eine Aquivalenzaussage besteht immer aus zwei ,Richtungen®. Zeigen wir also zuerst V)
= IV’), wozu wir das Prinzip der Kontraposition verwenden. Wenn IV’) nicht richtig ist, gibt es eine
nichtleere Teilmenge M C N mit M C v (M). Es geniigt dann zu zeigen, da} N := N\ M die
Induktionsbedingungen erfiillt, denn da N nicht mit N {ibereinstimmt, ist das Induktionsaxiom IV)
verletzt. Tatséchlich ist 0 € N, dasonst 0 € M C v (M) C v (N) wére im Widerspruch zu Axiom II).
Fiir den Induktionsschritt n € N = v (n) € N wihlen wir wieder das Prinzip der Kontraposition. Es
sei also v (n) € N, also v(n) € M C v(M); dann gibt es ein m € M mit v(m) = v(n), und wegen
Axiom IIT)ist n = me M,d. h. n ¢ N.

IV') = 1IV). Nach den oben begriindeten Aquivalenzen von Aussagen geniigt es zum Beispiel zu
zeigen, dafl nicht gleichzeitig IV') und die Negation von IV) richtig sein kénnen. Nehmen wir dies
dennoch an, so gibt es zunéchst eine Teilmenge N C N, die den Induktionsbedingungen geniigt, aber
nicht mit N iibereinstimmt. Dann ist aber die Differenzmenge M = N\ N nicht leer und enthélt
wegen IV') ein Element m mit m ¢ v (M). Wegen 0 € N ist aber 0 ¢ M und damit m # 0; also
kénnen wir nach Satz 1 m = v (n) schreiben mit einem Element n € N\ M = N. Infolgedessen ist
meMNv(N)C MNN = 0. Widerspruch zu Satz 0.1 ! O

Bemerkung. Zu einer weiteren (ordnungstheoretischen) Charakterisierung der natiirlichen Zahlen siehe
Satz 2.16.

1.7 Eindeutigkeit der natiirlichen Zahlen

Ich beweise jetzt noch einen Satz, dessen volle Bedeutung sich vermutlich erst spéter erschlieen wird.
Ich denke, dafl wir alle von der Existenz ,der“ natiirlichen Zahlen iiberzeugt sind, aber wir alle tragen
nur ein Abbild derselben in uns. Warum kénnen wir uns dann iiberhaupt {iber diese Zahlen versténdigen,
ohne die Méglichkeit, die ,,Urzahlen“ aus dem platonischen Reich der Ideen direkt zu verwenden (wie
z. B. das Urmeter in Paris in der Lingenmessung)? - Der Grund liegt in dem folgenden

Satz 1.4 FErfillen die beiden Systeme (N, 0, v) und (N, 0/, V') die Axiome von Peano, so gibt es eine
eindeutig bestimmte Bijektion
a: N — N

mit V' (a(n)) = a(v(n)),neN, d h. Voa =aov.

Die Beweisidee ist klar:

0 ~1(0) - V(V\(O)) _
o - /(0) - V(' (0)) ——

Man kann dieses Schema leicht zu einem Beweis des Satzes ausbauen. Wir benttigen spéater aber noch
einen verallgemeinerten Sachverhalt, der uns zum Beispiel induktive Definitionen erlaubt, und formu-
lieren deshalb den folgenden Satz.

Satz 1.5 FEs sei A eine nichtleere Menge mit einem fest gewdhlten Element a € A und einer fest
vorgegebenen Abbildung g : A — A. Dann existiert genau eine Abbildung

a:N— A
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mit «(0) = a und g(a(n)) = a(w(n)),neN, d h goa = aov.

Bevor wir diesen Satz beweisen, zeigen wir, dafl aus ihm leicht der vorstehende Satz iiber die Fin-
zigkeit der natiirlichen Zahlen folgt. Es geniigt in der Tat, nur noch zu zeigen, daf§ das Bild der 0 € N
unter « gleich 0’ sein muff. Denn nach dem noch zu beweisenden Satz gibt es genau eine Abbil-
dung a: N — N mit der gewiinschten Eigenschaft ' o = aov und der zusitzlichen Bedingung
a(0) = 0'. Sind wir damit aber schon mit dem Beweis zu Ende? Leider nein, denn wir miissen noch
begriinden, warum die eindeutig bestimmte Abbildung « auch bijektiv ist. Diese Erkenntnis gewinnt
man aber leicht aus der Symmetrie der Situation: Durch Vertauschung der Rollen von N und N
begriindet man ebenso die Existenz genau einer Abbildung o/ : N — N mit o/ o/ = voad’ und
o' (0') = 0. Die Zusammensetzung ¢ := &/oa: N — N bildet dann 0 in 0 ab und erfiillt die Bedingung
tov = (d/oa)or = a'o(aov) = a/o(Voa) = (a/ov)oa = (voa')oa = vo(a’oa) = vor. Da die Iden-
titdt idy aber auch diese Eigenschaften besitzt, mufl nach der Eindeutigkeitsaussage o’ oa = ¢ = idy
folgen. Genauso zeigt man « oo’ = idy . Also ist « tatséchlich eine Bijektion mit den gewiinschten
Eigenschaften, und zwar die einzig mogliche.

Es bleibt also nur noch «(0) = 0’ zu zeigen. Wire aber «(0) # 0, dann miifite es wegen der
Bijektivitdt von a ein n # 0 geben mit a(n) = 0. Wegen n # 0 gibt es aber ein m € N mit
n = v(m). Also folgt 0’ = a(n) = (e@ov)(m) = (V' oa)(m) = v (a(m)). Widerspruch zu
Axiom II! O

Bemerkung. Wir wollen an zwei Beispielen demonstrieren, wieso der 2. Teil in dem obigen Beweis
tatséchlich notwendig ist.

1. Man finde die kleinste Zahl ng € N mit ng = n fir alle n € N. Wenn es eine solche Zahl gibt,
so muf} sie notwendig auch gleich 0 sein: ng = 0. Und wenn wir jetzt nicht nachpriifen, ob 0 die
geforderte Eigenschaft hat (sie hat sie natiirlich nicht), so kommen wir in Teufels Kiiche.

2. Bestimme alle positiven reellen Zahlen x mit x> = —1. Wenn es eine solche gibt, so mufl z* = 1
und damit x = 1 sein. Diese Zahl tut uns aber nicht den erhofften Gefallen.

Beweis von Satz 5. 1. Wir zeigen zuerst die Findeutigkeit einer solchen Abbildung. Es seien also «
und o' Abbildungen mit goa = aov, goa’ = o ov. Zu zeigen ist:

N :={neN:a(n) =d((n)}=N.

Dies geschieht vermoge vollstindiger Induktion. Wegen « (0) = a = o/(0) ist der Induktionsbeginn
jedenfalls erfiillt. Ist aber a(n) = o’ (n), so folgt a (v (n)) = g(a(n)) = g(a/ (n)) = o (v(n)), also
v(n)eN.

2. Aus 1. ergibt sich, dafl die Abbildung o : N — A mit den gewiinschten Eigenschaften die folgenden
Bedingungen erfiillen muf}:

» { a(0) = a;
a(w(n)) =g(a(n)), neN.

Man kann sich nun auf den Standpunkt stellen, dafl durch dieses Schema tatséchlich eine Abbildung
a: N — A induktiv oder rekursiv definiert wird, indem man etwa die Menge Ny :={n € N: a(n) ist
definiert } betrachtet. Allerdings kann man auch Zweifel haben, ob der Ausdruck ,a (n) ist definiert*
eine préazise Bedeutung besitzt. Zudem wollten wir ja gerade mit diesem Satz das Prinzip der induktiven
oder rekursiven Definition erst begriinden und diirfen dieses somit nicht schon vorher durch die Hintertiir
einfithren. Es gibt aber einen einwandfreien Beweis, den wir hier nur skizzieren: Man betrachte in N x A
alle Teilmengen I, die den folgenden Bedingungen geniigen:

(%) (0,a) el und I > (n,¢) = (v(n),g(c)) €l.

Das System dieser Mengen ist nicht leer, da z. B. die volle Menge N x A diese Eigenschaften besitzt.
Wir konnen somit den Durchschnitt aller dieser Mengen bilden, also die kleinste Teilmenge von N x A
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mit (), die wir mit I' bezeichnen. Es ist nicht schwer, mit vollstéindiger Induktion nachzuweisen, daf}
I der Graph einer Abbildung o : N — A ist, die die geforderten Eigenschaften besitzt. O

Bemerkung. Wir bezeichnen im folgenden mit Abb (A, B) weiterhin die Menge aller Abbildungen von
A nach B. Hat man Mengen A, B, C, D und Abbildungen « € Abb (A, B), 8 € Abb(B, D), v €
Abb (A, C) und 6 € Abb(C, D) gegeben, so deutet man diese Situation durch ein Diagramm der
folgenden Art an:

A e B
gl 5
C 5 D
Man nennt ein solches Diagramm kommutativ, wenn o« = § oy, die Kompositionen also vom

seingeschlagenen“ Weg unabhingig sind. In diesem Sinne ist die Abbildung o : N — N’ in Satz 4 die
eindeutig bestimmte Bijektion, die das Diagramm

kommutativ macht. Der Inhalt von Satz 5 driickt sich durch die Kommutativitdt des folgenden Dia-
gramms aus.

Am Ende dieses Kapitels wollen wir noch begriinden, inwiefern Satz 5 uns dienlich sein kann zur
induktiven Definition. Es sei H irgendeine (additiv geschriebene) Halbgruppe mit dem neutralen Ele-
ment 0, also z. B. N selbst mit der Addition (siehe Kapitel 2 und, zu allgemeinen Halbgruppen mit
neutralem Element, Kapitel 4). Ist dann h € H ein fest gewihltes Element, so definiert dieses eine
Abbildung g: H — H mit A’ — k' + h, b’ € H. Wihlt man nun a := 0 € H, so liefert Satz 5 eine
Abbildung a: N — H mit «(0) = 0 und a(n + 1) = a(n) + h. Insbesondere ist

a(l) =h, a(2) = h + h etc..

Selbstverstandlich schreibt man
nh = a(n)

und fiihrt normalerweise ,induktiv“ dieses Symbol durch
0h:=0,(n+1)h:=nh+h

ein.
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Ist die Halbgruppe multiplikativ geschrieben mit neutralem Element e, so gewinnt man auf ent-
sprechende Weise zu vorgegebenem h € H eine Abbildung o« : N — H mit der ,naiven“ Definition

Y = e, A" = R" b

Als Spezialfall kann man hier die Halbgruppe H := Abb(A) aller Abbildungen einer nichtleeren Menge
A zusammen mit der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung (und dem neutralen Element id 4 )
nehmen. Bei festem ¢ € Abb(A) sind hierdurch dann die n—fachen Iterierten ¢°" von ¢ erklért:

o(n+1) :

@0 =ida, ¢ = pop”.



Anhang: Wahrheitstafeln fiir logische Aussagen

Wer den logischen Argumenten im Text des vorigen Kapitels nicht traut, kann sich an Hand von etwas
miihsam zu erstellenden ,,Wahrheitstafeln* wie folgt von der Korrektheit der Behauptung iiberzeugen.
Wir schreiben zunichst diese Tafeln fiir die einfachsten Verkniipfungen von Aussagen auf (hierbei steht
r synonym fiir richtig, wahr und f fiir falsch, unwahr).

A|B|ANB|AVB|A=B
rlr r r r
r|f / r /
flr f r r
I f / / r

Hiermit ,,berechnet“ man z. B. sofort

A|B| -Av-B|-AVB
r|r f r
r|f r /
flr r r
flrf r T

so dafl man sofort die stets richtigen Aussagen
(AVB) <= -(mAA-B) und (A = B) < (-AVDB)

erhélt. Mit anderen Worten: Man kann die logischen Verkniipfungen allein ausdriicken durch zwei von
ihnen, ndmlich A und —.

Um beispielsweise die Giiltigkeit der , Transitivitdt des SchlieBens® nachzupriifen, setzen wir
P\, F, F3 fir A = B,B = C bzw. A = C und D fir F; A F5. Wir haben dann die folgen-
de Tabelle, aus der wir sofort die Behauptung ablesen kénnen.
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2 Addition, Multiplikation und Anordnung natiirlicher Zahlen

Bis hierher konnen wir die natiirlichen Zahlen nur zum Abzihlen gebrauchen. Es ist uns aber von
Jugend an vertraut, daff man im Bereich der natiirlichen Zahlen auch addieren und multiplizieren kann.
Beziiglich der Addition kann man eine einfache Vorstellung durch ,Hintereinanderausfithrung® von
Abmessungen mit einem Maflstab gewinnen. Wir wollen dabei auch unsere gewohnten Rechenregeln
zur Verfiigung haben. Diese legen dann auf (N, v), wie wir gleich sehen werden, die Addition und
Multiplikation induktiv fest.

2.1 Die Addition natiirlicher Zahlen

Mit v (0) := 1, v(n) = n + 1, und dem erwiinschten Assoziativgesetz* m + (n + 1) = (m +n) + 1
hat man offenbar nur die folgende Moglichkeit der induktiven Definition der Addition.

Definition. Fir m, n € N setzt man
m+ 0:=m
m+ v(n) :=v(m+ n).

Man macht sich leicht wie im vorigen Abschnitt klar, da§ hierdurch fir alle m und n ihre Summe
m + n eindeutig definiert ist. Anders ausgedriickt: die Summenbildung definiert eine Abbildung

NxN — N
add :
(m,n) — m+mn ,

die wir auch als Addition bezeichnen.
Unserer Erfahrung entspricht auch die Tatsache, dafl eine solche Addition weiteren Gesetzen geniigt.
Z. B. ist (oder sollte sein):
(m+mn)+p=m+(n+p),

m-+n=mn-+m.

Solche Aussagen diirfen wir jetzt aber nicht einfach hinnehmen, sondern miissen sie aufgrund unserer
Definitionen und der Eigenschaften der natiirlichen Zahlen beweisen. Man beachte, dafl wir dabei immer
v(in) =v(n+0) =n+ v(0) =n+ 1 setzen kénnen.

Satz 2.1 In der Menge N der natiirlichen Zahlen gelten mit der oben definierten Addition die folgenden
Gesetze :

a) (Assoziativitét) (m+n)+p=m-+ (n+0p

b) (Kommutativitéit) m+n=mn-+m.
Insbesondere ist 0 + m = m + 0 = m fir alle m € N.

Die Hauptlast des Beweises verlagern wir auf das folgende Lemma.?
Lemma 2.2 Fir alle m,n €N gilt v(m +n) =v(m) +n.
Beweis (Lemma 2). Wir fithren Induktion nach n, betrachten also bei festem n die Aussage
A(n): firalle meN gilt v(m +n) =v(m) +n.
Somit lautet (und ist nach Definition richtig)
A(0): furalle meNist v(m +0) = v(m) =v(m) + 0.

Der Schlufl von n auf v (n) gestaltet sich wie folgt:

4siehe hierzu auch die Bemerkung am Ende des Anhangs zu Kapitel 3
5Lemma (gr) = Stichwort, Merkwort. Wird in der Mathematik fiir einen Hilfssatz verwendet, der eine wesentliche Idee
enthalt.
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vim+4+vn) =vim+n) =viv(m)+n) =vim)+v(n). O
Beweis (Satz 1). a) Die Aussage ergibt sich mit Hilfe von Induktion nach p:
(m+n)+0=m+n=m+ (n+0).

(m +n) +v(p) = v((m+n) +p) =vim+ (@ +p)
=m+vin+p =m+n+vp).

b) Induktion nach n. Der Induktionsbeginn lautet:
m=m-+0=0+m.

Den Beweis hierfiir fithren wir durch Induktion nach m (Doppelinduktion!). Fiir m = 0ist 0+0 = 0.
Ist die Aussage fiir ein m schon bewiesen, so ergibt sich

0+v(m)=v(0+m)=urv(m).
Schluf von n auf v (n): Unter Verwendung des Lemmas erhélt man

m+v(n)=vim+n) =vin+m)=vn) +m. O

2.2 Die Multiplikation natiirlicher Zahlen

Fiir die Multiplikation verfahren wir analog. Wir wollen natiirlich erreichen, daz. B. 0-n = 0, 1.n = 1
erfiillt ist und das Distributivgesetz (m + p)n = mn + pn, also insbesondere (m + 1)n = (mn) + n.
Deshalb geben wir die folgende induktive

Definition. Fir m, n € N setzt man

vim)-n=m-n+n.

Hierdurch wird wieder eine Abbildung

NxN — N
mult :
(m,n) — m-n

definiert. Wie iiblich schreibt man mn statt m - n und vereinbart, dafl die Multiplikation ,stérker
bindet“ als die Addition, d. h. daf} unter

mn + p die Zahl (m-n) +p
zu verstehen ist.

Satz 2.3 Es gelten fiir die Multiplikation die folgenden Gesetze :
a) (Assoziativitiit) (mn)p = m(np) .

b) (Kommutativitét) mn = nm.
Insbesondere ist 0-n =n-0=0und 1 - n=n-1=n.

Ferner gilt in Verbindung mit der Addition :

c¢) (Distributivitit) (m + p)n = mn + pn.
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Beweis. Wir bemerken, daf3
ln=0+1)n=0n+n=0+n=n

ist, und beweisen zuerst ¢) mit Induktion iiber p. Fiir p = 0 hat man (m + 0)n = mn = mn + On.
Induktionsschritt von p nach p + 1:

m+@+1)n=>(m+p +1)n=m+pn+n

(mn + pn) + n = mn + (pn + n)

mn+ (p+ n.

b) Wir fithren Induktion nach n. Im Falle n = 0 lautet die zu beweisende Aussage m -0 = 0. Diese
erledigt man durch Induktion nach m: Es ist tatséchlich 0-0 = 0 und (m + 1)0 = m0 + 0 =
0 + 0 = 0. Der Schlufl von n nach n + 1 vollzieht sich fast von selbst wie folgt:

m(n 4+ 1)

mn + m  wegen Distributivgesetz

= nm + m  nach Induktionsvoraussetzung

(n + 1)m nach Definition der Multiplikation.

a) Induktion nach m: Es gilt
(On)p = 0p = 0 = 0(np)

und
((m+ 1)n)p = (mn +n)p
= (mn)p + np (Distributivgesetz)
— m(np) + np
= (m + 1) (np) .
Damit ist Satz 3 vollsténdig bewiesen. |

Fiir spétere Verwendung notieren wir noch das

Lemma 2.4 Fir m, n € N gelten die folgenden Aussagen:
hm+n=0«< m=n=0,
i)m+n=m<<n=20,

)
iii) mn =0 <= m =0 oder n =0  (Nullteilerfreiheit),
)

iwv)mn=1<—= m=n-=1.

Beweis. Nur die Richtungen == sind zu zeigen.

i) Es gelte nicht m = n = 0. Ohne Einschrinkung (wegen der Kommutativitét) ist dann n # 0, also
n =mn; + 1 und folglich m +n = (m + ny) + 1 # 0.

ii) folgt aus i) durch Induktion nach m.

iii) Es gelte nicht (m = 0V n =0),d h.essei m #0,n #0.Mit m =m; +1,n =mn; +1
folgt dann mn = m(ny + 1) = mny + m = (mny + my) + 1 # 0.

iv) Wegen iii) sind m und n gréBer oder gleich 1. Ist eine der beiden Zahlen echt grofer als 1, so auch
ihr Produkt. 0
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2.3 Die Ordnung der natiirlichen Zahlen

Wir kénnen nun mit Hilfe der Addition natiirlicher Zahlen bequem die schon friither erwéhnte Ordnung in
der Menge N der natiirlichen Zahlen einfithren. Wegen allgemeiner Begriffsbildungen im Zusammenhang
mit Ordnungen sei auf den Anhang zu diesem Kapitel verwiesen.

Definition. Es seien a, b € N. Dann heifit a kleiner oder gleich b, wenn es ein x € N gibt mit

a+z=">.
Wir schreiben hierfir a < b. Das Symbol a < b (a ist (echt) kleiner als b) bedeutet a < b und
a # b,also a + x = b, x # 0. Das Zeichen b > a (grifler gleich) steht synonym fiir a < b und

b > a wenn zusdtzlich b # a.

Bemerkung. Aus der Definition folgt unmittelbar 0 < ¢ fiir alle ¢ € N und 0 < a fiir alle a € N*.

Satz 2.5 a) (Transitivitidt) a < b, b < ¢ = a < c.

b) Ist in a) eine der Ungleichungen a < b, b < ¢ echt, d. h. ist a < b oder b < ¢,
so ist auch a < c. Insbesondere ist a < b, b < a gleichbedeutend mit a = b.

c)a<b= a+c<b+c firaleceN.

d)a<b,ec>0= ac < bc.

Beweis.a) a +z =b, b+y=c=a+(z+y) =(@+2)+y=>b+y =c.
b) Ist « oder y nicht gleich Null, so auch nach Lemma 4.i) die Summe = + y.
¢) Trivial wegen Kommutativitdt und Assoziativitét.

d) Mit a + z = b, © # 0, folgt aus dem Distributivgesetz

ac + xzc = (a + x)c = be.
Da nach dem fritheren Lemma xc # 0, so folgt die Behauptung. O
Lemma 2.6 Sind a, b € N, so hat die Gleichung a + © = b hochstens eine Lisung x .

Bemerkung. Ist also a < b,soist x mit a +x = b eindeutig bestimmt. Man schreibt dann z =: b—«a
(Differenz). Die Definition und der obige Satz liefern dann Aussagen wie

a+ (b—a) =0
(b—a)+ (c—b) =c— a,
cb—a)=cb—ca, ¢>0.
Beweis (Lemma). Wir fithren Induktion nach a. a = 0: Aus 0 + = b folgt x = b. Es sei nun
(a+1)+2z =b=(a+1)+x2,als0 (a+ 1) +1 = (a+ x2) + 1; dann ist wegen der Injektivitit
der Nachfolgerabbildung v auch a + 1 = a 4+ x2 und nach Induktionsvoraussetzung r; = zo. 0O
Satz 2.7 Fir a,b € N besteht genau eine der Relationen

a<b, a=0b, a>b.

Beweis. Bei festem a € N betrachten wir L, = {zr e N: 2z < a}, R, = {zr €N:x > a}. Die
Eindeutigkeitsaussage ist dquivalent zu der Gleichung

L,NR, =0 fiiralle a,
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die unmittelbar einleuchtet: aus = € L,N R, folgt x < a, a < z und damit = < z. (Widerspruch !).
Die Existenzaussage bedeutet
L,UR, = N firalle aeN.

Wir fiihren hierzu Induktion nach a: Fiir a = 0 ist die Aussage richtig wegen N = Ry. Sei nun
r€e€N=L,UR, firein a € N.Ist dann z € L,,s0ist x = 2+ 0 <z +1 < a + 1, also
r < a+ 1 unddamit x € L,41.Ist 2 € R,, so gibt es die Moglichkeiten

z=a, also z<a+1 dh zeLl,q;
oder z > a.In diesem Fallist a + (y1 + 1) = z,also a + 1 < 2z und 2 € Ry 11 O

Folgerung 2.8 Besitzt die Gleichung a + © = b keine Ldsung, so ist die Gleichung b + y = a
losbar.

2.4 Eine weitere Induktionsvariante
Als erste Anwendung beweisen wir eine oft verwendete Induktionsvariante.

Satz 2.9 (Induktion) Die Aussage A(n) sei richtig fir ein ng € N, und aus der Richtigkeit von
A (n) fir beliebiges n > ng folge die Giiltigkeit von A(n + 1). Dann gilt A(n) fir alle n > ng .

Beweis. Betrachte M = {n € N: A(n) ist giiltig } und M’ := M UL,, . Wir brauchen nur zu zeigen,
daB M’ = N, denn dann folgt aus N = L,,, U R, , Ln, N Ry, = 0 sofort R,, C M, welches unserer
Behauptung entspricht. Es ist sicher 0 € L,,, , da wir ohne Einschréankung ng > 0 voraussetzen diirfen
(sonst kénnen wir das iibliche Induktionsprinzip anwenden). Ist dann n € M’ so gibt es die folgenden
Moglichkeiten:

a)n+1¢eL, CM.

b)n+1=nyeMcM.

c)n+1>mny,dhn>ny,neM.Dannist n + 1€ M C M.

Also ist mit n auch stets n + 1 € M’, und das Induktionsprinzip impliziert M’ = N. (]

Bemerkung. Man kann diese Variante auch eleganter ableiten aus dem folgenden, mit unseren Hilfsmit-
teln leicht zu beweisenden

Satz 2.10 Es sei ng € N fest gewdhlt und
N — N
T
n+——>n -+ ng

die Translation um ng. Dann gilt: 7 ist injektiv, T(N) = {m e N:m > ng} und 7(n + 1) =
T(n) + 1.

Hinweis. Betrachte die Aussage B(n) = A(n + ng), n € N. O

2.5 Wohlordnung der natiirlichen Zahlen
Von groBer Wichtigkeit ist der folgende Satz (siehe auch Satz 1.3).

Satz 2.11 (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen) Ist M C N eine nichtleere Teilmenge, so be-
sitzt M ein kleinstes Element, d. h. es existiert ein mg € M mit m > mg fir alle m € M. Wir
schretben in diesem Fall mg = min M .

Beweis. Es sei a € M, also M’ := L,y 1NM # (). Besitzt diese Menge ein kleinstes Element mq , so ist
insbesondere mg < a und mg ein kleinstes Element von M . Wir kénnen daher ohne Einschrankung

MCLa+1

annehmen und Induktion iiber @ fithren. a = 0: 0 £ M C L; = {0} = M = {0}.Sei M C Ly42,
dann ist entweder M = {a + 1} oder M N Ly41 # (. Im zweiten Fall schliet man wie oben. O
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2.6 Die Methode des unendlichen Abstiegs

Aus der Wohlordnung der natiirlichen Zahlen folgt unmittelbar die folgende Aussage.

Satz 2.12 Keine nichtleere Teilmenge M C N besitzt die Figenschaft, daff es zu jedem a € M ein
a €M gibt mit o/ < a.

Beweis. Existierte doch eine solche Menge M , so besifle sie ein kleinstes Element ay € M . Nach
Voraussetzung giibe es aber ein kleineres Element af, € M . Widerspruch! (|

Mit anderen Worten bedeutet diese Aussage anschaulich, dafl es nicht moglich ist ,,unendlich oft in
einer nicht leeren Menge natiirlicher Zahlen abzusteigen“.

Diese Eigenschaft wurde schon von den Griechen als Beweistechnik verwendet, spiter dann von
Pierre de Fermat als ,Methode des unendlichen Abstiegs® virtuos eingesetzt. Er bewies damit z. B.,
dafl in den Spezialfillen n = 3, 4 seine berithmte Vermutung korrekt ist:

Eine Gleichung
a4+ bt ="

mit a, b, c, n € Z und n > 3 besitzt nur die trivialen Lisungen, also solche, in denen mindestens eine
der Zahlen a, b, ¢ gleich Null ist.%

Bemerkung. Im Grunde haben wir die Methode schon selbst angewandt beim Beweis der Irrationalitdit
von /2. Wire diese Wurzel némlich rational, so wire die Menge

M :={aeN:3deN, sodaB d* = 2a*}

der ganzzahligen Seitenlingen a von Quadraten mit ganzzahligen Diagonallingen d nicht leer. Dann
folgt aber, dafl jedes a € M und das zugehorige d gerade sind und mit a = 2ad’, d = 2d auch
d? = 2a’% gilt. Mit a € M wiire also auch o’ < a in M gelegen.

Bemerkung. Erstaunlicherweise kommt man bei dem vorigen Argument sogar ginzlich ohne Teilbar-
keitstheorie aus. Seien also d, @ mit d?> = 2a? vorgegeben. Dann ist notwendig 1 < a < d < 2a
und

d(d —a) =d> —da =2d> —da =a(2a — d),

also
d 2a — d
* — =
(+) a d— a
Dies ist dann eine weitere Darstellung von V2 mit a ersetzt durch d — a < a. O

Bemerkung. Entscheidend am vorigen Beweis ist, dal mit d®> = 2a? auch
(2a — d)* = 2(d — a)?

ist. Dies folgt durch Quadrieren der Gleichung (x) oder (noch ein weiteres Mal) durch reines Nachrech-
nen:

(2a — d)? = 4a*® — 4da + d* = 2a* — 4da + 2d* = 2(d — a)*.

Geometrisch 148t sich dieser Sachverhalt an der folgenden Figur veranschaulichen:

6Sie wurde erst in den Jahren 1993/95 von Andrew Wiles mit vollig anderen, vor allem wesentlich tieferen Methoden
(Modulformen, elliptische Kurven) gezeigt.
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_Qafd
d? =242

d

Figur 2.1

Bemerkung. Die Rationalitéit von /2 hitte also zur Folge, da8 die Iteration der folgenden Konstruktion
von neuen Quadraten aus alten nach endlich vielen Schritten zu einem Ende kommen miifte:

~

Figur 2.2

Dies ist offensichtlich (sic!) nicht méglich:

Figur 2.3

2.7 Der goldene Schnitt und das regulére Fiinfeck
Eine Strecke ¢ werde in zwei Teile mit a > b geteilt, ¢ = a + b. Diese Teilung erfiillt die Bedingung
des goldenen Schnitts, wenn sich die Gesamtstrecke zu der grofleren Teilstrecke verhilt wie die grofere

zu der kleineren:
a+b a

Das Verhéltnis
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heifit der goldene Schnitt oder auch die goldene Schnittzahl. Aus der Bedingungsgleichung folgt unmit-
telbar

1
g:1+77
g

so da3 g die quadratische Gleichung
7 -9g-1=0

erfiillt. Von den beiden Losungen ist nur eine positiv; also setzen wir

Vh + 1
g = 5 .

Da /5 irrational ist, ist auch ¢ eine Irrationalzahl. Wir werden dies weiter unten noch rein geometrisch
an Hand des reguldren Fiinfecks begriinden.

Will man eine vorgegebene Strecke im goldenen Verhéltnis nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal teilen,
so liefert der Satz des Pythagoras wegen 22 + 12 = 5 einen Hinweis zu einer Konstruktion:

c/2
a
c
Figur 2.4
Die Hypotenuse in dem rechtwinkligen Dreieck hat die Léinge
cVb
2
und folglich ist
a= g(\/g—l) und b=c—a= 5(3—\/3)

Der Quotient g = a/b ist also tatsdchlich

vVi—1 (V5 —-1)B+V5) \/5+1.

3-vV6  (3—+5)(3+ V5) 2

Betrachten wir nun ein reguldres Fiinfeck mit Seitenlinge s und Diagonallinge d. Es ist notwen-
dig s < d < 2s. Da die Diagonalen parallel zu den gegeniiber liegenden Seiten verlaufen, ist die
eingezeichnete Teilstrecke der Diagonale ebenfalls von der Linge s.

Figur 2.5
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Somit entsteht z. B. rechts unten ein neues regulédres Fiinfeck mit der Seitenlinge d — s < s und der

A
P

Figur 2.6

Diagonallénge s .

Mit der Methode des unendlichen Abstiegs folgt daraus wieder unmittelbar wie im Fall der Diagonalen
im Quadrat, dafl das Verhéltnis von der Diagonalen zu der Seite eines reguliren Fiinfecks nicht rational

e

Figur 2.7

sein kann.

Bemerkung. Fiihrt man die oben skizzierte Methode zweimal durch, so erhélt man ein reguldres Fiinf-
eck mit Seitenldinge 2s — d und Diagonallinge d — s. Ein solches findet man auch im Inneren des
urspriinglichen Fiinfecks und damit vielleicht noch eine schonere Illustration der Irrationalitdt des gol-

&

Figur 2.8

denen Schnitts.

Bemerkung. Das soeben angesprochene (inverse) Verhiltnis ist selbstverstindlich der goldene Schnitt
g, womit dessen Irrationalitdt erneut nachgewiesen ist. Es ist aufgrund der Geometrie des Fiinfecks
tatsachlich
1 S d—s d

= = = =-—-1=g-1.
g d S S
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Bemerkung. Dem kritischen Leser wird nicht verborgen geblieben sein, daB unsere geometrischen Uber-
legungen erneut durch nichts gerechtfertigt wurden. Sie dienen tatséichlich auch nur der Anschauung.
Wenn wir die komplexen Zahlen zur Verfiigung haben, ist es ein Leichtes, das Verhiltnis von Diago-
nallénge zur Seitenldnge eines reguléren Fiinfecks rein analytisch zu berechnen.

2.8 Ordnungstheoretische Induktion

Eine weitere Folgerung aus der Wohlordnung ist der Satz iiber die ordnungstheoretische Induktion.

Satz 2.13 Gilt A(0) und folgt aus A(m) fir alle m < n die Giiltigkeit der Aussage A(n + 1), so
ist A (n) richtig fir alle n € N.

Beweis. Setze M := {n € N : A(n) ist nicht richtig } . Angenommen, M # (. Sei ng € M ein
kleinstes Element von M , also A (ng) falsch und A (n) richtig fiir alle n < ng . Dies widerspricht aber
unserer Voraussetzung. Es muf} also unsere Annahme falsch sein und damit, wie gewiinscht, M = ()
gelten. O

Bemerkungen. 1. Man kommt im Beweis von Satz 12 natiirlich auch ohne den Wohlordnungssatz 11
aus. Man definiere ndmlich

B (n): A(m) ist richtig fir alle m < n.

Dann gilt B(0) = A(0), und ist B (n) richtig, also A(0),...,A(n), so auch A(n + 1) und damit
B(n + 1). Die iibliche Form der vollstindigen Induktion impliziert dann die Giiltigkeit von B (n)
und damit auch von A (n) fiir alle n € N. Umgekehrt l#8t sich iibrigens das Prinzip der vollstdndigen
Induktion auch aus Satz 12 zuriickgewinnen.

2. Der Satz iiber die ordnungstheoretische Induktion wird oft in die folgende Form gegossen:

Gilt fiir jede natiirliche Zahl n, daf8 aus A (m) fir alle m < n die (Richtigkeit der) Aussage A (n)
folgt, so ist A(n) fiir alle n € N richtig.

Da die Voraussetzung des Induktionsschritts fiir n = 0 leer ist, schlieft man auf die Richtigkeit von
A (0). Danach kann man weiter wie oben verfahren.

3. Die Abbildung o : N — N’ aus Kapitel 1 respektiert selbstverstindlich auch alle weiteren Struk-
turen, die wir auf N und N’ eingefiihrt haben, d. h. (wenn wir darauf verzichten, die Zeichen fiir +, -
und < in N’ ebenfalls mit einem Akzent zu versehen):

Q

a(n+m) = a(n)+ a(m)

a(nm) = a(n)a(m)

—~

n<m=— a) <

(m) .

Q

2.9 Division mit Rest

Wir beweisen schliellich noch den Satz iiber die Division mit Rest im Bereich der natiirlichen Zahlen
und fiigen einige Bemerkungen iiber die sogenannte g—adische Entwicklung an.

Satz 2.14 Zu je zwei Zahlen n, m € N* gibt es genau eine Zerlegung
n=qm-+r

mit ge N, reN und 0 <r < m.

Beweis. a) Zur Eindeutigkeit. Hat man zwei Zerlegungen

n=qm-+r7r=qg¢gm-+ry,
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so ist (ohne Einschrinkung sei ¢1 > ¢2):
0 < (g1 —g)m=r2—r1,

aber 1 — 11 < m — 0 = m. Wére ¢1 # g2, so wire andererseits aber (¢1 — g2)m > m. Also muf}
q1 = q2 und 1 = 7o sein.

b) Zur Existenz. Wir fithren Induktion nach n > 1. Fiir n = 1 ist n = 0-m + 1 (falls m > 1)
und n = 1-m 4 0 (falls m = 1). Sei nun fiir n > 1 eine Zerlegung n = gm + r gegeben. Ist dann
r=m — 1, soist

n+l=gn+(r+1)=(g+1)m+0

die gesuchte Zerlegung, und fiir r < m — 1 tut
n+1l=gqgm+ (r+1)

das Gewdiinschte. O

Bei der g—adischen oder g—al-Entwicklung natiirlicher Zahlen gibt man sich eine Zahl g e N, g > 2
fest vor. Zu n € N gibt es dann eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen r und ag,...,a, mit a,. # 0
und 0 < a, < g, so daB

T
n=ag+ ag + ag® + -+ arg” = Z apg”
p=0

Man gewinnt die Ziffern a, dieser Entwicklung von n rekursiv durch fortlaufende Division mit Rest
nach dem folgenden Schema, wobei ¢y = n gesetzt wird:

G = @9 + ag, 0<a <y,
@1 = G2g9 + a1, 0<a <y,
qr—1 = QTg+ar—1a 0 S ar-1 < g,
qr = Qr, 0<ar<g.

Die Eindeutigkeit der Division mit Rest liefert die Eindeutigkeit dieser Ziffernfolge. Man schreibt manch-
mal auch
n = (ar...a)g -

Fiir ¢ = 2, 10 spricht man von der Dual- bzw. Dezimalentwicklung der Zahl n .
Umgekehrt gewinnt man die Zahl n aus der Darstellung (a, ...ao), am schnellsten rekursiv durch

Ng = ap

ni = nog + ar-1 (=arg + ar_1)

N1 = Np_og + a1 (= a,g" '+ a1g"E + -+ ay)
Ny = Np_1g +ap =N

Ausgeschrieben lautet dieses Rekursionsverfahren:

n = ((..(arg + ar—1)g + ar—2) +--)g + a1)g + ap .

Hierbei handelt es sich um einen Spezialfall des bekannten HORNER—Schemas, mit dem man ein Po-
lynom vom Grad r an einer festen Stelle mit einem Minimum an Multiplikationen auswerten kann.
(Man benétigt, wenn alle Koeffizienten des Polynoms ungleich Null sind, tatséchlich nur die Hiilfte der
Multiplikationen, die nétig wéren, um alle Potenzen der Variablen einzeln auszurechnen).



Anhang 1: Relationen und Ordnungen

Wir haben schon jetzt mehrfach Situationen angetroffen, in denen Elemente einer Menge zu denen einer
anderen oder derselben in einer gewissen Relation stehen. Wir wollen diesen Begriff formalisieren.

Definition. Es seien A, B Mengen (oder sogar Klassen). Eine Relation zwischen A und B ist eine
Teilmenge (Teilklasse)
RCAXB.

Gilt A = B, so heifit R auch eine Relation auf A. Man sagt, a € A stehe in der Relation R zu
b € B, in Zeichen aRb, wenn (a, b) € R. Im speziellen Kontext verwendet man statt aRb andere
Zeichen (siehe die anschliefSenden Beispiele).

Beispiele. 1. A = {(a1,a2) € Ax A : a3 = az} definiert die Relation der Gleichheit auf A.
Selbstverstiandlich schreibt man nicht a1 Aas, sondern a; = as .

2. Sei M eine Menge und P (M) die Potenzmenge. Dann definiert
{(A, By e P(M)xP(M): AC B}

die Enthaltenseinsrelation.

3. Eine Abbildung I' C A x B definiert eine spezielle Relation: (a, b) € I' <= a wird durch I' auf b
abgebildet.

4. Auf N haben wir die Relationen < und < .
Definition. Eine Relation R auf A heifit
i) reflexiv, wenn stets aRa gilt,
ii) symmetrisch, wenn aRb — bRa,
iil) transitiv, wenn ajRas, asRaz = ajRag gilt.
Eine Relation mit diesen drei Eigenschaften wird auch eine Aquivalenzrelation genannt.

Definition. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge (oder Klasse) M . Man nennt dann die
a € M zugeordnete Menge (Klasse)

[a] ={zeM:z~a}CM
die Aquivalenzklasse von a (auch dann, wenn M eine Menge ist), und bezeichnet mit
M/~ (M modulo Aquivalenzrelation)
die Menge der Aquivalenzklassen:

M/~={la]: aeM}CP(M).

Lemma 2.15 Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M , und es seien a, b € M . Dann sind dquivalent:

i) a~b;
ii) [a]Nb] # 0;
iii) [a] = [B].

Beweis. 1) = iii) a~b, c€[a] = a~b, c~a,und damit ¢~ b, also [a] C [b]. Aus b ~ a folgt
genauso [b] C [a].

iii) = ii) ist véllig banal.
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ii) = 1) Ist c€[a]Nb], soist ¢~ a, alsoauch a ~ ¢, und ¢~ b und damit a ~b. O
Bemerkung. Offensichtlich gilt

M= [J A, AnAy =0, wemm A #A; in M/~ .
AeM/~

Eine Aquivalenzrelation zerlegt daher M disjunkt in die Aquivalenzklassen; wir schreiben dann auch

M= |] A.

AeM/~

(Manche Autoren verwenden auch das Symbol U anstelle von U). Ist umgekehrt I eine Menge und
a: I — P(M), t— A,, eine Abbildung mit

M=||A, dh ANA. =0, i#tr, |JA =M,
el el
so wird durch a ~b :<= 3, € I mit a, b € A, eine Aquivalenzrelation erklirt.

Man nennt eine Relation R eine Ordnung auf M und M eine durch R geordnete Menge, wenn sie
i) reflexiv ist, d. h. wenn aRa fiir alle a € M gilt;

ii) antisymmetrisch ist, d. h. aRb A bRa = a = b;

iii) transitiv ist: aRb A bRe = aRc.

Wir schreiben dann meist ¢ < b anstelle von aRb, wenn dies zu keinen Miflverstdndnissen fiihren
kann. (Man beachte z. B., dal in diesem Sinne auch > eine Ordnung auf N ist). Man schreibt a < b
flir a < b, a#b. Ferner steht b > a fiir a < b und b > a fir a < b.

Auf jeder Teilmenge A C M wird durch eine Ordnung < auf M eine solche auf A induziert; man
nennt sie die induzierte Ordnung auf A.

Beispiele. 1. P (M) mit den Ordnungen C und D.
2. N mit < und >.

Definition. a) Elemente a, b € M heilen bzgl. < wergleichbar, wenn a < b oder b < a gilt und
damit genau eine der Relationen a = b, a < b, b < a besteht.

b) Eine Ordnung heifit eine totale oder lineare Ordnung, wenn je zwei Elemente vergleichbar sind.

Bemerkung. Manche Autoren verwenden den Begriff ,,Ordnung® nur fiir ,totale Ordnung®; die bei
uns ,,Ordnung“ genannten Relationen werden dann als ,Halbordnungen“ oder ,partielle Ordnungen *
bezeichnet.

Beispiele. 1. P (M) mit der Relation C ist i. a. keine totale Ordnung. (Gerade deshalb mufi man auch
Ordnungen im obigen Sinne betrachten).

2. N wird durch < (und ebenso durch >) total geordnet.

3. Man kann N auch auf ganz andere Weisen total ordnen:
0<2<1<4<3<6<dHL -

oder
<4 <3210

oder
0<2<4<b< <1 <C3<CHECT < -
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Es gibt aber auch Ordnungen auf N, die nicht linear sind, z. B.

0<2<4d4< -,
1<3<bh<---

Definition. Ist R eine Ordnungsrelation auf M , so ist die zu R entgegengesetzte Relation R~!
aR™'b <= bRa

ebenfalls eine Ordnungsrelation auf M . Sie heifit auch die inverse Ordnung.

Definition. Es sei (M, <) eine Ordnung und A C M eine nichtleere Teilmenge. Ein Element ag € A
heifit ein minimales Element von A (schreibt man die Ordnung mit dem Zeichen >, so sagt man
natiirlich mazimales Element), wenn

{aeA:a<ag} =0.

In dem letzten Beispiel hat N selbst zwei minimale Elemente. In P (M) \ {0} sind alle einelementigen
Mengen minimal bzgl. der Inklusion.

Bemerkung. Ist < eine totale Ordnung, so besitzt A # () hdchstens ein minimales Element ag. Wenn
es existiert, so schreiben wir
min A := ag

und nennen es das minimale oder kleinste Element von A.

Definition. Eine total geordnete Menge (M, <) heifit wohlgeordnet, wenn fiir alle A C M, A # (), das
minimale Element min A existiert. < heifit dann auch eine Wohlordnung.

Wir haben in Satz 11 gezeigt, dafl die Menge der natiirlichen Zahlen wohlgeordnet ist. Man kann
diese Erkenntnis auch zur ordnungstheoretischen Charakterisierung der natiirlichen Zahlen heranziehen.

Satz 2.16 (Erhard Schmidt) Es sei (N, <) eine (nichtleere) wohlgeordnete Menge mit den FEigen-
schaften:

1. Jedes n # 0 := min N besitzt einen Vorginger, d. h. es existiert ¢ (n) < n und aus m < n
folgt m = v (n) oder m < ¢(n).

2. N besitzt kein grifstes Element.

Dann ist N als geordnete Menge ,isomorph“ zu N.

Beweis. Wir konstruieren in N eine Nachfolgeabbildung. Es sei n € N gegeben; dann ist wegen der
Eigenschaft 2. die Menge
{meN:n<m}

nicht leer, denn andernfalls wire n ein grofites Element. Wir bezeichnen das Minimum dieser Menge
mit v (n). Aus 1. folgt sofort 0 € v (N), und da nach Definition n ein (stets eindeutig bestimmter)
Vorgénger von v (n) ist, ist v injektiv. Ferner gilt: vop = id.

Es sei weiter M C N eine Teilmenge mit 0 € M und m € M = v(m) € M. Wiare M # N,
so existierte das Minimum ng := min (N \ M). Somit ist ¢ (ng) € M und ng = v(p(ng)) € M.
Widerspruch ! O

Bemerkung. Der Beweis benutzt keine Induktion. Somit kann man die Peano—Axiome ersetzen durch
die Schmidtschen Axiome.
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Anhang 2: Das Zornsche Lemma

Wir fiigen noch einige der merkwiirdigen Konsequenzen aus dem Auswahlaxiom an, die die in ihm
schlummernde Problematik erkennen lassen. Man folgert leicht aus dem ZORNschen Lemma (1935)
(siehe unten), das zu dem Auswahlaxiom dquivalent ist, dal z. B. jeder Vektorraum (iiber einem be-
liebigen Korper K) eine Basis besitzt. Es ist bis heute nicht gelungen und wohl auch nicht moglich,
eine solche HAMELsche Basis fiir den Q—Vektorraum R konstruktiv anzugeben. Akzeptiert man die
Existenz einer solchen Basis, so findet man z. B. additive Abbildungen R — R, die nicht R-linear
sind. Noch gravierender ist, dafl der Wohlordnungssatz aus dem Auswahlaxiom abgeleitet werden kann.

Definition. Sei M eine geordnete Menge. Eine Teilmenge A C M heifit eine Kette, wenn die von M
auf A induzierte Ordnung tatséichlich eine lineare Ordnung ist. M heifit induktiv geordnet, wenn jede
Kette A in M eine obere Schranke besitzt, d. h. wenn es zu A ein Element m € M gibt mit a < m
fiir alle a € A.

Bemerkung. Da in einer induktiv geordneten Menge insbesondere die leere Kette eine obere Schranke
besitzt, ist eine solche niemals leer.

Satz 2.17 (Zornsches Lemma) Sei M eine induktiv geordnete Menge. Dann gibt es in M (minde-
stens) ein mazimales Element.

Bemerkung. Dieser Satz ist, wie von ZORN gezeigt wurde, auf der Grundlage der ZERMELO-FRAENKEL—
Axiome der Mengenlehre dquivalent zu dem Auswahlaxiom. Zorn war auch der erste, der diesen Satz
auf algebraische Fragen anwandte. Sein eigentlicher Entdecker ist aber KURATOWSKI. Siehe hierzu und
zu weiteren dquivalenten Sétzen (wie z. B. den von ZERMELO stammenden Wohlordnungssatz) Redéi
[27].

Satz 2.18 (Wohlordnungssatz) Jede nichtleere Menge M kann so angeordnet werden, daf$ jede
nichtleere Teilmenge N C M ein kleinstes Element besitzt.

Bemerkung. Die Menge N ist in der #blichen Ordnung wohlgeordnet, die Menge R jedoch nicht, wie
man an RY = {zx € R: > 0} sofort sieht. Im Lichte dieses Beispiels ist die Existenz einer Wohlord-
nung auf R durchaus fragwiirdig. Die Tatsache, dal man eine solche bis heute nicht konstruktiv angeben
konnte, fiihrt einige Mathematiker dazu, die Berechtigung des Auswahlaxioms zu negieren. Unsere Hal-
tung im vorliegenden Text besteht jedoch darin, das Prinzip anzuerkennen, aber nur anzuwenden, wenn
es unbedingt erforderlich ist.

Wir wollen stellvertretend fiir das Arbeiten mit dem Zornschen Lemma zwei bekannte Anwendungen
besprechen.

Satz 2.19 Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis. Es sei der Vektorraum V' von Null verschieden (der triviale Vektorraum hat per definitionem
die leere Menge als Basis). Man betrachte dann das System £ aller linear unabhéngigen Teilmengen von
V' . Dieses System ist nicht leer und beziiglich der Mengeninklusion geordnet, und fiir eine vorgegebene
Kette sieht man sofort, dafl die Vereinigung aller ihrer Mitglieder eine obere Schranke ist. Das nach dem
Zornschen Lemma existierende maximale Element ist, wovon man sich schnell iiberzeugt, eine Basis. O

Bemerkung. Auf genau die gleiche Weise leitet man den Basiserginzungssatz ab.

Satz 2.20 Jeder von Null verschiedene Ring R mit Einselement besitzt mindestens ein mazximales
Ideal m, d. h. ein von R wverschiedenes Ideal mit der Eigenschaft, dafl jedes andere, m umfassende
Ideal a mit m oder mit R ibereinstimmt.

Beweis. Zur Erinnerung (der noch nicht initiierte Leser findet die wesentlichen Begriffe im Kapitel 5
erlautert): Ein Ideal a in dem Ring R ist eine Teilmenge, die unter Addition und Multiplikation mit

Elementen aus R abgeschlossen ist. Die Menge J aller von R verschiedenen Ideale ist nicht leer, da das



44 Teil I: Mengentheoretische und algebraische Grundlagen

Nullideal stets in diesem System enthalten ist, und geordnet beziiglich mengentheoretischer Inklusion.
Ferner besitzt eine Kette von Idealen stets eine obere Schranke, ndmlich die Vereinigung aller ihrer
Mitglieder, von der man leicht die Idealeigenschaft nachweist und zeigt, daf sie nicht ganz R sein kann.
Jedes mazximale Element in der Menge J ist dann ein maximales Ideal. |



3 Endliche und unendliche Mengen

3.1 Gleichmichtigkeit

Definition. Zwei Mengen A, B heiflen nach CANTOR gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
f: A — B gibt. Wir schreiben in diesem Fall A ~ B.

Bemerkung. Die leere Menge () ist nur zu sich selbst gleichmiichtig.

Satz 3.1 FEs seien A, B, C Mengen. Dann gelten die folgenden Regeln fiir Gleichmdchtigkeit :

i) A=A (Reflexivitét)
ii) AxB= Br A (Symmetrie)
iii) (A BAB~(C) = A=C (Transitivitét)

Mit anderen Worten: Gleichmdchtigkeit ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. i) idg : A — A ist eine Bijektion.
ii) Sei f: A — B bijektiv. Dann ist auch f~! bijektiv.
iii) Mit f: A — B und g: B — C istauch go f: A — C bijektiv. |

3.2 Endliche und unendliche Mengen

Definition. Es seien m, n natiirliche Zahlen mit m < n.Dannsei [m,n] ;== {ze€N: m <z < n}.
Eine Menge M heifit endlich, wenn sie leer oder zu einer Menge [1, n], n > 1 gleichmiichtig ist. Wenn
dies nicht der Fall ist, so heifit sie unendlich. Ist M ~ N, so nennt man M abzdhlbar unendlich, da
man M aufschreiben kann in der Form

M = {ao, ai, az, a3,...}.
Endliche nichtleere Mengen schreiben wir entsprechend
M ={ay,...,an}.

Man nennt M hdchstens abzdhlbar, wenn M endlich oder abzéhlbar unendlich ist.

Es ist a priori nicht klar, daf§ Endlichkeit und abzihlbare Unendlichkeit verschiedene Begriffe sind.
Dies soll im folgenden gekléirt werden. Aulerdem werden wir zeigen, dafl je zwei unendliche Mengen
nicht notwendig gleichmiichtig sein miissen. Dies hat als erster CANTOR (1845-1918) bemerkt und damit
seine Theorie der Kardinalzahlen begriindet, in der es ganze Hierarchien von ,,Unendlichkeiten“ gibt.

Wir beginnen mit einem vo6llig harmlosen

Lemma 3.2 Ist ¢: [1, m] — [1, n] injektiv, so ist notwendig m < n.

Beweis (Induktion nach m > 1). Fiir m = 1 ist nichts zu zeigen. Esseialso ®: [1, m+ 1] — [1, n]
injektiv mit m > 1. Setze ® (m + 1) =: j. Wir betrachten dann die Abbildung 7: [1,n] — [1, n]
mit
@) =mn, () =4, 7(@) =i, ie[l,n]\{jn}.
(Ist j = n,soist 7 = id; ) ). Offensichtlich ist 7 bijektiv und damit 70 ®: [1, m + 1] — [1, n]
injektiv mit (7o ®)(m + 1) = n. Es ist notwendig n > 2 und die Einschrinkung
p=710®|[1,m]: [1,m] — [1,n — 1]

injektiv. Nach Induktionsvoraussetzung ist m < n — 1,also m + 1 < n. O

Nur eine Umformulierung dieses Lemmas ist das
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Lemma 3.3 (Schubfach-Prinzip) Verteilt man m Gegenstinde auf n < m Schubkdsten, so enthilt
ein Kasten mindestens zwei Gegenstinde.

Eine wichtige Folgerung ist der
Satz 3.4 Ist M endlich und M =~ [1, n], so ist die Zahl n eindeutig bestimmt.
Beweis. Aus M ~ [1,n] und M = [1, m] folgt [1, m] = [1, n] und wegen des obigen Lemmas
m<n<m,also m =n. |

Definition. In der vorigen Situation nennt man die natiirliche Zahl n > 1 die Anzahl oder Mdchtigkeit
oder Kardinalitit von M und schreibt #M = n oder |M| = n oder card M = n . Man setzt
card = 0. Ist M unendlich, so schreiben wir card M = oo. (Wir verwenden das Symbol card M
aber auch differenzierter als Kardinalzahl von M ; siche den Anhang zu diesem Kapitel).

Man kann (nichtleere) endliche Mengen und ihre Kardinalitéit auch wie folgt charakterisieren.

Satz 3.5 FEs sei M # 0. Die folgenden Aussagen sind dquivalent :
a) M ist endlich ;

b) es existiert eine surjektive Abbildung o : [1, n1] — M;

)
c) es existiert eine injektive Abbildung ¢: M — [1, na2];
)

d) es gibt keine injektive Abbildung v: N — M .

Die Kardinalitit von M ist das Minimum der mdglichen natirlichen Zahlen in b) bzw. c).

Beweis. Wir argumentieren erneut vermittels eines Ringschlusses. Wenn M endlich ist, so ist b) mit
ny = n := #M erfiillt. Insbesondere ist min{n;} < n. Wird die Aussage b) vorausgesetzt, so gibt
es eine Abbildung ¢: M — [1, ny]| mit oot = idys, die notwendigerweise injektiv ist (siehe Satz 0.3
und die Diskussion im Anschlufi an den Beweis zu Satz 0.5). In unserer speziellen endlichen Situation
148t sich die Abbildung ¢ sogar sehr konkret angeben: man ordne jedem Element = € M das Minimum
der nichtleeren Teilmenge o~ 1(z) C [1, n1] C N zu. Somit ist ¢) fiir ng = ny erfiillt; insbesondere
hat man min{ns} < min{n;}. Wenn wir an dieser Stelle schon annehmen, daf§ aus c) auch wieder a)
folgt, so gewinnt man mit Lemma 2 und den vorstehenden Uberlegungen die Ungleichungskette

n < min{ns} < min{n 1} < n,

aus der sich sofort die letzte Bemerkung im Satz ergibt.

Es verbleibt noch der Nachweis der Implikationen ¢) = d) und d) = a). Nehmen wir dazu zuerst an,
daf3 c) richtig sei, aber nicht d). Dann erhilt man durch Komposition eine injektive Abbildung N —
[1, n2] und mit der Inklusion [1, ny + 1] C N auch eine injektive Abbildung [1, ne + 1] — [1, na],
was im Widerspruch zum Schubfachprinzip steht.

Wir beweisen die Kontraposition —a) = —d). Es sei also M nicht endlich. M ist dann insbesondere
nicht leer; wihle also ein zg € M . Angenommen, wir hitten schon paarweise verschiedene Elemente
o, ..., T, in M gefunden. Da M nicht endlich ist, ist

M\{xg,...,zn } £ 0.

Wiéhle x, 11 € M\{xq,...,2, }.Dannsind auch xq, ..., 2,41 paarweise verschieden, und die hierdurch
induktiv definierte Abbildung

N— M

n — Tn

ist injektiv. O
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Folgerung 3.6 Teilmengen und Bilder endlicher Mengen sind endlich.

Im folgenden Satz wird gezeigt, daf} sich die Endlichkeit einer Menge durch ,innere Eigenschaften,
also ohne Bezugnahme auf die natiirlichen Zahlen feststellen 1483t.

Satz 3.7 Es sei M # 0. Die folgenden Aussagen sind dquivalent :

a) M st endlich ;
b) jede surjektive Abbildung B: M — M ist schon bijektiv ;
¢) jede injektive Abbildung «: M — M ist schon bijektiv.

Beweis. a) =>b)’ Es sei ohne Einschrinkung M = [1,n] und 8 : [1,n] — [1, n] surjektiv. Wire
B nicht injektiv, so lieBe sich sofort eine surjektive Abbildung 3’ : [1, n — 1] — [1, n] konstruieren,
was wegen Satz 5 den Unsinn #[1, n] < n — 1 zur Folge hitte.

b’) = ¢)’ Die injektive Abbildung « besitzt nach Satz 0.5 eine (surjektive) Linksinverse, die wegen
b)’ bijektiv ist. Somit ist auch « bijektiv.

¢)) = d) (aus Satz 5). Sei v: N — M injektiv. Schreibe dann M = TU(M\T), T' = v(N), und
definiere «: M — M durch

() — oy + 1), n=>0
a:
T — T, reM\T.
Dann ist « injektiv, aber nicht surjektiv, da v (0) ¢ a(M). O

Bemerkung. Die Eigenschaften b’) bzw. ¢’) im vorigen Satz nehmen nur Bezug auf die beteiligte Men-
ge, nicht aber auf die natiirlichen Zahlen. Im mengentheoretischen Aufbau geht man daher von einer
dieser Eigenschaften als Definition der endlichen Mengen aus und fiihrt die natiirlichen Zahlen als
Aquivalenzklassen bzgl. der Gleichmiichtigkeit von solchen endlichen Mengen ein.

Wir fassen noch einmal die charakterisierenden Eigenschaften von unendlichen Mengen zusammen.
(Man verneine die Aussage c)’ in Satz 7 bzw. d) in Satz 5).

Folgerung 3.8 FEine Menge M ist genau dann unendlich, wenn sie zu einer threr echten Teilmengen
gleichmdchtig ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn sie eine abzdhlbar unendliche Teilmenge besitzt.
Insbesondere sind abzdhlbar unendliche Mengen tatsdichlich unendlich.

3.3 Hochstens abzidhlbare Mengen
Wir konnen jetzt auch die hochstens abzdhlbaren Mengen charakterisieren.
Satz 3.9 Es sei M # 0. Aquivalent sind :
1) M ist hichstens abzihlbar ;
ii) M ist zu einer Teilmenge von N gleichmdchtig ;
iii) es gibt eine surjektive Abbildung f: N — M .
Beweis. Wir zeigen i) = iii) = ii) = i). i) == iii) folgt sofort aus der Definition. iii) = ii) ergibt

sich wie im Beweis von Satz 5: Zu f existiert eine ganz konkret angebbare (injektive) Rechtsinverse
a: M — N soda also M ~ « (M) C N. ii) = i) ist der Inhalt des folgenden Satzes. O

Satz 3.10 Jede unendliche Teilmenge von N ist abzihlbar unendlich.



48 Teil I: Mengentheoretische und algebraische Grundlagen

Beweis. Es sei M C N eine unendliche Teilmenge. Also existiert g = min M ; m. a. W.:
Mn{zeN:z <z} = {0} .
Es seien nun zg < --- < x, schon konstruiert mit
Mn{zeN:z <uz,} ={zo,...,2n};
dann ist die Menge M \ { zg,...,zn } # 0, und mit ihrem Minimum z,; gilt z,+1 > z, und
Mn{zeN:z < wzp1}={zo,. ., Tny1}-

Durch diese Konstruktion erhélt man eine injektive Abbildung

p: N — N
mit ¢ (N) C M. Es bleibt zu zeigen, daf§
¢(N) = M.
Dazu bemerken wir als erstes, dal aus zg < z1 < --- sofort x, > n fir alle n € N folgt. Folglich ist
McN=[]J[o,n]c|J]0,z,]CN
n=0 n=0

und damit jedes x € M enthalten in mindestens einer Menge [0, z,, | . Es folgt
xeMNI[0, z,] = {zo,...,2n },
also

z=uz;=¢(j)epN), jel0,n]. O

Wir fiigen noch einige Aussagen tiber hochstens abzédhlbare Mengen an. Sie sind allesamt Folgerungen
aus dem nachstehenden Lemma.

Lemma 3.11 N x N ist gleichmdchtig zu N.

Beweis. Man kann leicht eine Bijektion N x N — N angeben, etwa nach dem folgenden Schema (die
Details iiberlassen wir dem Leser):

.Q\
RN
AN

Figur 3.1

Folgerung 3.12 Sind Ai,..., A, abzdihlbar unendlich, so auch Ay X --- X A, .

Beweis. Induktion nach n. O



3 Endliche und unendliche Mengen 49

Satz 3.13 Es sei I eine hichstens abzihlbare Indexmenge, und fiir jedes + € I sei die Menge A,
hochstens abzihlbar. Dann ist auch die Vereinigungsmenge

A::UAL

el
hdchstens abzdihlbar.
Beweis. Es seien v: N — [ und §,: N — A, surjektive Abbildungen. Dann ist die Abbildung

{NXN—> A

(m,n) = Bym) (n)

surjektiv. Schaltet man noch eine Bijektion N — N x N vor, so folgt die Behauptung. O

Satz 3.14 Z und Q sind abzdihlbare Mengen.

Beweis. Wegen Z = NU (—N) ist Z abzéhlbar. Da die Abbildung

ZxN* — Q
a
b e
(@b) — 3
surjektiv ist, ist auch Q abzéhlbar. O

3.4 Hilberts Hotel

Die vorstehenden Ergebnisse werden gern scherzhaft mit HILBERTs Hotel veranschaulicht. Dieses
berithmte Hotel in Goéttingen besitzt abzdhlbar unendlich viele Einzelzimmer, die alle belegt sind. Es
haben sich aber noch weitere voll besetzte Kleinbusse (mit endlich vielen) und moderne Grobusse (mit
abzihlbar vielen Sitzplitzen) angemeldet. Sogar, wenn abzihlbar viele von diesen Bussen ankommen,
konnen alle ihre Insassen im Hotel untergebracht werden !

!
!
| I0I0I0I0go!

Do pEEDOEE@! e Gl
[ca]culcu]

|
| | Hotel Hilbert

L R G
Immmmm@mm@m Pl i

ITIIERNNEE® @ QT TR TEEEY
GTETE)  OOEEN TR

THHOEYnnE W0 450 @70 T 4T 4%
TRININIMNOE| 45 6% 4% & 50 &

Figur 3.2
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3.5 Uberabzihlbare Mengen

Bisher kennen wir aufler den endlichen nur héchstens abzdhlbar unendliche Mengen. Cantor hat aber
als erster entdeckt, daf§ wir mit dem Teufel der Unendlichkeit von N weit schlimmeren Ungeheuern
erlauben, sich in der Mathematik zu tummeln.

Satz 3.15 (Cantor 1899) Besitzt A mindestens zwei Elemente, so ist die Menge AN = Abb (N, A)
der Folgen in A iiberabzidhlbar, d. h. weder endlich noch abzihlbar unendlich.

Beweis. Sei N — AN eine surjektive Abbildung. Wir bezeichnen mit a/) = (a(()j), agj), ...) das Bild
von j € N in AN. Somit schreibt sich jedes a € AY als a9) fiir mindestens ein j. Betrachte nun
ein Element o := (ag,a1,az,...) € AV mit a; # a§j) fiir alle j € N (ein solches existiert nach
Voraussetzung an A ). Dann ist o von allen a) verschieden, denn o = a¥) impliziert insbesondere
a; = ag»j ). Widerspruch! O
Bemerkungen. 1. Man nennt die Beweisidee aus naheliegenden Griinden das Cantorsche Diagonal-
verfahren.

2. Mit diesem Verfahren folgt auch, dafl die Menge R der reellen Zahlen und, da die Menge Q abzéhlbar
ist, auch die Menge R\ Q der irrationalen Zahlen iiberabzéhlbar ist (denn sonst wire R = QU (R\ Q)
doch abzidhlbar). Irrationalzahlen kann man leicht angeben. Es sei z. B. eine quadratische Gleichung

2> +ar+b=0, a,beQ

gegeben. Dann sind die Wurzeln von der Form

a [a? 1
xl’z—_§:t Z_b—é(_a:t\/g),

also nur dann reell, wenn A := a? — 4b > 0. Ist A keine Quadratzahl in Q, also z. B.
1
A =2 (a:17b:_1) oder A=5(a=1,b=-1),

so ist VA ¢ Q und damit auch x1,2 irrational. Man sieht leicht, dal in diesem Fall
QWA) ={a+bA:abeQ}

ein Q echt umfassender Unterkorper von R ist (ein sogenanntes quadratischer Erweiterungskorper von
Q).

Allgemeiner sagen wir: « € R ist eine algebraische Zahl (vom Grad < mn, m > 1), wenn es ein
normiertes Polynom P (z) = 2™ + a12" ! + -+ + a, € Q[z] vom Grad degP = n gibt, so daB
P(a) = 0. Nun ist

{P €QJz] : P normiert, degP = n}~Q",

also abzdhlbar, und jedes Polynom P mit deg P = n hat hochstens n reelle Nullstellen. Infolgedessen
ist die Menge
A, = {aeR: « ist algebraisch vom Grad < n}

eine abzéahlbare Menge; speziell ist A; = Q. Man kann ziemlich elementar beweisen, dafl die Menge

A = [len

der algebraischen Zahlen einen Unterkorper von R bildet. Da auch A abzdhlbar ist, ist sogar die Menge
R\ A der transzendenten Zahlen tiberabzéhlbar. Prominente Beispiele sind die Zahlen e und 7.
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3.6 Unendliche Mengen verschiedener Michtigkeit
Mit derselben Methode wie bei Satz 15 beweist man die folgende Verschéirfung.

Satz 3.16 Es sei M # () und card A > 2. Dann gilt :
a) es gibt eine Injektion M — AM
b) M und AM sind nicht gleichmdchtig.
Beweis. a) Man ordne jedem Element m € M die Abbildung x,, € AM = Abb (M, A) zu, die durch
a, m=m
Xm (n) = { de.m A m
definiert ist, wobel a1,a2 € A, a1 # ag, fest gewdhlt seien. Die Abbildung
{ M — AM

m o Xm

ist injektiv, da Xm; = Xms, M1 # Mo, zu dem Widerspruch a3 = Xpm, (M1) = Xm, (M1) = a2
fiihrt.

b) Wiren M und AM gleichmichtig, so kénnte man AM in der Form ® = {¢,, : m € M } schreiben.
Eine solche Menge kann aber niemals alle Abbildungen von M nach A enthalten; denn ist n € M
gegeben, so definiere man ¢ (n) € A so, da ¢ (n) # ¢, (n). Die hierdurch gegebene Abbildung
¢: M — A kann aber mit keinem ¢, iibereinstimmen, denn wire ¢ = ¢, , also ¢ (n) = @,(n)
fiir alle n, so wére insbesondere ¢ (m) = ¢,,(m) im Widerspruch zur Definition von ¢. O

Folgerung 3.17 Es sei M # 0. Dann ist die Potenzmenge P (M) nicht zu M gleichmdchtig.

Beweis. Ist A C M eine Teilmenge, so definiere man die charakteristische Funktion x4 : M — {0, 1}

durch
(m) 1, me A
xalm) =
4 0, meA.

Man iiberzeugt sich sofort davon, dafl die Abbildung
P (M) — {0, 1}M
{ Ar— xa
bijektiv ist. Der Rest folgt dann aus dem vorigen Satz. |

Bemerkung. Zu jeder iiberabzdhlbaren Menge kann man also, anschaulich gesprochen, Mengen von noch
wgroferer“ Kardinalitidt angeben (siehe auch den Anhang zu diesem Kapitel).

3.7 Elementare kombinatorische Formeln

Wir beschiftigen uns am Ende dieses Kapitels mit einigen Grundfragen der Kombinatorik. Die erste
Grundfrage lautet: Wie oft kann man k FElemente aus einer n—elementigen Menge auswéhlen, 0 <
k < n, oder schlicht mathematisch formuliert: man bestimme

A(n, k) :==card{AeP([1,n]): cardA = k} € N*.

Es ist, auch fir n = 0, A(n,0) = 1 und, wegen unseres Hauptlemmas fiir endliche Mengen
(Lemma 2), auch A(n,n) = 1. Hat man nun eine k—elementige Teilmenge A von [1, n + 1] mit
1 <k < n,soist entweder n + 1 ¢ A und damit A C [1, n] k—elementig oder n+1 € A und
A\{n + 1} C[1,n] (k— 1)-elementig. Es ergibt sich die Rekursionsformel
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(*) An+1,k) =AM, k) + A(n, k—1),

aus der man vermittels des Pascalschen Dreiecks alle Werte A (n, k) sukzessiv berechnen kann:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1

Fithrt man die Fakultdt einer natiirlichen Zahl n induktiv ein durch
ol=1, (n+1)!=nl(n+1),
so gewinnt man aus der obigen Rekursionsformel leicht die Beziehung
Elln—Kk)\VA(n, k) = n!.
Also ist n! in N* immer durch k! (n — k)! teilbar, und man kann schreiben

n!
An, k) = W —h)

Offensichtlich ist dann auch A(n, n — k) = A(n, k). Man schreibt diese Zahlen auch symbolisch in

der Form
(Z) = A(n, k)

(gelesen ,n iber k“) und nennt sie dann die Binomialkoeffizienten wegen ihres Auftretens in der
binomischen Formel (siehe Kapitel 5).

Auch n! 148t sich leicht kombinatorisch interpretieren. Fragt man, auf wieviele verschiedene Weisen
man n Dinge anordnen kann, so fragt man nach card Perm ([1, n]), also nach der Ordnung” der
symmetrischen Gruppe &, (zu dieser Bezeichnung siehe Kapitel 4). Es ist sofort einzusehen, dafl
cardG,, = n!.

"Der Begriff der Ordnung einer endlichen Gruppe hat nichts zu tun mit dem Ordnungsbegriff, den wir im Anhang zu
Kapitel 2 diskutiert haben.



Anhang: Kardinalzahlen und Kontinuumshypothese

Wir wollen hier noch kurz auf die Konstruktion der Kardinalzahlen eingehen, ohne die Einzelheiten
ausfiihrlich zu erldutern. Der interessierte Leser sei wieder auf das Buch [23] verwiesen.

Wir haben oben gesehen, dal in der Klasse 90t aller Mengen durch die Relation =~ der
Gleichméchtigkeit eine Aquivalenzrelation definiert wird. Die entsprechende Aquivalenzklasse einer
Menge M bezeichnen wir mit card M und nennen sie die Kardinalzahl von M . Es ist also card M; =
card My <= M; = M. In der Klasse der Kardinalzahlen ist die Menge N der natiirlichen Zahlen
enthalten: man identifiziert 0 mit card @, und ist n mit card M identifiziert, so ordne man dem
Nachfolger n’ die Kardinalzahl card M U{M} zu. Mit anderen Worten: man identifiziert die Elemente
von N mit den Méchtigkeitsklassen von

0, {0}, {0,{0}},

Tatséchlich kann man auf diese Weise die natiirlichen Zahlen aus der Mengentheorie begriinden, wobei
man allerdings Vorsicht walten lassen muf}, indem man die Giiltigkeit eines Axioms vorauszusetzen hat,
das die Existenz von sogenannten induktiven Mengen garantiert (siehe loc. cit.).

Man sagt, M; sei von hdchstens gleicher Michtigkeit wie Ms, wenn M; zu einer Teilmenge von
My gleichméchtig ist, wenn es also eine Injektion M; < My gibt. Wir schreiben dann M; 3 Ms. Da
diese Aussage bei Ubergang zu gleichméchtigen Mengen erhalten bleibt, kénnen wir eine entsprechende
Relation card M; < card My fiir Kardinalzahlen einfiithren. Diese Relation ist offensichtlich reflexiv
und transitiv. Sie ist tatséchlich eine Ordnung, da der folgende Satz von BERNSTEIN richtig ist (er
wurde schon von CANTOR vermutet und unabhéngig voneinander von F. BERNSTEIN, E. SCHRODER
und R. DEDEKIND im Jahre 1897 bewiesen).

Satz 3.18 Fiir beliebige Mengen My, My gilt:
Ml;jMQ, MQle — Ml%MQ.

Beweis. Siehe loc. cit. O

Durch < wird auf der Klasse der Kardinalzahlen sogar eine totale Ordnung definiert. Aus dem Zorn-
schen Lemma kann man némlich das folgende Ergebnis ableiten, das seinerseits zu dem Auswahlaxiom
dquivalent ist.

Satz 3.19 Fir je zwei Mengen My, My gilt My 3 My oder My =3 M .

Beispiel. Die Mengen N und R sind nicht endlich. Man schreibt cardN = Ny (,Aleph“ 0), cardR =
¢ (¢ fiir Continuum). Es gilt tatsdchlich Ny < c¢. Unsere frithere Schreibweise card N = oo und
card R = oo bedeutet also nur, dafl die Kardinalzahlen card N und card R nicht in N liegen, nicht
aber, daf} sie gleich sind.

Aus der Folgerung 17 ergibt sich sofort die Beziehung
card M < card AM
fir M # () und mindestens zweielementiges A und insbesondere
card M < card P(M)
wegen P (M) =~ {0, 1}™ . Man schreibt deshalb auch (siehe weiter unten):
geard M. — card P(M) .

Insbesondere folgt aus der Dualentwicklung reeller Zahlen, dafi ¢ = 2%° . Konstruiert man nun induktiv,
ausgehend von M, := N, sukzessive die Mengen M, ; := P (M,), so gewinnt man schon eine
(abzéhlbar) unendliche Vielfalt von Unendlichkeiten.
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Bemerkung. Es ist mit diesen Erlduterungen leicht, Cantors Argument fiir die Nichtexistenz der All-
menge 9 zu verstehen: aus P (M) C W wiirde folgen:

card P (M) =< cardM < cardP (M) . Widerspruch !

Die (spezielle) Kontinuumshypothese besagt, dafl eine Menge, die miichtiger als N ist, mindestens
die Machtigkeit von R besitzen muf:

Ng <card M — ¢ <card M .

Offensichtlich ist sie dquivalent zu der Aussage: ist A C R eine Teilmenge, so gibt es entweder eine
Injektion A — N oder eine Injektion R < A. Wegen R =~ P (N) kann man sie verallgemeinern
zu der allgemeinen Kontinuumshypothese: Ist M eine unendliche Menge, so gibt es keine Menge, de-
ren Kardinalzahl echt zwischen card M und card P (M) liegt. Zu einer eleganteren Formulierung der
allgemeinen Kontinuumshypothese braucht man wesentlich mehr Begriffe aus der allgemeinen Men-
gentheorie, insbesondere den Begriff der Ordinalzahlen und deren Arithmetik, auf die wir hier nicht
eingehen wollen (siehe loc.cit). Es sei nur soviel gesagt, daf sich jede unendliche Kardinalzahl in der
Form X, mit einer Ordinalzahl « schreiben 148t; wegen Folgerung 8 ist insbesondere Ry < N, fiir alle
a . Die allgemeine Kontinuumshypothese entspricht dann der Aussage

2Na = Na+1 .

Bemerkung. Aus Arbeiten von Godel (1939) und Cohen (1963) folgt, dafl - unter der Voraussetzung
der Widerspruchsfreiheit der mengentheoretischen Axiome - weder eine Widerlegung noch ein Beweis
der (speziellen und allgemeinen) Kontinuumshypothese moglich ist (siehe hierzu die Bemerkung im
Abschnitt iiber das Auswahlaxiom nach Satz 0.3).

Man kann {ibrigens auch mit Kardinalzahlen wie mit den natiirlichen Zahlen rechnen. Sind M und
N Mengen, so existieren Mengen M’ und N’ mit M’ =~ M, N' ~ N und M'NN' = (. Man
definiere z. B. M’ := M x {0}, N’ := N x {1}. Daher sind die folgenden Definitionen unabhéngig
von den Reprisentanten:

card M + card N := card(MUN), MNN =10
card M -card N := card (M x N),
card Abb (N, M) .

card MeardN
Dann ist card () neutrales Element bzgl. der Addition, card {#} neutral bzgl. Multiplikation etc. Man
mache sich weiter klar, daf§ sich die Kardinalzahlen z. B. bzgl. der Addition genauso wie die natiirlichen
Zahlen verhalten, d. h. dafl z. B. das Assoziativ— und das Kommutativgesetz gelten. Diese sind nur
Ausfluf§ der uns schon bekannten Regeln der Assoziativitdt und Kommutativitéit fiir die Vereinigung
von zwei beliebigen Mengen und der daraus leicht abzuleitenden Implikation

ANB =0, (AUB)NC =0 = BNC =0 und AN(BUC) =10.



4 Verkniipfungen, Halbgruppen und Gruppen

4.1 Magmen

Definition. Eine Verkniipfung (oder Komposition) auf einer nichtleeren Menge M ist eine Abbildung
v:MxM — M,

die also jedem geordneten Paar (a, b), a, b € M, ein neues Element v (a, b) € M zuordnet. (Eigentlich
miifiten wir v ((a, b)) anstelle von v (a, b) schreiben). Wir verwenden oft auch Bezeichnungen wie avb
(,, @ verkniipft mit b “) oder axb oder &hnliches. Betrachtet man M zusammen mit einer Verkniipfung
v, so driicken wir dies durch das Symbol (M, v) aus (,die Menge M zusammen mit der Verkniipfung
v “). Man nennt (M, v) ein Magma.

Beispiele. 1. (N, +), (N, -) sind Magmen.

2. Ist X # (), soist Abb(X):= Abb (X, X) ein Magma mit der Verkniipfung

(o, ¥) — Yoo
Man beachte die Umkehrung der Reihenfolge in der Schreibweise! Selbstverstdndlich wird auch durch
(p, ¥) = @ o1 eine Magmastruktur auf Abb (A) erklért.

3. Ist 0 # M' C M, soist (M, v :=v|pxm) genau dann ein Magma, wenn v (M’ x M) C M'.
Man sagt dann auch, die Teilmenge M’ sei abgeschlossen unter der Verkniipfung v, und nennt (M’, v')
ein Untermagma von (M, v).

4. Essei £eN, ¢ >2, und IN={neN: ImeNmitn = ¢m} = {0,¢,2¢,3¢,...}. Dann sind
(¢N, 4+) und (¢N, -). Untermagmen von (N, +) bzw. (N, -).

5. Essei P := {2,3,5,7,11, ...} die Menge der Primzahlen. Wegen 3 + 5 = 8 ¢ P, 3-5 ¢
P liefert die Einschrinkung der Addition bzw. Multiplikation von natiirlichen Zahlen auf P keine
Magmastrukturen.

6. Essei Bij(X) C Abb(X) die Menge der bijektiven Abbildungen einer nichtleeren Menge X . Da
mit ¢, ¥ auch Yo bijektiv ist, ist (Bij (X), o) ein Magma. Man schreibt hierfiir auch Perm (X) oder
Sym (X) und speziell &,,, wenn X = [1,n] C N (auch die symmetrische Gruppe in n Elementen
genannt).

7. Essei X eine Menge und M :=P (X). Dann sind (M, U) und (M, N) Magmen.

4.2 Halbgruppen

Definition. Ein Magma (M, x) heifit
a) assoziativ oder auch eine Halbgruppe, wenn (a*b)xc = ax* (bxc) fiir alle a, b, c € M gilt;
b) kommutativ, wenn axb = bxa fir alle a, b€ M gilt.

Bemerkungen. 1. Alle oben angefithrten Magmen sind assoziativ. Im Falle von Abb (X) oder Sym (X)
ergibt sich dies aus

(xe (o) (x) = x(Pop)(x) = x (e (x))),
(xev)op) (@) = (xov) (¢ (x) = x(¥(p(x))) .

2. Ist ein Magma assoziativ (kommutativ), so auch jedes Untermagma.

3. In der Analysis treten fast nur assoziative Magmen auf. Wir kénnen daher im Prinzip ohne den
Begriff des Magmas auskommen und nur von Halbgruppen sprechen.
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4. Alle oben angegebenen Magmen sind kommutativ, mit Ausnahme von

Abb (X), wenn cardX > 2,
Bij(X), wenn cardX > 3.

Im ersten Fall seien x1, x5 € X verschieden, ¢ vertausche z; und x5 und ¥ bilde z1, x2 auf x; ab.
Dann gilt (¢ o @) (z;) = 21 und (o) (z;) = x2, j = 1, 2. Im zweiten Fall selen x1, o, 23 € X
paarweise verschieden. ¢ vertausche die x; zyklisch, d. h. x; — x3 = x3 + 21, und v vertausche
21 und x5 (alle anderen Elemente bleiben fest, so dal ¢ und v tatséichlich bijektiv sind.) Dann gilt

Yo (ry) = x1, aber pot(r1) = x3.

4.3 Produkte von endlich vielen Elementen

Definition. Es seien Elemente aq,...,a, in einem Magma (M, %) gegeben. Man definiert dann induktiv
fir ke N*, kK < n:
1 k k—1
Haj = aj, Haj = Ha]‘ * Ak .
j=1 j=1 j=1

Bemerkung. Unser Satz 1.5 zur Begriindung der induktiven Definition reicht in diesem Falle nicht aus.
Wenn man pépstlicher als der Papst sein will, mufl man die folgende Verallgemeinerung herleiten, was
aber keine besonderen zusétzlichen Schwierigkeiten macht.

Satz 4.1 Es seien nichtleere Mengen A; und Abbildungen g; : A; — Aji1 vorgegeben, j € N.
Dann gibt es zu vorgegebenem a € Ay genau eine Abbildung o : N — A = [JA; mit o (0) =
a,a(n+1) = (gnoa)(n).

Nach Definition steht [[_; a; fir das ,Produkt (--(((a1 *az) * a3) *as)---), wofiir man i. a.
einfach aq * as * - -+ * a,, schreibt. Im Falle einer multiplikativ geschriebenen Verkniipfung I3t man
oft die ,Mal-Punkte“ einfach fort, im Falle einer additiv geschriebenen Komposition schreibt man

ay + -+ a, bzw. Zaj fiir die entsprechende Bildung (- - (((a1 + a2) + a3) + a4) + ---). Diese
j=1
Schreibweise wird im assoziativen Fall (und nur dort !) gerechtfertigt durch den folgenden

Satz 4.2 Ist (M, ) eine Halbgruppe, so ist das Produkt ajy *as*---*a, unabhdngig von jeder Klam-
merung.

Bemerkung. Der Satz impliziert insbesondere, dafl in (additiv bzw. multiplikativ geschriebenen) Halb-
gruppen die folgenden Rechenregeln gelten:

m n n m n n
Yoagt+ Y a=> a4, [[a ] s=1]w-
j=1 j=1 j=1 j=1

j=m+1 j=m+1

Beweis von Satz 2. Wir kénnen Beklammerungen von n—elementigen Produkten durch ,,Graphen* des
folgenden Typs (nicht notwendig eindeutig) beschreiben:

N N N N/ / \ N/ / s 4
[} LJ [ ] L] [ ] [ J o L) ° L]
N N N N/ N N N/ v
[J [ J L] (] [J [ ] (] [ ]
N N/ N/ v v
° [ ° ° [ ] °
N s v N N/

L) ° [ J (]

N/ N/

[ ] (]

Figur 4.1
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In beiden Beispielen ist die Beklammerung jeweils gegeben durch

((al * (CI,Q * a3)) * ((a4 * a5) * G,6)) .

Das Assoziativgesetz besagt, dal man Teilgraphen des folgenden Typs austauschen kann:

Figur 4.2

Das Ziel ist, mit diesen Operationen aus jedem zuléssigen Graphen den folgenden zu machen:

Figur 4.3

Dies sieht man aber sofort durch Induktion. Es mufl immer ein Paar a;, a;4+1 in einer Klammer
auftreten, im obigen Beispiel sind dies as, as, aber auch a4, as. Schreibt man b; = a;a;41, so ge-
winnt man ein neues geklammertes Paar mit n — 1 Faktoren. Im obigen Beispiel hat man z. B. (bei
ungeschickter Wahl)

(a1 (azas)) (bsag) -

Nach Induktionsvoraussetzung kann man hier beliebig umklammern:
((((a1 a2) az) ba) as) -

Fiir unsere Graphen bedeutet dies, dafl sie nach Induktionsvoraussetzung nach endlich vielen Anwen-
dungen des Assoziativgesetzes die folgende Gestalt annehmen:

Figur 4.4

Fiir ¢ = 1 sind wir dann schon fertig, und bei ¢ = 2 brauchen wir nur noch einmal das Assoziativgesetz
anzuwenden. Dies ist auch fiir ¢ > 2 der Fall: In unserem Beispiel ist ja

((a1a2)az)bs = ((a1az2) a3) (asa5) = (((a1a2) az) as) as .

Im allgemeinen Fall mufli man sich nur klar machen, daf§ die beiden folgenden Graphen die gleiche
Beklammerung erzeugen:

[ ] L) [ L) [ ] [ ] [ J [ [ J [ ]
N\ N N\N_7/ \N_7/ / 7/ /
[ ] (] [ ] o [ ] (] (] (]
\N_7/ 7/ \N_7/ /

[ ] [ (] [ ] [ ] o
NN / N N/

[} [ ] [} [ ]

N\N_7 N\N_7
[ ] [ J
Figur 4.5

und der letzte Graph wird mit einmaliger Anwendung des Assoziativgesetzes in die gewiinschte Stan-
dardform gebracht. |
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4.4 Verallgemeinertes Assoziativ - Kommutativ - Gesetz

Ist die Halbgruppe (M, %) sogar kommutativ, so wird die Situation noch besser, da man dann die
Produkte beliebig umordnen kann. Wir nennen die Elemente der symmetrischen Gruppe &,, (zu die-
ser Bezeichnung siche oben) auch Permutationen von 1 bis n, denn ist o € &,,, so ist die Folge
(6(1),0(2),...,0(n)) eine Permutation, d. h. eine Umordnung der Zahlen 1,...,n.

Satz 4.3 (Verallgemeinertes Assoziativ - Kommutativ - Gesetz) Ist das Magma M mit der
Verkniipfung * eine kommutative Halbgruppe, so gilt fiir beliebige Elemente aq, ..., a, € M und jede
Permutation o € &, , dafl

Ag(1) * " * Ag(p) = AL * - * Ay .

Bemerkung. Fir n = 2 folgt aus diesem Gesetz mit der Permutation 1 <» 2 das Kommutativgesetz
asa; = apag .

Wihlt man die Permutation 1 — 2 — 3 — 1 fiir n = 3, so erhilt man unter Verwendung des
Kommutativgesetzes
(a1a2) az = (aza3) a1 = ax (azas3) ,

also auch das Assoziativgesetz.

Zum Beweis von Satz 3 kénnen wir n > 3 und o (1) = j # 1 voraussetzen. Es geniigt dann zu
zeigen, dafl wir in dem Produkt a;-...-a;, 7 > 2, das Element a; an die erste Stelle schaffen kénnen.
Dies geht induktiv wie im Beweis des vorigen Satzes:

ap ... a; = (a1 LN -aj_g) (aj_1 -aj) = (a1 L aj_g) (ajaj_l)

:(al-...-aj,gaj)aj,l:-~-:aj(a1-...-aj,1). O

Bemerkung. In einer (additiv geschriebenen) kommutativen Halbgruppe (wie (N, 4), (Q, +) etc.) gilt

fiir Elemente aj,, 5 = 1,...,m, k = 1,...,n, die ,Vertauschungsregel “:
OIS EDIOITIE
j=1 k=1 k=1  j=1
Man kann also mit 7 = [1, m] x [1, n] € N x N einfach
>
(4,k)el
schreiben.

4.5 Neutrale Elemente in Magmen

Definition. Ein Element e in einem Magma (M, %) heifit ein neutrales Element, wenn
exa = axe = q firalle ae M.

Ein assoziatives Magma (also eine Halbgruppe), die ein neutrales Element besitzt, wird von manchen
Autoren auch als Monoid bezeichnet.

Beispiele. 1. Ist X # (0, so ist Abb(X) mit der Komposition o eine Halbgruppe mit neutralem
Element idy .

2. (N, +) besitzt das neutrale Element 0.
3. (N, ) und (N*, ) besitzen 1 als neutrales Element.
4. Ist K ein Korper (z. B. Q oder R), so bezeichne End (K") die Menge der linearen Abbildungen
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a: K® — K™. In der linearen Algebra wird gezeigt, dal die Komposition (o« zweier linearer Abbil-
dungen wieder linear ist. End (K”) wird dann zu einer Halbgruppe mit neutralem Element idgpgxn) -
Représentiert man lineare Abbildungen « (relativ zu einer Basis von K™) durch eine n x n—-Matrix
A€ M (n xn, K), so entspricht der Komposition die Matrizenmultiplikation BA und dem neutralen
Element die Einheitsmatrix

10 0

01 0
E = E, = diag(1,1,...,1) = ,

0 0 1

Bemerkung. In einem Magma ist das neutrale Element, wenn existent, tatsidchlich eindeutig bestimmt.
Sind némlich e, € neutral, so folgt

Definition. Eine Halbgruppe (H, *) heifit kommutativ oder abelsch (nach N. H. ABEL 1802 - 1829),
wenn das unterliegende Magma kommutativ ist. In diesem Fall schreibt man meistens die Verkniipfung
als Addition und 0 fiir das neutrale Element, sofern dieses existiert. Schreibt man die Verkniipfung als
Multiplikation, so verwendet man meistens das Symbol 1 fiir das neutrale Element. Manche Autoren
schreiben z. B. 1I,, anstelle E,, fiir die Einheitsmatrix.

In einer kommutativen Halbgruppe (H, %) mit neutralem Element e ist fiir jede endliche Menge
J und jede Abbildung a: J — H, j — «a(j) =: a; das Produkt

II o

jeJ

Haj = ec.

jeJ

wohldefiniert. Ist J = (}, so setzt man

Sind n1, ny € N, so versteht man im Allgemeinen unter

ﬁ a; das Produkt H aj .

Jj=mn1 J€[n1,mz2]
Ist ny > no, so ist das Produkt also gleich e zu setzen; es bedeutet somit

1

4.6 Invertierbare und inverse Elemente

Definition. Ein Element a in einer Halbgruppe H mit neutralem Element e heifit invertierbar, wenn
esein b€ H gibt mit bxa = axb = e.

Lemma 4.4 Ist a invertierbar, so gibt es genau ein b mit bxa = axb = e. Insbesondere ist auch
b invertierbar.

Beweis. Sei V' ein weiteres Inverses, so folgt

b =bxe=0x(axb) = (b'*xa)xb=exb=2»>. O
Definition. Man nennt b das Inverse von a und schreibt b = a~! bei multiplikativer und b = —a
bei additiver Schreibweise. Es ist also

a'a=a'=1 und (—a)+a=a+ (—a)=0.
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Im kommutativen Fall schreibt man bei invertierbarem b auch

b la = ab™! = % und (=b) +a =a+ (-b) = a —b.

Es gilt (a™')™! = @ und —(—a) = a.
Satz 4.5 FEs sei (H, *) eine Halbgruppe mit Einselement e . Dann ist
G := {a € H : aist invertierbar }
eine Unterhalbgruppe von H mit Finselement e, d. h. es ist e € G und aus a, b € G folgt axb e G.

Beweis. Aus exe = e folgt, dal e invertierbar ist mit e™' = e. Ferner implizieren die Gleichungen
(b~ txa Y x(axb) = b~ xexb = b~ 1xb = e und (axb)* (b~ *xa™t) = e,daB (axb)™! = b~ lxat.
O

Beispiele. 1. In (N, 4) ist nur die 0 invertierbar, in (N, ) nur die 1.
2. Die invertierbaren Elemente von Abb (X) bilden die Menge Perm (X).

3. Die invertierbaren Elemente von End (K") sind die als Abbildungen invertierbaren linearen Abbil-

dungen
End (K™) N Perm (K") =: Aut (K") .

Nach Wahl eines Koordinatensystems werden diese représentiert durch die Matrizen in
GL(n,K) ={AeMnxn,K): 3B mit BA = E, }
={AeM(nxn,K): detA #0}.

4.7 Gruppen

Definition. Eine Halbgruppe (G, %) mit neutralem Element e, in der jedes Element invertierbar ist,
heifit eine Gruppe.

Lemma 4.6 Die invertierbaren Elemente einer Halbgruppe mit Einselement bilden eine Gruppe.

Beispiele. Man nennt
Perm (X)) die Permutationsgruppe auf X |
G, die symmetrische Gruppe in n Elementen,
Aut (K™) die (lineare) Autornorphismengruppe von K™,

GL (n, K) die allgemeine lineare Gruppe vom Rang n iiber dem Korper K.

Beispiel. Essei 1 < k < n,und iy, is,...,i, seien paarweise verschiedene natiirliche Zahlen in [1, n].
Dann bezeichnet man mit (iy g --- ix) die Permutation 41 — io — -+ = i — iy, @ — i, 1 #
ix, kK = 1,..., k. Klar ist: jede Permutation ¢ € &,, schreibt sich (bis auf Reihenfolge eindeutig)
als Produkt solcher Zyklen, die paarweise ,elementfremd* sind. Einen Zyklus der Form (ij), ¢ # j,
nennt man eine Transposition. Wir haben schon mehrfach benutzt (und im Prinzip bewiesen): jede
Permutation o € 6,, ist ein Produkt 7 o--- 07y mit

moe {(12),13),...,An)}, A=1,...1.

Erstaunlicherweise lassen sich die Gruppen—Axiome wesentlich vereinfachen.

Satz 4.7 Fine Halbgruppe (G, x) ist genau dann eine Gruppe, wenn folgendes gilt :
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i) es existiert e € G mit ea = a fir alle a € G (linksneutrales Element) ;

ii) fir alle a € G existiert ein Linksinverses b: ba = e.

Beweis. In jeder Gruppe gelten i) und ii). Seien umgekehrt i) und ii) erfiillt. Wihle zu a ein b mit
ba = e und zu b ein ¢ mit cb = e. Dann folgt ab = eab = cbab = ceb = ¢b = e und ae = aba =
ea = a. ]

Bemerkung. Ebenso kann man zeigen, dafl die Existenz eines rechtneutralen Elementes und von Recht-
sinversen schon geniigt. Dagegen reicht z. B. die Existenz eines linksneutralen Elementes und von
Rechtsinversen i. a. nicht aus!

4.8 Regulare Halbgruppen

Die Halbgruppen (N, +) und (N*, -) besitzen neutrale Elemente, sind aber weit davon entfernt, Grup-
pen zu sein. Damit sie zu Gruppen ,erweitert“ werden kénnen, miissen sie einer notwendigen Bedingung
geniigen.

Satz 4.8 FEs sei H eine Unterhalbgruppe mit neutralem Element in der Gruppe (G, ), d. h. das
neutrale Element e von G st in H enthalten, und fir a,b € H ist das (in G gebildete) Produkt
ab € H. Dann erfillt H die beiden folgenden dquivalenten Bedingungen:

i) fir a, b€ H besitzen die Gleichungen
ar =b, ya=>.
jeweils hochstens eine Lésung in H ;

ii) (Kiirzungsregel) Fir a € H gilt: ax1 = ary = x1 = x2 und y1a = y2a —> y1 = y2 . Oder
mit anderen Worten: Die Abbildungen x — ax und y — ya auf H sind injektiv.

Definition. Eine Halbgruppe mit neutralem Element, die der Kiirzungsregel geniigt, heiffit auch eine
requldre Halbgruppe.

Beweis. Es gelte ax, = axy, a,z1,72 € H. Da a in G ein Linksinverses a~! besitzt, kann man mit
diesem von links multiplizieren und erhilt z; = x5 . Die andere Gleichung behandelt man ebenso. [

Satz 4.9 (N, +) und (N*, ) sind regulire Halbgruppen.

Beweis. Nach einem fritheren Lemma hat die Gleichung a + x = b hochstens eine Losung = in N.
Also ist (N, 4) eine regulidre Halbgruppe (mit 0 als neutralem Element).
Es gelte weiter ar; = azs, a € N* | und ohne Einschrankung z; < z5,d. h. 1 + s = x5 . Dann
ergibt sich
ar; = arg = ar; + as,

also nach dem Vorhergehenden as = 0 und wegen der Nullteilerfreiheit von N* auch s = 0, d. h.
xry = I9. O

Bemerkung. (N, -) ist keine regulidre Halbgruppe.



Anhang: Untergruppen, Normalteiler und Homomorphismen

Ist G eine Gruppe, so interessieren wir uns fiir die Frage, wann eine Teilmenge H C G mit der von G
induzierten Verkniipfung selbst wieder eine Gruppe ist. Dazu mufl zunichst H ein Untermagma von
G sein, d. h. H muf} abgeschlossen unter der gegebenen Verkniipfung sein: a, b € H = ab € H . Dies
ist selbstverstédndlich nicht ausreichend, wie das Beispiel N* C Z zeigt. Hierbei besitzt die Teilmenge
nicht einmal ein neutrales Element. Also miissen wir die Existenz eines neutralen Elementes fordern.
Nennen wir es f € H, so ergibt sich aus f?2 = f und Multiplikation mit dem Inversen f~! € G,
daB notwendigerweise f = e, wobei e das neutrale Element von G bezeichnet. Ebenso erkennt man
sofort, da das Inverse von a € H mit dem Inversen a~! € G iibereinstimmen muB. Somit ist das
Untermagma H C G genau dann eine Gruppe unter der induzierten Verkniipfung, wenn e € H und
a~' € H firalle a € H.

Definition. Unter den vorstehenden Voraussetzungen heifit H eine Untergruppe von G . Die nur aus
dem neutralen Element bestehende Teilmenge ist eine Untergruppe; sie heifit die triviale Untergruppe
von G. H wird eine echte Untergruppe von G genannt, wenn N nicht trivial und von G verschieden
ist.

Man kann die obigen Bedingungen fiir Untergruppen auch anders formulieren.

Lemma 4.10 Fine nichtleere Teilmenge H der Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe, wenn
aus a, b € H folgt, daff ab=' € H .

Beweis. Das angegebene Kriterium ist offensichtlich notwendig. Ist umgekehrt dieses Kriterium erfiillt
und a € H ein beliebiges Element, so ist notwendig ¢ = aa~! € H und dann auch a=! = ea™! € H.
O

Beispiel. Jede endliche Gruppe 148t sich als Untergruppe einer symmetrischen Gruppe realisieren.

Durch eine Untergruppe H C G werden auf natiirliche Weise zwei Aquivalenzrelationen auf G
definiert: a1 = ag < a1a2_1 € H bzw. al_lag € H. Im ersten Fall ist die Aquivalenzklassen eines
Elementes b € G die Menge

Hb:={ab:a€H},

die man auch eine Rechtsnebenklasse von H nennt. Entsprechend ist die Aquivalenzklasse von b € G
bzgl. der zweiten Aquivalenzrelation die Linksnebenklasse

bH :={ba:acH}.

Die Identitdt id := idgc¢g hat fiir eine Untergruppe H C G trivialerweise die Eigenschaft, dafl
id (ab) = id (a) id (b) fiir alle a, b€ H.

Definition. Eine Abbildung a : G; — G3 von Gruppen Gip, Gy heifit ein Gruppenhomomorphismus
oder kurz ein Homomorphismus, wenn « (ab) = « (a)« (b) fiir alle a, b € Gy . Das Urbild a~!(es) des
Einselementes ey € G heifit der Kern von «, in Zeichen ker «; das Bild von « wird auch mit im «
bezeichnet. Ein Gruppenisomorphismus ist per definitionem ein bijektiver Gruppenhomomorphismus,
ein Gruppenautomorphismus ein Gruppenisomorphismus einer Gruppe G in sich selbst.

Lemma 4.11 Bild und Kern eines Homomorphismus « : G1 — Go sind Untergruppen von Gs bzw.
G1 . « ist genau dann injektiv, wenn ker o die triviale Untergruppe von Gy ist. Fiir einen Gruppeniso-
morphismus a : G1 — Gy ist auch die Umkehrabbildung o= ' : Gy — Gy ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Aus (a(e1))? = a(er)a(er) = a(e?) = a(er) folgt unmittelbar « (e;) = ez . Insbesondere
sind Bild und Kern von « nicht leer. Ebenso leicht gewinnt man aus «(a)a(a™!) = a(aa™?t) =
a(e1) = ez die Erkenntnis, dai (a(a))™' = a(a™!). Hieraus folgt sofort, da Bild und Kern Un-
tergruppen sind. Ist ferner « injektiv, so kann der Kern von « nur aus dem neutralen Element e
bestehen. Umgekehrt folgt aus der Trivialitit des Kerns und « (a;) = «(a2) mit dem eben Bewie-
senen, daB dann auch «(ajay') = ey und damit aja;' = ey, d. h. a; = ay. Zum Nachweis der
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letzten Behauptung geniigt zu zeigen, dafl o~ ! ein Homomorphismus ist. Sind nun as, by € Go und
ay, by € Gp ihre Urbilder unter «, so ist nach Definition « (a1b1) = a(a1) a (b)) = asbs und damit
a_l(agbg) = a1b; = a_l(ag) a_l(bg). O

Kerne von Homomorphismen haben noch eine stiarkere Eigenschaft: Ist a € ker a und b € G,
beliebig, so ist auch b~1lab € ker o (dies ist natiirlich im kommutativen Fall automatisch erfiillt), denn
esist a(b™tab) = a(b Ha(a)a®d) = a(dVeya(d) = es.

Definition. Eine Untergruppe H einer Gruppe G heifit normal oder ein Normalteiler, wenn b~'ab € H
firalle a e H, be G.

Satz 4.12 Fine Untergruppe H C G ist genau dann ein Normalteiler, wenn fiir jedes Element b € G
die Rechtsnebenklasse Hb mit der Linksnebenklasse bH dibereinstimmt. Auf dem Raum G/H dieser
Nebenklassen kann man dann (auf genau eine Weise) eine Gruppenstruktur so erkliren, daf die kano-
nische Restklassenabbildung p : G — G/H ein (surjektiver) Gruppenhomomorphismus wird, dessen
Kern gerade H ist.

Den (elementaren) Beweis iiberlassen wir den Lesern. ]

Definition. Der Quotientenraum G/H mit der oben erklirten Gruppenstruktur heifit auch die Quoti-
entengruppe oder Faktorgruppe von G nach dem Normalteiler H .

Aus diesem Ergebnis kann man noch den sogenannten 1. Homomorphiesatz ableiten. Es sei dazu
a: G1 — Gy ein Gruppenhomomorphismus. Man sieht dann sofort, dafl « sich iiber die Faktorgrup-
pe G1/ker a ,faktorisieren® liBt; d. h.: es gibt einen (notwendig injektiven) Gruppenhomomorphismus
o 1 Gi/kera — Gy mit @« = & op, wobei p die kanonische Projektion G; — Gp/ker a be-
zeichnet. Da aber das Bild von o' mit dem von o iibereinstimmt, induziert o’ einen kanonischen

Gruppenisomorphismus von G;/ker @ nach im «.

Satz 4.13 (1. Homomorphiesatz) Ist o : G; — G2 ein Gruppenhomomorphismus, so sind die
Gruppen G1/ker a und im « kanonisch isomorph.
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5.1 Die Erweiterung von N zu Z

Ein Manko der natiirlichen Zahlen ist, dal man nicht uneingeschrinkt subtrahieren (und auch nicht
dividieren) kann. Wenn wir formal mit Differenzen operieren, so sollte gelten:

a; — by = as — by <= a1 + by = ay + by

und
((11 — bl) + ((LQ — bQ) = (a1 + ag) — (b1 -+ bg) .

Dies fiihrt zunéchst auf die Idee, Paare (a, b) € N x N zu betrachten und die folgende Relation auf
N x N einzufiihren:
(al, bl) ~ (ag, bg) < a1 + by = as + by .

Lemma 5.1 Durch ~ wird eine Aquivalenzrelation auf N x N definiert.

Beweis. Reflexivitéit und Symmetrie sind klar. Sind (aq, b1) ~ (az, b2) und (az, b2) ~ (a3, b3), so gilt
a1 + by = as + by und as + b3 = az + by . Es folgt

ai + bz + by = as + bz + by = az + by + by

und wegen der Kiirzungsregel (a1, b1) ~ (as, bs) O

Man kann sich nun leicht die Aquivalenzklassen von N x N unter der obigen Aquivalenzrelation ~
veranschaulichen:

Figur 5.1

Klar ist:
a>b<= (a,b) ~(a—5b0), a<b< (a,b) ~(0,b—a).

Wir schreiben Z := N x N/ ~ als Menge mit den Elementen

(a,0) = {(z,y) eNxN: (z,9) ~ (a, b) }

Aufgrund der Eingangsbemerkung kénnen wir versuchen, auf die folgende Weise eine Addition in
Z zu erkléren:

(a1, b1) + (az, b2) :== (a1 + ag, b1 + b2) .

Wir miissen uns aber klar machen, dafl diese Definitionen unabhéngig von den Représentanten der
Klassen sind. Wir behaupten also die Giiltigkeit des folgenden Lemmas:

Lemma 5.2 (x1, y1) ~ (a1, b1), (z2, y2) ~ (a2, b2) = (x1 + @2, y1 + y2) ~ (a1 + a2, by + ba).

Beweis. x1 +b1 = y1 + a1, T2 + by = yo + a3 = (1 + 22) + (b1 + b2) = (a1 + a2) + (y1 + y2) .
O
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Satz 5.3 (Z, +) bildet eine abelsche Gruppe mit neutralem Element (0, 0) und Inversem (b, a) zu

(a, b) . Die Abbildung
N— Z
o

n — (n, 0)

ist injektiv und erfillt o(m + n) = a(m) + a(n). Insbesondere ist «(0) = 0 := (0, 0).

Beweis. Die ersten Aussagen sind leicht nachzurechnen. Z. B. ist

(b, a) + (a,b) = (a+b,a+b) = (0, 0),

a(m) + a(n) = (m,0) + (n,0) = (m +n,0) = a(m+ n). O

Bemerkung. Wegen der Eigenschaften von « ist N in Z ,eingebettet, und wir kénnen gefahrlos
a(n) = (n, 0) durch das Symbol n ersetzen. Die Elemente

(07 n) = _(n7 0)

sind, auler im Fall n = 0, nicht in N enthalten. Wir bezeichnen sie einfach mit —n € Z (beachte,
dafl 0 = —0). Nach einer fritheren Bemerkung ist dann

Z =1{0,1,-1,2 -2,...}

eine vollstindige Aufzdhlung von Z (ohne Wiederholung), und als Bild sollte man sich vorstellen:

Figur 5.2

5.2 Erweiterung von reguliren Halbgruppen

Bemerkung. Der vorstehende Beweis 148t sich fast wortwortlich iibernehmen, um den folgenden allgemei-
nen Satz einzusehen. Wir formulieren ihn aus Griinden der spéteren Anwendung in der multiplikativen
Fassung.

Satz 5.4 FEs sei (H, ) eine kommutative requlire Halbgruppe mit neutralem Element f. Dann gibt
es eine Gruppe (G, *) mit neutralem Element e und eine injektive Abbildung o : H — G, s. d.
a(f) = e, alaxb) = a(a)xa (b) und sich jedes Element ¢ € G in der Form ¢ = a(a)xa (b))%, a, b €
H , schreibt. Ist G’ eine weitere solche Gruppe mit neutralem Element €' wund injektiver Abbildung
o : H— G wie oben, so gibt es genau einen Gruppenisomorphismus

B:G—=G mit o =Poa.

Beweis. Nur der letzte Teil bedarf der Begriindung. Es sei ¢ = a(a) * a(b)™* € G mit a, b € H
gegeben. Wenn es eine Abbildung 3 der gewiinschten Art iiberhaupt gibt, so mufl wegen o’ = o«
notwendig

(%) B(c) = o'(a) x o' ()~



5 Ringe, Korper, Vektorraume 67

sein. Es kann also hochstens eine Abbildung 8 der gewiinschten Art geben. Zeigen wir zuerst, daf3
durch (x) tatséichlich eine Abbildung definiert wird. Dazu miissen wir uns davon iiberzeugen, dafi die
Definition nicht von der Auswahl der Elemente a, b € H abhéngt. Es sei also ¢ = a(a’) * a(b/)71,
d.-h. a(axt) = a(a)xa() = a(d)*a(d) = a(a *b) und wegen der Injektivitit von « auch
axb = a' *xb. Hieraus folgt, daf3

d = B(c) =a (a)xa/ (b))~ = d (a)xa/ (¥)7?

wohldefiniert ist. Man rechnet leicht nach, daf§ die Abbildung ¢ — ¢ = §(¢) ein Gruppenhomomor-
phismus von G nach G’ ist. Nach Vertauschung der Rollen von G und G’ gewinnt man auch einen

Homomorphismus 8’ : G’ = G mit /oo’ = «. Insbesondere ist dann (8’ o 8) oa = «a und da-
mit wegen der Eindeutigkeitsaussage des Satzes notwendig 3’ o § = idg. Genauso schliefit man, daf3
Bof =idg . o8

5.3 Die Ringstruktur auf 7Z

Wir fiihren jetzt noch die Multiplikation in Z ein. Wenn wir die iiblichen Vorzeichenregeln bei der
Multiplikation und das Distributivgesetz bewahrt wissen wollen, miissen wir

(a1 — b1) (a2 — b2) = (araz + b1b2) — (a1b2 + agb1),

setzen, und es bleibt uns keine andere Wahl, als den Ansatz

(a1, b1) (az, b2) = (ara2 + biba, ar1by + agbi)

fiir (aq, b1), (ag,bs) € Z = N x N/ ~ zu machen. Es ist dann insbesondere «(n) - a(m) =
a(nm), n,m € N mit der Abbildung « : N — Z aus Satz 3. Die Multiplikation ist in der Tat
wohldefiniert. Auch die meisten der folgenden Aussagen bediirfen nur des (langweiligen) Nachrechnens.

Satz 5.5 (Z*, ) ist eine kommutative regulire Halbgruppe mit neutralem Element 1 = (1, 0). Es gilt
bzgl. der Addition das Distributivgesetz

a(b+c)=ab+ ac.

Beweis. Wir zeigen nur die Regularitit. Aus ax = ay folgt natiirlich a (z — y) = 0. Wir brauchen
also nur die Nullteilerfreiheit zu zeigen:

(@, 0) (z,y) = 0

bedeutet ax 4+ by = 0 und ay + bx = 0. Da alle hier auftretenden Zahlen natiirlich sind, folgt nach
einem fritheren Lemma
ar =br =ay =by =0.

Ist nun (a, b) # 0, also a < b oder a > b, so folgt wegen der Nullteilerfreiheit von N sowohl = 0
alsauch y = 0,d. h. (z,y) = 0. O

Definition. Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen + und - heifit ein Ring, wenn
1. (R, 4+) eine kommutative Gruppe (mit neutralem Element 0) ist;
2. (R, -) eine Halbgruppe darstellt;
3. die Distributivgesetze gelten:

alb+c)=ab+ac, (b+cla=ba+ ca.

8Die formale Ahnlichkeit des vorstehenden Beweises mit dem von Satz 1.4 sollte augenfiillig sein.
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Ein Ring R heifit kommutativ, wenn (R, -) kommutativ ist. R heilt ein Ring mit Fins, wenn es
ein Element 1 € R, 1 # 0, gibt, das neutral bzgl. Multiplikation ist: 1-a = a-1 = a fiir alle
a € R. R heilit nullteilerfrei, wenn aus ab = 0 folgt, dafl @ = 0 oder b = 0 ist. Ein nullteilerfreier
kommutativer Ring mit 1 heif3t auch ein Integrititsring oder Integrititsbereich. Ein Integritétsring
heif}t ein Kérper, wenn jedes Element a # 0 bzgl. der Multiplikation invertierbar ist.

Lemma 5.6 In jedem Ring R (insbesondere in jedem Kérper) gilt

i) 0ca=a-0=0,a€R,

ii) (—a)b = a(=b) = —(ab), (—a)(-b) = ab, a,bE R.
Bemerkung. Das Nullelement 0 und das Einselement 1 (sofern vorhanden) sind nach fritheren Bemer-
kungen eindeutig bestimmt.

Beweis. 0a = (0 + 0)a = 0a + 0a = 0a = 0. Fiir a0 schliefit man genauso. Aus
ab + (—a)b = (a+ (—a))b=0-b=0

ergibt sich (—a)b = —(ab), ebenso a(—b) = —(ab) = (—a)b, und hieraus, wenn b durch —b ersetzt
wird, ab = (—a) (D). O

Beispiele. 1. (Z, +, -) ist ein Integritéitsring, aber kein Korper, da die Gleichung 2-2 = 1 nicht lésbar
ist. Man hat in Z die Anordnung z < y <— y — = € N.

2. (Der Korper Fy mit 2 Elementen). Fy = {0, 1}, 0 # 1, ist die kleinstmogliche Menge, die
eine Korperstruktur besitzen kann. Aufgrund der Kérperaxiome ist die Multiplikationstabelle eindeutig
festgelegt (siehe das vorstehende Lemma). Bei der Additionstabelle ist a priori der Wert von 1 + 1
noch frei. Es folgt jedoch aus 1 + 1 = 1 sofort der Widerspruch 1 = 1+ 0 =1+ (1 4+ (-1)) =
(I +1)+(-1) =1+ (—1) = 0, so daf auch die Additionstabelle wohlbestimmt ist:

+ (0|1
0101 0(0]0
111]0 1101

Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl durch diese Festlegungen tatséchlich eine Korperstruktur definiert
wird. - Eine Verallgemeinerung dieses Beispiels wird im folgenden Beispiel gegeben.

3. (Restklassen modulo m). Es sei m > 2 eine natiirliche Zahl. Fiir a, b € Z schreiben wir a =
bmodm, wenn a — b in Z durch m teilbar ist, d. h. wenn es ein z € Z gibt mit a — b = zm. Wegen

a—a=0=0-m
a—b=xm=b—a=(—x)m
a—b=xzm, b—c=ym = a—c=(x+ ym

liegt eine Aquivalenzrelatign vor. Wir schreiben i. f. kurz =, fir diese Aquivalenz modulo m und
Z/mZ fiir die Menge der Aquivalenzklassen Z/ =, . Es ist leicht einzusehen, da8 fiir die Restklassen

[a] = {beZ: b=, a} durch
{ 1] + [az] = [a1 + ao]
[a1]

eine Addition und Multiplikation wohldefiniert sind, s. d. Z/mZ ein kommutativer Ring mit Einsele-
ment [1] wird.

Nun gilt in Z Division mit Rest, d. h. fiir alle a € Z gibt es eine (eindeutig bestimmte) Zahl x € Z
mit 2m < a < (z + 1)m,also 0 < a — am < m. Somit besitzt Z/mZ genau die m Restklassen
[0],[1],...,[m — 1] als Elemente. Ist nun m keine Primzahl, so ist m = mymeg mit 2 < mq, me < m
und damlt [m1] - [m2] = [m] = [0], d. h. Z/mZ ist nicht nullteilerfrei, also insbesondere kein Korper.

“[az] = [a1 ag]
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Ist dagegen m = p eine Primzahl, so ist fiir jedes 1 < ¢ < p der grofite gemeinsame Teiler
geT (p, ¢) = 1, und wegen des euklidischen Divisionsalgorithmus gibt es ganze Zahlen a, b mit ag +
bp = 1 (siehe den Anhang zu diesem Kapitel). Rechnet man modulop, so folgt hieraus

M. a. W.: ist p eine Primzahl, so ist F,, := Z/pZ ein Kdrper mit p Elementen.

Bemerkung. Man kann leicht zeigen, daf3 jeder endliche Korper p" Elemente mit einer Primzahl p
besitzen muf3.
5.4 Die binomische Formel in kommutativen Ringen

Bevor wir uns weiteren Konzepten und Beispielen zuwenden, wollen wir zuerst die binomische Formel
in allgemeinem Kontext herleiten. Beachte hierbei, daf fiir eine additive Gruppe G und ein a € G ein
wohlbestimmter Homomorphismus

Yo: L — G

existiert mit ¢, (1) = a. M. a. W.: Setzt man ¢, (n) =: na, so sind die na € G wohlbestimmte
Objekte (auch wenn Z nicht als Teilmenge von G aufgefafit werden kann) mit

(n + m)a = na + ma,

speziell 0a = 0, (—m)a = —(ma). (Beachte aber, dafl na durchaus 0 sein kann fiir n # 0. Es gilt
z. B. pn = 0 fiir alle 1 € Z/pZ).

Satz 5.7 (Binomische Formel) Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann gilt fir alle a, b €
R, neN, die Formel

(a + )" = Z Cnpa™ bk
k=0

mit den Binomialkoeffizienten

enk = An, k) = (Z) e N*

Beweis. Die Formel ist richtig fiir n = 0 wegen
(a+b)0 =1 = €0,0 -

Unter der Annahme der Richtigkeit fiir n ergibt sich

(@ + b)"*t = (Zn: copa™ b ) (a + b)
k=0

n

n
_ E Ck a(n+1)7k bk + E Cok anfk bk+1
k=0 k=0

n n
= oo™ + D a4+ N e aTDTRYE e b
k=1 k=1

n
_ 1 -k 1k 1
= Cop1.0@" T+ D (o + npe1) a"TITEEE 4oy b

k=1
n+1
= > cnprpa™t TR
k=0

Wegen Cpo = Cpnt10 = Cnn = Cntlntl = 1 und Cpy1kp = Cnk + Cnk—1 (siche Kapitel 3). O
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5.5 Unterringe, Ringhomomorphismen und Ideale

Analog wie bei Gruppen im Anhang zu Kapitel 4 wollen wir uns fragen, unter welchen Bedingungen
eine nichtleere Teilmenge Ry eines Ringes R eine Ringstruktur erbt. Offensichtlich reicht dazu, dafl
mit a, b € Ry auch ¢ — b und ab in Ry liegen. Man nennt dann Ry einen Unterring von R und
R einen Oberring von Ry . Besitzt R ein Einselement, so muf} dies jedoch nicht in Ry enthalten sein
(man betrachte z. B. 2Z C Z ). Selbstverstiandlich vererbt sich die Nullteilerfreiheit von R auf Ry . Ist
R ein Korper, so ist ein Unterring Ry C R schon dann ein Koérper, also ein Unterkérper von R, wenn
Ry ein von Null verschiedenes Element enthélt und a, b € R} := Ro \ {0} impliziert, daB ab™! € Ry .

Genauso wie bei Gruppen geben wir die folgende

Definition. Eine Abbildung « : Ry — Ry von Ringen heift ein Ringhomomorphismus, wenn « (a +b) =
a(a) + a(d) und a(ab) = a(a)a(db) fir alle a, b € Ry. Ist a zusétzlich bijektiv, so spricht man
auch von einem Ringisomorphismus. Wir bezeichnen mit ker a C Ry das Urbild der Null in Ry und
mit im o C Ry das Bild von R; unter «. Beide sind Unterringe von R; bzw. Ry . Allerdings enthilt
ker o das Einselement von Rj , falls dieses existiert, dann und nur dann, wenn « die Nullabbildung ist.
Auch das Bild von R; braucht nicht das Einselement von Ry zu enthalten. Ferner ist das Bild eines
Integritidtsringes R; nicht notwendig nullteilerfrei, wie der kanonische Homomorphismus Z — Z/nZ
zeigt, wenn n € N nicht prim ist.

Der Kern eines Ringhomomorphismus hat aber eine stirkere Eigenschaft. Er ist nicht nur (eine
Untergruppe bzgl. der additiven Struktur und) abgeschlossen unter Multiplikation seiner Elemente,
sondern auch abgeschlossen unter Multiplikation mit beliebigen Elementen b € Ry, denn mit « (a) = 0
ist ja auch a(ab) = a(a)a(b) = 0 fir alle b € Ry . Diese Eigenschaft verdient einen Namen, analog
zum Begriff des Normalteilers bei Gruppen.

Definition. Es sei R ein kommutativer Ring und a C R eine nichtleere Teilmenge. a heifit ein Ideal®
in R, wenn

a) a;,a €a=a; —as €a,
b) a€a,be R=ba€a.

Besitzt R ein Einselement, so geniigt in a) auch die Forderung a; + as € a, denn aus b) schliefit man,
dafl mit as auch —as = (—1)ag in a liegt. Ein von R und dem Nullideal verschiedenes Ideal wird als
eigentlich bezeichnet.

Wir geben jetzt noch einige weitere Beispiele von Ringen und Ringhomomorphismen.

4. (Restklassen modulo einem Ideal). Ein Beispiel eines Ideals ist mZ = {mz : z € Z} C Z. Die
Aquivalenzrelation in Beispiel 3 kann man auch so formulieren:

a=bmodm<<—a —bemz.

Man sieht sofort, daf fiir ein Ideal a C R entsprechend durch ¢ = bmoda <= a — b € a eine
Aquivalenzrelation definiert wird. Genau wie oben konstruiert man den Restklassenring R/a von R
modulo a. Wie bei Gruppen kann man den 1. Homomorphiesatz beweisen: Ist o : Ry — Ry ein
Ringhomomorphismus, so ist der Restklassenring R;/ker o kanonisch isomorph zu im «.

Bemerkung. Da in einem Korper K jedes von Null verschiedene Element invertierbar ist, gibt es in K
keine eigentlichen Ideale. Damit ist ein Homomorphismus o : K; — Ky zwischen Koérpern entweder die
Nullabbildung oder injektiv. Im zweiten Fall induziert der Homomorphismus « eine Kérperisomorphie
zwischen K; und dem Unterkérper im o C Ky .

5. (Polynomring). Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Unter einem Polynom in einer Unbestimmten
x mit Koeflizienten in R versteht man einen formalen Ausdruck

P=uay+ aix + -+ az™.

91deale traten zuerst in der Zahlentheorie auf, wo sie als ,ideale Zahlen“ angesehen wurden.
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Ist Q@ = by + b1z + -+ byx™ ein weiteres Polynom, so schreibt man
P+@Q=(ap+by)+ (a1 +b1)x+- -+ (an + by)z",
wenn ohne Einschrankung m < n ist und b,,41 = -+ = b, = 0 gesetzt wird. Ferner schreibt man
PQ = (agho) + (agby + aibg)x + -+ a, by, ™™,

also genauer
n+m

PQ = chce, c = Z a; by .
£=0

jt+k=t

Man schreibt R [z] fiir diese Menge zusammen mit der so definierten Addition und Multiplikation und
nennt R[z] den Polynomring iiber R in einer Unbestimmten x. Man zeigt leicht:

Satz 5.8 R[x] ist ein kommutativer Ring mit 1. Ist R nullteilerfrei, so auch R|[x]. R[z] ist niemals
ein Korper (auch wenn R ein Korper ist).

Beweis. Durch a — a + 0-z wird R in R[z] als Unterring ,eingebettet“. Die 1 in R ist dann auch
neutral in R[z]. Sind P, @ von Null verschieden, so auch ihre ,hochsten® Koeffizienten a,, und by, .
Wegen a,b,, # 0 folgt auch PQ # 0. Offensichtlich kann x kein multiplikatives Inverses besitzen. [

5.6 Polynomringe und formale Potenzreihen - Ringe iiber Ringen

Bemerkung. Die obige formale Einfiihrung des Polynomrings ist konzeptionell unbefriedigend. Sie 148t
sich aber logisch einwandfrei formulieren. Man betrachte alle Abbildungen

a:N— R

mit «(n) =: a, = 0 fiir ,fast alle“ n € N, d. h. fiir alle bis auf endlich viele n. Wir bezeichnen die
Gesamtheit aller solchen Abbildungen (endlichen Folgen) mit

Abb™™ (N, R) ¢ Abb(N, R) .
Nun lassen sich auf Abb (N, R) eine Addition und Multiplikation erkléren durch
(@ + p)(n) = a(n) + B(n),
(@-B) ()= Y a()Bk).

Jjtk=n

Unter diesen Verkniipfungen ist Abbfin (N, R) abgeschlossen, und es ist unmittelbar klar, dafl mit ihnen
zusammen die Mengen Abb™ (N, R) und Abb (N, R) zu kommutativen Ringen werden. Ferner liefert
die Zuordnung
R>7r — a, € Abb™" (N, R)
mit . (0) = r, a,(n) = 0, n € N* einen injektiven Ringhomomorphismus, d. h. wir haben eine
Kette von Unterringen
R C Abb™ (N, R) c Abb(N, R) .

Wir schreiben nun « fiir die Folge (0, 1, 0, 0,...) (dies ist also ein ganz konkretes Element!). Dann
wird 2° = 1 = (1, 0,0,...) und 2" = (,k)ken mit KRONECKERs Delta—Symbol

5nk=1,n=k‘, (SnkZO,n#k.

In Abb (N, R) ist damit fiir alle « = (ap, a1, as,...) und alle n:

o = Z ajx’ + (0,0,...,0,an41,.-.),
§=0
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und wir schreiben (wieder formal)
o0
— - d
a = E a; .
Jj=0

Fiir o € Abb™ (N, R) ist diese Summe aber endlich und damit wohldefiniert. Man setzt dann (mit
diesen Ringstrukturen)

Rlz] :== Abb™ (N, R) Polynomring
R{{z}} = Abb(N, R) Ring der formalen Potenzreihen .

Bemerkung. Wir werden uns im Falle R = R oder C mit einem wichtigen Zwischenring beschéftigen,
niamlich dem Ring R {z} der konvergenten Potenzreihen.

5.7 Vektorriaume, Moduln etc.

Beispiel (Vektorrdume von Abbildungen). Ist K ein Korper, so definiert man fiir eine beliebige Menge
X auf Abb (X, K) eine Addition durch

(@ + ) (2) == a(x) + B (2)
und eine (dufere) Multiplikation oder Skalarenmultiplikation mit Elementen von K durch

(ca)(z) ==c-a(z), ceK, aecAbb(X,K).

Dies sind Beispiele von K—Vektorrdumen: Ist V' eine abelsche Gruppe bzgl. einer Verkniipfung +
und gibt es (mit einem Korper K) eine Abbildung K x V' — V| die man i. a. multiplikativ schreibt:

KxV 3 (c,v) —> cv eV,

so heifit V' ein K-Vektorraum (bzgl. der vorgegebenen Verkniipfungen), wenn die folgenden Axiome
erfiillt sind:

i) (c1 + c2)v =c1v + cav;
ii) c(vr + v2) = cvy + cuvy;
i) 1v = wv.
Beispiel. Ist speziell X = [1, n] C N, so besteht Abb (X, K) genau aus den n—tupeln (aq,...,a,) mit
Elementen a; € K (man identifiziere eine Abbildung o« : X — K mit den Werten a; := a/(j) ). Die
obige Addition und Skalarenmultiplikation reduziert sich dann auf die gew6hnliche komponentenweise

Addition und Skalarenmultiplikation von n—tupeln. Den hierdurch definierten Vektorraum bezeichnet
man stets mit K”.

Bemerkung. Ersetzt man in der obigen Definition den Korper K durch eine kommutativen Ring R mit
1 und hat man eine abelsche Gruppe M zusammen mit einer Abbildung R x M — M gegeben, so
daf3 die drei Axiome i), ii) und iii) erfiillt sind, so spricht man von einem Modul iiber dem Ring R oder
kurz von einem R-Modul.

Beiepiel (Polynomiale Abbildungen). Ist S ein beliebiger kommutativer Ring, so wird fiir beliebiges
X # 0 auch Abb (X, S) ein solcher durch

(a + B)(x)
(af) (x)

il
[SEES)
ONC)
< +
E 2

&
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Hat S ein Einselement, so auch Abb (X, S), nédmlich die Abbildung « —— 1 fiir alle z € X . Ist
speziell X = S, so tridgt Abb(S) sogar noch die Struktur eines S—Moduls:

(sa)(x) := s -a(x).
Warnung. Ist S ein Kérper, so ist Abb (X, S) nur dann ein Koérper, wenn X einpunktig ist.
Ist R C S ein Unterring, so wird durch
Rx] — Abb (95)

n
P = g riz! —  ap
J=0

n
mit ap(s) = Z r; s’ € S ein Ringhomomorphismus erklirt. Man nennt sein Bild Polg (S) C Abb (S)
§=0
den Ring der iiber R definierten polynomialen Abbildungen von S. (Dieser ist nur ein R-Modul, i. a.
kein S—Modul).

Bemerkung. Ist R = S = K ein Korper mit unendlich vielen Elementen (z. B. K = Q, R, C), so ist
die Abbildung
K [z] — Abb (K)

injektiv, da ein Polynom vom Grad n héchstens n Nullstellen besitzen kann (siehe den Anhang zu
Kapitel 8); also ist in diesem Fall K [z] = Polk (K); wir kénnen also die polynomialen Abbildungen mit
den Polynomen identifizieren. Fiir endliche Korper kann dies nicht richtig sein, da Abb (K) endlich ist,
aber nicht K[z]. Z. B. hat man fiir den Kérper Zo = Z/2: Py (z) = x und P (x) = 22 sind als
Polynome verschieden, aber nicht als polynomiale Abbildungen.

Beispiel (Endomorphismenring). Abb (S) triigt natiirlich noch eine weitere Verkniipfung, ndmlich die
Komposition von Abbildungen. Ist S ein K—Vektorraum, so sei End (S) C Abb (S) die Teilmenge der
K-linearen Abbildungen. Diese bilden unter der Addition und Komposition einen i. a. nicht kommuta-
tiven Ring, der zusétzlich eine K-Vektorraumstruktur tragt. Eine solche Struktur nennt man auch eine
K-Algebra.

Hat S die Dimension n, so kann man nach Wahl einer Basis End (S) identifizieren mit dem
Matrizenring

M (n xn, K).
Ist A = (ajr)jk=1,.mns B = (bjr)jk=1,..n,s0 gilt
A+ B = (ajx + bji), cA=(cajx), cekK,
und

AB = (Cjk) mit Cik = Z Qg blk~
=1

5.8 Konstruktion von Quotientenkérpern

In Z* = Z\ {0} kénnen wir immer noch nicht uneingeschrénkt dividieren, d. h. der Ring Z der ganzen
Zahlen ist kein Korper. Dieses Manko kénnen wir wie bei der Addition durch eine geeignete Konstruktion
ausrdumen. Dazu brauchen wir nur die Eigenschaft von Z , ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit
1, also ein Integritétsbereich zu sein.

Es sei also i. f. R ein solcher Ring, z. B. also auch R = K|z], K ein Kérper. Wir bilden dann
zunéchst wieder formale Briiche

% . a,beR,b#0
und werden diese als gleich ansehen,
@ _ @
by by’

genau dann, wenn aj bo = a9 by .
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Lemma 5.9 Auf R x R* wird durch (a1, b1) ~ (ag, ba) <= a1by = agby eine Aquivalenzrelation
erklart. Auf der Menge der Aquivalenzklassen

Q(R) =RxR"/ ~
hat man die natirliche Multiplikation
(a1, b1) (ag, b2) = (a1az, b1b2)

mit dem Nullelement (0,0) =: 0, und Q* (R) = Q(R) \ {0} ist eine kommutative Gruppe mit dem
Einselement (1, 1) und dem Inversen (b, a) zu (a, b) # 0. Die natirliche Abbildung

R3a+% (a,1) € Q(R)
ist injektiv und erfillt o (a1a2) = a(a1)a(az). Jedes Element in Q (R) schreibt sich in der Form
a(a)a(d)™.

Beweis. Wir zeigen nur die Transitivitdt von ~. Es sei also (a1, b1) ~ (ag, b2), (az, b2) ~ (as, b3),
also a1bs = agb; und agbs = agby . Hieraus folgt

(a1b3) by = (a1b2) bs = (a2 b1)bs = (asb1)bs

und wegen der Nullteilerfreiheit a1b3 = azb; . Ebenso leicht ist der Nachweis, dal die Multiplikation
wohldefiniert ist. Weiter gilt (0, b) ~ (ai, b1) genau dann, wenn a; = 0; also ist 0 := (0,1) =
{(0,b): be R*}. Nimmt man diese Klasse aus R x R* heraus, so behilt man R* x R* iiber, und die
gegebene Aquivalenzrelation reduziert sich auf unsere allgemeine Situation fiir die Halbgruppe (R*, -).
U

Beispiel. Im Falle R = 7Z kann man sich die obige Aquivalenzrelation wie folgt veranschaulichen:

\v/

Figur 5.3

Wir miissen jetzt noch die Addition in @ (R) als Erweiterung der Addition in R % «(R)
einfithren. Wenn wir das Distributivgesetz erhalten wollen, haben wir keine Wahl bei der Addition:

al an a1 ag a1b2 + G,le
102 (bl + b2> a0z + asby — by + b b1bs )

und dies ist sinnvoll wegen (ag, b1) ~ (a1ba, b1be) etc. Man macht sich leicht klar, dafl die Addition
wohldefiniert ist und

@ 4 ata
1 1 1

gilt. Wir {iberlassen dem Leser den ermiidenden Nachweis der weiteren Eigenschaften.

ala) + a(ay) = = a(a; + as)
Satz 5.10 Q (R) ist bzgl. Addition und Multiplikation ein Korper.

Beispiele. 1. Q := Q (Z) heifit der Korper der rationalen Zahlen.
2. K(z) := Q (K [z]) heiBit der Korper der rationalen Funktionen iiber dem Koérper K.
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5.9 Die Unzulinglichkeit von Q

Wir wollen abschlieffend noch einmal eine Begriindung dafiir geben, warum der Kérper Q nicht einmal
fiir die Belange der Geometrie ausreicht. Wir zeigen mit Hilfe der im Anhang dargestellten Teilbarkeits-
theorie, daf} es keine rationale Zahl a/b gibt, deren Quadrat eine Primzahl p ist. (Dies verallgemeinert
die frither schon behandelten Fille p = 2 und p = 5).

Wiren ndmlich a, b ohne Einschrinkung teilerfremd, und hétte man

also a®> = pb?, so wiirde p die Zahl a? und damit auch a teilen. Schreibt man a = pa, so folgt
p2a? = pb? und damit pa?® = b%. Also teilt p auch b. Widerspruch!
Genauer hat man sogar den folgenden

Satz 5.11 Die Quadratwurzel ¢ aus einer natiirlichen Zahl m ist nur dann rational, wenn ¢ ganz ist,
d. h. wenn m eine Quadratzahl in N ist: m = c® mit c € N.

Beweis. Wir nehmen wie oben an, da a?> = mb? mit a, b € N*. Alle Primfaktoren von a bzw.
b treten in a? bzw. b? von gerader Potenz auf, und wegen der vorstehenden Gleichung miissen alle
Primfaktoren von b auch in a vorkommen. Folglich wird schon a durch b in N geteilt, so dafl m = ¢?
mit ¢ = a/b. O
Bemerkung. Wir geben spéter noch einen rein analytischen Beweis fiir diese Aussage.

Bemerkung. Eine zentrale Aussage der Analysis besteht darin, dafl im Korper der reellen Zahlen jedes
positive Element fiir jede natiirliche Zahl n > 2 n-te Wurzeln besitzt. Dies schlieen wir aus der

Vollstindigkeit der reellen Zahlen. Allerdings erfiillt auch der weiter oben besprochene Korper A der
algebraischen Zahlen, der echt zwischen Q und R liegt, diese Eigenschaft.



Anhang: Teilbarkeitstheorie in euklidischen Ringen
Es sei R ein Integritdtsbereich, d. h. ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1, wie z. B. Z, K|z]
etc.

Definition. Es seien a, b € R. Man sagt, a teilt b, in Zeichen alb, wenn es ein ¢ € R gibt mit b = qa.
u € R heifit eine Einheit, wenn es ein v gibt mit vu = 1, a, b € R\ {0} heiflen assoziiert, wenn es
eine Einheit u mit b = ua gibt.

Bemerkungen. 1. Es gilt a|0 fiir alle « und 0 b fiir b # 0.
2. In Korpern ist dieser Begriff uninteressant.
Lemma 5.12 Es seien a, b€ R\ {0} gegeben mit a|lb und bla. Dann sind a und b assoziiert.

Beweis. b = g1a, a = ¢2b= (1 — g1 g2)ab = 0. Da ab # 0,s0ist ¢1q2 = 1, und ¢1, g2 sind
Einheiten. O

Definition. Es seien a, b € R gegeben. d € R heif3t ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, wenn
dla und d|b, und wenn aus d’'|a, d'|b folgt, daB d'|d. a und b heilen teilerfremd, wenn 1 grofter
gemeinsamer Teiler von a und b ist.

Bemerkung. Sind d und d’' grofite gemeinsame Teiler von a und b (nicht beide gleich Null, so dafl
auch d und d’ von 0 verschieden sind), so sind d und d’ assoziiert. In Z sind die einzigen Einheiten
1 und —1. Entscheidet man sich dann fiir den positiven der beiden moglichen Werte d, —d, so nennt
man diesen den gréfften gemeinsamen Teiler von ¢ und b und schreibt dafiir

ggT (a, b) .
Wir wollen die Frage beantworten, in welchen Integritédtsringen stets der ggT existiert.
Definition. Ein Integritéitsring R heif3t ein euklidischer Ring, falls es eine Funktion
B: R\ {0} —N

gibt, so daf fiir je zwei Elemente z, y € R, y # 0, eine Darstellung

T =qy+r
existiert mit » = 0 oder 8 (r) < B (y). Man spricht dann auch von Division mit Rest (bzgl. /).
Beispiele. 1. Es sei R = Z und
r , r>0

-r , r<0.

80 = |r| = {
Dann 148t sich Division mit Rest bzgl. 8 leicht nachweisen (euklidischer Algorithmus; siche Satz 2.13).
2. Auf R = K|[z], K ein Kérper, hat man die Grad—Funktion
degP:=n, Px)=a+az+ - -+ a,z", a, #0.
Ist S # 0 und deg S = 0, soist S = ag € K* eine Einheit und
P=QS+R mit Q=a;'P und R=0.

Es sei also m := deg S > 0 und n > m (denn sonst wihle man Q = 0, R = P ). Wir schreiben die
Monome hochsten Grades von P und S in der Form a,, ™ bzw. b, ™, a, # 0, b, # 0, und setzen
Py = P —ca™ ™S mit ¢ = a,b,},sodaB P, = 0 oder deg P < n.Nach Induktionsvoraussetzung
hat man eine Darstellung

Ph=Q:S4+ R, R=0 oder deg R < deg S,

aus der sich die Darstellung
P=(Q +ca" ™S+ R

ergibt. O
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Satz 5.13 In einem euklidischen Ring R besitzen je zwei Elemente a, b einen grifiten gemeinsamen
Teiler ¢ = ggT (a, b). ¢ lafit sich in der Form schreiben:

c=qa+ @b, g, @ck.

Beweis. Ist b = 0, so ist a ein grofiter gemeinsamer Teiler. Es kann also b # 0 vorausgesetzt und
Induktion nach S (b) durchgefiihrt werden (wobei wir 3 (0) = 0 setzen). Wir schreiben

a=qb+r mit r=0 oder B(r) < g(b).

Ist 7 = 0, so ist b ein grofiter gemeinsamer Teiler. Im anderen Fall existiert ein grofiter gemeinsamer
Teiler d von b und 7. Dieser teilt auch a, und teilt d’ sowohl ¢ und b, so auch r, so da§ d’|d gilt.
Also ist d auch groiter gemeinsamer Teiler von a und b. Aus

d=qb+ qr
folgt zusétzlich
d=qb+ qa—gb)=qa+ (@1 —qg)b. O
Man kann die Teilbarkeitstheorie auch ideal-theoretisch umformulieren. Sind aq,...,a, € R, so ist

{)\1@1 + A ap Al,...,)\nER}

ein Ideal in R, und zwar das bzgl. Inklusion kleinste Ideal von R, das a1,...,a, enthilt. Man schreibt
hierfiir
Ray +--- +Ra, oder (ai,...,a,).

Ein Ideal der Form Ra = (a) heifit ein Hauptideal.
Satz 5.14 Sei R ein Integritdtsring.
i) Fir a,be R gilt alb genau dann, wenn (b) C (a).
ii) a,be R\ {0} sind genau dann assoziiert, wenn (a) = (b).

)
ili) w € R ist genau dann eine Einheit, wenn (u) = R.
)

iv) d teilt ay,...,a, genau dann, wenn

(a1,...,an) C (d) .
v) d ist grifiter gemeinsamer Teiler von ay,...,a, genau dann, wenn
(a1y...,a,) = (d) .

Die Existenz von gréfiten gemeinsamen Teilern in euklidischen Ringen ist dann Ausdruck des fol-
genden allgemeinen Satzes.

Satz 5.15 Jeder euklidische Ring R ist ein Hauptidealring, d. h. jedes Ideal a ist ein Hauptideal :
a=(a).
Beweis. Ist a das Nullideal, so ist nichts zu zeigen. Im anderen Fall existiert
min M, M ={p®b):bea\{0}}.

Es sei a € a\ {0} so gewihlt, daB8 5 (a) = min M . Dann ist per definitionem (a) C a. Sei umgekehrt
b € a beliebig und b = ga + r. Wire r # 0, so wire r = b — ga € a, aber (a) < f(a). Somit
folgt b = qa € (a) und damit a C (a). O

In Integritdtsbereichen gibt es zwei a priori verschiedene Begriffe von ,,Unzerlegbarkeit“ von Ele-
menten.

Definition. Es sei R ein Integritédtsbereich und p eine Nichteinheit, p # 0.
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i) p heifit irreduzibel, wenn aus p = xy folgt, dal = oder y eine Einheit sind.

ii) p heifit prim (oder ein Primelement), wenn

plab, ab # 0 = pla oder p|b.

Lemma 5.16  a) Jedes Primelement ist irreduzibel.

b) Ist R ein Hauptidealring (also z. B. ein euklidischer Ring), so ist jedes irreduzible Element auch
prim.

Beweis. a) Sei p ein Primelement und p = zy; dann gilt ohne Einschrinkung p|z . Da auch trivialer-
weise z|p, so ist y eine Einheit.

b) Es sei p irreduzibel, und es gelte plab,d. h. ab = pq, aber nicht p|b. Es sei d ein Erzeuger des Ideals
(p, b) . Dann ist sicher d # 0 eine Einheit, denn sonst wiren p und d assoziiert, da p irreduzibel ist,
und p|b. Somit existieren r, s € R mit rp + sb = 1, also a = rap + sab = rap + spqg = p (ra + sq),
d. h. pla. O

Insbesondere fallen also im Ring Z der ganzen Zahlen die beiden Begriffe zusammen. Unter Prim-
zahlen in 7 versteht man traditionell aber nur die positiven Primelemente

2,3,5, 7, 11,13, ... .

Die Zahl 1 ist keine Primzahl, da nach Definition Primelemente keine Einheiten sind.

Wir wollen noch die Unendlichkeit der Anzahl der Primzahlen beweisen; der Beweis geht ebenfalls
auf EUKLID zuriick. Uber die genaue Verteilung der Primzahlen macht der sogenannte Primzahlsatz
eine Aussage (siehe meine Vorlesungsausarbeitung Funktionentheorie I, Hamburg 1993).

Satz 5.17 (Euklid) Die Menge P aller Primzahlen ist unendlich.

Beweis (durch Widerspruch). Angenommen, P sei endlich, so daf§ wir die Menge P durchnumerieren
kénnen: P = {po,...,pn }. Betrachte dann die natiirliche Zahl

m=mpy-...-pnp + 1.

Da m > 2 ist, 1lafit sich m als Produkt von Primzahlen ¢; < --- < ¢,, » > 1 darstellen. Man sieht
sofort, dafl ¢; nicht unter den Zahlen py,...,p, vorkommen kann. Also ist ¢; ¢ P. Widerspruch ! [J

Bemerkung. In Teil b) des obigen Lemmas kann die Bedingung, dafli R ein Hauptidealring ist, nicht
weggelassen werden. So ist

R=7Z[V=-3:={m+n/-3, mnecZ} cC

ein Integrititsring, in dem die Zahl 2 irreduzibel ist, aber nicht prim, denn 2|4 und 4 = (1++/-3) (1 —
v—=3), aber 2 teilt weder 1 + +/—3 noch 1 — \/—3. Aulerdem hat 4 zwei wesentlich verschiedene
,Primfaktor “—Zerlegungen.

Satz 5.18 (Teilerkettensatz) FEs sei R ein Hauptidealring und ag, a1, az, ... eine Teilerkette in R,
d. h.
ajy1|a; firalle jeN.

Dann wird die Kette ,,stationdr®, d. h. es gibt jo € N, s. d. a; assoziiert zu aj, ist fir alle j > jo.
Beweis. Die Teilerkette induziert eine aufsteigende Idealkette
(ap) C (a1) C (az) C--- .

Dann ist a = U;’io (a;) , wie man sich leicht iiberlegt, ein Ideal in R, also a = (d). Sei jo ein Index
mit d € (aj,). Dann gilt (d) = (a;) fiir alle j > jo. O
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Folgerung 5.19 (Primfaktor - Zerlegung) In einem Hauptidealring R ist jede Nichteinheit a # 0
Produkt von endlich vielen Primelementen. Die Zerlegung in Primfaktoren ist bis auf Reihenfolge und
Einheiten eindeutig.

Beweis. a) Existenz. Es sei a # 0. Ist a irreduzibel, so auch prim, und wir sind fertig. Ist a nicht
irreduzibel, so hat a eine Zerlegung a = aga; mit Nichteinheiten ag, a;. Mit ag und a; verfahren
wir genauso, und nach endlich vielen Schritten miissen alle Faktoren irreduzibel sein, denn sonst erhlt
man einen Widerspruch zum Teilerkettensatz.

b) Eindeutigkeit. Es gelte a = p1-...-p, = ¢1 ...+ qs mit Primelementen pi,...,p, und ¢,...,qs
und ohne Einschriankung » > s. Mit r = 1 ist dann s = 1 und p; = ¢ . Es sei die Eindeutigkeit
fiir » — 1 schon bewiesen. Aus p,|g; - ... gs folgt p,|¢, fiir ein o, ohne Einschrankung p,|gs, also

qs = up, mit einer Einheit u. Daraus folgt

bi=pr-. (W po1) =@ gem
und wir kénnen auf b die Induktionsvoraussetzung anwenden. O

Bemerkung. Speziell in Polynomringen K [z] iiber einem Koérper K gilt der Satz iiber die Primfaktor-
zerlegung. In dieser Situation nennt man die Primelemente irreduzible Polynome, was in Einklang mit
Lemma 15 steht. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt (siehe p. 84), dafl die Linearfaktoren genau
die irreduziblen Polynome in C[z] sind. Fiir den euklidischen Ring R[z] der reellen Polynome mufl
man zu den Linearfaktoren noch die quadratischen Polynome ohne reelle Nullstellen hinzufiigen.






Teil II: Grundlagen der Analysis

6 Angeordnete und bewertete Korper

Der Korper Q der rationalen Zahlen besitzt noch eine weitere wichtige Eigenschaft: er jerbt“ von
den natiirlichen Zahlen eine Anordnung, die mit der Addition und Multiplikation vertrdglich ist. Wir
formalisieren diese (uns sehr wohl vertraute) Beobachtung in dem folgenden Abschnitt.

6.1 Positivitatsbereiche und Anordnungen in Ringen und Koérpern

Definition. Ein (nicht notwendig) kommutativer Ring R (insbesondere ein Korper K ) heifit angeordnet,
wenn es eine Teilmenge P = Pr C R (Menge der positiven Elemente oder Positivititsbereich) gibt
mit den folgenden Eigenschaften:

i) 0P, PN(—P) =0, R=(—P)U{0}UP,wobei —P := {a € R: —a € P} die Menge der
negativen Elemente bezeichnet;

ii) a,beP = a+0b,abeP.

Die Rechenregeln fiir die Vorzeichen von Produkten in Ringen implizieren sofort P - (—=P) C
(-=P), (-P)-P C (—P), (—P)-(—P) C P. Insbesondere ist ein Produkt ab genau dann positiv,
wenn a und b positiv oder beide negativ sind.

Ein angeordneter Ring heifit archimedisch angeordnet, wenn es fiir alle a, b € P eine natiirliche Zahl
n € N* gibt mit na — be P.

In einem angeordneten Ring schreibt man a < b genau dann, wenn b — a € P, und (selbst-
verstindlich, d. h. notwendigerweise) a < b, wenn b — a € P U {0}. Aufgrund unserer Axiome i)
und ii) ist dies eine totale Ordnung im fritheren abstrakten Sinne, und es gilt P = {a € R: a > 0}
und —P = {a € R: a < 0}. In dieser Notation lifit sich das Archimedische Axiom wie folgt
umformulieren: Fiir alle positiven a, b € R gibt es eine natiirliche Zahl n € N, so dafl na > b.

Um zu zeigen, daf der Ring Z genau eine (archimedische) Anordnung besitzt, beweisen wir die
folgende Aussage.

Lemma 6.1 Jeder angeordnete Ring R ist nullteilerfrei. Alle Quadrate a?, a # 0, sind positiv. Besitzt
R ein Finselement, so ist insbesondere dieses positiv.

Beweis. Es seien a, b € R*. Da das Produkt ab mit ¢ und b jeweils das Vorzeichen &ndert, so kann
man a, b € P voraussetzen. Dann ist aber ab € P und somit ab # 0. Wegen a? = (—a)? folgt auch
die zweite Behauptung. Die letzte ist trivial wegen 1 = 12. (]

Folgerung 6.2 Der Ring Z der ganzen Zahlen besitzt genau eine (notwendig archimedische) Anord-
nung.

Beweis. Ist P ein Positivitatsbereich fiir Z , so mufl nach dem vorstehenden Lemma und der Bedingung
P + P C P die Menge N* in P enthalten sein. Wegen Z = (—N*)U{0} UN* ist dann aber notwendig
P = N*. Umgekehrt erfiillt P = N* C Z alle Eigenschaften eines Positivitdtsbereiches. (]

In jedem angeordneten Ring gelten die uns geldufigen Regeln fiir den Umgang mit Ungleichungen.
Ist z. B. @ < b und b < ¢, so ist automatisch a < ¢. Aus a < b folgt a + ¢ < b + ¢ fiir alle ¢
und ac < be, falls ¢ > 0. Ist schlieBlich a € R invertierbar, so ist mit a auch a~! positiv wegen

aa”! =1 > 0, und gilt zuséitzlich 0 < a < b mit invertierbarem b, so ist a=* > b7 1.
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6.2 Angeordnete Ober- und Unterringe

Definition. Ist (S, Ps) ein angeordneter Ring und R C S ein Unterring, so wird durch Pr := PsNR
offensichtlich eine Anordnung auf R induziert. Man nennt R mit dieser Anordnung einen angeordneten
Unterring von S . Umgekehrt sagt man auch, daf} sich die Anordnung von R nach S fortsetzt, und
nennt S einen angeordneten Oberring von R.

Bemerkung. Wir werden spéter zeigen, dafl der Korper R der reellen Zahlen der ,,grofite“ archimedisch
angeordnete Korper ist, d. h. dafl jeder archimedisch angeordnete Korper als angeordneter Unterkorper
von R ,realisiert* werden kann.

Satz 6.3 Ist R ein angeordneter kommutativer Ring, so gibt es auf dem Quotientenkdrper Q = Q (R)
genau eine Anordnung, die diejenige von R fortsetzt. Ist die Anordnung von R archimedisch, so auch
die von Q.

Folgerung 6.4 Q besitzt genau eine (notwendig archimedische) Anordnung.

Beweis (Satz 3). Ist a/b := ab~! € @ positiv beziiglich irgendeiner Anordnung, so mufl auch ab =
(a/b)b? € R positiv sein und umgekehrt. Man hat also keine andere Wahl, als

Py = {% €EQ:abe P = PR}
zu setzen. Diese Menge ist tatséichlich wohldefiniert, denn a; /by = ag/be impliziert

(a1by) b5 = (azb2) b7,

und hieraus folgt a1b1 € P <= asbs € P. Da P ein Positivitéitsbereich fiir R ist, hat man fiir
jedes Element a/b € @ die drei, sich gegenseitig ausschlieflenden Fille ab = 0, ab € P,ab € —P.
Im ersten Fall ist aber a/b = 0, im zweiten ist a/b € Py, und im dritten ist (—a)b € P und
damit —(a/b) = (—a)/b € Pg. Dies liefert die disjunkte Vereinigung ) = (—Pg) U {0} U Py . Die
Eigenschaften i) und ii) rechnet man einfach nach: Sind ndmlich r = a1/b1, s = as/bs € Py, so ist

(a1b2 + a2b1)(b1b2) = (albl)bg + (a2b2)b% € P und (alag)(blbg) = (a1b1)(a2b2) e P

und damit ) )

ax a2 a102 + a0y ay az a1a2

- = = - = - R _— — = c Py .

by | by b1bs @0 by by biby @
Es sei schliefilich R archimedisch angeordnet. Um nachzuweisen, dafl es fiir positive r, s € @ eine
natiirliche Zahl n gibt mit nr > s, reicht es, den Fall » = 1 zu behandeln (man ersetze s durch

s/r). Hierzu braucht man aber nur eine natiirliche Zahl n zu wihlen mit nb; > a;, wobei s = a;/b; .
O

Der folgende Satz besagt insbesondere, dafy der Korper der rationalen Zahlen in jedem angeordneten
Korper enthalten ist.

Satz 6.5 Fir einen angeordneten Ring R mit Finselement ist die Abbildung N> n — n-1 € R
injektiv. Somit enthilt R (einen zu) Z (isomorphen Ring) als angeordneten Unterring; insbesondere
besitzt R unendlich viele Elemente.

Jeder angeordnete Korper enthilt (einen zu) Q (isomorphen Kérper) als angeordneten Unterkirper.

Bemerkung. Aufgrund des vorstehenden Satzes identifizieren wir das Element n € Z mit dem Element
n -1 in dem angeordneten Korper K. Auf diese Weise konnen und werden wir stets annehmen, dafl
Q c K als angeordneter Unterkorper.

Folgerung 6.6 Endliche Korper konnen nicht angeordnet werden.
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Beweis (Satz 5). Die Abbildung

N — R
a
nr——n-1

ist injektiv, da a(n + 1) —a(n) = 1 = 12 > 0,also 0 = a(0) <1 = a(l) < a(2) < -
Wegen a(n1 + na2) = a(n1) + a(ne), a(ning) = a(ng)a(ng) kénnen wir N zusammen mit der
natiirlichen Addition und Multiplikation als Teilmenge von R auffassen: N C R. Der kleinste Unter-
ring (Unterkérper) Ry von R, der N enthilt, existiert (man nehme einfach den Durchschnitt aller
Unterringe (Unterkérper) von R, die N enthalten) und besteht, wie man sich sofort iiberlegt, aus allen
Elementen der Form +a, a € N, bzw. +ab~!, a,b € N, b # 0. Damit konstruiert man sofort einen
Ringisomorphismus (Kérperisomorphismus) Z — Ry bzw. Q — Ry. |

Bemerkung. Man zeigt leicht: ist K ein Koérper, so ist die Menge {n € N*: n-1 = 0} leer oder ihr
Minimum eine Primzahl p, und K enthélt im zweiten Fall den Korper Z/pZ. Man sagt dann auch,
K besitze die Charakteristik p. Dies ist z. B. der Fall fiir endliche Kérper. Im ersten Fall ist dagegen
Q C K, und man nennt K von der Charakteristik 0. Wegen der Hauptidealeigenschaft von Z kann es
keine weiteren Moglichkeiten geben.

6.3 Existenz angeordneter Ringe und Induktionsaxiom

Ist ein angeordneter Ring R mit Eins gegeben, so ist a priori die oben verwendete Abbildung N >
n — n-1 € R per vollstdndiger Induktion zu definieren; man setzt damit die Existenz der natiirlichen
Zahlen im Sinne der Peano—Axiome schon voraus. Allerdings kann man zeigen, wie wir gleich erldutern
werden, dafl die Existenz eines solchen angeordneten Ringes die Existenz eines Modells fiir die Peano—
Axiome nach sich zieht. Fiihrt man also z. B. die reellen Zahlen axiomatisch ein, so verlangt man damit
implizit, dal eine abzédhlbar unendliche Menge existiert.

Um dieses einzusehen, definiert man: Eine Teilmenge M C R heifit induktiv, falls 0 € M und
r € M impliziert, dafl auch » + 1 € M . Selbstversténdlich gibt es Mengen mit dieser Eigenschaft,
z. B. R selbst oder P U {0}. Da offensichtlich beliebige Durchschnitte von induktiven Mengen wieder
induktiv sind, ist der Durchschnitt N aller induktiven Teilmengen von R eine induktive Teilmenge,
die in jeder anderen enthalten ist. Daraus folgt sofort, da N dem Induktionsaxiom geniigt (bzgl. der
Nachfolger-Relation n + nf := n + 1).

6.4 Arithmetisches und geometrisches Mittel

Definition (Arithmetisches und geometrisches Mittel). In jedem angeordneten Korper K erklirt man
das arithmetische Mittel zweier positiver Elemente a, b € K durch
b
AM (a, b) = @t .
2
Existiert ein positives Element G € K mit G? = ab, so heiit G das geometrische Mittel GM (a, b)
von a und b.

Bemerkung. Das Element G ist, wenn es ein solches Element iiberhaupt gibt, in der Tat eindeutig
bestimmt, wie man leicht zeigen kann. Da wir im Ko6rper der reellen Zahlen stets die Wurzel aus positiven
Elementen ziehen konnen, ist das geometrische Mittel zweier positiver reeller Zahlen definiert. Siehe
dazu auch 9.2.

Bemerkung. Es ist stets
AM(a, b) = AM (b, a), AM(ta, tb) = tAM(a, b) fiir t > 0.
Entsprechendes gilt auch fiir das geometrische Mittel.
Das arithmetische Mittel ist eindeutig bestimmt durch die Beziehung
AM(a,b) —a =b — AM(a, b),
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wenn man ohne Einschrinkung a < b voraussetzt, und das geometrische Mittel durch

GM (a, b) b

a ~ GM(a, b)

Wir zeigen nun, daf3 in einem beliebigen angeordneten Korper das geometrische Mittel niemals grofSer
als das arithmetische Mittel sein kann.

Lemma 6.7 Es gilt stets
GM (a, b) < AM (a, b) .

Gleichheit gilt nur dann, wenn a = b.

Wir kénnen zum Beweis annehmen, da§ ¢ < G := GM (a, b) < b; denn sind z. B. @ und b kleiner
als G, so ist notwendig auch ab < G2. Unter dieser Zusatzannahme folgt aber

0<(G—-a)(b-G) =(a+bG— (G*>+ ab) = (a +b)G — 2G*.

Also ist 2G? < (a + b)G, und durch Division mit 2G> 0 folgt die Behauptung. Besteht in der
behaupteten Ungleichung aber Gleichheit, so ist in der oben stehenden eingeriickten Formel die rechte
Seite gleich Null, und deshalb miissen alle Ausdriicke Null sein, insbesondere (G — a)(b — G). Somit
ist a =G =b. (]

Bemerkung. Im Allgemeinen wird man nicht erwarten kénnen, dafl in einem beliebigen angeordneten
Korper K das geometrische Mittel zweier allgemeiner positiver Elemente a, b existiert. Man hat dann
aber auf jeden Fall immer noch die obige Ungleichung in der ,quadrierten” Form.

Lemma 6.8 In einem beliebigen angeordneten Kérper K besteht fiir je zwei positive Elemente a, b
die Ungleichung

2
ab < AM?*(a, b) = (a —2|— b) .

In dieser herrscht Gleichheit genau dann, wenn a = b.

p\2
(a—2|— )—ab

und = 0 nur dann, wenn a = b. O

Beweis. Es ist

Il
/N
IS
2| |
>
\-/I\D
Y
o

6.5 Existenz nichtarchimedischer Anordnungen

Wir wollen noch kurz demonstrieren, dafl auch nichtarchimedische Anordnungen auf ganz natiirliche
Weise auftreten.

Satz 6.9 Besitzt der Ring R eine (archimedische oder nichtarchimedische) Anordnung, so lift sich
diese zu einer nichtarchimedischen Anordnung auf dem Polynomring R [x] fortsetzen.

Beweis. Man nenne ein Polynom ag + a1x + -+ - + a,z™ positiv, wenn der hochste Koeffizient a,, in
P = Pg liegt. Hierdurch wird offensichtlich eine Anordnung auf R [z] definiert, die die Ordnung auf
R nach R|[z] fortsetzt. Diese Ordnung auf R[z] ist jedoch nicht archimedisch, da na < z fiir alle
ac€ R, neN gilt. O

Bemerkung. Man kann den Polynomring Q[z] und damit auch seinen Quotientenkérper, den Korper
der rationalen Funktionen, den man i. a. mit Q (x) bezeichnet, jedoch auch (sogar auf unendlich viele
verschiedene Weisen) archimedisch anordnen, so daf§ die Anordnung von Q fortgesetzt wird. Hierzu
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braucht man nur eine transzendente Zahl o € R zu wihlen (siehe Kapitel 3) und den Ringhomomor-
phismus!'®

Q[z]>P = a9 + a1 + -+ apa”™ — P(a) := ap + a1 + -+ apa™ €R

zu betrachten. Dieser ist automatisch injektiv und bildet Q [z] bzw. Q (x) isomorph auf einen Unterring
bzw. Unterkérper von R ab. Man wihle dann die von R auf diesem Unterring bzw. Unterkorper
induzierte Anordnung.

6.6 Bemerkenswerte Eigenschaften archimedischer Ringe

Wir beweisen zunéchst den iiberraschenden
Satz 6.10 Ein archimedisch angeordneter Ring R ist notwendig kommutativ.

Bewets. Es seien a, b € R und ohne Einschrankung beide positiv. Dann gibt es zu jedem m € N* ein
n € N* mit ma < nb. W&hlt man n minimal, so ist sogar

(n —1)b < ma < nb.
Man rechnet sofort nach, dafl
m(ab — ba) < nb*> — (n — 1)b* = b*.

Da dies fiir alle m € N* gilt, mufl ab — ba < 0 sein. Durch Vertauschung der Rollen von a und b
erhélt man ab — ba = 0. (]

Mit der gleichen Beweismethode leitet man eine weitere eigenartige Aussage iiber archimedisch
angeordnete Ringe ab, die wir (im Falle von angeordneten Korpern) zum Beweis der Findeutigkeit des
reellen Zahlenkorpers benotigen.

Satz 6.11 FEin archimedisch angeordneter Ring R mit Finselement besitzt nur die Identitdit als ord-
nungserhaltenden Ringisomorphismus.

Beweis. Wir schreiben e fiir das Einselement von R . Fiir beliebiges positives a € R erhélt man wie im
obigen Beweis zu Satz 8 zu vorgegebenem m € N* ein n mit (n — 1)e < ma < ne.Ist «: R —» R
ein ordnungserhaltender Ringisomorphismus, so gilt notwendig a(e) = e und a(n) = n fir alle
n € N C R. Somit gilt auch

(n—1e<ma(ad < ne.

Durch Subtraktion beider Ungleichungsketten ergibt sich

—e < m(aa) —a) <e
fiir alle m € N* | woraus sofort «(a) = a folgt. Dies ist dann auch fiir negative a richtig wegen
ala) = —a(—a) = —(—a) = a. O
6.7 Betrige in angeordneten Ringen

Fiir die Analysis grundlegend ist die folgende
Definition. In einem angeordneten Ring R definiert man den Betrag eines Elementes a durch

a, a>0
la| =
—a, a<0.

d. h. |a| = max (a, —a).

10Dje Anzahl der mathematischen Symbole ist beschrinkt. Es darf die Leserin/den Leser dieses Textes nicht verwirren,
dafl in demselben Kapitel die Bezeichnung P sowohl fiir ein Polynom als auch fiir einen Positivititsbereich steht. Die
jeweilige Bedeutung muf sich jeweils aus dem Kontext erschliefen (lassen).
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Satz 6.12 In angeordneten Ringen gelten die folgenden Regeln :
i) FEsist stets |a| > 0, und |a| = 0 gilt genau dann, wenn a = 0.
i) Jab| = [al|b].
iii) (Dreiecksungleichung) |a + b| < |al| + |b].

Beweis. Nur die Dreiecksungleichung bedarf einer Begriindung. Ist a +b > 0,s0ist |a+b| = a+b <
la| + |b]. Im anderen Fall ist |a + b] = —(a + b) = (—a) + (=) < |a| + |b]. O

6.8 Intervalle in angeordneten Ringen und Koérpern

Definition. Es sei R ein angeordneter Ring, und a, b seien Elemente in R. Man setzt dann
i) [a,b] ={zeR:a<xz<b},
ii

) (a,b) ={z€R:a<az<b},
iii) (
)

a,b] ={xz€eR:a<xz <>},

v

[a,b) ={zeR:a<xz<b}

und nennt diese Mengen (beschrinkte) Intervalle in R. Genauer heiflen die Intervalle vom Typ i)
abgeschlossen (im Falle R = R auch kompakt), die vom Typ ii) offen, die restlichen links offen und
rechts abgeschlossen bzw. umgekehrt oder kurz halboffen.

Die unbeschrinkten Intervalle sind die Mengen der Form

v) (a,0) ={zx€R:a<x},
vi) (—o00,b):={xz€R:x <b},
vii) [a,0) :={z€R:a <z},
viii) (—o0,b] :={x€R:x <b},
ix) (—00, ) = R.

Manchmal fiigt man R zwei Symbole —oo, 0o als ideelle Elemente hinzu und schreibt
R := RU {00, —oc} .
Man vereinbart
—00 < < 0

fir alle z € R, Das Symbol (a, co) besitzt dann a priori zwei Bedeutungen, die aber offensichtlich
iibereinstimmen. Weiter ist z. B.

(a, 0] = (a, c0)U{0}, ete

Bemerkungen. 1. Der Korper R der reellen Zahlen wird spéter als ein archimedisch angeordneter Korper
eingefiihrt, fiir den ein zusdtzliches Axiom giiltig ist, z. B. das (schwache) Axiom der Intervallschachte-
lung: Sind I; := [a;, b;], j € N, abgeschlossene Intervalle in K mit I;1 C I; fiir alle j € N, so ist
ihr Durchschnitt nicht leer. Diese Bedingung ist, wie wir sehen werden, fiir den Korper der rationalen

U Dagegen sind die algebraischen Operationen + und - weiterhin nur auf den Ring R beschrinkt. Es ist insbesondere
vollig abwegig, Ausdriicken wie
0
co —oo, 0Ooco, —
0

einen Sinn geben zu wollen.
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Zahlen verletzt.

2.Im Falle R = R nennt man R auch die erweiterte Zahlengerade. Man bekommt einfache Modelle von
x

R durch die folgenden Konstruktionen (wobei man im zweiten Fall etwa die Funktion x TH
x

oder z — arctan = heranziehen kann).

Figur 6.2

6.9 Quadratwurzel aus —1

Wegen Lemma 1 kann man in einem angeordneten Korper Ky aus einem Element z ho6chstens dann
die Wurzel ziehen, wenn = > 0 (und fiir Ky = R wird dies auch immer moglich sein, wie wir spéter
beweisen werden). Man kann diesen Defekt fiir = —1 durch eine geeignete Kérpererweiterung K
von Ky beheben, notgedrungen aber nur unter Preisgabe der Anordnungsfiahigkeit.

Zur Konstruktion dieser Erweiterung gehen wir zuerst wieder formal vor. Wir nehmen an, es existiere
ein Element i € K mit i2 = —1, und jedes Element ¢ € K mége sich eindeutig in der Form

c=a+0b, abekg
schreiben lassen. Dann gilt fiir die Addition und Multiplikation (¢; = a; + bji, j = 1, 2):
c1 + ¢y = ((11 + a2) + (bl + bQ)Z
cica = (araz — biba) + (aiby + azb1)i,

insbesondere ist das Nullelement in K notwendig gleich 0 + 0i. Es sei nun ¢ = a 4+ b # 0 und

¢! = a + Bi ein multiplikatives Inverses von c¢. Dann folgt aus cc™! = 1 durch Multiplikation mit

¢ :=a — bi wegen c¢c = a® + b%:
(a®> + b*) (o + Bi) = a — bi .

Also mufl notwendig a? + b? # 0 sein. Dies ist auch hinreichend, wie der folgende Satz zeigt, dessen
Beweis dem Leser aufgrund der Vorbemerkungen iiberlassen werden kann.

Satz 6.13 Es sei Ko ein Kérper mit a®> + b2 # 0 fir alle a, b € Ko, (a,b) # (0,0), z. B. ein
angeordneter Kérper. Dann wird auf K := K3 durch

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + ag, b1 + b)
(a1, b1) (a2, b2) = (araz — bibs, a1bs + agby)
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eine Korperstruktur erklirt. Schreibt man a statt (a, 0) und i statt (0, 1), so laft sich jedes Element
c € K eindeutig in der Form

c=a+bi, abeky,, i®=-1,
darstellen. Fir ¢ # 0 ist das multiplikative Inverse gegeben durch die Formel

_ c a b
Clzj

¢ a? + b2 _a2+b22.

Die injektive Abbildung
Kooa+r— a+ 0iekK

bettet Ko als Unterkorper in K ein.
Beispiele. 1. Fiir Ky = Q heifit der oben konstruierte Kérper der Kérper Q [i] der GAUSSschen Zahlen.

2. Fiir den reellen Zahlkoérper Ky = R heifit der entsprechende Koérper der Korper C der komplexen
Zahlen. Man nennt in der eindeutigen Darstellung ¢ = a + bi die Zahl a € R den Realteil und b € R
den Imagindrteil von ¢ € C; in Zeichen a = Rec, b = Im c.

Folgerung 6.14 Der Korper C der komplexen Zahlen kann nicht angeordnet werden.

Denn sonst wire 0 < 2 = —1 < 0.

Bemerkung. Man kann iibrigens zeigen, dafl man auf R™ fiir n > 3 keine Korperstruktur erklidren
kann. Immerhin hat man auf R* noch eine nichtkommutative ,Schiefkérper“~Struktur (Hamiltonsche
Quaternionen), und fir n = 8 und 16 gibt es weitere interessante algebraische Strukturen (von
sogenannten Divisionsalgebren. Siehe hierzu z. B. [20]).

Definition. Die Abbildung a 4+ bi = ¢ — ¢ := a — bi heifit die Konjugation auf C, ¢ wird die zu ¢
konjugierte komplexe oder konjugiert—komplexe Zahl genannt. Die Konjugation ist involutorisch, d. h.
daf3 zweifaches Anwenden wieder zum Ausgangswert zuriickfiihrt: ¢ = c.

Lemma 6.15 Die Konjugation ist ein involutorischer Kérperautomorphismus von C bzw. von Q[i] .

Beweis. Trivial. 0

Bemerkung. In den beiden obigen Beispielen ist c¢ = a? + b*> > 0, und man kann die (positive) Wurzel
lc| =V eR, ={reR:r>0}

ziehen. |c| heifit der Betrag oder Absolutbetrag von c; er stimmt natiirlich mit dem urspiinglichen
Betrag iiberein, wenn ¢ € R. Man beachte aber, dafl im ersten Beispiel fiir ¢ € Q[i] i. a. der Betrag
|¢| nicht in @, sondern nur in R liegt.

Lemma 6.16 In C (und damit erst recht in Q[i]) gilt :

i) |e] >0, und |¢| = 0 genau dann, wenn ¢ = 0 ;

i) [erea| = Jerflea] s

iii) (Dreiecksungleichung) |c1 + co| < |e1| + |ea].
Beweis. 1) ist trivial. ii): |c1 ez |? = (c1e2) (crc2) = (e1@7) (e2@3) = |1 P le2|? = (len || e ])?.
iii). Es ist zu zeigen (wir benutzen hierbei die Monotonie der reellen Wurzel; der Beweis wird spéiter
erbracht), dafl

e+ el =(a+e)@+a) <aa+2lallel + e = (al +ea))?,
also
(Cicr + a12)? < dertieats

gilt. Dies ist gleichbedeutend mit A\? < 0 fiir X\ := Gca — ¢1¢z. Nun ist aber A\ = ¢163 — G1ca = —\,
also A = ai, a € R, und folglich tatsichlich \> = —a? < 0. O
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6.10 Bewertete Korper

Der Absolutbetrag in dem komplexen Koérper C hat seine Werte in dem angeordneten Korper R . Man
kann diese Situation noch verallgemeinern.

Definition. Es sei K ein Korper. Eine Bewertung auf K mit Werten in dem angeordneten Korper Ky
ist eine Abbildung ¢ : K — Ky mit den Eigenschaften:

i) ¢(z) > 0,und ¢(z) = 0 genau dann, wenn = = 0;

i) ¢ (z122) = p(21) p(22);
i) ¢ (21 + 22) < @ (21) + @ (22).
Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, schreiben wir |z | anstelle von ¢ ().

Beispiele. 1. Jeder angeordnete Korper Ky besitzt den natiirlichen Betrag als Bewertung (mit Werten
in Ky selbst). Insbesondere sind Q@ und R auch bewertete Korper.

2. C ist mit dem iiblichen Absolutbetrag C > ¢ — |c¢| € R ein bewerteter Korper.

3. Es existiert auf jedem Korper die triviale Bewertung |z| = 1, = # 0. Die endlichen Kérper kénnen
nur trivial bewertet werden, wie wir weiter unten beweisen werden.

4. Auf Q gibt es neben der iiblichen noch weitere Bewertungen. Es sei p eine Primzahl; dann 148t sich
jedes von Null verschiedene Element z in Q eindeutig schreiben in der Form

a
gpn’ TLEZ, p/raap/{/b
Man setzt dann
2]y == p und |0, =0,
sodaB |zix2lp = |@1lp|z2lp und |21 + 22|, < max(|z1|p, |z2|p) (,verschérfte Dreiecksunglei-
chung®). Man nennt | - |, die p-adische Bewertung auf Q.
5. Man schreibt auch manchmal |z |« fiir den natiirlichen Betrag auf Q. Nach einem Satz von OSTROW-
SKI sind | - |oo und | - |,, p Primzahl, (im wesentlichen) die einzigen nichttrivialen Bewertungen auf
Q.
Lemma 6.17 In jedem bewerteten Korper gelten zusditzlich die folgenden Regeln :
Dz —yl=>[lz] - lyll,
(hierbei tritt das Betragszeichen auf der rechten Seite evtl. in zwei verschiedenen Bedeutungen
auf);
i) | —z|=lz|;
i) |1] = 1;
iv) |27t = |z|7t, 2 # 0.
Beweis. iii) Wegen |1]|1| = |1-1| = |1] folgt |1] = 1.
ii) Wie in iii) ergibt sich | —1| = 1. Dies liefert zusammen mit der Bedingung ii) in der Definition die
Behauptung.

iv) folgt aus ii) in der Definition und iii) aus diesem Lemma wegen zz~! = 1.

i)Aus |z] = |y + (x —y)| < |yl + |z — y] folgt
|z —y| > |z| - |y].

Durch Vertauschung der Rollen von z und y schlieft man unter Verwendung von ii) auf i). O
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Folgerung 6.18 In jedem bewerteten Korper haben Einheitswurzeln die Bewertung 1. Insbesondere
konnen endliche Korper nur trivial bewertet werden.

Beweis. Es sei x eine Einheitswurzel, also ein Element mit ™ = 1 fiir eine natiirliche Zahl n. Wire
|z| # 1, so kénnen wir |z| > 1 voraussetzen, da mit x auch 1/x eine Einheitswurzel ist. Wir
schreiben dann |« | = 1 + ¢ mit einem positiven Element ¢ in Kg. Dann ist |z™| = (1 + 0)" > 1
fir alle n € N*, wie man unmittelbar aus der binomischen Formel abliest. Somit kann z" niemals
gleich 1 sein.

Ist n die Ordnung einer (frlultiplikativ geschriebenen) Gruppe mit neutralem Element e, so gilt a =
e fir jedes Element a (Ubungsaufgabe). Folglich ist in einem endlichen Kérper jedes Element eine
Einheitswurzel. ]

6.11 Polynomringe iiber Kérpern

Wir wenden nun die Uberlegungen des Anhangs von Kapitel 5 auf Polynomringe iiber Kérpern, insbe-
sondere iiber R und C an. Als erste Folgerung leiten wir den folgenden Satz ab, der die Injektivitit
der Abbildung K|[z] — AbbK fiir beliebige unendliche Kérper K impliziert, und den Identititssatz
fiir reelle und komplexe Polynome.

Satz 6.19 Es sei K ein beliebiger Korper und P € K[z] vom Grad m > 1. Dann hat P hdchstens
n Nullstellen in K.

Beweis. Es sei x1 € K eine Nullstelle von P . Durch Division mit Rest erhélt man
PZ($-$1)P1+R1,

wobei deg P = n — 1 und deg R; < 0,d. h. R; € K. Setzt man x = z1, so folgt Ry = 0. Somit
erhélt man induktiv eine Darstellung

P=@x—-—z1)...-(x —z9) P, PreKlz], degPr=n—¥¢,0<mn,
und Py (z) # 0 fir alle x € K. Ist nun « € {x1,...,2¢},s0ist P(z) # 0. O

Folgerung 6.20 Hat der Korper K wunendlich viele Elemente, so ist jedes Polynom vom Grad n
bestimmt durch seine Werte an n + 1 paarweise verschiedenen Stellen.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Zu n + 1 paarweise verschiedenen Stellen z,...,z, € K und Werten
Yos---,Yn € K gibt es ein Polynom @ vom Grad < n,soda Q(z;) = y;, j = 0,...,n. Denn
hat das Polynom P vom Grade n die Werte y; = P (x;), so bilde man das zugehérige Polynom @ ;
die Differenz P — @ ist dann hochstens vom Grade n, besitzt aber mindestens die n + 1 Nullstellen
zj, 7 = 0,...,n, und muB daher gleich Null sein.

Man kann nach NEWTON ein effektives Verfahren fiir die Existenz und Berechnung des (eindeutig
bestimmten) Polynoms @ angeben: Man macht den Ansatz

Qx) = Ao+ A1 (x — o) + As(z —z0)(x — 1) +-+ Ap(x — x0) ... - (& — Tp_1)
und erhélt die Bestimmungsgleichungen

Yo = Ao, y1 = Ao+ A (1 —x0), y2 = Ao + A1 (2 — x0) + Az (x2 — 20) (B2 — 1) ...
yn = Ao + A1 (zp, — x0) + Ag (T — @) (T — x1) +-+ Ap (@ — 20) oo - (T — Tn—1)

aus denen man sukzessive die Koeffizienten Ag,..., A, bestimmen kann. O

Definition und Bemerkung. Das Polynom () im Beweis des vorigen Satzes heifit auch das Interpola-
tionspolynom zu den Stiitzstellen x; und Werten y;. Man kann fiir ¢ auch eine explizite Formel
angeben, die auf LAGRANGE zuriickgeht: Es ist

() Y Y
Q) = ¥(z) @ =) W) @ = a) )]
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wobei ¢ (z) 1= (z — @o) ... (z — xn) und ¢'(z;) = [[;4; (¥, — k).

Eine wesentliche Verschéirfung des vorigen Satzes ist der Identitdtssatz.

Satz 6.21 (Identititssatz fiir reelle und komplexe Polynome) FEs sei K gleich R oder C, und
P, Q € K[z] seien Polynome, die als Funktionen auf einem Intervall bzw. einer Kreisscheibe

D.={zeK: |z —x| <e}, & >0 fest,

tbereinstimmen. Dann gilt P = @, d. h. alle Koeffizienten von P stimmen mit den entsprechenden
Koeffizienten von @ iiberein.

Beweis. Bildet man R := P — @, so braucht man nur zu zeigen: Ist R ein Polynom und R(z) = 0
fir alle x € D., € > 0, so ist R das Nullpolynom. Nun enthélt aber D. abzihlbar unendlich viele
paarweise verschiedene Elemente der Form

1
o+ —, n>mng>0. O
n

Bemerkung. Offensichtlich bleibt der vorstehende Satz auch richtig fiir jeden archimedisch angeordneten
oder bewerteten Korper (zu dem letzten Begriff sieche den Anhang zu Kapitel 7).

Wir beweisen spéter auf unterschiedliche Weisen den folgenden grundlegenden Satz.

Satz 6.22 (Fundamentalsatz der Algebra) Der Kdrper C ist algebraisch abgeschlossen, d. h. jedes
Polynom P (z) € Cz], P # 0, schreibt sich (bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutig) in der Form

Pz)y)=a(z—2z) .. (z—2z,), n=degP, a#0.

Ist P e R[z] und zp eine Nullstelle in C\R, so ist wegen

P(%) = P(z0) = 0 = 0

auch zZy # 2o eine Nullstelle. Das quadratische Polynom (x — z) (x — %) = 22 — (20 + Z0) T + 20 %0
liegt in R [x] und hat keine reelle Nullstelle. Also schreibt sich jedes reelle Polynom P € R[z]\ {0} in
der Form

P=qa(xz—z1) ...-(x —z))Q1(x)-...-Qr(z), acR”
mit den reellen Nullstellen x1,...,x, und quadratischen Polynomen
Qp (z) € Rz]
ohne reelle Nullstellen.

Bemerkung. Man kann sich sofort davon iiberzeugen, dafl diese Darstellung eine Primfaktorzerlegung
und damit im wesentlichen eindeutig bestimmt ist. Natiirlich gilt

£+ 2r =n =deg P.

Anders ausgedriickt: Die Primelemente in dem komplexen Polynomring C [z] sind (bis auf Einheiten)
die Linearformen
x+c, ceC.

In R[z] mufl man zu den reellen Linearformen = + ¢, ¢ € R, noch die quadratischen Formen
2> +axr+b, abeR,
hinzunehmen, die in R keine Nullstellen besitzen, fiir die also a® — 4b < 0 gilt.

Folgerung 6.23 Jedes reelle Polynom P € R[x] mit ungeradem Grad hat mindestens eine reelle
Nullstelle.

Bemerkung. Wir werden diese Folgerung schon bald mit elementarer reeller Analysis auch ohne Ver-
wendung des Fundamentalsatzes der Algebra beweisen.
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6.12 Der goldene Schnitt und das regulire Fiinfeck

Wir zeigen zum Abschlufl dieses Kapitels noch einmal mit Hilfe der komplexen Zahlen, dal man das
Verhiltnis g des goldenen Schnitts und damit die Irrationalzahl /5 im reguliren Fiinfeck wieder-
findet, ausgerechnet also in dem Wappensymbol der Pythagorder, von denen die Rationalitéit aller
Léngenverhéltnisse zum philosophischen Prinzip erhoben worden war.

Der goldene Schnitt g wird, wie wir schon frither dargelegt haben, durch die Gleichung

1

- 4+ ]_ =g

g
bestimmt. g erfiillt also die quadratische Gleichung

? —2-1=0

1 /1 1
= — £+ 4/- 1 =-(1=x .
T2 5 1 + 2( \/3)

Da /5 > /4 = 2 ist, ist nur die Losung mit dem Plus-Zeichen positiv und damit

mit den Losungen

1 1 1
Wir setzen weiter 1 1
hi= - = 5(\/5—1), k= /4 — h?
g
und 1
¢ := i(h—kik).

Man rechnet dann leicht nach, dafl
2 Lo 2
(P = ;2 +4-1) =1
und somit || = 1. Ferner ist
2 L.
¢C=—--(h+1)+ ihkz:g ,

C4 = Z und C5 = 1. Weiter hat man
|G = =1 -1

fir alle 5 = 0, 1, 2, 3, 4. Mit anderen Worten: die Potenzen ¢’ bilden die Ecken eines regelmdfigen
Fiinfecks in der komplexen Ebene.

C2
CO

C3

<4

Figure 6.3
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Der goldene Schnitt ergibt sich hierbei als das Verhéltnis der Diagonalldnge zu der Seitenlédnge:

¢ — ¢!

et

93



Anhang: Partialbruch - Zerlegung rationaler Funktionen

Fiir die Untersuchung reeller rationaler Funktionen, insbesondere zur Bestimmung ihrer Stammfunktio-
nen, bendtigt man ihre Darstellung als Summe sogenannter Partialbriiche, die wir hier kurz erldutern
wollen.

Es sei also R = P/Q eine reelle rationale Funktion, wobei die reellen Polynome P und @ von
vornherein als teilerfremd angenommen werden konnen. Nach Division mit Rest schreibt sich iiberdies

R in der Form
P

Q )

wobei P; ein Polynom und der Grad von P, kleiner als der von ) ist. Man nennt das Polynom
P, auch die Asymptote von R, da der Rest P»/Q fir  — +oo gegen Null konvergiert (siehe
Kapitel 12). Wir kénnen und werden uns daher im folgenden auf echt gebrochen rationale Funktionen
R = P/Q, deg P < deg @, beschriinken kénnen. Unter einem Partialbruch versteht man nun echt
gebrochene rationale Funktionen von den folgenden beiden Typen:

P+

_ A e BEEC
(z — mo)k (22 + bz + )k’

wobei das quadratische Polynom z? 4 bz + ¢ keine reellen Nullstellen besitzt, also b*> — 4c¢ < 0 ist.
Die Partialbruch-Entwicklung einer echt gebrochenen rationalen Funktion bestimmt sich nun leicht
aus der Primelement—Zerlegung des Nenners @ :

Qz) = (z —x)" - (@ — 2)™ (Q1 (@) . (Qa ()

mit den paarweise verschiedenen reellen Nullstellen x1,...,x, von  und den paarweise verschiedenen
quadratischen Polynomen Q,(z) = 2% + b,z + ¢, € R[z] ohne reelle Nullstellen.

Satz 6.24 Unter den vorstehenden Bezeichnungen besitzt die echt gebrochene rationale Funktion R =
P/Q eine eindeutig bestimmte Partialbruch—Zerlegung der Form

P zn: Aua T Auk, n i Bz + Cya T Bue,® + Cpy,
Q T — x, (x — z,)kv 2 4+ bz + ¢, (@2 + bux + cu)te )

v=1 y,:l

Beweis. Man mache einen Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten, wie in der Behauptung angegeben,
und multipliziere mit dem Hauptnenner @ . Koeffizientenvergleich der Polynome auf beiden Seiten fiihrt
dann auf ein eindeutig 16sbares Gleichungssystem fiir die gesuchten Koeffizienten. (]



7 Konvergente Folgen in metrischen Riaumen

Der Korper der reellen Zahlen soll nicht nur (archimedisch) angeordnet sein, sondern zusitzlich
vollstindig (und ist durch diese Eigenschaften - bis auf Isomorphie - eindeutig bestimmt). Wir wollen in
diesem Kapitel den Begriff der Konvergenz von Folgen einfithren und studieren, der uns iiberhaupt erst
in die Lage versetzt, von der Vollstindigkeit eines Korpers zu reden. Hierzu bendtigen wir einen Ab-
standsbegriff, der es uns ermoglicht, das ,,Nahebeieinanderliegen* von Koérperelementen mathematisch
exakt zu fassen. Wir beschrianken uns dabei nicht nur auf angeordnete und bewertete Korper K, bei
denen man den Betrag |a — b| als einen solchen Abstand zwischen den Elementen a und b ansehen
kann, sondern formulieren die Ergebnisse gleich fiir die Klasse der normierten Vektorrdume und verall-
gemeinern dieses Konzept noch weiter auf Ko—metrische Rdume iiber einem angeordneten Korper Kg
und (im Anhang) auf beliebige topologische Réiume.

7.1 Normierte Vektorriume

Definition. Es sei V' ein K—Vektorraum, und K sei bewertet mit Bewertung in dem angeordneten
Korper Ky . Eine Abbildung
Il { P

v v
heifit eine Norm auf V | wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
i) ||v] > 0 fiir v # 0;
i) [[evl| = lel-[lv], ceK,veV;
i) o+ wl < ol + wl.
Das Paar (V, || -||) heifit dann ein normierter Vektorraum.

Bemerkung. Aus der Bedingung ii) ergibt sich unmittelbar, dafi der Nullvektor stets die Norm 0 besitzt.
Fiir einen beliebigen Vektor v € V' ist 0v = 0, wobei mit 0 links die Null im Grundkoérper und rechts
der Nullvektor gemeint ist'?, und damit

0] = 10w ]| = [0[[[v]} = Offv[l = 0.

Die Beziehung iii) heiBt die Dreiecksungleichung, da sie (in der euklidischen Ebene R?) der Tatsache
Ausdruck verleiht, dafl in einem Dreieck die Lénge einer Seite hochstens gleich der Summe der Langen
der beiden anderen Seiten ist.

Figur 7.1

Hinweis. Man beachte, dafl (Funktional-) Analytiker eher die Bezeichnungen FE, F, ... anstelle von
V, W, ... fiir normierte Vektorrdume wihlen.

Beispiele. 1. Es sei K ein bewerteter Korper; aufgefafit als K—Vektorraum besitzt er dann die Bewertung
|-| als Norm. Dies gilt insbesondere fiir angeordnete Kérper mit der Betragsbewertung. Die Leserin und
der Leser, die sich von der Abstraktheit unserer Uberlegungen abgeschreckt fiihlen, sollten zunéchst nur

1280lche ,,Mehrdeutigkeiten im Gebrauch des gleichen Symbols fiir verschiedene Objekte sind fiir den Anfinger ver-
wirrend, 16sen sich aber i. a. bei genauem Hinsehen aus dem Kontext heraus auf. Man beachte, dafl wir auch schon in
Ringen das Symbol 1 sowohl fiir die natiirliche Zahl 1 als auch fiir das multiplikative neutrale Element verwendet haben.
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an diesen Fall denken, speziell an K = Kyg = Q oder K = Ky = R und K = C, Ky = R, und
iiberall in den Formeln und Beweisen das Norm—Zeichen || durch das Betrags—Zeichen | ersetzen.

2. Es seien Vi, V, zwei K—Vektorrdume mit Normen || - ||; bzw. || - ||2. Dann wird durch
[0 llmax := max ([[or[l1; [vz2ll2) s v =v14ve, v, €V, 5 =1,2,

eine Norm auf Vi @V, definiert. (Beachte, daf in V3 @ V4 die Darstellung v = v + vy eindeutig ist).
Die Eigenschaften i) und ii) sind trivialerweise erfiillt. iii) folgt mit v = v1 + vo,w = w; + we und
v+ w = (v + w) + (v2a + wa) wegen

v+ w| = max ([[vr + wy |1, [[va + w2ll2) < max (|vr|ls + w11, [[o2]l2 + [Jwz[|2)

= ||lvi]1 + [Jw1|]1 (ohne Einschrinkung)

A

max (|| vy [lv, [[vzll2) + max (Jwi ([, [wzll2) = (vl + [Jw]-

3. Speziell auf V' = K" mit der iiblichen Vektor-Addition
v=(V1,...,0n), W= (W,...,wp) —> U+ w = (V1 + Wi,...,0n + Wy)

und Skalarenmultiplikation
cv = (cvy,...,cv,), c€K
hat man die Mazimumnorm

[0 lmax = [[v[loo := max (Jor |, ..., [on]) .

4. Ist Ko = R, so hat man auf V; & V5 die euklidische Norm

loll = \llocllt + lvzll3, v =v1 + w2, 0, €V

Auch hier sind die Eigenschaften i) und ii) trivial erfiillt. Fiir die Dreiecksungleichung brauchen wir die
Beziehung
1/2 1/2 1/2
(lor + wilIF + oo + w2 [13) 7 < (fonlF + oz l3) 7 + (lwi T + w2 ]3) "
Wegen v + wi |2 < (Jorlls + [|wi [1)? folgt dies (nach Quadrieren) aus

1/2 1/2
foufllfw v+ vz llz Jwzlla < (o T+ [o2l3) 7 (Twi lF + w2 3) " -

Dies ist ein Spezialfall der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung, die wir anschlieflend formulieren.

5. Es sei K = R oder C. Man definiert fiir v, w € K™ das Skalarprodukt

n
<U7 w) = Zvijwj'
j=1

Es gilt (v,w + cw) = (v,w) + c{v,w) und (v + ¢V, w) = (v, w) + ¢(V, w). Damit ist das
Skalarprodukt eine Bilinearform fiir K = R und eine sogenannte Sesquilinearform im Falle K = C.
Nach Definition ist ferner

<U}, ’U> = <U, U)> 5

d. h. das Skalarprodukt ist symmetrisch (K = R) bzw. hermitesch (K = C). Auf jeden Fall ist

n
<v,v>=2|vj|2>0 fir v #0.

Jj=1

Damit induziert das Skalarprodukt die euklidische Norm

n

lolle = Vioo) = (X 1wy12)"

j=1

auf K™.
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Satz 7.1 (Cauchy - Schwarzsche Ungleichung) Fir v, w € K" gilt stets
[ (o, w)| < [lof{fw],
und Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhingig sind.

Bemerkung. Ein euklidischer (K = R) bzw. unitirer (K = C) Vektorraum ist ein K-Vektorraum V
mit einer symmetrischen (hermiteschen) Bi- (Sesqui-) Linearform (-, -): V x V — K, die zusétzlich
positiv-definit ist, d. h. fiir die (wegen (w, v) = (v, w) ist stets (v, v) = (v, v) € R) gilt:

(v,vy >0, v#0.
Dann gilt immer die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung in der Form
(v, w)[* < (v, 0) - (w, w)

(den einfachen Beweis findet man im zweiten Teil meiner Lineare Algebra [41], siehe auch den Anhang
zu Kapitel 19), und durch ||v]| := (v, v)*/? wird eine Norm auf V erkliirt.

In einem euklidischen bzw. unitéren Vektorraum hat man nicht nur Ldngen von Vektoren, sondern
auch Winkel zwischen Vektoren. Sind v und w zwei von Null verschiedene Vektoren, so ist der Ausdruck

| (v, w) |
ol w|

nur abhéngig von den linearen Erzeugnissen Kv und Kw und liegt zwischen 0 und 1. Damit wird
durch ihn genau ein Winkel ¢ zwischen 0 und 7/2 bestimmt, dessen Cosinus er ist:

[ (v, w) | =[lvl[lwll cos ¢

Man nennt ¢ den (nichtorientierten) Winkel zwischen v und w. Wenn man den Betrag auf der
linken Seite weglifit, erhilt man einen wohldefinierten orientierten Winkel ¢ mit 0 < ¢ < 7, der
dann tatsichlich von der Reihenfolge des Paares (v, w) abhéingig ist. Insbesondere hat man in solchen
Réumen den Begriff des Senkrechtstehens:

UJ_w<:><p:g<:>(v,w>:O.

6. Man kann fiir jede natiirliche Zahl p # 0 auf K" eine Norm erkldren durch

fol = (3 1or)"
j=1

Man nennt sie die p—Norm (der Beweis fiir die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung wird in einem
spiteren Kapitel nachgetragen). Fiir p = 2 ist sie gerade die euklidische Norm, fir p = 1 die
Manhattan—Norm. Man kann zeigen, daf3

linolo [vllp = [lv]max -
Dies ist der Grund, weswegen man die Maximumnorm auch mit || - ||cc bezeichnet.

7.2 Grenzwerte, Konvergenz

Wir schreiben
Fyv = Abb(N, V)

fir die Menge der (unendlichen) Folgen mit Gliedern in V'; Folgen selbst bezeichnen wir mit (a;);en
oder kurz mit (a;). Wir wéhlen die Bezeichnung a anstatt v fiir Vektoren in V', um dem Leser die
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oben empfohlene Spezialisierung auf den Fall V' = K zu erleichtern. Man kann in Fy eine Addition
und eine Skalaren—Multiplikation mit Elementen aus K definieren:

{ (a;) + (b)) = (a; + bj)
cla;) = (ca;),

die Fy zu einem K- Vektorraum machen (siehe Kapitel 5). Dieser kann iibrigens fiir einen nichttrivia-
len normierten Vektorraum V # 0 niemals endlich—dimensional sein, da die abzdhlbar vielen Folgen
(a,0,0,...), (0,a,0,...) etc. bei festem a € V', a # 0, linear unabhiingig iiber K sind. Insbesonde-
re ist schon der Polynomring K [z], aufgefaBt als K-Untervektorraum K[z] = Abb™ (N, K) C Fx,

nicht endlich-dimensional ist (man setzt z. B. @ = 1 und erhélt die abzihlbar vielen iiber K linear

unabhiingigen Elemente z° =1, 2! = z, 22, 23,...).

Definition. 1. Eine Folge (a;) in dem normierten Vektorraum V heifit konvergent gegen ein Element
a €V ,wenn eszujedem € > 0, € € Ky, eine endliche Menge J = J. C N, gibt, so daf}

(+) laj —al <e

fiir alle j € N\ J ist. Man sagt dann auch, (+) gelte fiir fast alle j. Die Zahl a nennt man auch einen
Grenzwert oder Limes der Folge.

2. Besitzt die Folge (a;) keinen Grenzwert, so heiit sie divergent.

Bemerkungen. 1. Bei der obigen Definition kommt es nicht darauf an, zu vorgegebenem ¢ die exakte
Menge J. der Indizes j zu finden, fir die (+) nicht gilt. Man kann daher und sollte i. A. auch
aus ,Okonomiegriinden® grofziigig bei der Wahl von J. sein; insbesondere darf man eine schon als
ausreichend erkannte Menge J. vergrofiern.

2. Da jede endliche Menge natiirlicher Zahlen enthalten ist in einem Intervall [0, N — 1] C N ist die
obige Bedingung somit gleichbedeutend mit der Aussage:

Zu jedem € > 0, € € Ky, gibt es eine von ¢ abhingige Zahl N € N s. d. (+) fir alle j > N gilt.

Um die Abhéngigkeit der Zahl N von e anzudeuten, schreibt man oft auch kurz: Zu ¢ > 0, ¢ € Ko,
gibt es eine Zahl N = N (g) mit ... . Hiermit ist aber nicht, wie oben schon gesagt, gemeint, da§i N
explizit als Funktion von ¢ anzugeben ist.

3. Statt der im folgenden sehr hiufig auftretenden Formulierung ,e > 0, ¢ € K¢* werden wir, wenn
keine Verwechslungen zu befiirchten sind, auch kurz ;& > 0 “ schreiben.

4. Es geniigt zur Konvergenz einer Folge auch der Nachweis, dafl
la; - all < Ce

gilt fiir alle j > N’ = N’(g), wobei die positive Konstante C' nicht von ¢ abhingt. Denn mit
N(g) == N'(¢/C)

gewinnt man hieraus die Bedingung in 2.

5. Wihlt man speziell C' = 2 > 0, so schliefit man aus 4. und ¢ < 2¢, dafl man die Bedingung (+)
auch ersetzen kann durch

(++) [a; —al <e
fiir alle 5 > N”. Genauso kann man in allen Formulierungen , 5 > N “ ersetzen durch ,,j > N “ etc.

6. Man kann sich die Bedingung der Konvergenz leicht geometrisch veranschaulichen, wenn man beach-
tet, dal die Menge
{zeK: |z —a|] <€}

im Falle K = R das Intervall —e < x — a < €,also a — ¢ < z < a + € bezeichnet:



7 Konvergente Folgen in metrischen Rdumen 99

Figur 7.2

und im Falle K = C die Kreisscheibe D = {z€C: |z —a| < e}:

Figur 7.3
Im Falle V = R?® mit der euklidischen Norm ist die Menge
{aeV:|z—-al] <e}

eine Kugel mit Mittelpunkt a und Radius e, und mit der Mazimumnorm ist sie ein Wiirfel mit
Mittelpunkt o und Kantenlénge 2¢.

Figur 7.4

7. Man kann aus einer konvergenten Folge beliebige unendliche Teilfolgen auswihlen, ohne die Konver-
genz und den Grenzwert zu verlieren. Hierbei heifit die Folge (by) eine unendliche Teilfolge der Folge
(a;), wenn es eine streng monoton aufsteigende Folge

Jo < J1 <Jj2 < -

natiirlicher Zahlen gibt mit by = aj, . Ist ndmlich |a; — a| < ¢ fiir alle j ¢ J, J eine endliche
Menge, soist || by —a|| < ¢ fiir alle k ¢ K mit der endlichen Menge K := JN{ jo, j1, j2,--- } . Ebenso
darf man endlich viele Glieder einer konvergenten Folge hinzufiigen oder weglassen oder abéandern.

8. Ferner darf man konvergente Folgen auch permutieren, d. h. von (a;) tbergehen zu (by), wobei
b = an@) mit einer Permutation 7 € Perm (N). Dies sieht man sofort mit der urspriinglichen
Definition, indem man die endliche Menge J = J. durch K = 7 1(J) ersetzt.

7.3 Eindeutigkeit von Grenzwerten

Wir zeigen nun als ersten allgemeinen Satz, dal Grenzwerte, wenn sie tiberhaupt existieren, eindeutig
bestimmt sind.

Lemma 7.2 FEine Folge (a;) besitzt hochstens einen Grenzwert a .

Beweis. Es seien a und o zwei verschiedene Grenzwerte; dann ist ¢ := |ja — a/|| > 0. Seien J und
J' die zu e/2 gehérenden endlichen Indexmengen. Dann gilt fiir alle j € N\ (JU J'):

€
e=lla=dl =1l —d) = (e —a)l < lla; —d'[| +lley —af <25 =¢.

Widerspruch! 0

Die Beweisidee zu dem vorigen Lemma spiegelt sich im folgenden Bild wider:
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Figur 7.5

Definition. Ist die Folge (a;) konvergent gegen a, so schreibt man wegen der eindeutigen Bestimmtheit
von a aufgrund des vorigen Lemmas
lim a; = a

Jj—o0

und nennt a auch den Grenzwert oder Limes der Folge (a;) fiir j gegen Unendlich. Aulerdem benutzt
man manchmal die suggestive Schreibweise

a; — a.
j—o0

Man nennt speziell (a;) eine Nullfolge, wenn

lim a; = 0.
j—o0

7.4 Beschrinkte Folgen

Wir geben als erstes ein notwendiges, i. a. aber keineswegs hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz
einer Folge an.

Definition. Eine Folge (a;) in einem angeordneten Koérper K heifit nach oben beschrinkt, wenn es
eine Zahl K € K gibt mit a; < K fiir alle j € N. Sie heifit nach unten beschrdinkt, wenn die Folge
(—a;) nach oben beschriankt ist. Sie heifit schliellich beschrinkt, wenn sie nach oben und nach unten
beschrénkt ist, wenn es also ein K € K gibt mit |a;| < K, j € N. Die letzte Formulierung ist auch
auf Folgen in bewerteten Korpern und normierten Vektorrdumen sinnvoll {ibertragbar.

Beispiel. Die Folge 1, —1,1,—1,... rationaler (oder reeller) Zahlen ist beschriinkt, aber nicht konvergent.
Satz 7.3 FEine konvergente Folge ist notwendig beschrankt.

Beweis. Es sei a der Grenzwert der vorliegenden Folge. Fiir €9 = 1 gibt es dann eine natiirliche Zahl
No,sodaBl ||a; — all < 1 fiiralle j > Ny gilt. Insbesondere ist dann

lajll < Ko = [la] +1

fiir diese j. Mit
K = maX{KOv Hao ||7"'a||aNo ||}

folgt die Behauptung. O
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7.5 Bestimmt divergente Folgen in angeordneten Korpern

Wir sind mit diesen einfachen Begriffen und Ergebnissen schon in der Lage, fiir angeordnete Korper K
die Eigenschaft, archimedisch zu sein, mit Hilfe des Konvergenzbegriffes umzuformulieren.

Definition. Besitzt eine Folge (a;) in dem angeordneten Korper K die Eigenschaft, daf8 es zu jedem
K € K eine Zahl N € N gibt mit a; > K fiir alle j > N, so ist sie unbeschrénkt und insbesondere
divergent. Man nennt sie in diesem Fall bestimmt divergent (oder auch uneigentlich konvergent)'3 gegen
Unendlich und schreibt

lim a; = o0
Jj—oo

Dies ist sicher dann der Fall, wenn die Folge monoton aufsteigend ist, d. h. wenn a; < ajy1 fiir alle
j € N gilt, und wenn sie nach oben unbeschrdinkt ist. Gilt lim;_,o.(—a;) := oo, so schreibt man auch
lim; ,ca; == —00.

Wir iiberlassen der Leserin und dem Leser den Beweis des folgenden Satzes als Ubungsaufgabe.

Satz 7.4 In einem angeordneten Kérper K sind die folgenden Aussagen fiir eine beliebige Folge (a;)
mit a; # 0, j € N, dquivalent :

i) (aj) ist eine Nullfolge ;
ii) die Folge (1/]a;|) ist bestimmt divergent gegen oo .
Hieraus folgt unmittelbar eine weitere Charakterisierung archimedisch angeordneter Korper.
Satz 7.5 Fliir einen angeordneten Korper K sind die folgenden Eigenschaften dquivalent :

0) K ist archimedisch angeordnet ;

i) die Folge (nl)pen ist unbeschrinkt ;

die Folge (1/nl),en+ ist gegen O konvergent.

)
ii) die Folge (nl),en ist bestimmt divergent gegen oo;
iii)

Bemerkung. Statt (nl)peny bzw. (1/nl)pen+ schreiben wir im folgenden auch kurz (n)peny bzw.
(1/n)nen- .
Beweis. Die Implikation o) = i) folgt direkt aus der klassischen Formulierung des Archimedischen

Axioms. Nach dem vorstehenden Satz und der Bemerkung am Ende der Definition hat man auch sofort
die Implikationen i) = ii) = iii). Wir brauchen daher nur noch iii) = o) nachzuweisen. Es gelte

a
also lim — = 0. Sind dann a, b > 0 in K gegeben, so ist ¢ := 3 > 0, und es gibt mindestens
n—oo M
ein n mit
1
7<g, also b < na . O
n b

Wir geben fiir spiatere Verwendung noch die

Definition. Ein bewerteter Korper K heifit archimedisch bewertet, wenn die Folge (|n|)neny unbe-
schrankt ist. In diesem Fall muf} seine Charakteristik char K gleich 0 sein. Diese Definition stimmt also
im Falle eines angeordneten Korpers aufgrund des vorigen Satzes mit unserer fritheren iiberein. Wir
werden einige merkwiirdige Eigenschaften nichtarchimedisch bewerteter Kérper (mit archimedischem
Bewertungskorper) in dem Anhang zu diesem Kapitel besprechen.

Bemerkung. Der Korper C ist archimedisch bewertet. Dagegen ist (Q, |- |,), p eine Primzahl, nicht-
archimedisch bewertet.

13Das Symbol oo ist, wie wir frither schon betont haben, kein Element von K. Von daher ist eine uneigentlich gegen
oo konvergente Folge keine konvergente Folge in dem Koérper K! Insofern ist der Begriff der ,bestimmten Divergenz“
vorzuziehen. Andererseits wird die Sprechweise, dafl eine Folge uneigentlich gegen oo ,konvergiert“, gerechtfertigt durch
die Modelle der erweiterten Zahlengerade (siehe die Figuren 6.1 und 2).
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7.6 Konvergenz und Nullfolgen

Die Konvergenz von Folgen in normierten Vektorrdumen l48t sich vollstdndig vermittels Nullfolgen in
Kq ausdriicken, denn offensichtlich hat man das folgende

Lemma 7.6 Fir eine Folge (a;) in V sind die folgenden Aussagen dquivalent :

lim a; = a,

j—o0
lim (a; —a) =0,
Jj—o0
lim [ja; —a|| =0.
j—o0

Nun gibt es aber Koérper, die iiberhaupt keine interessanten Nullfolgen besitzen. Wird z. B. ein
beliebiger Korper K trivial bewertet, so sind die einzigen Nullfolgen die Folgen (a;) mit a; = 0 fiir
fast alle j € N. Entsprechend gilt dann lima; = a, falls a; = a fiir fast alle j € N. Es ist zwar
erheblich schwerer, aber dennoch méglich, auch angeordnete Kérper mit diesem Manko zu konstruieren
(siehe den Anhang zu Kapitel 9). Solche Kérper, in denen es nur die ¢rivialen Nullfolgen gibt, sind fiir
die (klassische) Analysis belanglos.

Definition. Wir sagen, der normierte Vektorraum V' besitze die Eigenschaft (x), wenn er nichttriviale
Nullfolgen besitzt, also Folgen (a;) mit a; # 0 fiir alle j € N und limj ..o a; = 0. In diesem Fall
besitzt auch der Bewertungskérper Ko notwendig diese Eigenschaft, da lim; . || a; || = 0 gilt. Wir
konnen dann offensichtlich annehmen, dafl es in K sogar eine monoton absteigende Nullfolge gibt:

€g > €1 >€ > --->0.

Hierfiir schreiben wir dann symbolisch
€j \ 0.

Dies wiederum ist gleichbedeutend mit der Existenz einer monoton aufsteigenden, bestimmt nach oo
divergenten Folge in K. Man nennt Ky dann auch einen abzdhlbar cofinalen angeordneten Korper.

Aus unseren obigen Uberlegungen folgt unmittelbar:
Lemma 7.7 Jeder archimedisch angeordnete Korper besitzt die Eigenschaft ().

Bemerkung. Die Menge der angeordneten Korper mit nichttrivialen Nullfolgen enthilt aber auch
interessante nichtarchimedische Vertreter. So erfiillt jeder Korper K (z) von rationalen Funktionen
iiber dem angeordneten Korper K mit seiner nichtarchimedischen Anordnung die Bedingung (x), da
1/z, 1/2% 1/x3,... eine nichttriviale Nullfolge ist. (Siehe hierzu ebenfalls den Anhang zu Kapitel 9).

Fiir (bewertete Kérper und) normierte Vektorrdume V', deren Bewertungskorper Ky die Eigenschaft
(*) besitzt, 148t sich die Konvergenz einer beliebigen Folge auch folgendermaflen formulieren.

Satz 7.8 Es sei ¢, \, 0 eine fest gewdhlte monoton absteigende Nullfolge in Ko . Dann gilt lima; =
a fir eine Folge (a;) in V genau dann, wenn es zu jedem n € N ein N € N gibt mit ||z; — a < e,
fiir alle 5 > N .

Denn ist € > 0 vorgegeben, so gibt es ein n mit &, < e, und damit ist fiir alle j > N auch
lz; —al < e, <e. O

7.7 Bernoullische Ungleichung

Aufgrund des vorigen Satzes ist die Existenz von weiteren Beispielen von Nullfolgen in speziellen an-
geordneten Korpern von Interesse. Wir beweisen dazu eine wichtige Ungleichung, die noch 6fters zur
Anwendung gelangen wird. Sie wurde von Jacob Bernoulli im Jahre 1689 bewiesen; ein fritherer Beweis
aus dem Jahre 1670 stammt aber schon von Isaac Barrow.
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Satz 7.9 (Bernoullische Ungleichung) FEs sei K ein angeordneter Korper und © € K mit x > —1
vorgegeben. Dann gilt
1+2)">1+nx, neN.

Beweis. Fiir n = 0 ist die Aussage richtig. Durch vollstéindige Induktion folgt wegen 1 4+ =z > 0:
A4+ >0+n)l+2)=1+m+Da+n?>1+n+ 1. O

Bemerkung. Wir geben noch einen zweiten Beweis fiir die Bernoullische Ungleichung, die wir in der
Form
2" >1+n(x—-1), z>0,neN.

aufschreiben. Er kommt nur scheinbar ohne vollstdndige Induktion aus. Man hat die offensichtliche
Identitéat

" —1—-nx-1)=(@-1)@E"'+2"2 4+ 4+1-n),
und die rechte Seite ist nicht negativ, da die rechte Klammer auf der rechten Seite grofier oder gleich
Null ist fiir > 1 und kleiner oder gleich Null fiir 0 < = < 1.

Folgerung 7.10 Es sei K ein bewerteter Korper mit archimedisch angeordnetem Bewertungskérper
Ko . Ist dann b € K ein Element mit |b] < 1, so gilt

lim " =0.

n—oo

Ist dagegen |b| > 1, so ist die Folge (b™) unbeschrinkt und folglich nicht konvergent.

Beweis. Es sei zunéchst |6 > 1 und K > 0 in Ky beliebig vorgegeben. Sei dann x := |b| — 1, also
z > 0, so dal nach Bernoulli

" = [b]" = 1+ 2)" > 1+ ne.

Da Kq archimedisch angeordnet ist, gibt es ein N € N mit 1 + Nz > K. Also ist die Folge (b™)nen
in K unbeschrankt.

Sei andererseits |b| < 1 und ohne Einschrinkung b # 0. Nach dem vorstehenden Abschnitt des
Beweises gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N mit

1 1
— > K = — .
oY €
Dann gilt fiir alle n > N:
[o7 | = [b]" = [b]"" N [b]¥ < [B]V <& O

Bemerkung. Mit Hilfe dieses Satzes gewinnt man noch einmal ohne jeglichen Bezug zur Teilbarkeits-
theorie die schon frither gewonnene Aussage:

Satz 7.11 Die Quadratwurzel aus einer natirlichen Zahl n ist nur dann rational, wenn sie ganz, d. h.
wenn n eine Quadratzahl n = m? ist.

Beweis. Wir wihlen die natiirliche Zahl m so, dal m < /n < m 4+ 1. Mit ¢ := /n — m ist
0 < g < 1 und folglich

lim ¢/ =0.
J*)OO
(Der Beweis funktioniert in jedem archimedisch angeordneten Kérper K). Nun ist ¢> = —2m+/n +

(n + m?), und hieraus folgt unmittelbar durch vollstindige Induktion, da8 fiir alle j € N
¢ € VnZ®Z, dh ¢ =ajvn+b; mitaj,b €7Z.

Nehmen wir nun an, /n sei rational, also von der Form r/s, r, s € Z. Dann konvergiert auch die
ganzzahlige Folge _

a;jr+bjs=¢s
gegen Null, was aber nur dann der Fall ist, wenn fast alle Glieder Null sind. Also gilt fiir mindestens
ein j > 1,da ¢/s = 0, so daBl notwendig ¢ = 0 und n = m?. O
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7.8 Metrische Raume, Beispiele

Die Betrachtung von konvergenten Folgen kann in noch weit allgemeineren Situationen vorgenommen
werden. Wir extrahieren zu diesem Zwecke aus den vorhergehenden Uberlegungen als wesentliche Essenz
den Begriff einer Abstandsfunktion oder Metrik auf einer beliebigen nichtleeren Menge X .

Lemma 7.12 Ist V ein normierter K-Vektorraum mit Norm || - || € Ko, so gelten fiir die durch
d(u, v) = |lu = v
definierte Funktion d: V xV — Ky die folgenden Regeln :
i) d(u,v) >0, u#v, du,u) =0;
i)  d(v,u) = d(u,v);
i)  d(u, w) < d(u,v) + d(v, w) (Dreiecksungleichung).

Beweis. Esist |0] = [|0-0|| = |0|-||0]] = 0 und || —w]| = | = 1|||u|| = ||u]||. Daraus folgen i)
und ii). Die Dreiecksungleichung ergibt sich aus

d(u, w) = lu —w| = (v —-2v) + (v —w)[| < [lu—-v]+]v-wl]=duwv)+dow).0

Definition. Es sei X # @ eine Menge und K, ein angeordneter Korper. Eine Metrik auf X (mit
Werten in Ky ) ist eine Abbildung (,,Distanz, Abstandsfunktion“)

d=: XxX — K,
so daf} fiir alle x1, xo, x3 € X die folgenden Relationen erfiillt sind:
i) d(x1,22) >0 und d(z1, z2) = 0 genau dann, wenn x; = xo;
i) d(xy, x2) = d(x2, 21);
i) d(x1, z3) < d(z1, x2) + d (22, x3).

Die dritte Eigenschaft bezeichnet man wieder als Dreiecksungleichung. Um die Bedeutung von X
hervorzuheben, schreiben wir manchmal dx anstelle von d. Das Paar (X, dx) nennen wir einen
Ko—metrischen Raum.

Bemerkung. In der Standardliteratur spricht man von einem metrischen Raum nur dann, wenn der
Korper Ky archimedisch angeordnet ist (und der damit, da man ihn ohne Bedenken ,vergréBern® darf,
durch R ersetzt werden kann). Wir haben diesen allgemeineren Rahmen gewéhlt, um spiter bequem
alle relevanten ,,Vervollstandigungsséitze“ formulieren und beweisen zu koénnen.

Lemma 7.13 Man kann die Aziome i), ii) und iii) fir eine Metrik ersetzen durch
e d(z,y) =0 <=z =y;
i)° d(z,y) < d(z, z) + d(y, 2).
Denn setzt man in ii)° z = z, so ergibt sich d(z, y) < d(y, ) und durch Vertauschung der Rol-
len von  und y auch d(y, z) < d(z,y), also d(y, z) = d(z, y). Daraus folgt sofort auch die
Dreiecksungleichung in der Fassung iii). Schliefllich erhiilt man nochmals mit ii)°, daf
0= d(w, o) < d(w, y) + d(w, y) = 2d(z, )

und somit d (z, y) > 0. O
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Bemerkung. Genauso kann man sich davon iiberzeugen, dafl man bei der Definition einer Norm das
erste Axiom ersetzen darf durch i)°: ||v] = 0 <= v = 0.

Beispiele. 1. Es sei K ein Korper mit Bewertung in dem angeordneten Korper Kg, speziell K = Kg
mit der Betragsbewertung |- |. Dann ist

d(a,b) :=|a —b]
eine Metrik auf K. Allgemeiner ist dies richtig fiir die durch

(e, y) = ||z — y|
auf einem normierten Vektorraum V erklarte Metrik.

2. Jede Menge X # () besitzt die triviale (oder diskrete) Metrik
0, =z =y,
d(z,y) =
1, z#vy.

Diese Metrik ist ziemlich ,,blind”: sie kann nur unterscheiden, ob zwei Elemente verschieden oder gleich
sind. Diese erhélt man auf dem Korper K, wenn man K mit der trivialen Bewertung versieht.

3. Auf R? wird durch
dz,y) = llz —ylh = [z1 —y1| + [22 — y2|

eine Metrik erklart, die man aus ersichtlichen Griinden die Kyoto— oder Mannheim— oder Manhattan—
Straffenmetrik nennt.

Figur 7.6

4. Das vorige Beispiel kann auf Produkte von metrischen Rédumen (X, dx) und (Y, dy) verallgemeinert
werden, indem man fiir Elemente (z1, y1), (z2, y2) € X X Y definiert:

d((z1, 1), (22, y2)) = dx (21, 32) + dy (Y1, y2) -
Andere Metriken auf X x Y sind die Mazimummetrik
max (dx (z1, 22) , dy (y1, y2))
und die euklidische Metrik (hier mufl Ky = R sein):

Vidx (z1, 22)2 + dy (y1, y2)? .

5. Ist o € R? fest und
d(wy, m2) = ||z1 — 22|25
falls x1, o auf einer Geraden durch z( liegen, bzw.

d(z1, 72) = |21 — 20 l2 + 22 — 202,

falls dies nicht der Fall ist, so erhilt man den manchmal etwas spottisch Franzdsische Fisenbahnmetrik
genannten Distanzbegriff (er konnte genauso gut Hamburger U-Bahnmetrik heifien).
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Figur 7.7

6. Das vorige Beispiel 1d8t sich wie folgt auf beliebige Mengen X verallgemeinern. Es sei zg € X fest
gewahlt. Man definiere

d(z,y) =0, wenn ¢ = y,
d(z, xzg) = d(zg, z) = 1, wenn = # xg,
d(z,y) = d(y, z) = 2, wenn z, y, xg paarweise verschieden sind.

Dann ist (X, d) ein metrischer Raum.

7. Ist K = Fo = {0,1} der Korper mit zwei Elementen und X = FJ, so wird fiir £ =
(fla"'agn)a n = (Ula---ﬂ]n) € X durch

card{je{l,....n}: & # n; }

die sogenannte HAMMING—Distanz erklart, die in der Codierungstheorie eine wichtige Rolle spielt.

8. X = S" = {2 € R*"! . ||z|y = 1} ist die Einheitssphdre in R""1. Sie ist Teil eines
Vektorraumes, selbst aber kein solcher. Deshalb macht der Begriff einer Norm keinen Sinn. Trotzdem
gibt es neben der von der euklidischen Metrik auf R™*! induzierten weitere verniinftige Metriken auf

S™:

Figur 7.8

Dies ist ein spezielles Beispiel fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, die uns spater noch 6fter begegnen
werden.

Dafl Metriken i. a. nicht , kanonisch“ gegeben sind, besagt u. a. das folgende
Lemma 7.14 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind auch

0 (z, y) := min(d(z, y), 1)

und
. d(z,y)
Ay = Ty

Metriken auf X .
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Der Beweis ist so einfach, daB8 er als leichte Ubungsaufgabe dienen mag. (]

Ist X = (X, dx) ein metrischer Raum, so lafit sich jede Teilmenge Y C X auf kanonische Weise
mit der Struktur eines metrischen Raumes versehen.

Lemma 7.15 Ist Y C X, Y # 0, soist dy := dx|yxy : Y XY — Kq eine Metrik auf Y .

Definition. Unter der Voraussetzung des vorigen Lemmas heifit dy die durch dx auf Y induzierte
Metrik und (Y, dy) ein metrischer Unterraum von (X, dx).

7.9 Offene und abgeschlossene Kugeln in metrischen Ridumen

Nachdem wir nunmehr so viele Beispiele von metrischen Rdumen kennengelernt haben, kénnen wir uns
weiteren allgemeinen Begriffsbildungen zuwenden. Grundlegend z. B. fiir alle Fragen der Konvergenz
und der Stetigkeit ist der Begriff der (offenen) Kugeln.

Definition. In einem metrischen Raum (X, d) heifit
B(a,R) ={ze€X:d(z,a) < R}

die offene Kugel und -
B(a,R) ={z€eX:d(z,a) < R}
die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt a € X und Radius R€ Ky, R > 0.
Bemerkung. Fiir K = K, sind dies natiirlich Intervalle:
B(a,R)={z€Kp: |z —a| < R}=(a—-R,a+ R),
B(a,R) ={z€Kp: |z —a| <R} =[a—- R, a+ R];

fir K = C Kreisscheiben, fir K™ mit der euklidischen Norm, wenn a = (a1,...,a,), Kugeln mit
Mittelpunkt a, fiir K” mit der Maximumnorm Wiirfel, wenn K = R:

Ql(aij,aj+R) bow.
= J

[| X3

[aij,ajnLR],

J 1

bzw. Polyzylinder, d. h. Produkte von Kreisscheiben, wenn K = C.

7.10 Umgebungen, offene und abgeschlossene Mengen in metrischen Raum-
en

Definition. Eine Umgebung V eines Punktes a € X ist eine Menge, fiir die es ein € > 0 gibt, so daf§
B (a, €) C V. Insbesondere ist a € V. Eine Menge U C X heifit offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer
Punkte ist, d. h. wenn es zu jedem Punkt a € U eine Kugel mit positivem Radius ¢ = ¢ (a) gibt, die
ganz in U liegt:

B(a,e) C U.

Eine Menge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement X \ A offen ist.

Bemerkung. X selbst und die leere Menge sind sowohl offen als auch abgeschlossen. In R™ sind dies
(bzgl. der Maximum— und der euklidischen Norm) auch die einzigen Mengen mit dieser Eigenschaft,
wie wir spéater beweisen werden.

Lemma 7.16 Offene (abgeschlossene) Kugeln sind offene (abgeschlossene) Mengen.

Beweis. Es sei b € B(a, R). Dann ist d(b, a) < R;setze r := R — d(b,a) > 0. Fiir x € B(b, 1)
gilt dann d(x, a) < d(z, b) + d(b,a) < r + d(b, a) = R. Somit ist B (b, r) C B(a, R).

Es sei umgekehrt b ¢ B (a, R), also d (b, a) > R. Man schlieit wie eben, da8
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B, r)c X\ B(a,R), r=d(ba) —R>0. O

Bemerkung. Damit ist eine Menge V' genau dann eine Umgebung von a , wenn sie eine offene Umgebung
U von a enthélt.

Lemma 7.17
i) Beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte von offenen Mengen sind offen.

ii) Endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte von abgeschlossenen Mengen sind abgeschlos-
sen.

Folgerung 7.18 Beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte von Umgebungen eines Punktes
a sind wieder Umgebungen von a .

Die Beweise sind vollig elementar. O

7.11 Konvergente Folgen in metrischen Ridumen

Definition. Eine Folge (z;) en in dem metrischen Raum (X, dx) heiit konvergent gegen den Grenzwert
oder Limes a € X, wenn es zu jedem ¢ > 0 in Kg ein N € N gibt mit

xzj € B(a,e) fir alle j > N
(man sagt dann - wie frither auch schon - B (a, €) enthalte fast alle Folgenglieder).

Die eindeutige Bestimmtheit des Grenzwertes ist eine Folge der Dreiecksungleichung.

Satz 7.19 Eine Folge (x;)jen in dem metrischen Raum (X, dx) kann héchstens einen Grenzwert
besitzen.

Beweis. Wéren a, b verschiedene Grenzwerte, so miifiten fiir jedes e > 0 sowohl B (a, ¢) als auch
B (b, ) fast alle Folgenglieder enthalten. Dies fithrt aber fiir 2¢g = d(a, b) > 0 zu einem Widerspruch,
da

B(a,e0) N B(b,eg) = 0. O

Bemerkung. Wir schreiben wieder mit vollem Recht

lim z; = a,
j—o0

wenn der Grenzwert der Folge existiert.

Erneut stellen wir fest, dal die Konvergenz einer Folge in dem metrischen Raum X iibersetzt werden
kann in Aussagen iiber die Konvergenz von Folgen in dem Grundkérper K .

Satz 7.20 Die folgenden Aussagen sind dquivalent :

a) lim z; = a;
J—00

b) jede Umgebung V won a enthdlt fast alle Folgenglieder ;

c) lim d(z;,a) =0 in K.

J]—00
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Beweis. a) = b). Zu V gibt es per definitionem ein ¢ > 0 mit B (a, €) C V. Da B (a, €) schon fast
alle Folgenglieder enthiilt, ist dies auch fiir V' richtig.

b) = ¢). Fiir jedes € > 0 ist B (a, ) eine offene Umgebung von a. Also gibt esein N = N (¢) € N
mit z; € B(a,€),d. h. 0 < d(zj,a) < ¢ firalle j > N.

c) = a). Fiiralle ¢ > 0 gibt esein N € N mit d(z;,a) < €,d. h. z; € B(a, ¢) firalle j > N. O
Satz 7.21 Es sei X xY mit der Maximumnorm

d (w1, y1) s (z2, y2)) = max (dx (21, ¥2), dy (y1, ¥2))
versehen. Dann gilt

lim (zj,y;) = (a,b) <= lim z; =a wund lim y; =0b.
j—o0 j—o0 j—o0

Beweis. Trivial. 0

Bemerkung. Wir werden spéter beweisen, dafi alle Normen auf endlich—dimensionalen R— oder C-
Vektorrdumen dquivalent sind, was insbesondere impliziert, dafy die Systeme der offenen Mengen nicht
von den Normen abhéngen. Somit ist Konvergenz in diesem Fall nicht von der speziellen Norm abhéngig,
und der obige Satz ist immer richtig fiir K™, K = R oder C. Die Situation ist jedoch vollig anders in
unendlich—dimensionalen Vektorrdumen.

Als notwendige, durchaus aber nicht hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz von Folgen in
normierten Vektorrdumen haben wir ihre Beschrinktheit erkannt. Diese Aussage bleibt auch in Kg—
metrischen Rdumen richtig.

Satz 7.22 Es sei M eine nichtleere Teilmenge eines Ko-metrischen Raumes (X, d). Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent :

i) es gibt ein R €Ky mit d(z, ') < R fir alle x, 2’ € M ;
ii) es gibt ein a € X und ein positives R € Ko, so daff M C B(a, R) ;
iii) fiir alle b € X gibt es ein positives Ry € Ko, so dap M C B (b, Ry) .

Beweis. i) = ii) Man braucht nur irgendein a = 2’ € M zu wihlen.
ii) = iii) Mit M C B (a, R) ist fiir beliebiges b € X auch M C B (b, R;), wobei R, = R+ d(a,b).
iii) = i) Wihle =, 2’ € M Dbeliebig und setze 2’ = b. O

Definition. Eine Menge M in einem metrischen Raum (X, d) heiflt beschrdnkt, wenn sie eine (und
dann alle) der Eigenschaften des vorigen Satzes erfiillt.

Lemma 7.23 Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist beschrinkt.

Beweis. Es sei a der Grenzwert der vorgegebenen Folge. Ist dann z. B. ¢y = 1, so ist x; € B(a, 1)
fiir alle j > N = N (gg). Setzt man

R := max{d(a, 1),...,d(a, zy_1), 1},

soist ; € B(a, R) fiir alle j € N. O
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7.12 HAaufungspunkte von Folgen in metrischen Ridumen

Definition. Ein Element a € X heifit Haufungspunkt der Folge (z;), wenn es zu jedem & > 0
unendlich viele Indizes j gibt mit d (z;, a) < ¢. Bei Folgen in einem Kérper K spricht man auch von
Hiufungswerten.

Beispiel. Die Folge x; = (—1)7 € Ko, Ky ein angeordneter Kérper, besitzt die beiden Hiufungspunkte
1 und —1 (und keine anderen).

Aufgrund der Definitionen ist klar, dafl eine konvergente Folge nur ihren Grenzwert als Haufungs-
punkt besitzt. Die Umkehrung gilt unter einer zusétzlichen Voraussetzung.

Definition. Man sagt, in dem Kg—metrischen Raum X gelte der Satz von BOLZANO—WEIERSTRASS,
wenn jede beschrinkte Folge eine konvergente Teilfolge enthilt.

Beispiele. Wir werden im iibernéchsten Kapitel zeigen, dafl unter den angeordneten Koérpern genau der
reelle diese Eigenschaft besitzt. Daraus folgt die Giiltigkeit dieses Kriteriums auch fiir den Kérper C der
komplexen Zahlen und die mit einer beliebigen Norm versehenen endlich-dimensionalen Vektorrdume
R™ und C".

Satz 7.24 In dem Kg—metrischen Raum X gelte der Satz von BOLZANO - WEIERSTRASS. Dann ist
jede beschrinkte Folge, die genau einen Hdufungspunkt besitzt, konvergent.

Beweis. a sei Haufungspunkt der beschrénkten Folge (x;). Ist a nicht Limes der Folge (kein anderer
Wert kann Grenzwert der Folge sein), so gibt es ein ¢9 > 0 und unendlich viele j mit d (z;, a) > €o.
Nach Voraussetzung an X gibt es dann eine unendliche Teilfolge zj, mit limz) = a'. Fiir hinreichend
grofle k ist

d(a,a) = d(}, a) — d(ah,a) 20— F =

also @’ ein von a verschiedener Hiufungspunkt. (Il

Wir wollen das Konzept des Hiufungspunktes einer Folge noch umformulieren. Klar ist (und oben
indirekt schon benutzt worden), daf§ Limites von Teilfolgen Héufungspunkte der Folge sind.

Satz 7.25 Erfillt der Wertekorper Ko die Bedingung (%), so sind die Hiufungspunkte einer Folge
genau die Limites konvergenter Teilfolgen.

Beweis. Sei a ein Haufungspunkt der Folge (z;) und e Y\, 0 eine streng monoton fallende Nullfolge in
Ko . Dann konstruiert man induktiv eine Teilfolge (z},) mit d(z},, a) < e und damit d(x}, a) < e

fir alle ¢ > k. Somit ist lim z}, = a. O

Man kann damit den Satz von Bolzano—Weierstrafl umformulieren: er gilt in einem Kg—metrischen
Raum X, Ky mit der Bedingung (), genau dann, wenn jede beschrinkte Folge mindestens einen
Hiufungspunkt besitzt.

Wir zeigen jetzt noch die auf den ersten Blick sicherlich verbliiffende Bemerkung, dafl es in jedem
archimedisch angeordneten Korper Kq eine Folge gibt, die jedes Element in Kq als Haufungswert hat.
Dazu geniigt es zu beweisen, dafl es eine rationale Folge gibt, deren Menge der Haufungspunkte gleich
R ist, denn, wie wir spéter zeigen werden, kann K, als angeordneter Teilkorper von R angesehen
werden. Wihle dazu eine bijektive Abbildung:

N — Z x N*
v

n— (Pn; qn)

und setze r, = Pr Da mit (Pn, gn) auch alle (mp,, mgq,) in dieser Folge vorkommen, wird der

qn
Quotient r, unendlich oft angenommen. Da jede reelle Zahl = Limes einer Folge rationaler Zahlen ist
(siehe Satz 8.16), x = lim; oo 7y, , kann man nach Konstruktion der Folge (r,) die Folge (n;) streng
monoton wachsend wihlen: ng < n; < np < ---. Also ist x Haufungspunkt der obigen Folge!'4.

MEs reicht fiir dieses Argument aber auch vollstindig, wenn man als Folge (r,) eine beliebige Abzihlung N ~ Q des
Korpers Q der rationalen Zahlen wéhlt.
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7.13 Abgeschlossene und folgenabgeschlossene Mengen

Unter gewissen Umstéinden kann man die Abgeschlossenheit einer Menge (und damit auch die Offenheit
des Komplements) mit Hilfe konvergenter Folgen testen.

Definition. Eine Menge A in einem Kg—metrischen Raum X wird folgenabgeschlossen genannt, wenn
Grenzwerte a = lima; € X von Folgen mit Gliedern a; € A in A liegen.

Beispiel. Ist Kq archimedisch angeordnet und A = (0, 1], so liegt die Folge (1/n)nen+ in A. Ihr
Grenzwert 0 ist jedoch nicht in A enthalten. Offensichtlich ist aber wegen der Monotonie von Grenz-
werten (siehe Satz 8.4) jedes abgeschlossene Intervall [a, b] folgenabgeschlossen.

Die letzte Bemerkung spiegelt einen allgemeinen Sachverhalt wieder.

Satz 7.26 Jede abgeschlossene Menge in einem Kg-metrischen Raum ist folgenabgeschlossen. Die Um-
kehrung ist jedenfalls dann giiltig, wenn der Kérper Ko der Bedingung (x) geniigt.

Beweis. Ist A C X abgeschlossen und a = lima; € U := X \ A, so liegen wegen der Offenheit von
U fast alle Folgenglieder a; in U, also nicht in A.

Es sei A folgenabgeschlossen und U := X\ A. Ist U nicht offen, so gibt es ein Element a € U, so daf§
jede Kugel B (a, ¢) Punkte mit A gemeinsam hat. Wéhle nun eine monoton fallende Nullfolge (e;)
in Ky und Elemente a; € ANB;, B; := B(a, ¢;). Dann ist a der Grenzwert der Folge der a; und
miiflte also doch zu A gehoren. |

Wir wollen uns abschlieend in diesem Kapitel mit einigen weiteren grundlegenden topologischen
Begriffen in Kyp—metrischen Rdumen auseinandersetzen.

7.14 Berithrpunkte und abgeschlossene Hiillen

Definition. Es sei A C X eine nichtleere Teilmenge. Ein Punkt a € X heiflt ein Berihrpunkt von A,
wenn jede Umgebung U = U (a) Punkte mit A gemeinsam hat: U (a) N A # (). Selbstverstindlich
ist jeder Punkt a € A Beriihrpunkt von A.

Lemma 7.27 Gibt es eine Folge a; € A mit lim a; = a, so ist a Berihrpunkt von A. Die Umkeh-
rung gilt, wenn Ko der Bedingung (x) geniigt.

Beweis. In jeder Umgebung U = U (a) liegen fast alle a;, also ist A Beriihrpunkt. Es sei umgekehrt
a Beriihrpunkt von A, aber a ¢ A (sonst wahle a; = @ flir alle j). Sei €; > 0 eine monoton fallende
Nullfolge in Ko . Man konstruiert dann leicht per vollstandiger Induktion eine Folge a; € A\ {a} mit
0 < d(aj+1, a) < min(d(a;, a), €j41); somit ist lim a; = a.

Definition. Es sei A C X eine Teilmenge. Wir bezeichnen mit A die Menge der Beriihrpunkte von A
und nennen sie den Abschluff oder die abgeschlossene Hiille der Menge A (in X ).

Diese Definition wird gerechtfertigt durch den

Satz 7.28 Es gelten die folgenden Aussagen :
i) A ist genau dann abgeschlossen, wenn A = A.
ii) AcCB= ACB.
i) A =4.
A

A st die (bzgl. Inklusion) kleinste, A umfassende abgeschlossene Menge.
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Beweis. 1) Es sei A abgeschlossen. Ist a ¢ A, also a € U := X \ A, soist U eine (offene) Umgebung
von a, die mit A keinen Punkt gemeinsam hat. Dann ist a kein Beriihrpunkt von A und damit A C A.
Ist umgekehrt A = A, aber A nicht abgeschlossen, so gibt es mindestens einen Punkt a ¢ A = A,
so dafl jede Umgebung U von a die Menge A trifft, da ja X \ A nicht offen ist.

ii) Jeder Berithrpunkt von A ist per definitionem auch Beriithrpunkt von B.

iii) Es sei a ein Beriihrpunkt von A . Dann trifft jede und damit erst recht jede offene Umgebung U

von a die Menge A: Es gibt o/ € UNA. Nun ist aber U als offene Menge auch Umgebung von a’, so

dafl auch UN A # (. Damit ist a auch Beriihrpunkt von A, womit wir die Inklusion A C A gezeigt
haben. Die umgekehrte Inklusion folgt aus A C A und ii).

iv) Da beliebige Durchschnitte von abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen sind, existiert die
kleinste, A umfassende abgeschlossene Menge und ist gleich

(] B

BDA
Babg.

Ist nun B abgeschlossen und B D A, so ist B = B D A, also auch A in dem obigen Durchschnitt
enthalten. Auf der anderen Seite ist nach iii) A selbst schon abgeschlossen und enthélt A. Somit ist
A

=) B. O

BDA
B abg.

Ein wichtiges Beispiel dokumentieren wir in Form eines Lemmas.

Lemma 7.29 Fir einen normierten K-Vektorraum V , K = R, C, ist (in beliebiger Norm) die ab-

geschlossene Kugel B (a, R) der Abschluff B (a, R) von B(a, R).

Beuweis. Es sei OB := B(a, R)\ B(a, R), also © € 0B <= ||z — a|| = R. Sei weiter

1 n n
a T
n+1 n—+1

T , n >0, insbesondere also zy = a.

Dann ist n
low = all = —"— ||z - af| < R,
also x, € B(a, R), und aus
1
|zn — 2| = m”ﬂf—a”

deduziert man lim x,, = z. Somit ist z Beriihrpunkt von B (a, R). Da andererseits B (a, R) abge-
schlossen ist und die offene Kugel enthélt, ergibt sich die Behauptung. O

Bemerkung. Genauso schlieBt man im vorigen Beispiel, daB = € B (a, R) \ B (a, R) auch Beriihrpunkt
von X \ B (a, R) ist, oder, mit anderen Worten, daf}

X\B(a, R) = X\ B(a, R),

und daf fiir die Sphdre
0B(a, R) ={zeV:|z—a|| =R}

und jede Menge B mit B (a, R) C B C B(a, R) die Beziehung

8B (a, R) = BN (X \ B)

besteht.
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7.15 Randpunkte von Mengen
Das vorige Beispiel gibt Anlafl zu der folgenden allgemeinen Definition.

Definition. Ein Punkt a € X heifit Randpunkt der Menge A, wenn fiir alle ¢ > 0 gilt
B(a,e)NA#0, B(a,e)N(X\A) #£0,

wenn also a sowohl Berithrpunkt von A als auch von dem Komplement von A ist. Die Menge 0A der
Randpunkte heifit der Rand von A.

Satz 7.30 Fiir die Operation der Randbildung gelten die folgenden Aussagen:

i) 0A = AN (X \ A); insbesondere ist DA abgeschlossen und OA = 9 (X \ A).

ii) A= AUJA.
iii) A:=4 \ OA ist die grifste, in A enthaltene offene Menge.

Definition. Man nennt A den inneren Kern von A.
Beweis. 1) ist nur eine Umformulierung der Definition.
ii) Wegen i) ist AUOA C A. Umgekehrt ist offensichtlich A\ A C 94, also A C AUJA.

i) X\ (A\04) = (X\A)UIA = (X\A)UI(X\A) = X\ A ist die kleinste, X \ A umfassende
abgeschlossene Menge; also ist A\ 0A die grofite, in A enthaltene offene Menge. ]

Definition. Es sei A C X eine nichtleere Teilmenge. Ein Punkt a € X heifit ein Haufungspunkt von
A, wenn jede Umgebung U = U (a) unendlich viele Punkte mit A gemeinsam hat.

Bemerkung. Selbstverstdndlich ist nicht jeder Punkt a € A notwendig ein Hiufungspunkt von A, z. B.
dann nicht, wenn A = {a}. Ein Hiufungspunkt ist immer ein Beriihrpunkt.

Bemerkung. Man mufl wohl unterscheiden zwischen Haufungspunkten der Folge (z;) und H&ufungs-
punkten der unterliegenden Menge {z; : © € N}. Ein Haufungspunkt der Menge ist natiirlich auch
Haufungspunkt der Folge, aber nicht notwendig umgekehrt.

Satz 7.31 Es sei A C X und a € X gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent :
1) a ist Hiufungspunkt von A;
i) a ist Hiufungspunkt von A\ {a};
iii) a st Berihrpunkt von A\ {a}.
Jede dieser Aussagen folgt aus :
iv) es gibt eine Folge a; € A, a; # a, mit lima; = a.
Besitzt Ko die Eigenschaft (%), so sind alle vier Aussagen dquivalent.
Beweis. Die Richtungen i) = ii) = iii) sind trivial.

iv) = i) : Angenommen, a ist kein Hiufungspunkt von A. Dann gibt es eine Umgebung U = U (a),
s.d. UNA endlich ist. Dain U fast alle Folgenglieder a; liegen, kann die Folge (a;) nur endlich viele
Werte annehmen. Also ist d (aj, a) > €y > 0 fiir ein o und alle j im Widerspruch zur Voraussetzung.

iil) = i): Zu vorgegebenem ¢ > 0 konstruiert man induktiv eine Folge a; € A mit d(ag, a) < €
und 0 < d(ajy1, a) < d(aj, a). Damit enthélt jede Umgebung von @ unendlich viele Punkte aus A.

iii) = iv) folgt unter der Voraussetzung (*) wie in dem vorigen Abschnitt, wenn man mit einer
nichttrivialen Nullfolge ¢; > 0 zusétzlich 0 < d(aj4+1, a) < ¢; fordert. O
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Beispiel. Ist I ein nichttriviales Intervall in einem angeordneten Korper, so ist jeder Punkt in I ein
Héufungspunkt von I. Den leichten Beweis iiberlassen wir dem Leser.

Wir fiigen im Zusammenhang mit den vorstehend erlduterten Begriffsbildungen noch zwei weitere
topologische Begriffe an, die hiufiger in der Analysis verwendet werden.

Definition und Bemerkung. Eine oft auftretende Situation ist die, dafl fiir Mengen D C A C X jeder
Punkt in A Haufungspunkt von D ist. Man sagt dann, daf§ die Menge D in A dicht liegt. Dies ist
gleichbedeutend mit A € D und wegen D C A auch mit D = A. Aufgrund dieser Definition liegt
jede Menge A C X dicht in ihrem Abschlufl A.

Definition. Ein Punkt a € A heifit ein isolierter Punkt von A, wenn es eine Umgebung U = U (a)
gibt mit UNA = {a}, d. h. wenn a kein Berithrpunkt von A\ {a} (oder, unter der Voraussetzung (x),
kein Hiufungspunkt von A ) ist. Eine Menge A C X heifit diskret, wenn sie nur aus isolierten Punkten
besteht.

7.16 Merkwiirdige topologische Eigenschaften nichtarchimedisch bewerte-
ter Korper

Wir betrachten zum Abschlu8 noch kurz Koérper K mit einer nichtarchimedischen Bewertung in einem
archimedisch angeordnetem Korper Ky , in denen iiberaus seltsame topologische Verhéltnisse herrschen.
Es gilt das

Lemma 7.32 Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir den bewerteten Kdrper K mit archimedi-
schem Wertekorper Ko :

i) K ist nichtarchimedisch bewertet, d.h. die Folge (n-1) ist beschrinkt in K;
i) esgilt |m| <1 firallen =n-1€K, neN*;
iii) es gilt die verschirfte Dreiecksungleichung |a + b| < max (|al, |b]), a, be K.

Besitzt zudem K die Charakteristik Null, so ist jede dieser Eigenschaften dquivalent zu der folgenden
Aussage:

iv) die Folge (1/n), n > 1, konvergiert nicht gegen Null in K.

Beweis. Die Aussage ii) = i) ist véllig trivial. Wegen |1| = 1 impliziert iii) sofort ii). Besitzt K
die Charakteristik 0, so ist 1/n € K fiir n > 1, und wegen 1 = |1] =

1 1
n’ = |n" folgt
n n
|1/n| > 1 mit ii). Also ist die Folge (1/n),~, nicht gegen Null konvergent. Umgekehrt folgt aus der
Annahme, dafl die Folge (1/ n)n21 nicht gegen Null konvergiert, die Beschrinktheit der Folge (n).

Es bleibt somit nur zu zeigen: Aus |n| < M fiir alle n € N folgt die verschérfte Dreiecksungleichung,.
Wir betrachten dazu bei beliebigen a, b € K die Potenzen
(%) a2 10
J

mit m = max (|al, |b]). Ohne Einschrankung sei m > 0. Der Beweis ist dann beendet, wenn wir das
folgende Lemma einsehen kénnen (man setze v := m~!a + b|).

n

la +b|" = |(a+b)"| = ’ Z(?)a”jbj ‘ < Z
j=0

J=0

IN

M(n + 1)m"

Lemma 7.33 Gilt v < M (n + 1) fir alle n € N, wobei v und M nichinegative Konstanten in
Ko sind, soist v < 1.
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Beweis. Angenommen, es wire v > 1, also v = 1 4+ §, § > 0. Aus der Binomischen Formel folgt

dann fiir n > 2:
n(n — 1)

5 2 <A" < M(n+1).

Nun ist fiir hinreichend grofie n:
n—1 4
nd > M, 5 0c > M

und damit M (n + 1) < M (n + 1). Widerspruch! O

Die merkwiirdigen ,,topologischen “ Eigenschaften von solchen nichtarchimedisch bewerteten Korpern
K, insbesondere ihr totaler Nichtzusammenhang, beruhen darauf, dal wegen der verschérften Dreiecks-
ungleichung die abgeschlossene Menge B (a,r) := {x € K: |z — a| < r} gleichzeitig offen ist: gilt
nidmlich |27 —a| < r und |z — z1| < r, so ist

|za —al = |(za — x1) + (z1 — a)| < max(|za — z1|, |21 —a]) < 7.



Anhang: Topologische Riaume

Man kommt im Zusammenhang mit der Konvergenz von Folgen mit noch weniger Voraussetzungen aus.
Es diirfte aufgrund der obigen Darlegungen klar sein, dafl nur der Begriff der offenen Menge relevant
ist.

Definition. Eine Teilmenge 7 C P(X) der Potenzmenge von X # () heifit eine Topologie auf X (und
das Paar (X, T) ein topologischer Raum), wenn die folgenden Aussagen erfiillt sind:

)0, X eT;
ii) sind U,, ¢ € J, Elemente von 7, J eine beliebige Indexmenge, so ist auch ihre Vereinigung
U
eJ
in 7 enthalten;
iii) sind Uy, Us Elemente von 7T, so auch ihr Durchschnitt Uy NUs.

Die Mengen U € T heiflen dann offene Teilmengen von X .

Beispiele. 1. In diesem Sinne bildet die Gesamtheit der offenen Mengen in einem metrischen Raum eine
Topologie.

2. Auf einer beliebigen Menge X ist 7 = P(X) stets eine Topologie. Sie heifit die diskrete Topologie.
Sie wird erzeugt von der diskreten Metrik auf X .

3. Auf einer beliebigen Menge X ist 7 = {X, ()} stets eine Topologie. Sie heifit die indiskrete
Topologie.

4. Ist (X, Tx) ein topologischer Raum und ist Y C X eine nichtleere Teilmenge, so wird durch
Ty o2V i< 33U eTx mit V=UNY

eine Topologie auf Y erklért. Sie heifit die von X auf Y induzierte Topologie oder die Relativtopologie,
und zusammen mit dieser heiflit Y ein topologischer Unterraum von X . Wird die Topologie auf X von
einer Metrik erzeugt, so stimmt die induzierte Topologie auf Y mit der von der auf Y eingeschrinkten
Metrik erzeugten Topologie iiberein. Die Mengen in Ty nennen wir dann auch offen in Y . Man beachte,
daf} diese als Teilmengen von X im allgemeinen nicht offen sind. Dies ist nur dann der Fall, wenn Y
selbst eine offene Teilmenge von X ist.

Viele der Begriffe und Sétze in metrischen Réumen lassen sich in dem allgemeineren Rahmen von
topologischen Rdumen formulieren.

Definition. Es sei (X, T) ein topologischer Raum und a € X fest. Eine Menge V C X heifit eine
Umgebung von a, wenn es eine offene Menge U C X gibt mit € U C V.

Bemerkung. In diesem Sinne sind Umgebungen eines Punktes in einem metrischen Raum auch Umge-
bungen bzgl. der unterliegenden Topologie.

Definition. Eine Folge (z;)jen in einem topologischen Raum X heifit konvergent gegen a € X , wenn
jede Umgebung V' von a fast alle Folgenglieder ; enthalt.

Bemerkung. In metrischen Rdumen stimmt diese Definition, wovon man sich sofort iiberzeugt, mit
unserer fritheren Definition {iberein.

Allerdings sind nicht mehr alle der fritheren Ergebnisse richtig bzw. sinnvoll. Z. B. kann man in
diesem sehr allgemeinen Rahmen nicht mehr definieren, wann eine Folge oder Menge beschrinkt ist.
Auch die Eindeutigkeit des Grenzwertes geht verloren.

Beispiele. 1. In der diskreten Topologie ist eine Folge genau dann konvergent, wenn sie (schliefilich)
konstant (also trivial) ist.



7 Anhang: Topologische Rdume 117

2. In der indiskreten Topologie ist jede Folge konvergent und besitzt jeden Wert a € X als Grenzwert.

Die Pathologie in 2. kann nicht auftreten, wenn der topologische Raum eine geeignete Trennungsei-
genschaft erfiillt.

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) erfiillt das HAUSDORFFsche Trennungsaziom (oder kurz:
X ist hausdorffsch), wenn es zu je zwei Punkten 1, 9 € X, 21 # 2, Umgebungen Vi, Vo von 1
bzw. o gibt mit V1NV, = 0.

Bemerkung. Die einem Kp—metrischen Raum unterliegende Topologie geniigt dem Hausdorffschen Tren-
nungsaxiom. Sind nédmlich x1, o € X zweil verschiedene Punkte, also 2r := dx(z1, x2) > 0, so ist
B(z1, )N B(z3,7) = 0.

Genau wie in dem Fall Kg—metrischer Rdume beweist man den folgenden Satz.

Satz 7.34 Geniigt der topologische Raum (X, T) dem Trennungsaziom von Hausdorff, so besitzt jede
Folge in X hochstens einen Grenzwert.

Topologien auf Mengen X lassen sich genauso gut sowohl durch das System der abgeschlossenen
Mengen als auch durch den Umgebungsbegriff einfithren und charakterisieren.

Definition. Es sei X ein topologischer Raum. Eine Menge A C X heiflt abgeschlossen, wenn ihr
Komplement in X offen ist.

Beispiel. Einpunktige Mengen in Kp—metrischen Rdumen sind abgeschlossen. Dies ist aber in allgemei-
nen topologischen Réumen nicht immer der Fall.

Aufgrund der zur Offenheit komplementéren Definition der Abgeschlossenheit ist klar, daf3 beliebi-
ge Durchschnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen sind. Das
System 7T’ der abgeschlossenen Mengen in einem topologischen Raum X erfiillt also die folgenden
Axiome:

1. 07T ,XeT;

2. AeT ieJ= [|AcT;
ved

3. Al,...,AnGT,:>UAj€T/.

Jj=1

Bemerkung. Man kann auch durch die obigen Axiome fiir das System 7’ der abgeschlossenen Men-
gen eine Topologie auf X erkldren, wobei eine Menge als offen zu gelten hat, wenn ihr Komplement
abgeschlossen ist.

Definition. Man sagt, der topologische Raum (X, 7) erfiille das 1. Abzihlbarkeitsaxiom, wenn es zu
jedem Punkt a € X abzidhlbar viele Umgebungen U, , n € N, von a gibt, so daf} jede Umgebung von
a mindestens eine Umgebung U,, enthilt.

Lemma 7.35 Ein Ko-metrischer Raum (X, d) geniigt dem 1. Abzihlbarkeitsaxiom, wenn der ange-
ordnete Korper Ko nichttriviale Nullfolgen besitzt.

Bemerkung. Die Umkehrung im vorstehenden Lemma gilt i. A. nicht. Denn fiir jede diskrete Metrik ist
das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom giiltig unabhéngig von der Wahl des Wertekorpers Kg .

Beweis. Es sei (¢j)jen eine streng monoton fallende Nullfolge in Ko. Dann bilden die B; :=
B(z, ¢j), j € N, eine abzéhlbare Umgebungsbasis des Punktes z € X . O

Dies ist der Grund fiir die frither bewiesene Aquivalenz von abgeschlossenen und folgenabgeschlos-
senen Mengen in solchen metrischen Rdumen. Es gilt ndmlich der folgende Satz, dessen (einfachen)
Beweis wir dem Leser {iberlassen.
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Lemma 7.36 Abgeschlossene Mengen in beliebigen topologischen Rdaumen sind folgenabgeschlossen.
Die Umkehrung ist erfillt fiir topologische Rdume, die dem 1. Abzdhlbarkeitsaxiom geniigen.

Steht einem das 1. Abzéhlbarkeitsaxiom nicht zur Verfiigung, muf man sich von der Vorstellung ver-
abschieden, dafl man alle Begriffe der Topologie auf die Konvergenz—Untersuchung von Folgen reduzieren
kann. Es sind dann i. a. die Begriffspaare ,,abgeschlossen - folgenabgeschlossen®, | stetig - folgenstetig,
wkompakt - folgenkompakt* etc. keineswegs als jeweiliger Ausdruck desselben Sachverhalts anzusehen.
Besitzt z. B. der angeordnete Korper keine nichttrivialen Folgen, so ist jede Abbildung f: K — X
von K in einen topologischen Raum X folgenstetig, aber i. A. nicht stetig. Abhilfe schafft hier die kon-
sequente Verwendung des Begriffs eines Filters und seiner Konvergenz. Da wir in diesem einfithrenden
Werk hiervon jedoch nicht ernsthaft Gebrauch machen wollen, sei nur kurz auf die Definition eingegan-
gen. Der interessierte Leser sei auf die Literatur, z. B. [39], verwiesen.

Definition. Eine Teilmenge F C P(X) heifit ein Filter, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:
)0egF, XeF;
ii) ist Ve F und V C U, soist auch U € F;

ili) mit Vi, Vo € F gehort auch der Durchschnitt V4 NV, zu F.

Bemerkung. Es ist unmittelbar klar, dafl die Umgebungen eines festen Punktes a in einem topologischen
Raum X einen Filter bilden. Man nennt ihn den Umgebungsfilter von a € X .

Es sei umgekehrt jedem Punkt a einer Menge X ein Filter U (a) zugeordnet mit a € V fiir alle
V € U (a) . Nennt man dann eine Menge U C X offen, wenn es zu jedem a € U eine Menge V € U (a)
gibt mit V' C U, so wird hierdurch offensichtlich eine Topologie auf X erklédrt, deren Umgebungsfilter
gerade die Systeme U (a) sind.

Sehr oft kommt man mit kleineren Systemen als den Umgebungsfiltern aus.

Definition. Eine Teilmenge B eines Filters F heifit eine Filterbasis, wenn es zu jedem V € F ein
B € B gibt mit B C V. Der Filter F besteht dann aus allen Mengen, die ein Element von B
enthalten. Ein nichtleeres System B von nichtleeren Teilmengen von X ist offenbar genau dann eine
Filterbasis, wenn es zu je zwei Mengen B, By € B ein Element B € B gibt mit B C By N By . Eine
Basis eines Umgebungsfilters nennt man auch eine Umgebungsbasis.

Bemerkung. Offensichtlich reicht fiir den Nachweis der Konvergenz einer Folge (z;) gegen a, daB jedes
Element B einer Umgebungsbasis B fast alle Folgenglieder enthélt.

Beispiel. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so bilden die Kugeln B (a,r), r > 0, eine Basis des
Umgebungsfilters U (a) . Ebenso alle solche Kugeln mit r < ro bei festem 79 > 0,2z B. rg = 1.

Bemerkung. Das 1. Abzihlbarkeitsaziom 148t sich mit diesen Begriffen wie folgt umformulieren: Jeder
Umgebungsfilter U (a) besitzt eine abzihlbare Basis.

Definition. Ein Filter F heifit konvergent gegen a € X, wenn U (a) C F. a heiBt Berihrpunkt des
Filters F, wenn FNU # ( fiiralle U e U(a), F € F.Ist f: X — Y eine Abbildung zwischen
topologischen Rdumen, und ist F ein Filter auf X, so gibt es einen eindeutig bestimmten Filter auf
Y, der die Gesamtheit der Bilder { f(F) : F € F} als Basis besitzt. Man nennt ihn den Bildfilter

f(F).

Mit diesen Notationen gilt z. B. der folgende Satz, dessen Beweis wir dem interessierten Leser
iiberlassen kénnen (sofern er mit den Begriffen der Stetigkeit und Kompaktheit schon vertraut ist).

Satz 7.37 FEs seien X,Y topologische Riume, A C X sei eine Teilmenge und a ein Punkt in X .
Man hat dann die folgenden Aussagen :

i) a € A dann und nur dann, wenn ein Filter F auf X existiert mit A € F, der gegen a
konvergiert.
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ii) Die Abbildung f : X — Y st stetig in a genau dann, wenn das Bild eines jeden gegen a
konvergierenden Filters konvergent gegen f (a) ist.

iii) X st kompakt genau dann, wenn jeder Filter auf X einen Berihrpunkt besitzt.



8 Konvergente Folgen und Reihen in normierten Vektorriu-
men

In einem Vektorraum V bildet die Menge JFy der Folgen auf natiirliche Weise selbst wieder einen
Vektorraum. Ist V' zudem normiert, so kann man sich die Frage stellen, ob die Menge der konvergenten
Folgen mit dieser algebraischen Struktur vertréglich ist. Dies ist, wie wir gleich sehen werden, der Fall.
AufBlerdem kann man aus Folgen durch Addition ihrer Glieder neue Folgen bilden, die man Reihen nennt.
Auch deren wichtigsten Eigenschaften sollen in diesem Kapitel besprochen werden. Einen weiteren
Schwerpunkt stellt die Untersuchung von sogenannten CAUCHY—Folgen und —Reihen dar.

8.1 Algebraische Eigenschaften von Limiten

Wir beweisen sogleich den wichtigen

Satz 8.1 FEs gelte in einem normierten Vektorraum lim;_,o a; = a, lim;_,o b; = b. Dann gilt auch
lim (a;j +b;) =a+b, lim ca; =ca, cekK.
j—o0o j—o0o

M. a. W. : Die Menge der konvergenten Folgen KFy C Fy bildet einen K-Untervektorraum von Fy ,
und die Abbildung

K:]:V — %4
lim :
(zj) +— lim x;

ist K-linear.

Beweis. Es sei ¢ > 0. Dann ist auch ¢’ =¢/2 > 0, und es gibt M’, N’ € N mit

lay—all< 5. 3=M, b =bll<s5., j=N.
Wihlt man N := max (M’, N'), so gilt fiir alle j > N:
e €
a5 +5) — (@ + D) = (e — a) + (b5 — D) < llay —all + b ~ bl < & + 5 =<.

Im zweiten Fall ist entweder ¢ = 0 und die Aussage trivial oder man kann & = &/|c| wihlen und
entsprechend wie oben verfahren. O

Auch fiir die Multiplikation in dem Kdrper K gilt ein entsprechender Satz. Wir formulieren gleich
eine Verallgemeinerung fiir normierte Vektorriaume.

Satz 8.2 Es seien (cj) und (aj) konvergente Folgen in K bzw. in V. Es gelte lim;_,oc ¢; = c€ K
und lim;_, a; = a € V. Dann gilt

lim (¢jaj) = ca.

Jj—oo

Die Folge (cjaj;) ist schon dann eine Nullfolge, wenn die Folge (a;) in V gegen Null konvergiert und
die Folge (cj) zumindest beschrinkt in K ist oder umgekehrt.

Beweis. Man setze im Falle des Zusatzes einfach formal ¢ = 0 oder a = 0. Es gilt dann in jedem Fall
lcja; —call = ll¢j(a; —a) + (¢; — c)all < |¢llla; —all + |¢; —cllal.
Nun ist |¢;j| < K fur alle j und limj_,o ||a; — a|| = 0 oder umgekehrt. Damit 148t sich der erste

Ausdruck auf der rechten Seite beliebig klein, also z. B. kleiner als /2 machen. Der zweite ist noch
einfacher zu behandeln. O
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Folgerung 8.3 Gilt limc¢; = ¢ # 0, lima; = a, so ist ¢; # 0 fir fast alle j, und es gilt (unter
evtl. Weglassung von endlich vielen Gliedern)

lim 4 _ 2 .

Jj—=o0 Cj c

Beweis. Wegen des vorstehenden Satzes braucht man nur lim; o, 1/¢; = 1/c zu beweisen. W&hlt man

¢l

€0 = 7,sogibtesein N € N mit

lel

le; —c| < , j >N,
2
. || L1 1 :
also ist |¢;| > 5 (denn sonst wire 3 el < lel = ¢ < l¢g —cf < 3 |c| ), insbesondere
2
¢j #0,und | —| < — . Es folgt fiir diese j:
¢ el
1 1 e — ¢ 2
— - - = < slej —c¢
¢ c lellel el
und damit die Behauptung. O

Der Grenzwertbegriff in angeordneten Korpern ist mit der Anordnung vertréiglich. Dies besagt der
folgende Satz iiber die Monotonie von Grenzwerten.

Satz 8.4 Es sei K ein angeordneter Kérper. Fir die konvergenten Folgen (aj)jen, (bj)jen gelte
a; < b; fir alle j € N. Dann ist auch

a:= lim a; < lim b; = b.
j—o0 j—o0

Warnung. Das Beispiel 0 =: a; < b; := 1/j, j € N*, zeigt, dal man aus a; < b; fiir alle j nicht
auf a < b schlieen kann.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dafl aus a; > 0 auch a = lim;_,o a; > 0 folgt. Wére némlich a < 0,

also insbesondere ¢ := |a| > 0, so wére fir j > N = N (%) :
+( )<a+ S o _Llico
a; = a a; — a a+ - =a— - = -a .
J J 2 2 2
Widerspruch! 0
Folgerung 8.5 Ist (a;) eine monoton aufsteigende konvergente Folge, so gilt a < a := lim;_,o a;

fiir alle k € N.
Im Falle von normierten Vektorrdumen hat man nur die folgende schwéchere Aussage.
Lemma 8.6 Ist (a;) eine konvergente Folge in V', so gilt
| im a; | = lim |a;] .
j—o0 Jj—oo
Ist insbesondere || a; || < K fir fast alle j, so ist auch
| lim oy < K

Beweis. Ist a der Grenzwert der Folge, so ergibt sich die Behauptung aus der Dreiecksungleichung in
der Form [[[a; | — [lal[| < [la; — a]. O
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8.2 Intervallschachtelungen

Grundlegend fiir das axiomatische Verstédndnis der reellen Zahlen ist der Begriff der Intervallschach-
telung. Darunter versteht man eine Folge von abgeschlossenen Intervallen I; := [aj, b;] in einem
angeordneten Korper K, die im folgenden Sinne ,ineinandergeschachtelt“ sind: Iy D Iy D Is D ---
Manche Autoren kniipfen an den Begriff der Intervallschachtelung aber noch die zusétzliche Forderung,
dafl die Folge b; — a; der Ldngen dieser Intervalle gegen 0 geht. Da die Léngenfolge per definitionem
monoton absteigend ist, ist diese zusétzliche Bedingung dquivalent zu der Aussage:

(X) Zu jedem € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl N mit by — an < €.

Die Volistindigkeit eines angeordneten Korpers K manifestiert sich in der Bedingung, daf3 der
Durchschnitt solcher Intervalle genau ein Element enthdlt (siehe Kapitel 9). Mit anderen Worten: Eine
Intervallschachtelung mit (x) zeichnet genau eine Zahl in dem Kérper aus.

Im Allgemeinen haben wir nur das folgende Resultat, das dennoch wesentliche Einsichten liefert.

Lemma 8.7 Es sei (I;)jen, I; = [aj, bj], eine Intervallschachtelung in dem angeordneten Kérper
K mit der Figenschaft (x). Dann enthdlt der Durchschnitt ()I; hochstens ein Element des Korpers.
Ist in dem Durchschnitt tatsdchlich ein Element £ enthalten, so ist notwendig

li =i = £.

Pl A e bi=¢
Beweis. Es seien £ und ¢’ in dem Durchschnitt enthalten. Ohne Einschrinkung sei £ — £ =: ¢g > 0.
Nach Voraussetzung gibt es dann eine natiirliche Zahl N mit by — ay < g9 und ay < & < & <
bn , was offensichtlich unmdglich ist. Ferner folgt aus b, — a; < ¢ fir alle j > N = N (g) und
a; <& < bjauch 0 <bj —& <eund 0 <& —a; < ¢ firalle j > N und damit die zweite
Behauptung. O

8.3 Reihen in normierten Vektorriumen

Als néchstes wollen wir auf den Begriff einer Reihe von Elementen in einem bewerteten Korper oder
einem normierten Vektorraum zu sprechen kommen.

Definition. Es sei (a;);jen eine Folge in dem Vektorraum V. Man ordnet dieser dann die Partialsummen

Sp ZU:
n
Sp = Z aj .
§=0
o0
Das Symbol Z a; bezeichnet dann die Folge der Partialsummen; man bezeichnet es auch als die
3=0

unendliche Reihe mit den Gliedern a;.Ist V normiert, so schreibt man

o0
Eaj:s

=0

und nennt s den Grenzwert oder Limes (manchmal auch nur kurz den Wert oder die Summe) der
Reihe, wenn

s = lim s,
n—oo

existiert, also
n
lim E a; = s
n—oo
j=0

gilt.
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Bemerkung. Ist (a;)jen eine Folge in V' und by := ao, b; :== aj — a;—_1, j > 1, so gilt offensichtlich
fir die Folge s, der Partialsummen der Reihe ) b;, dal s, = a,. D. h.: jede Folge in einem Vek-
torraum a8t sich auch als Reihe (eine sogenannte Teleskopreihe) auffassen (und umgekehrt auch jede
Reihe als Folge ihrer Partialsummen).

Ein sehr einfaches, aber zentrales Beispiel wird durch die sogenannte geometrische Reihe geliefert.

Lemma 8.8 (Geometrische Reihe) Es sei K ein bewerteter Korper mit archimedisch angeordnetem
Bewertungskérper Ko . Ist dann g € K mit |q|] < 1 gegeben, so gilt

o0
I
5 1 —gq
7=0
Beweis. Bezeichnet s,, die n—te Partialsumme der vorgelegten Reihe, so ist
(1 - Q)Sn =1- qn+1’

also
1_qn+1 1 qn+1
T T T 1-q¢ 1-q¢°

Nun ist lim | ¢"*1| = lim |¢|**! = 0 nach Folgerung 7.10 und damit lim ¢"*! = 0. Der Rest erledigt
sich mit dem algebraischen Satz 1. ]

Eine weitere unmittelbare Folgerung aus Satz 1 ist

Satz 8.9 Es gelten fiir Reihen die folgenden Formeln :
Doaj+b) =D aj+ D b Y ocaj=c) a;,
=0 j=0 §=0 §=0 j=0

Jj=

sofern die Grenzwerte auf der rechten Seite existieren.

8.4 Cauchy-Folgen und -Reihen

Wir wollen jetzt eine wichtige Eigenschaft konvergenter Folgen ableiten, zu deren Formulierung man
die Kenntnis des Grenzwertes nicht benttigt. Wir werden sehen, dafl diese Verdichtungsbedingung not-
wendig, i. a. aber nicht hinreichend ist. Die Definition der Vollstdndigkeit wird dann so getroffen, dafl
sie auch hinreicht.

Definition. Eine Folge (a;)jen in einem normierten Vektorraum V' heifit eine CAUCHY—Folge, wenn es
zu jedem € > 0 in Ky ein N = N (g) gibt, so daf

laj —ax| < e firalle j, k> N.

Eine Reihe Z;io a; heiit eine CAuCHY-Reihe (besser: sie geniigt dem CAUCHY-Kriterium), wenn
die Folge (s,) der Partialsummen eine Cauchy-Folge bildet, d. h.: zu jedem e > 0 existiert ein
N = N(e) e N,s. d firalle n > m > N gilt:

n
| > 0| <=
Jj=m

Satz 8.10 Konwvergente Folgen und Reihen geniigen der Cauchy—Bedingung. Fine Cauchy—Folge ist
schon dann konvergent, wenn sie eine konvergente Teilfolge besitzt.
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Beweis. Es sei (a;);en konvergent gegen a. Dann gibteszu ¢ > 0 ein N = N (¢/2) mit ||a; —all <
g/2 fir alle j > N, und es ist fiir j, k > N:

3

laj = akll = [l(a; = a) = (ar = a) || < [la; — all + [lax —all <25 =e.
Fiir Reihen schlieffit man genauso, wenn man beachtet, dal fir N < m < n gilt:
n
Sn — Sm—1 = Zaj.
j=m
Zum Nachweis der zweiten Aussage wihle man eine gegen a konvergente Teilfolge (aj,, aj,, ...). Zu

vorgegebenem ¢ > 0 findet man dann ein N mit
la; —acll <e/2, j, k=N

und
laj, —al <e/2, £>N.

Nun ist jo < j1 < --- und folglich j, > ¢ fiir alle £ € N. Es ergibt sich damit fiir alle £ > N:

€
lae = all < flae = aj, || + llaj, —all <25 =e. 0

oo
Korollar 8.11 In einer konvergenten Reihe Z a; ist die Folge der Glieder (aj) notwendig eine
j=0

Nullfolge.

Beweis. Es ist aj = s; — sj_1, 5 > 1. n

Warnung. Das letzte Kriterium (aus dem Korollar) ist keineswegs hinreichend, da in jedem archimedisch
angeordneten Korper die harmonische Reihe

SRS

oo
n=1

divergent, also nicht konvergent ist, obwohl die Folge 1/n der Glieder gegen Null konvergiert. Dies sieht
man wie folgt: Man betrachte die Teilfolge der Partialsummen, die durch die folgende Klammerung

entsteht:
1+1+1+1+1+1+1+1+1+ +1+
2 3 4 5 6 7 8 9 16

Dann ist jede Klammer gréfler oder gleich

1 1
n—1 _ =
2 o T g n > 2.

Ist nun K > 0 und N > 2K, so ist mit Sicherheit
2N

Zl>1+1+N_1—1+N>K
= 2 2 2 ’

3

n=1

also die Folge der Partialsummen unbeschriankt.
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8.5 Klammern und Entklammern in Reihen

Da wir in dem vorstehenden Beispiel schon mit ,,Klammersetzen in Reihen“ argumentiert haben, wollen
wir hier einige grundsétzliche Anmerkungen zu dieser Problematik einschieben. Wir starten mit einer
(konvergenten oder divergenten) Reihe . a; in einem normierten Vektorraum und bilden zu einer
Teilfolge jo := 0 < j; < --- der natiirlichen Zahlen die Reihe

o0
D bny bnoi=aj, +aj, 0+t a1,
n=0
die durch Klammersetzen aus der urspriinglichen Reihe entsteht:
D obn=(ag + a1+ 4 aj1) + (a5, + @1+t ai1) + oo

Die Folge der Partialsummen der Reihe ) b, ist eine Teilfolge der Folge der Partialsummen der Reihe
> ;g - Somit ist die folgende Aussage unmittelbar klar.

Lemma 8.12 Durch Klammersetzen gewinnt man aus einer konvergenten Reihe wieder eine konver-
gente Reihe mit dem gleichen Grenzwert.

Dagegen kann mit diesem Prozefl aus einer divergenten Reihe durchaus eine konvergente werden.
Verschiedene Klammersetzungen konnen sogar zu verschiedenen Grenzwerten fithren. Ein typisches
Beispiel hierfiir ist die (offensichtlich) divergente Reihe

> (1)
§=0

mit den konvergenten Klammerungen
1+ 1) +Q+(=1)+-=0 bzw. 1+ (-1 +1)+ (=1 +1)+---=1.

Mit anderen Worten: Durch Fortlassen von Klammern kann aus einer konvergenten Reihe eine diver-
gente werden!

Der anschliefende Satz gibt Auskunft dariiber, unter welchen Umsténden das ,Entklammern“ fiir
die Konvergenz unerheblich ist.

Satz 8.13 Es seien die Reihen ) a; und ), b, wie oben gegeben. Ist dann die Reihe der by, kon-
vergent gegen s und ist tberdies die Folge der

Bn = || a.jn + || a’.jn*‘rl H + e + || a’jn+171 ||

eine Nullfolge, so ist auch die Reihe der a; konvergent gegen s. Dies ist zum Beispiel schon dann der
Fall, wenn die Folge (a;) der Reihenglieder gegen Null konvergiert und die Folge der ,Klammerlingen “
In+1 — Jn beschrdinkt ist.

Beweis. Es sei (t,,) die Folge der Partialsummen der Reihe ° b, . Dann gibt es zu jedem £ > 0 eine
Zahl M ,so dal || t,, — s| < /2 furalle m > M — 1. Seinun N > jp; so grofl gewéhlt, dafl auch
B, < ¢/2 firalle n > N.Zu k > N gibt es dann ein maximales M’ > M mit k > jpp, und die
Partialsumme s; der Reihe ; @; schreibt sich in der Form

sk = tmr—1 + Bmr s
wobei () eine Teilsumme von by, ist. Hieraus folgt sofort die Behauptung: Fiir alle £k > N gilt

sk — sl < It — sll + 1 Bar | < &/2 + Barr = . 0
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8.6 Algebraische Eigenschaften von Cauchy - Folgen und Vollstindigkeit

Wir wenden uns nun der Untersuchung der algebraischen Eigenschaften von Cauchy—Folgen zu. Fast
wortlich wie im Fall der konvergenten Folgen kann man die folgenden Aussagen iiber Cauchy—Folgen in
normierten Vektorrdumen beweisen. Wir iiberlassen die Ausfithrung der Leserin und dem Leser.

Satz 8.14 1. Cauchy—Folgen sind beschrinkt.
2. Summen von Cauchy—Folgen sind wieder Cauchy—Folgen.

3. Das Produkt einer Cauchy—Folge mit einer Cauchy—Folge in K ist wieder eine Cauchy—Folge.
Insbesondere bildet die Menge CFy der Cauchy—Folgen in V einen K-Vektorraum, der KFy als Un-
tervektorraum enthdlt und seinerseits in dem K—Vektorraum BJFy der beschrinkten Folgen enthalten
15t.

Bemerkung. Der Begriff der Cauchy-Folge 1ifit sich in jedem Ko-metrischen Raum (X, d) einfiihren
(nicht aber in beliebigen topologischen Réumen!). Die Folge (x;) in X heifit dabei eine Cauchy-Folge,
wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt mit d(z;, zx) < ¢ fiir alle j, K > N . Auch hier gilt:

1. Konvergente Folgen sind Cauchy—Folgen.
2. Cauchy—Folgen sind beschrénkt.

3. Besitzt eine Cauchy—Folge eine konvergente Teilfolge, so ist sie selbst konvergent, und die beiden
Grenzwerte stimmen {iberein.

Intuitiv ist klar, dal die Lickenlosigkeit des Korpers R der reellen Zahlen auch ihren Ausdruck darin
finden sollte, dafl jede Cauchy—Folge reeller Zahlen tatséichlich konvergiert. Diesen Wunsch kleiden wir
in eine allgemeine Definition.

Definition. Ein angeordneter Koérper (bewerteter Korper, normierter Vektorraum) heifit wvollstindig
oder genauer CAUCHY—wollstdndig, wenn jede Cauchy—Folge konvergiert. Vollstéindige normierte R-—
bzw. C—Vektorrdume nennt man auch BANACH—Rdume.

Beispiele. R ist (per definitionem) ein vollstindig angeordneter Korper, Q dagegen nicht, wie wir
sogleich am Beispiel der Nichtexistenz von Wurzeln nachweisen werden. C ist ein vollstéindig bewerteter
Korper. Alle endlich—dimensionalen Vektorriume iiber R oder C sind bzgl. beliebig vorgegebener Norm
vollstandig.

8.7 Existenz von Quadratwurzeln und Vollstiandigkeit

Der folgende Satz ist nicht so sehr im Hinblick auf die eben erwdhnte Nichtexistenz von Wurzeln in Q,
sondern viel entscheidender fiir die Existenz von Wurzeln in R bedeutsam.

Satz 8.15 Es seien a > 0 und zg > 0 Elemente in dem archimedisch angeordneten Kérper K.

Dann ist die Folge
1 a
Tit1 = 5 (T +
J

wohldefiniert in K. Sie geniigt der Cauchy—Bedingung, und wenn sie konvergiert, so ist ihr Grenzwert
die eindeutig bestimmte positive Lisung der Gleichung ©> = a .

Folgerung 8.16 In Ko = Q gibt es Cauchy—Folgen, die nicht (in Q) konvergieren.
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Man wéhle z. B. a = 2.

1

— zj+a> und zog > 0, a > 0
2 T;

folgt per Induktion x; > 0 fiir alle j € N. Die Folge (x;) ist damit tatséchlich fiir alle j definiert
und nach unten durch 0 beschrankt. Weiter ist

1 a 1
xjmj+1—2<xjx‘>—‘(x?a)
J

Beweis von Satz 15. Aus der definierenden Gleichung x4 =

und

9 1 a\’
Titr 4= 3 xj—;j >0,

also insbesondere die Teilfolge (z1, 2, x3,...) monoton fallend. Da K archimedisch angeordnet ist,
schlieft man, dafl sie der Cauchy—Bedingung geniigt (siehe Lemma 2 im folgenden Kapitel). Ist die
Folge (x;) in K konvergent, so kann wegen

f:21}j+1—{£j, a >0
Ty

offensichtlich nicht lim; . x; = 0 gelten (und erst recht nicht lim, z; < 0 wegen z; > 0 fir
alle j). Es ist also

o = limz; > 0.

Nach den Konvergenzregeln folgt dann

I . 1 + a 1 ( n a)
a = 11m x; = im — X, — = — |« —
imoe T hee 2 \TU T 2 al’

2

also a® = a. Damit haben wir unsere Behauptung bis auf die Eindeutigkeitsaussage bewiesen. Die
2

letztere 148t sich jedoch leicht einsehen: Es sei af = a% und «1,as > 0. Dann folgt a; — as = 0

aus 0 = a2 — a3 = (a1 — ag) (a1 + aa) wegen a; + az > 0. O

Folgerung 8.17 Ist der archimedisch angeordnete Korper K wvollstindig, so besitzt jede positive Zahl
a eine eindeutig bestimmte positive Quadratwurzel v/a .

Bemerkung. Mit ganz dhnlichen Methoden kann man vermittels der Folge

1 a
Tj+1 = — ((p - 1) zj + pl)
p T

die Existenz der p-ten Wurzel (p € N, p > 2) der positiven Zahl a nachweisen. Wir deduzieren dieses
Resultat im folgenden Kapitel noch einmal mit Hilfe des Prinzips der Intervallschachtelung und spéter
sowohl mit dem Supremumsprinzip des reellen Zahlkorpers als auch mit dem Zwischenwertsatz. Hier
zeigen wir nur, dafl unter Voraussetzung der Konvergenz der obigen Folge sich der richtige Grenzwert
einstellt. Hat man ndmlich Konvergenz gegen o > 0, so ist notwendig

1 a
= - - e P
a 5 ((p Da + oﬂ’*l) , d.h « a.

Bemerkung. Die Folge (x;) entspringt dem NEWTON-Verfahren fiir die Funktion = +— a? — a. (Siehe
auch Kapitel 23).
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Figur 8.1

Bemerkung. Das obige iterative Verfahren zur Berechnung von Wurzeln ist sehr effektiv, z. B. sogar
fehlerkorrigierend (siehe weiter unten). Die Folge

(a)
L5/ jen~

ist (fiir p = 2) ja auch monoton wachsend konvergent gegen +/a, so daB also stets

a .
Ty

Soist z. B. fir a = 2 und j = 4:

2
xq = 1,414213562... und ebenso fir — .
T4

Damit ist auch v/2 = 1,414213562. ... Man kann sogar noch genauere Aussagen machen. Ist

1 1
fj+1=§ ]_<*f32-

Diese sogenannte ,quadratische® Konvergenz werden wir allgemein beim NEWTON-Verfahren (unter
geeigneten Voraussetzungen an die zu untersuchende Funktion) und dem BANACHschen Fizpunktsatz
wiederfinden.

Bemerkung. Mit ,fehlerkorrigierend“ meint man das folgende: Begeht man bei der Berechnung von
z; einen Rechen— oder Rundungsfehler, so stort dies das Verfahren insofern nicht, als es mit diesem
gerundeten Wert als neuem Startwert neu beginnen kann.

8.8 Folgenstetigkeit von Polynomen und rationalen Funktionen

Eine einfache Konsequenz aus den vorstehenden Ergebnissen ist der folgende Satz {iber die Folgenstetig-
keit von polynomialen und rationalen Funktionen (die genaue Bedeutung der Begriffe , Folgenstetigkeit “
und ,,Stetigkeit “ und ihre Beziehung zueinander werden wir in Kapitel 11 erldutern).
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Satz 8.18 Es seien P und Q in K[z] polynomiale Funktionen auf K, und z;, a € K (bzw. z;, a €
K\W, W eine endliche Menge, die die Nullstellen von Q umfafit) seien derart gewdihlt, daf

]lig)lo T; = a.
Dann gilt
. . P(z;) _ Pla)
lim P(x;) = P(a) wund lim L = .
jin, Ples) = Pla) 2% Q) T Q@

Neben den polynomialen Funktionen sind auch die auf Ry definierten Wurzelfunktionen = —
{x, k € N, folgenstetig. An der Stelle a = 0 ist dies sehr einfach zu begriinden (den Allgemeinfall
behandeln wir in Kapitel 11): Ist (z;) eine Nullfolge positiver reeller Zahlen und € > 0 vorgegeben,
so wihlt man 0 := ¢* und findet ein N € N mit z; < § fiir alle 5 > N . Dann ist fiir diese j aber

auch
‘\k/‘?j*%|:\k/f£j<%:€.

Bemerkung. Es gilt somit fiir jede (insbesondere gegen Null) konvergente Folge nicht negativer reeller

Zahlen (z;)
3 k L — 1 . —
jhm Ve = k/jhm z; (=0) .

Beachtet man hierbei, dafl man die Wurzeln reeller Zahlen durch einen Grenzprozef3 erhalten kann, so
handelt es sich bei dieser Formel um das Vertauschen zweier Grenzprozesse. Wir werden uns noch des
ofteren mit der Frage konfrontiert sehen, unter welchen Umsténden ein Vertauschen von zwei Limites
gestattet ist, denn generell mufl man hierbei sehr vorsichtig sein.

Beispiele. In der vorstehenden Form 1483t sich die Folgenstetigkeit der Wurzeln an der Stelle 0 auch zur
Berechnung von Grenzwerten verwenden. Wir behaupten zum Beispiel:

lim V7 (VAT - Vi) = & bow. limn<1—\/(1—a)<l—b>>=a+b.

Hierbei sind im zweiten Fall a und b positive reelle Zahlen, und die betrachtete Folge ist nur fiir
hinreichend grofie n definiert. Das erste Resultat 148t sich mit einem kleinen Trick ermitteln. Wegen

Vn(vn+1—+/n)=+/n

n+1-—mn 1

vi+1++vn  [n

1

+

+1
n

und der Stetigkeit der Wurzeln ist der erste Limes tatséichlich gleich 1/2. Bei der zweiten Folge fiihrt
derselbe Trick nach einigen Umformungen der Folgenglieder zu

b
a+b—a—
n

D0

woraus man wieder den Grenzwert ablesen kann.

8.9 Archimedisch angeordnete Korper und g - adische Entwicklungen

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir die archimedisch angeordneten Korper K einer intensiver-
en Untersuchung unterwerfen, die insbesondere ihre Stellung zum noch zu konstruierenden reellen
Zahlkorper deutlich machen wird. Hierbei steht der (zumindest fiir ¢ = 10) aus der Schule bekannte
Begriff der g—adischen Briiche im Vordergrund.

Wir formulieren die relevanten Aussagen ohne weitere Umschweife als Satz. Man beachte hierbei,
dafl K als angeordneter Korper den rationalen Zahlkorper als angeordneten Unterkorper enthélt.
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Satz 8.19 Fliir einen angeordneten Korper K sind die folgenden Aussagen dquivalent :

i) K ist archimedisch.

ii) Fir jedes a € K mit |a| < 1 gilt lim o/ = 0.
j—o0

iii) Flir jede natirliche Zahl g > 2 besitzt jedes positive Element a € K eine Darstellung (g—adische
Bruch-Entwicklung)

[ee]
azZakgfk, teZ, a,€{0,1,....,9 —1}CN.
k=t

iv) Jedes Element a € K ist Limes einer in K konvergenten Folge von rationalen Zahlen.
v) In jedem Intervall (a,b) CK mit a < b gibt es Elemente von Q.

Zusatz In iv) kann die Folge rationaler Zahlen sogar monoton aufsteigend gewdhlt werden.

Beweis. Die Implikation i) = ii) haben wir schon weiter oben als Folgerung 7.10 notiert.

ii) = iii) Wegen lim g7 = 0 ist lim ¢/ = oo. Also gibt es zu vorgegebenem a > 0 eine
j—o0o j—o0

eindeutig bestimmte ganze Zahl ¢ mit ¢=¢ < a < ¢g~‘*!. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl

ag€{1,...,9 — 1}, s0daB auch asg~* < a < (ag + 1)g7% < g~“*! und also

L —£

0<a—-—ag " <g

Ist ) := a — apg~! = 0, so sind wir schon fertig. Im anderen Fall gibt es eine eindeutig bestimmte

Zahl k > ¢ mit g% < o < g=*+1 und ein Element ay € {1,...,g9 — 1},s0daB apg™* < oV <
(ax + 1)g=% < ¢g7**! und damit

0<a® :=ab - arg ¥ =a — (awif + akgfk) <g*.
Induktiv fortfahrend gewinnt man die gewiinschte g—adische Bruchentwicklung, die nach Konstruktion
und der Voraussetzung ii) gegen a konvergiert.

iii) = iv) Man braucht fiir positive a¢ nur die Partialsummen einer g-adischen Entwicklung zu
wéhlen. Fiir negative a betrachtet man die Entwicklung fiir —a .

iv) = v) Der Mittelpunkt m := (a + b)/2 des Intervalls [a, b] erfiillt « < m < b. Da m beliebig
genau durch rationale Zahlen approximiert werden kann, gibt es Elemente ¢ € Q mit a < ¢ < b.

v) = 1) Essei K € K eine beliebige (positive) Schranke. Dann gibt es eine positive rationale Zahl
g=n/m,n,meN*" mit K <qg< K+ 1.Esfolgt K < q<n.

Es bleibt noch der Zusatz zu iv) zu begriinden. Fiir positive Elemente a ist die Behauptung aufgrund
des Beweises klar. Ist a negativ, so gibt es, weil K schon als archimedisch erkannt ist, eine natiirliche
Zahl n mit —a < n. Also ist a + n positiv und damit aufsteigender Limes von rationalen Zahlen.
Dies ist dann auch fiir a richtig. O

Bemerkungen. 1. Der Kérper R der reellen Zahlen wird gerade aus allen solchen Reihen (und ihren
Negativen) bestehen. Von daher ist klar (was im néchsten Kapitel genauer ausgefithrt wird), daf8 jeder
archimedisch angeordnete Korper in den Korper R ordnungstreu als Unterkorper eingebettet werden
kann und dafl der Koérper R (bis auf ordnungserhaltende Kérper—Isomorphie) eindeutig bestimmt ist.

2. Die Aussagen iv) und v) umschreibt man auch mit den Worten, dafl der Kérper der rationalen
Zahlen dicht in jedem archimedisch angeordneten Korper liegt. Dies steht in Ubereinstimmung mit der
Definition einer dichten Teilmenge eines metrischen Raumes, die in Kapitel 7 gegeben wurde.

Wir fiigen noch eine Abzdhlbarkeitsaussage als Konsequenz aus dem vorigen Satz an.
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Satz 8.20 Ist K ein archimedisch angeordneter Kérper, so ist fiir jedes offene Intervall I = (a, b) C
K mit a < b der Durchschnitt I N Q abzdhlbar (und damit I selbst immer unendlich).

Beweis. Als Teilmenge von Q ist der (wegen des vorstehenden Satzes nicht leere) Durchschnitt 7 NQ

hochstens abzéahlbar. ITNQ enthilt aber auch abzéhlbar unendlich viele Elemente ag < a; < ---. Hat
man némlich die (endliche) aufsteigende Folge ag,...,ar in I NQ schon konstruiert, so ist ar < b
und damit (ax, b)) NQ # 0. O

Eine g-adische Bruchentwicklung iii) ist insbesondere fiir jede rationale Zahl moglich. Es ist wohl-
bekannt, dafl genau die schliefslich periodischen Entwicklungen die rationalen Zahlen darstellen. Hierbei
heift ein solcher Bruch

a:Zakg*k, teZ, a,€{0,1,....,9 —1}CN,
k=t

schlieSlich periodisch, wenn es ganze Zahlen m > ¢ und n > 1 gibt mit
Gj+n = a firalle £ > m.
Ein minimales n mit dieser Eigenschaft nennt man die Periode der Entwicklung.

Satz 8.21 Ist K ein archimedisch angeordneter Kérper, so ist ein positives Element a € K genau
dann eine rationale Zahl, wenn fir ein g eine der g—adischen Entwicklungen schlieflich periodisch ist.
Dies ist dann sogar richtig fiir alle g und jede der (im wesentlichen eindeutig bestimmten) g—adischen
Entwicklungen.

Zur Bequemlichkeit des Lesers fiigen wir den leichten Beweis an.

1. Es sei zunéchst a ein Element mit einer schliefllich periodischen Entwicklung. Dann haben wir mit

den rationalen Zahlen
m+n—1

m—1
b= arg®, c= Y ag”
k=t k=m

die durch Klammern in der urspriinglichen Reihe entstehende Entwicklung @ = b+ c+cg™™ + cg™ 2" +
-+ also ist aufgrund der Konvergenz der geometrischen Reihe:

7=0
2. Es sei umgekehrt a = p/q eine positive rationale Zahl in K und g > 2 eine fest vorgegebene

natiirliche Zahl. Ohne Einschrinkung sei a < 1, also p < ¢. Wir fithren nun sukzessive den folgenden
Prozefl mit Hilfe der euklidischen Division nach ¢ mit Rest aus:

p=20-qg+r, 0<r <gq,
gri = a1-q + 12, 0<r <g,
gry = ap-q + 11, 0 <11 < g

etc.. Nach Konstruktion ist klar, dafl die nichtnegativen Zahlen aj kleiner als g sind und 0, aqasas . ..
eine g-adische Entwicklung von a darstellt. Nun kénnen die Reste r; aber nur die endlich vielen
Werte 0 bis ¢ — 1 annehmen. Infolgedessen gibt es natiirliche Zahlen m, n > 1 mit r,, = Tmin,
und hieraus folgt sofort die schliefliche Periodizitit dieser Entwicklung.

3. Es ist unmittelbar klar, daf} es stets eine g—adische Entwicklung gibt, die nicht schlieflich periodisch
ist mit der Periode 1 und ax = g — 1 fiir grofle k. Denn es ist ja

(g—l)zg”“:(g—l);zg-
k

_ g1
=0 1 g
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Eine solche Entwicklung ist sogar, wie man leicht sieht, eindeutig bestimmt. Die Mehrdeutigkeit der
g—adischen Entwicklung ist also vollig iiberschaubar. Insbesondere dndert sie iiberhaupt nichts an ihrer

schlieSlichen Periodizitét. O



Anhang: Der allgemeine Vervollstindigungssatz

Es sei Kg ein angeordneter Korper und d: X x X — K eine Metrik auf der Menge X . I. a. braucht
X nicht vollstéindig zu sein in dem Sinne, daf jede Cauchy—Folge in X gegen einen Punkt a € X
konvergiert. Wir wollen i. f. auf einheitliche Weise eine , Vervollstindigung“ X von X zusammen mit
einer Vervollstdndigung Ky von K und eine Fortsetzung d: X x X — Ky der Metrik konstruieren.

Es bezeichne zu diesem Zwecke in diesem Anhang Cx die Menge der CAUCHY—Folgen (manchmal
auch Fundamentalfolgen genannt) in X bzgl. d; eine Folge ¢ = (z;);en von Elementen in X ist also
ein Element von Cx genau dann, wenn es fiir alle ¢ > 0 in Ky ein N = N (e) € N gibt, so da§
d(xzj, x) < € fir alle j, k > N. (Man beachte, dafl wir weiter oben auch CFx anstelle von Cx
geschrieben haben).

Bemerkung. Ist X = K ein bewerteter Korper mit dem angeordneten Korper Ky als Bewer-
tungskorper, z. B. also K = K, mit dem Betrag als Bewertung, so definiert die Bewertung | - |
eine Metrik auf K:

d(l’,y):|$—y|, xayeKv

fiir die Cx genau aus den Cauchy—Folgen in K besteht. Entsprechend hat man unter der vorigen
Voraussetzung fiir einen normierten K—Vektorraum V' die durch die Norm erklédrte Metrik

dw,w) = ||v—-w|, v,weV.

In all diesen Féllen ist die Vervollstandigung bzgl. dieser speziellen Metrik gemeint.

Ist der metrische Raum X wollstindig, so kann man ihn als Menge im wesentlichen mit dem Raum
Cx seiner Cauchy-Folgen ,identifizieren“. Man hat in diesem Falle ja die kanonische Abbildung, die
jeder Cauchy—Folge ihren Grenzwert zuordnet:

{ CX — X

£ = (zj) — limj_, o x;

Diese Abbildung ist surjektiv, da jedes Element x € X Grenzwert der konstanten Folge x; := x ist.
Selbstverstéindlich ist sie i. A. nicht injektiv. Man macht sich sofort klar, dafi zwei Folgen & und ¢
genau dann dasselbe Bild haben, also denselben Grenzwert besitzen, wenn die Folge d (z, z7/) in Ko
gegen Null konvergiert. Somit ist tatsédchlich X bijektiv zu dem Raum der Restklassen von Cx modulo
der hierdurch vermittels der Metrik d definierten Aquivalenzrelation.

Ist der Raum nicht vollstéindig, so gibt es Cauchy—Folgen, die nicht konvergent sind. In einer wie
auch immer gearteten ,,Vervollstiandigung“ sollten sie aber konvergieren. Es ist daher vollig natiirlich,
diese Folgen selbst (in geeigneter Weise) zu dem Raum X hinzuzunehmen. Dies kann nun genau wie im
vorigen Abschnitt geschehen, da der dort betrachtete Restklassenraum fiir beliebige metrische Rdume
konstruiert werden kann.

Lemma 8.22 st (X, d) ein Ko—metrischer Raum, so wird auf Cx durch
& ~gn = d(zj, y;) ist eine Nullfolge in Ko, & = (z;), n = (y;5),
eine Aquivalenzrelation erklirt.

Beweis. Die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation ergeben sich sofort aus d (zj, z;) =0, d(y;, ;) =
d (), y;), 0 < d(wj, 2;) < d(zj, y5) + d(ys %) 0

Definition. Die Vervollstindigung X des Ko-metrischen Raumes (X, d) wird (als Menge) definiert
durch _

X = Cx/ ~d -
Lemma 8.23 Es gibt eine kanonische Injektion X < )~(, bzgl. der wir X als Teilmenge von X
auffassen konnen : X C X . X ist genau dann vollstindig, wenn diese Abbildung bijektiv ist.



134 Teil II: Grundlagen der Analysis

Beweis. Wir ordnen wie oben = € X die konstante Folge (z; = z) € Cx zu und schreiben z fiir die
Restklasse in X . Es ist Z = y genau dann, wenn d(z, y) = 0, also = y. Die letzte Behauptung
wurde oben schon gezeigt. |

Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent zum selben Limes. Damit unsere obigen Vor-
stellungen Bestand haben, sollte jede Teilfolge einer Cauchy-Folge denselben Punkt wie die Ursprungs—
Folge in X ergeben. Dies ist tatsdchlich der Fall:

Lemma 8.24 FEine Cauchy-Folge (x;) ist zu jeder ihrer Teilfolgen (x,,) dquivalent.

Beweis. Nach Voraussetzung ist bei vorgegebenem positivem e € Ky der Abstand d (z;, zx) < € fiir
alle j, kK > N = N (¢). Fiir die Teilfolge, die automatisch die Cauchy-Eigenschaft erbt, ist n; > j
fir alle j und damit d(z;, z,,) < € fiiralle j > N. O

Man gewinnt aus diesem Ergebnis noch einmal die uns fiir Folgen in angeordneten Kérpern schon
bekannte Tatsache:

Folgerung 8.25 Besitzt eine Cauchy—Folge eine konvergente Teilfolge, so ist sie selbst konvergent, und
beide Grenzwerte stimmen tberein.

Beweis. Ist a der Grenzwert der Teilfolge, so ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus der
Abschétzung d(zj, a) < d(vj, p;) + d(2n;, a). O

Als néchstes miissen wir uns darum bemiihen, den Nachweis zu erbringen, daf} sich alle relevanten
Strukturen auf die Vervollstindigungen ausdehnen lassen. Als erstes betrachten wir einen (angeordneten
oder bewerteten) Korper K und konstruieren auf K eine mit K kompatible Kérperstruktur.

Offensichtlich ist die Summe

E+n=(z; +y), &= (25),n=(y5)
von Cauchy—Folgen wieder ein Element in Cgx. Wir haben frither bewiesen, dafl Cauchy—Folgen be-
schrankt sind. Aus der Ungleichung
(x) |25y — wrye | < lzglly; — wel + [2; — x| [k
folgt dann auch & -7 := (z;y;) € Ck . - Es folgt

Satz 8.26 Ck ist ein kommutativer Ring bzgl. der Addition und Multiplikation von Cauchy—Folgen.
Ck ist sogar ein K-Vektorraum vermdge c§ = c(x;) = (cxj), also eine K-Algebra.

Wir miissen uns weiter davon iiberzeugen, daf unsere Aquivalenzrelation mit dieser algebraischen
Struktur vertriiglich ist und der Restklassenring tatsichlich die Axiome eines Korpers erfiillt. Dazu
formulieren wir die obige Aquivalenzrelation im Falle eines bewerteten Korpers K um:

(xj) ~a (y;) <= |z; — y;| ist eine Nullfolge in Ko
<= x; — y; ist eine Nullfolge in K.
Es sei Ng C Ck die Menge der Nullfolgen. Da die Summe von Nullfolgen und das Produkt einer

Nullfolge mit einer beschrinkten (insbesondere Cauchy—) Folge wieder Nullfolgen sind, wie man erneut
mit (x) sieht, erhalten wir sofort die Aussagen des folgenden Satzes.

Satz 8.27 Ng ist ein Ideal in Cx ; insbesondere trigt K = Cx /Nk die Struktur eines kommutativen

Ringes mit 1. Die Einbettung K — K ist ein Ringhomomorphismus. K ist sogar ein Kdorper, und K
ist ein Unterkorper von K. Es gilt K = K genau dann, wenn K wvollstindig ist.
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Beweis. Nur die Aussage, daf K einen Korper bildet, bedarf einer Begriindung. Es sei { = (z;) € Ck,

und E sei nicht das Nullelement in H~{, d. h. der Représentant (z;) ist keine Nullfolge. Da wir wegen
Lemma 24 zu Teilfolgen iibergehen diirfen, kénnen wir annehmen, daff es ein g > 0 gibt mit |z; | > &g

1
fiir alle 5 € N. Die Folge <yj = > ist dann ebenfalls eine Cauchy—Folge wegen
Lj

1 1 Tj — T -
|yj*yk|:***:y§f(|xj*$k\’ K =¢g7,
zj Ty EZNES
und wegen z;y; = 1 ist €7=1in K mit n = (y5) - a

Bemerkung. Ein kommutativer Ring R mit 1 ist genau dann ein Korper, wenn R nur die trivialen
Ideale 0- R und R = 1- R besitzt. Daraus folgt sofort, daf der Quotient R/a nach einem Ideal a
genau dann ein Korper ist, wenn dieses echt in R enthalten und mazimal ist, d. h. ist b ein weiteres
Ideal von R mit a C b, soist b = a oder b = R. Die obige Aussage ist also gleichwertig zu dem
Satz, dafl das Ideal Mg C Cx maximal ist.

Ist nun der Korper K = Ky zusétzlich angeordnet, so miissen wir auf seiner Vervollstdndigung K
eine Anordnung finden, die die gegebene Anordnung fortsetzt. Dies ist tatséchlich _auf genau eine Weise
moglich. Zur Vorbereitung nehmen wir an, dal K, schon vollstdndig ist, also Ky = Ky gilt. Dann
repréasentiert eine Cauchy-Folge (z;) eine positive Zahl € Kq, d. h. konvergiert gegen eine solche,
wenn es ein g9 > 0 gibt, so dafl fast alle Folgenglieder grofler oder gleich €y bleiben. Dafl dies auch
im Allgemeinfall eine verniinftige Bedingung ist, wird eine Konsequenz aus dem folgenden Lemma sein.
Wir bezeichnen die Bedingung der Kiirze halber fiir einen kurzen Moment mit (+).

Lemma 8.28 Es sei K = Ky ein angeordneter Korper. Dann sind fiir Elemente EE K die folgenden
Aussagen dquivalent :

i) Es gibt einen Reprdsentanten (x;) € Ck von ¢, der (+) erfillt ;

ii) alle Reprisentanten von & erfillen (+) .

Beweis. Es sei (+) fiir den Représentanten (z;) mit go erfiillt, und (y;) sei ein weiterer Reprisentant.
Dann ist fiir hinreichend groes N € N der Betrag von z; — y; kleiner als (/2 fiir alle j > N und
damit auch y; > e¢/2 fir fast alle j. O

Wir geben nun die folgende

Definition. Es sei P C K die Menge aller Elemente, die einen Représentanten mit (+) besitzen.

Es ist zu zeigen, daf3 P ein Positivititsbereich ist und die damit definierte Anordnung diejenige von
K fortsetzt. Mit anderen Worten:

Satz 8.29 P induziert eine Anordnung auf ]K, die diejenige von K fortsetzt. K st genau dann
archimedisch angeordnet, wenn dies fiir K der Fall ist.

Beweis. Die Null in P wird von der trivialen Folge xz; = 0 représentiert und liegt deshalb weder in
P noch in —P. Ebenso klar ist PN (—P) = . Also ist die Vereinigung P U {0} U (—P) disjunkt.
Es ist noch zu zeigen, dafl jedes Element von K in einer dieser drei Mengen liegt. Sei dieses nicht das
Nullelement; dann wird es représentiert durch eine Cauchy-Folge (x;), die keine Nullfolge ist. Wie im
Beweis zu Satz 27 sieht man, daf} es eine Teilfolge, also nach Lemma 24 einen anderen Reprisentanten
7’ des Elementes gibt, so daf fiir diesen oder sein Negatives die Bedingung (+) erfiillt ist.

Der Nachweis fiir die Inklusionen P+ PcCPund P-P C P ist reine Routine; somit ist P ein
Positivititsbereich auf K. Die Forsetzungseigenschaft bedeutet einfach, dal P N K = P. Da man
Elemente in K C K durch konstante Folgen repriisentieren kann, ist die Aussage evident. O

Wir wollen noch zeigen, daf§ die gewiihlte Fortsetzung der Anordnung die einzig mogliche ist. Hierzu
benutzen wir, dafl der Korper K dicht in K liegt. Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus dem
nachstehenden préziseren und allgemeineren Ergebnis.
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Satz 8.30 Zu jedem positiven € € K gibt es ein ¢ € K mit 0 < ¢ < €. Wird das Element £ € K
durch die Cauchy—Folge (x;) reprisentiert, so gilt

klggo =&
wobei die Elemente xy € K in der tiblichen Weise als Elemente in K aufzufassen sind.

Beweis. Nach Voraussetzung wird € représentiert durch eine Cauchy-Folge (g;) mit e; > 2¢ fiir ein
geeignetes positives Element ¢ € K. Nach Definition ist € — & > 0.

Zum Beweis der Konvergenzaussage kénnen wir uns daher auf die Betrachtung von positiven ¢ € K
beschrénken. Zu einer solchen Zahl gibt es ein N € N mit |z; — 25| < ¢/2 fur alle j, k > N . Dies
impliziert fiir diese j und k:

Tj —xp + > €/2.

Per definitionem bedeutet das bei festgehaltenem k£ > N, dafl
& —zp+e>0,also & —zp > —¢€.
Durch Vertauschen der Rollen von j und k ergibt sich die Behauptung. O

Diese Dichtheitseigenschaft von K in K hat mannigfache Konsequenzen. Wir beginnen mit der
einfachen

Folgerung 8.31 Der Korper K ist genau dann archimedisch angeordnet bzw. besitzt genau dann nicht-
triviale Nullfolgen, wenn die entsprechende Eigenschaft auf K zutrifft.

Beweis. In Bezug auf das Archimedische Axiom ist eine Richtung trivial: Ist K nichtarchimedisch, also
die Folge der natiirlichen Zahlen in K beschrinkt, so gilt dies erst recht in K. Ist umgekehrt Kg
archimedisch angeordnet und sind 0 < &, 7 vorgegeben, so wihle ein ¢ € K mit 0 < ¢ < &n~' und
eine natiirliche Zahl n mit ne > 1. Dann ist n{ > 7. Besitzt K eine nichttriviale Nullfolge (g;),

so gibt es zu vorgegebenem & > 0 in K ein kleineres positives € € K und damit ein N € N mit
lej| < e < € fir alle j > N . Ist umgekehrt (¢;) eine nichttriviale Nullfolge in K, so gibt es nach
der zweiten Aussage im vorstehenden Satz Elemente ¢; € K mit |€;(/2 < ¢; < 3|€;|/2; diese bilden

eine nichttriviale Nullfolge in K. O

Uberraschenderweise stellen wir nun fest, daf angeordnete Koérper, die nur triviale konvergente
Folgen besitzen, vollstindig sind (was wir im Fall der nonstandard reellen Zahlen noch einmal im
Anhang zu Kapitel 9 begriinden werden). Man mag solche Kérper von daher generell als ungeeignet fiir
die Analysis ansehen, was aber zu kurzsichtig wire. Stattdessen sollte man in diesen Fillen den Begriff
der Cauchy—Vollstindigkeit aufgeben zugunsten eines Vollstdndigkeitsbegriffes, der auf Filtern statt auf
Folgen basiert (siche den Anhang zu Kapitel 7).

Folgerung 8.32 Angeordnete Kérper K ohne nichttriviale Nullfolgen sind vollstindig : es gilt stets
K =K.

Beweis. Jede Cauchy—Folge (a;) in K gibt Anlafl zu einem Element in ]K, das Grenzwert der Folge

a; ist. Da mit K auch K keine nichttrivialen Nullfolgen besitzt, ist die Ursprungsfolge schliellich
konstant, also konvergent. O

Definition. Es sei ein angeordneter Korper K gegeben. Ein angeordneter Oberkoérper I von K heif3t
ein vollstindiger Abschluff von K, wenn IL vollstéindig ist und K dicht in L liegt.

Besitzt der Koérper K keine nichttrivialen Nullfolgen, so ist L. = K eine solche vollsténdige Hiille.
Wir machen uns daher in diesem Fall keine weitere Gedanken, ob noch andere vollstandige Hiillen
existieren. (Verlangen wir statt der Dichtheit von K in L, dal jedes Element in L. Grenzwert einer
Folge in K ist, was ja auch fiir die Vervollstdndigung K richtig ist, so sieht man leicht ein, dafl im
vorliegenden Fall nur . = K in Frage kommt. Allerdings ist ebenso leicht zu verifizieren, dafl mit
K auch L keine nichttrivialen Nullfolgen besitzen kann, so dafl Dichtheit a priori eine schwichere
Bedingung als ,,Folgendichtheit“ bedeutet).

In dem uns zentral interessierenden Fall gibt es jedoch eine befriedigende Antwort.
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Satz 8.33 Besitzt der Korper K die Eigenschaft (x), so ist jede Hiille L. K-isomorph zu K.

Beweis. Da K in LL dicht liegt, liegen Elemente von K in dem Intervall (0, £) fiir positives £ € L. Wie
im Beweis zu Folgerung 31 sieht man sofort, da mit K auch L nichttriviale Nullfolgen besitzt und jedes
Element in I Grenzwert einer Folge in K ist. Dies ist dann eine Cauchy-Folge, die somit ein Element in
K definiert, und die Zuordnung ist unabhéngig von der Auswahl der Folge. Die resultierende Abbildung
L — K ist selbstverstidndlich ein Kérper-Homomorphismus, der auf K die Identitét darstellt, also nicht
trivial und somit injektiv ist. AuBerdem respektiert er automatisch die Anordnung. Somit bleibt nur
noch die Surjektivitiat zu beweisen. Nun wird aber jedes Element in K durch eine Cauchy—Folge in K
représentiert, die (wegen der Dichtheit von K in L) auch eine Cauchy—Folge in L bildet und damit dort
konvergiert. Der Grenzwert wird unter dem oben konstruierten Homomorphismus auf das vorgegebene
Element in K abgebildet. O

Bemerkung. Wir haben somit gezeigt, daf} es bis auf Isomorphie héchstens eine vollstéindige Hiille geben
kann. Zum Nachweis, daf} es auch tatsiichlich eine solche gibt, miissen wir noch die Vollsténdigkeit von
K zeigen. Dies wird am Ende dieses Kapitels in dem allgemeineren Rahmen der Vervollstdndigung von
Ko—metrischen Raumen ausgefiihrt.

Zuvor wollen wir jedoch erst noch bewertete Koérper und normierte Vektorrdume iiber solchen
Korpern genauer betrachten. Fiir einen bewerteten Korper K mit Wertekorper Ko sollte es moglich
sein, der Vervollstdndigung K die Struktur eines bewerteten Korpers mit Werten in Ko aufzupragen.
Entsprechendes sollte uns fiir K-Vektorrdume V mit einer Norm mit Werten in Ky gelingen. - Wir
erinnern zunéchst an die Definition.

Definition. Eine Norm auf dem K-Vektorraum V ist eine Abbildung V 3 v — ||v| € Ko mit den
Eigenschaften:

i) |lv]] 2 0und ||v]] =0<«<= v =0.
i) [ Avll =[x [vll-

iii) flor 4+ va || < [Jor ]l + [zl

Der Beweis der folgenden beiden Sétze kann weitgehend parallel vonstatten gehen.

Satz 8.34 Ist K ein bewerteter Korper, so besitzt sein Oberkorper K eine Bewertung mit Werten in
Ko , die die Bewertung von K fortsetzt. Wird das Element T € K durch die Cauchy-Folge (z;) in K
reprasentiert, so gilt bzgl. dieser fortgesetzten Bewertung

lim z; = 2.
]—)OO

Satz 8.35 FEs sei V die Vervollstindigung des normierten K—Vektorraums V' mit Norm [[v | € Ko .
Dann lifit sich auf V die Struktur eines K- Vektorraumes mit Norm in ]KO erkliren, so daf$ gilt :

a) V st ein Untervektorraum von V, aufgefafft als K—Vektorraum.
b) Die Norm auf V st eine Fortsetzung der Norm auf V .

Wird das Element © € V durch die Cauchy-Folge (v;) in V reprasentiert, so gilt bzgl. der fortgesetzten
Norm :

lim v; = v.
_]—)OO

Beweis. Wir geben nur die wichtigsten Schritte an. Da mit (v;) € Cy auch ¢(v;) = (cv;), ¢ € K, eine
Cauchy-Folge ist und entsprechendes fiir Nullfolgen und konvergente Folgen gilt, erhélt man sofort eine
K-Vektorraumstruktur auf V', und V C V ist ein K-Untervektorraum. Die K-Algebrastruktur auf K
und die K—Vektorraumstruktur auf V' erhélt man aus der Gleichung (x) bzw. ihrer Verallgemeinerung
auf Vektorrdume:
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(xx) lejv; — ewvrll < lejlllvg —oell + lej — er | vkl

Aus ||v2|| = || (v2 — v1) + v1|| < |Jva — v1 ]| + ||v1 || und entsprechender Vertauschung von v; und
vy erhiilt man (wie auch bei Bewertungen)

ol = floz [l < lor = w2l -
Ist daher v := (v;) eine Cauchy-Folge in V', so ist (|| v;||) eine Cauchy—Folge in Ky ; also existiert
[0 := Tim [v; || € Ko,
und es gilt | o] = ||w], wenn (v; — w;) eine Nullfolge ist. Somit haben wir eine Fortsetzung der Norm

auf V' als Funktion von V' nach Ky erkldrt. Man iiberzeugt sich sofort davon, daf die Axiome i) und
ii1) erfiillt sind und ii) zumindest fiir ¢ € K richtig ist. Ist schlieBlich ¢ = lime¢; € ]K, ¢ €K, ve ‘7,
so gilt

lejo —avl = l(e; — e)oll = e — e[V

also konvergiert die Folge (c;U) gegen ein Element in 17, das wir mit ¢v bezeichnen. Es ist tatséichlich
von der Folge (¢;) unabhingig, und ist gleich dem schon definierten Element cv, wenn ¢ € K. Man

rechnet leicht nach, daf8 hierdurch V' ein K-Vektorraum wird, und es gilt mit ¢ = lim;_,o ¢;:

lev]l = lim [le;of = lim [¢;|[|o] = [e[]o] -
j—o0 j—o0

Ist & € Ko positivund 0 < ¢ < & cin Element in Ko, so gilt nach Voraussetzung v, — vl < e
fiur alle j, k > N und folglich

|V — vl = lm ||v; — o] <e <€ fir ale kE> N. O
j—o0

Bemerkung. Der letzte Satz wird meist in der Situation angewandt, dafl der Grundkérper K gleich R
oder C, also selbst schon vollstdndig ist. In diesem Fall ist die Vervollstindigung V automatisch ein
vollstdndiger K—Vektorraum. Man kann ebenso wie fiir angeordnete Korper die Eindeutigkeit dieses
Prozesses nachweisen.

Indem wir daran erinnern, daf ein vollsténdig normierter reeller oder komplexer Vektorraum auch ein
BANACH-Raum genannt wird (und endlich—-dimensionale normierte reelle und komplexe Vektorrdaume
stets Banach—Réume sind), kénnen wir formulieren:

Satz 8.36 Jeder reelle oder komplexe (unendlich—dimensionale) normierte Vektorraum lifit sich dicht
in einen (bis auf geeignete Isomorphie eindeutig bestimmten) Banach—Raum einbetten.

Wir sind dem Leser noch immer den Beweis schuldig, dal die Vervollstéindigung von angeordneten
und bewerteten Koérpern oder normierten Vektorrdumen tatséchlich vollsténdig ist. Dies soll nun im
allgemeineren Rahmen von Kg-metrischen Réumen nachgeholt werden. Wir bemerken dazu zuerst,
daf} in den vorstehenden Féllen die von der Bewertung oder der Norm induzierte Metrik d (v, w) :=
| — w| die stetige Fortsetzung der entsprechenden Metrik auf V' ist:

d (v, w) zjli>r<r>10|\vj—wj|\, UZjli{r;Ovj,w:leHolcwj, vj, wj €V .

Wir zeigen jetzt, daB sich jede Ko—Metrik d: X x X — Kj zu einer Abbildung d: X xX — H,{vo
fortsetzen 1a8t.

Satz 8.37 Es gibt eine kanonische Abbildung d: X x X — }Kvo , die das folgende Diagramm kommu-
tativ macht :
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X xX

Ko

)ZX)ZV ~ KO
d

Beweis. Wir ordnen zwei Folgen ¢ = (z;) und n = (y;) in Fx die Folge d (&, n) = (d(z;, y;)) €
Fi, zu. Als erstes zeigen wir:

1. Sind &, n €Cx,soist d(& n) € Ck, . Denn mit Hilfe der Dreiecksungleichung ergibt sich
d(zj, y5) < d(zj yr) + dys, ye) < d(@e, ye) + d(zg, ) + d(y; yr)

und, durch Vertauschung der Indizes j und k:
€
[d(zj, y;) = d (@, yu) | < dxg, @) + d(y;, y) < 25

fiir alle j, k > N = N (e).
2. Ist § ~q &, soist d(¢',n) ~d(§,n) in Ck,. Denn die Abschitzungen d (2%, y;) < d(z;, o) +
d(xj, y;) und d(zj, y;) < d(zj, o) +d (2}, y;) implizieren

|d (2}, y5) — d(xg, y5) | < d(xy, 7)) < e

fir alle j > N = N (e).
Es ist somit die Abbildung d: Xx X — H/{B

J(g? 77) = d(£7 77) € KO = CKO/NKO
wohldefiniert, und sie setzt offensichtlich die Metrik d fort. O

Es bleibt noch zu zeigen, dafl die Fortsetzung d: X xX — ]Ii(vo eine Metrik auf X ist. Wie nicht
anders zu erwarten, gilt wesentlich mehr.

Satz 8.38 Ngl': XxX — ]K:) ist eine Metrik auf X , die die Metrik auf X fortsetzt. Der metrische
Raum (X, d) istvollstindig, und X liegt (folgen—) dicht in X , d. h. zu jedem T € X gibt es eine Folge
x; € X mit T = limj_,o ;. Genauer gilt: Ist T die Restklasse einer Cauchy-Folge (x;)jen, ©; € X,
so gilt
z = lim z;.
j—}OO

Konvergenz und Cauchy—FEigenschaft von Folgen in X braucht man nur bzgl. positiver Elemente in Ky
zu testen. X ist bis auf kanonische Isomorphie der einzige metrische Raum mit diesen Figenschaften.

Bemerkung. Die Vervollstindigung R := @ von Q bzgl. der natiirlichen Anordnung ist also ein
vollstdndig archimedisch angeordneter Korper, in dem Q dicht liegt. Es gilt in R

lim z; = a
Jj—o0

genau dann, wenn es fiir jede rationale Zahl ¢ > 0 ein N = N (¢) gibt mit |z; — a| < ¢ fiir alle
j > N.Da 1/n eine Nullfolge in Q ist, reicht sogar die Existenz von Zahlen N,, mit

1
|z; —a|l < — firalle j > N, .
n
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Beweis (Satz 38). Es sei € € Ko positiv und ¢ € Ko so gewdhlt, dal 0 < ¢ < €. Da (z;)jen eine
Cauchy—Folge in X ist, gibt esein N = N (¢) € N mit

d(zj,zx) < e, j, k>N.

Es sei nun 7 € X die Restklasse der Folge (), und x) bezeichne das Bild von z in X 5 X . Dann
wird der Abstand von Z und 7z gegeben durch die Restklasse der Folge

(d(xj, x))jen, Kk fest

in Ko . Nun besteht aber fiir alle j, k > N = N (e) die Ungleichung ¢ — d(z;, xx) > €/2, und damit
hat man ¢ — d(Z, xz) > 0,d. h. d(7, xx) < € < € fiir alle kK > N (¢). Somit ist

lim z, = 7.
k—o0

Es sei nun (z;),en eine Cauchy-Folge in X . Wir miissen zwei Fille unterscheiden.

1. In I[EB gibt es eine Folge (¢;) mit €; > 0 und lim; ,o ¢; = 0. In diesem Fall gibt es zu jedem
e >0in Ky ein N = N (¢) mit

& ~ —~
g < = d(l‘j,l‘k) <

£
3 3
fir alle j, & > N, und zu festem j fir z; € X ein z; € X mit E(@, zj) < g;. Es folgt fir alle
j, k> N:

~ ~ ~ ~ ~ — € €
d(zj, ) = d(zj, xp) < d(zj, ;) + d(zj, %) + d(zx, 7)) < €5 + 3 + e < 3§ = e,

d. h. die Folge (z;)jen ist eine Cauchy-Folge in X und definiert deshalb ein Element z € X . Nach
dem ersten Teil des Satzes gibt es zu jedem & > 0 in Ky ein N = N (€), so dal

s d(il?j, f) <

, 3> N.

| )
| )

g; <

Daraus folgt fiir j > N:

d(z;, 7) < d(zj,z;) + d(zj,T) < g5 +

d. h. die Folge (z;) konvergiert gegen = € X.

2. Im anderen Fall ist d (x}, Tj+1), da dies eine nichtnegative Nullfolge in H/(O ist, gleich Null fiir fast alle
j . Dann ist die Folge (z;) konstant bis auf endlich viele Indizes und damit trivialerweise konvergent.

Die Eindeutigkeitsaussage beweist man wie im Fall angeordneter Korper; die Einzelheiten seien dem
Leser iiberlassen. O

Wir wollen zum Abschlufl dieses Anhangs einen ,unvollstéindigen“ normierten R—Vektorraum ganz
konkret mit den vorher entwickelten Mitteln ,vervollstindigen“. Es wird sich dabei um den unendlich
dimensionalen euklidischen Rawm handeln, der auch als HILBERTscher Folgenraum ¢? bekannt ist und
in seiner komplexen Form E(% z. B. eine wichtige Rolle in der Quantentheorie spielt. Wir erinnern uns
dazu (siehe Kapitel 5) an den Raum der endlichen oder besser abbrechenden Folgen

Abb™ (N, R) ¢ Abb (N, R) =: Fg ,

also der reellen Folgen £ := (z,)nen , deren Glieder z,, fast alle Null sind. Betrachten wir die unendliche
Kette R € R? C R3 C -+ von Vektorrdumen R"*! mit den Koordinaten (zo,...,x,), wobei R" C
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R"*! durch die Gleichung x,, = 0 beschrieben werde, so ist der Raum Abbfin (N, R) nichts anderes
als die abzéhlbare Vereinigung

R := G R+
n=0

mit der offensichtlichen R-Vektorraum—Struktur. Da aber das euklidische Skalarprodukt auf R™+!
durch Einschrinkung das Skalarprodukt auf R™ induziert, existiert auch auf R*° ein verallgemeinertes
euklidisches Skalarprodukt

<£17 §2> = Z Tin L2n , gj = (-rjn)neN ;
n=0

das zu einer Norm auf R*° Anlaf} gibt:

1€l =

Man beachte hierbei, dafl alle auftretenden unendlichen Summen tatsichlich endlich sind. Selbst-
verstidndlich bleibt auch die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung erhalten:

(& &) [ < (& ll2[1€2 2 -

Mit dieser Norm ist R*>® aber nicht vollstéindig. Um dies einzusehen, definieren wir die spezielle Folge
a® wobei a = (a, := 1/(n + 1)) ist und fiir eine Folge ¢ = (z,,) € Fr das Element ¢l € R
durch {,[f] =x,,n < k, {r[f] := 0, n > k, definiert werde. Da die Reihe >_ a2 konvergiert, gibt es
zu jedem ¢ > 0 ein N, so daB fiir alle k > j > N gilt:

k

. 1
lalh — a3 = Y —— <&,
m=j+1 (m+1)

Somit ist die Folge (al*!) ey eine Cauchy-Folge. Sie kann aber nicht in R> konvergieren, da offen-
sichtlich die Folge (& [k]) fiir ein festes £ € Fr genau dann in R* konvergiert, und zwar gegen &, wenn
¢ selbst schon eine endliche Folge war (siehe hierzu auch weiter unten).

Dieses Beispiel deutet darauf hin, dafl die Vervollstandigung von R*® bzgl. der euklidischen Norm als
R-Untervektorraum im Raum Fg aller Folgen realisiert werden kann. Dies ist tatséchlich der Fall und
soll als néchstes gezeigt werden. Wenn wir uns daran erinnern, dafl die Vervollstdndigung als Raum aller
Cauchy—Folgen modulo dem Ideal der Nullfolgen definiert wird, so miissen wir zwangsldufig zunéchst
Cauchy-Folgen (&x)ken, & = (Tkn)nen, in R studieren. Nun gibt es zu jedem & > 0 eine Zahl
N, so daf fiir alle 5, k > N und alle m < ¢ gilt:

14 00
(%) | Tjm = @ 2 < D0 @ = @ka [P < D |@jn — @ra | < €7
n=0 n=0

Damit sind alle Folgen (xj,)jen bei festem m Cauchy—Folgen in R, so da§ der Grenzwert z,, :=
lim; ;,, existiert. Wir koénnen damit jeder Cauchy-Folge (&x)keny in R™ auf eindeutige Weise die
Folge £ := (Zm)men € Fr zuordnen, und diese Zuordnung ist linear. Das gleiche Argument zeigt,
daf fiir eine Nullfolge (x)ren auch die Folgen (2jm,)jen Nullfolgen sind und damit die zugeordnete
Folge die triviale ist: ({x)ken — & = (0, 0,...). Mit anderen Worten: Der gesamte Untervektorraum
Nge der Nullfolgen wird auf die Null in Fg abgebildet. Es existiert somit eine natiirliche R-lineare
Abbildung -
Roe = C]Roc/./\/]Roo — JFr .

Wir beweisen als nichstes, dafl diese Abbildung injektiv ist, die Vervollstindigung von R*>° also
tatsdchlich als R-Untervektorraum des Raumes aller reellen Folgen realisiert werden kann, und miissen
zum Abschlufl diesen Unterraum genauer bestimmen. Die Injektivitéit der obigen Abbildung ist gleich-
bedeutend mit dem Inhalt des folgenden Lemmas.
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Lemma 8.39 Ist ({k)ren eine Cauchy-Folge in R® und x, = lim; x;, = 0 fir alle n, so ist
(&k)ken eine Nullfolge in R .

Beweis. Aus den Ungleichungen (x) gewinnt man bei festgehaltenem ¢ durch den Grenziibergang
j — oo fiir alle ¢ die Ungleichungen

¢
(xx) Z|xn—xkn|2§52, k>N,
n=0

¢
und damit in unserer speziellen Situation Z | Tn — O|2 < £2 fiir alle £ und alle K > N. Dies ist
n=0
Fade die Behauptung. O
Die Ungleichungen (xx) erlauben uns auch, den Unterraum R>® C Fg exakt zu beschreiben.
Ist ndmlich die Folge £ = (2, )neny im Bild von R> in Fr enthalten, so gibt es fiir eine geeignete
Cauchy—Folge (&k)ren eine Zahl K, so dafl insbesondere

¢

Z |z, — an\z < 1 firalle ¢.

n=0
Nun ist & = &k + (z — €k), und aus der Ungleichung 22 = (zxn + (0 — 2kn))? < 2(2%, +
(v, — Txn)?) folgt dann sofort fiir alle hinreichend grofien £, dafl

¢
doan < 2(léx 3 + 1)
n=0

Also muf} auch -
€05 = > a2
n=0

existieren, oder, wie man auch sagt, die Folge & = (z,,) quadrat—summierbar sein. Hat umgekehrt die
Folge £ diese Eigenschaft, so gibt es zu jedem € > 0 ein N, so dafl

k
in<52 fir alle j,k > N.
=J

Dies bedeutet gerade, daB die Folge der ,endlichen Abschnitte“ &Il von ¢ eine Cauchy-Folge in R™
bildet. Das dieser Folge zugeordnete Element in der Vervollstindigung, aufgefafit als Teilmenge von
Fr , ist selbstverstdndlich wieder €. Also stimmen als R—Vektorrdume die Vervollstindigung R und
der HiLBERTsche Folgenraum

%= {¢ = (zn)nen : Z 2 < o0}
n=0

iiberein. (Dafl der letztere tatséichlich ein Untervektorraum des Folgenraums ist, braucht nicht extra
gezeigt zu werden, da dies aus unserem Beweis mit folgt: R> ist ein Vektorraum und damit sein Bild
ein Untervektorraum des Folgenraums). Wir haben schlieflich noch die Fortsetzung der Norm zu be-
stimmen. Nach unserer allgemeinen Theorie ist aber die Norm eines Elementes in dem vervollstandigten
Raum gerade der Grenzwert der Normen einer approximierenden Folge aus dem Grundraum. Mit den
Bezeichnungen von eben ist also

€l = Jim [ €¥
— 00

und damit
oo oo 1/2
l€I3 =Y a2, also el = (Y a2)
n=0 n=0

Wir fassen zusammen:
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Satz 8.40 Auf dem Hilbertschen Folgenraum €2 wird durch

lele = (S 22)"

n=0

eine Norm definiert. Bzgl. dieser Norm ist (2 wollstindig und (kanonisch) isomorph zu der Ver-
vollstindigung des Raumes R (mit der verallgemeinerten euklidischen Norm || - ||2 ).

Bemerkungen. 1. Ganz entsprechend konstruiert man die Komplettierungen £, 1 < p < oo, von R*>
bzgl. der p—Normen als Unterrdume von Fg.Im Falle p = oo stellt man sofort fest, dafi ¢>° genau
aus den beschrdinkten Folgen besteht:

0 := {x = (xp)nen : die Folge (x,) ist beschriankt } .
Die Norm auf ¢*° ist gegeben durch

€]l = lim  max |z;|.

Dies ist nichts anderes als das Supremum der Folge (|z,|) : [|€]|cc = sup |z, | (siehe Kapitel 11).
neN

Offensichtlich hat man fiir alle 1 < p < ¢ < oo Inklusionen
b CPCltCNg CKFr CCrC ™.

Hierbei kommt ¢? C ¢9 von der JENSENschen Ungleichung (siehe Kapitel 14); die Inklusion ist echt.

Warnung. Pragt man ¢P die durch die Inklusion ¢P C ¢°° gegebene Mazimumnorm auf, so ist ¢P nicht
vollsténdig!.

2. Besitzt ein R—Vektorraum ein Skalarprodukt, so dafl er bzgl. der hierdurch definierten Norm
vollstdndig ist, so nennt man ihn auch einen HILBERT—Raum. Hilbert—R&ume sind also spezielle Banach—
Réume. Tatsichlich geht diese Bezeichnung zuriick auf den Raum ¢2, da dieser mit einem kanonischen
Skalarprodukt versehen werden kann: Wegen der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung ist fiir zwei Folgen
& = (z1n) und & = (29,) in £2 jede endliche Summe

N 2 N N
(Y lamaanl ) < (X 1adal) (X Iadal) <l &3

n=0 n=0 n=0
Somit ist die Reihe
oo
<§17 52) = Z Tin T2n
n=0

absolut und damit auch selbst konvergent (siehe Kapitel 10); sie definiert offensichtlich eine positiv—
definite Bilinearform auf ¢2, die die richtige Norm induziert.

3. Als Hilbert-Raum ist ¢? durch seine Eigenschaft der Separabilitit (bis auf Isomorphie) eindeutig
bestimmt. Dies fiihrt zu einer kanonischen Isomorphie ¢? = L? zum Hilbert-Raum L? der im Le-
besgueschen Sinne quadrat—integrierbaren Funktionen. Diese Tatsache hat zur Folge, dal die beiden
historisch beschrittenen Wege in die Quantenmechanik, ndmlich im Matrizen— bzw. im Wellenkalkiil,
vollig identisch sind.

Man kann im Ubrigen auch entsprechend iiber dem Korper der komplexen Zahlen arbeiten und
konstruiert so den komplexen Vektorraum

Z?C = {{ = (2n)nen € Fc : len|2 < oo},

n=0
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der mit dem HERMITEschen Skalarprodukt

(Giy o) =) Zinzan
n=0

versehen ist.



9 Axiomatische Beschreibungen der reellen Zahlen und einfa-
che Folgerungen

9.1 Aquivalente axiomatische Charakterisierungen des reellen Zahlkorpers

Die im Anhang zum letzten Kapitel durch Vervollstéindigung des rationalen Zahlkorpers konstruierten
reellen Zahlen besitzen eine Cauchy—vollstindige archimedische Anordnung. In den meisten Lehrbiichern
werden die reellen Zahlen aziomatisch eingefiihrt als ein (archimedisch) angeordneter Kérper, der ei-
nem weiteren Vollstindigkeitsariom geniigt. Wir zeigen sogleich, dafl einige der gebriuchlichen Axiome
dquivalent sind. Insbesondere sind damit die im folgenden Satz aufgefithrten Eigenschaften im Koérper
R giiltige Sétze. Am Ende des Kapitels beschéiftigen wir uns mit der Frage nach der Eindeutigkeit des
reellen Zahlkorpers.

Definition. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann bedeutet, wie wir im vorigen Kapitel schon
eingefiihrt haben, die Cauchy—Vollstindigkeit oder kurz Vollstindigkeit von K, daB jede Cauchy—
Folge einen (automatisch eindeutig bestimmten) Grenzwert in K besitzt. Das Prinzip der monotonen
Konvergenz besagt, dafl jede monoton aufsteigende, nach oben beschriankte Folge in K einen Grenz-
wert hat. Bei den Intervallschachtelungsprinzipien betrachtet man nicht leere abgeschlossene Intervalle
I; = [aj, b;] CK mit I; D I;141, j € N. Das starke bzw. schwache Intervallschachtelungsprinzip for-
dert, daBl deren Durchschnitt nicht leer ist, im zweiten Falle unter der zusétzlichen Voraussetzung, dafl
die Folge L; := b; — a; der Lingen der Intervalle I; gegen Null geht, so da3 dann der Durchschnitt
aller Intervalle gem#fl Lemma 8.7 genau aus einem Element besteht. Als Satz von Bolzano und Weier-
straf$ bezeichnen wir die Aussage, dafl man aus jeder beschrinkten Folge in K eine Teilfolge auswihlen
kann, die konvergiert.

Satz 9.1 Es sei K ein angeordneter Korper. Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:
i) K st archimedisch und (Cauchy—) vollstindig.

ii) In K gilt das Prinzip der monotonen Konvergenz.

)

ili) K st archimedisch, und es gilt das starke Intervallschachtelungsprinzip.
)
)

iv) K st archimedisch, und es gilt das schwache Intervallschachtelungsprinzip.

v) In K gilt der Satz von Bolzano—Weierstraf.

Die Beweise bieten keine besonderen Schwierigkeiten und kénnten somit dem Leser iiberlassen werden.
Der Vollstéandigkeit halber sollen sie ausgefiihrt werden.

i) = ii) Es geniigt, das folgende allgemeine Lemma zu beweisen:

Lemma 9.2 Jede monoton aufsteigende, nach oben beschrinkte Folge in einem archimedisch angeord-
neten Korper ist eine Cauchy—Folge.

Beweis (des Lemmas). Wire dies niimlich nicht der Fall, so kénnte man durch Ubergang zu einer
Teilfolge eine streng monoton aufsteigende, nach oben beschrankte Folge (z;)jen konstruieren mit
Tjy1 — T; > € mit einem festen g > 0. Somit wire xz; > xo + jeo fiir alle j € N; wegen der
Archimedizitit von K wiirde die rechte Seite aber jede vorgegebene Schranke fiir hinreichend grofie j
iibertreffen. Widerspruch! a

Bemerkung. Die Aussage des Lemmas haben wir im vorigen Kapitel indirekt bei der Konstruktion
von Wurzeln (Satz 8.15) verwendet. Dort hatten wir es mit einer nach unten beschrinkten monoton
absteigenden Folge () zu tun. Durch Ubergang zu der Folge (—z,,) ist dieser Fall aber mit abgedeckt.

ii) = iii) Wire K nicht archimedisch, so wire die Folge (j)jen beschrinkt, also konvergent und
damit eine Cauchy—Folge. Dann miifite aber z. B. (5 + 1) — j = 1 fiir grofile j kleiner als vorgegebenes
e > 0, also z. B. kleiner als ¢ = 1 sein. Widerspruch! Das starke Intervallschachtelungsprinzip folgt
unmittelbar aus dem Prinzip der monotonen Konvergenz durch Betrachtung der Folge der linken (oder
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rechten) Endpunkte der Intervalle I; .

iii) = iv) Trivial.

iv) = v) Essei m = (a + b)/2 der Mittelpunkt des Intervalls Iy = I = [a, b]. Dann mufl
mindestens eines der beiden Intervalle [a, m] bzw. [m, b] unendlich viele der Folgenglieder z,, ent-

halten. Bezeichnen wir dieses mit I, so gibt es insbesondere ein z,, € I; mit n; > ng := 0 und
unendlich viele n > ny, so daf§ z, € I;. So fortfahrend erhélt man per vollstdndiger Induktion eine
Intervallschachtelung I; = [a;, b;] mit I = Ip D I; DI, D --- und L;q; := L;/2 und eine Teil-

folge (y; := xn,) der urspriinglichen Folge mit y; € I;. Da K archimedisch ist, ist lim; ,o L; = 0
und damit nach Voraussetzung der Durchschnitt der Intervalle I; nicht leer. Wegen Lemma 8.7 be-
steht der Durchschnitt aus genau einem Element ¢, fiir das zudem lim a; = lim b; = & gilt. Wegen
a; < y; < b; fiiralle j ist dann auch lim y; = €.

Bemerkung. Das soeben verwendete Beweisprinzip nennen wir die Methode der Intervallhalbierung.

v) = i) DaB aus dem Satz von Bolzano-Weierstraf§ die Archimedizitdt von K folgt, ergibt sich
genauso wie im Schluf} ii) = iii); man muf} nur zu einer Teilfolge von (j);en tibergehen. Der Rest ist
eine Implikation aus der folgenden, leicht zu beweisenden allgemeinen Aussage: Besitzt eine Cauchy—
Folge in einem angeordneten Kdrper eine konvergente Teilfolge, so ist sie selbst konvergent zum gleichen
Limes (siehe fiir den allgemeineren Fall von normierten Vektorrdumen Satz 8.10). O

Bemerkung. Obwohl der Beweis von Satz 1 damit vollstdndig ist, ist es durchaus instruktiv, einige nicht
direkt gezeigte Implikationen zu verifizieren. So folgen zum Beispiel die Schritte ii) => i) und ii) =
v) leicht mit schon bewiesenen allgemeinen Resultaten und dem folgenden

Lemma 9.3 Aus jeder Folge in einem angeordneten Korper kann man eine monotone Teilfolge
auswdihlen.

Beweis. Wir nennen ein Element x,, eine Spitze der Folge (x;), wenn z; < z,, fiir alle j > n. Besitzt
nun die Folge unendlich viele Spitzen, so bilden diese in ihrer natiirlichen Nummerierung eine monoton
fallende Teilfolge. Besitzt die Folge jedoch nur endlich viele (insbesondere iiberhaupt keine) Spitzen, so
konstruiert man leicht durch vollstédndige Induktion eine (streng) monoton aufsteigende Teilfolge. O

9.2 Existenz von Wurzeln

Aufgrund der Uberlegungen in dem vorigen Kapitel (siche Folgerung 8.17 und die anschlieBenden An-
merkungen) kénnen wir gewifl sein, dal Quadratwurzeln und allgemeiner beliebige k—te Wurzeln in
vollstdndig angeordneten Korpern existieren.

Satz 9.4 Erfillt K eine der dquivalenten Aussagen des vorigen Satzes, so gibt es zu jeder nicht nega-
tiven Zahl a € K und jeder natiirlichen Zahl k > 2 eine eindeutig bestimmte Zahl b € K, b > 0, mit
b =a.

Definition. Man nennt b die k—te Wurzel aus a und schreibt b := {a. Fir k¥ = 1 setzt man
selbstverstindlich a = a.

Bemerkung. Unter den obigen Voraussetzungen folgt fiir nicht negative a; < ap auch a¥ < a5 und

umgekehrt. Damit sind die Funktionen
z— ¥ und z— Yz, zeK,,

notwendig streng monoton wachsend.

Da wir in Kapitel 8 keinen vollstdndigen Beweis fiir Satz 4 erbracht haben, tragen wir dieses Versdum-
nis jetzt nach. Wir verwenden dabei das Intervallschachtelungsprinzip. Andere Beweise werden wir, wie
schon angekiindigt, spater kennenlernen.

Wir begriinden zuerst die (einfache) Eindeutigkeitsaussage. Sind nédmlich by, by zwei positive reelle
Zahlen mit b} = b5 | so folgt die Gleichheit b; = by aus der Identitét
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(%) (by — bo) (BFF 0520y 4+ 05y =0F — bk =0.

Zum Nachweis der Existenz kénnen wir ¢ > 1 annehmen, denn fiir @ = 1 ist ohnehin nichts zu
beweisen, und fir 0 < @ < 1 ist 1/a > 1 und der Kehrwert 1/{/1/a offensichtlich die gesuchte
Wurzel aus a. Man sieht sofort, dass die gesuchte k—te Wurzel b von a unter dieser Voraussetzung
zwischen 1 und a liegen mufl. Wir wihlen daher als erstes unserer Intervalle das Intervall Iy := [ag, bp |
mit ag = 1, by = a. Es ist insbesondere alg < a, b’g > a. Im néchsten Schritt betrachten wir den
Mittelpunkt co := (ag+bg)/2 des Intervalls I . Esist dann c¢§f > a oder c¢§ < a.Im ersten Fall setzen
wir Iy := [aq, b1 ] mit a1 := ap, by = ¢g, im zweiten mit a; := cg, by := by . So fortfahrend gewinnt
man induktiv eine absteigende Folge I; = [aj, b;] von abgeschlossenen Intervallen mit af <a< b?
fiir alle j und der nach Null strebenden Lingenfolge 277 (a — 1) . Somit fingt diese Intervallschachtelung
genau ein Element b ein, von dem wir zu zeigen haben, dafl es die gesuchte k—te Wurzel von a ist.
Nach Konstruktion gehdren aber sowohl a als auch b* dem Durchschnitt der Intervalle J; := [a?, b;“]
an, so daB b* = a sicher dann gilt, wenn die Folge der Intervalllingen b;? — a? gegen Null geht; dies
ist aber eine unmittelbare Konsequenz aus der Formel (), angewandt auf a; und b; anstelle von by
und by, wenn man beachtet, daf3

Ot 0 a4 T < kBT = kaf Tt O

Bemerkung. Aus der Eindeutigkeitsaussage im vorigen Satz ergibt sich unmittelbar, dafl Vat = (¥a)’
und daf} diese Zahl nur von dem Verhéltnis r := £/k € Q abhéingt. Auf diese Weise ist fiir alle positiven
rationalen Zahlen r eine streng monoton wachsende Potenzfunktionen x w— x”, r € QY , erklért. Fiir
r = 0 setzt man noch z° := 1, und fiir negative » und =z > 0 auch z” := 1/2~". Damit gelten
dann die Potenzregeln z"z® = z"7%  (27)°* = 2" auch durchweg fiir rationale Exponenten r und s.

9.3 Die allgemeine Ungleichung zwischen dem geometrischen und arithme-
tischen Mittel

Als Anwendung fiir die Existenz der Wurzeln im Koérper der reellen Zahlen wollen wir die auflerordentlich
niitzliche allgemeine Ungleichung zwischen dem geometrischen und dem arithmetischen Mittel herleiten.
Es seien also aq,...,a, positive reelle Zahlen. Man setzt dann (in Verallgemeinerung unserer fritheren
Definition im Falle n = 2)

Alay,...,apn) = gt an , G(al,...,an) == Yay ... -an
n
und nennt A (ay,...,ay,) das arithmetische und G (aq,...,a,) das geometrische Mittel der Zahlen
ai,...,a, . Ferner wird das harmonische Mittel H (aq,...,a,) erklirt durch
—1 —1\\—1 n
H(ay,...,an) == (A(a; *y...,a,7 ) =
ap (07%%
Satz 9.5 Flir positive reelle Zahlen aq,...,a, gelten stets die Ungleichungen

H(ay,...,an) < Gl(ay,...,;a,) < A(ay,...,ay) .

Gleichheit an einer Stelle besteht dann und nur dann, wenn a1 = -+ = a, .

Beweis. Die linke Ungleichung folgt aus der rechten wegen G (a7?,...,a;') = (G (ay,...,a,))”"". Wir
setzen g := G(ay,...,a,), so daB also ¢" = a1 ... a, und damit (a1/g)-...-(an/g) = 1.

Es geniigt daher zu zeigen: Sind a,...,a, positive reelle Zahlen mit H?:l aj = 1,s0ist a1 +---+
an, > n, und Gleichheit gilt nur, wenn a; =--- = a, = 1.
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Wir merken als erstes an, dafl beide Aussagen fiir n = 1 offensichtlich sind. Wir kénnen uns bei den
Induktionsbeweisen daher den Induktionsanfang schenken. Ferner bemerken wir, dafl sowohl aus

n n
Haj = 1 als auch aus E a; = n
j=1

Jj=1

folgt, daf nicht alle a; < 1 sein kénnen und auch nicht alle gréfier als 1. Beim Induktionsschritt von
n > 1 nach n+ 1 koénnen und werden wir deshalb annehmen, daf§ a,, < 1 < a1 . Hieraus folgt durch
Multiplikation der Ungleichung 1 < a,41 mit 1 — a, > 0 die Ungleichung 1 — a,, < ap+1(1 — ay)
und nach leichter Umformung die folgende Abschitzung, die im weiteren mehrfach Verwendung finden
wird:

(+) an + Gp41 2 1+ UpQp41 -
Haben wir nun n + 1 positive Zahlen a;,...,ay, a,4+1 vorliegen, deren Produkt gleich 1 ist, so wenden
wir die Induktionsvoraussetzung auf die n Elemente ai,...,a,-1, Gnap+1 an. Zusammen mit ()

folgt dann sofort die Behauptung:

n+1 n—1
Zaj > ZajJranan_HJrl >n+1.
=1 j=1

Liegt hier Gleichheit der linken und rechten Seite vor, so mufl in der Ungleichung (4) Gleichheit
herrschen, was aufgrund der Herleitung derselben genau dann der Fall ist, wenn a,, = 1 oder a,4+1 = 1.
Wir kénnen das Element, das gleich 1 ist, dann in dem Produkt fortlassen, und seine Vernachldssigung
in der Summe verringert diese um 1. Nach Induktionsvoraussetzung sind dann alle anderen a; ebenfalls
gleich 1. O

Bemerkungen. 1. Der vorige Beweis ist nicht gerade elegant. Man bekommt einen weit schoneren Beweis,
indem man im Falle n = 2 eine etwas schiirfere Aussage beweist!®.
Lemma 9.6 FEs seien a, b, x positive reelle Zahlen mit a < b. Dann sind die Aussagen
ab
a<z<b und a+b>x+ —
x

aquivalent. Gleichheit auf der rechten Seite gilt nur, wenn © = a oder x = b.

Beweis. Dies ist eine einfache Folgerung aus der Identitét

(1—a)(b—x):(a+b)—(x+ab>. O

T T

Setzt man hierin nun = = vab, so ist die linke Seite und damit die in Rede stehende Ungleichung

ab
a+b>vab+ — = 2Vab
- vab

erfiillt.
Im Allgemeinfall seien nun aq,...,a, positive reelle Zahlen. Fiir a1 = ay = --- = a, ist nichts
zu beweisen. Im anderen Fall setze man a; - ...-a, =: g" und verlange ohne Einschrinkung der

Allgemeinheit, dafl a1 < a; < ag fiir i = 1,...,n. Dann ist
ar < g <ag

und wegen des vorstehenden Lemmas
aiaz

a; +as > g+

Also folgt

15Giehe: O. A. S. Karamzadeh, One-Line Proof of the AM-GM Inequality, The Mathematical Intelligencer, Summer
2011, p. 3.
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aiaz

(*) a +ax +a3 +---+a, > g+ +az+-+ an .

Beachtet man noch
a10a2
g

so ist die rechte Seite von (x) nach Induktionsvoraussetzung grofier oder gleich

Az ... 0y = (¢ ,

g+ (n—1)g=ng,
was zu beweisen war. Und die zu beweisende Ungleichung ist sogar automatisch strikt.

2. Wegen der Monotonie der Wurzeln ist die allgemeine Ungleichung dquivalent zu der Aussage

ay ... anp = G(ag,...,an)" < (A(a1,...,an))"

mit Gleichheit genau dann, wenn a; = -+ = a, .

In dieser Form ist die Ungleichung erfiillt in jedem angeordneten Korper'®. Sie folgt tatséchlich aus der
Bernoulli-Ungleichung. Um dies einzusehen, setzen wir fiir positive aq,...,a,:

ay +az +---+an
- :

A, =

Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt dann fiir n > 2

A, Y A, A, +nA, —nA,_1 nA, — (n — 1) A,_1 an
(An1> - o (Anl ) Anfl Anfl Anfl
und somit

A" > q, - AL,

n—1

Iteriert man diese Ungleichung, so kommt, wie gewiinscht,
AY > ap-Gpo1-... 01 .

3. Man kann die Bernoullische Ungleichung aber auch aus der Ungleichung zwischen arithmetischem
und geometrischem Mittel herleiten. Man beachte dazu, daf§ die Bernoulli-Ungleichung eine triviale
Identitét fiir n = 0, 1 ist. Sie ist trivialerweise auch richtig im Falle n > 2, 0 < 2 < 1 — 1/n, denn
dann ist 2 > 0 > 1 + n(x — 1). Es bleibt also noch der Fall n > 2, a1 := 1+ n(z — 1) > 0.

Man setzt dann ay = --- = a, := 1,s0dall nx = a; + a2 + -+ a, . Die Ungleichung zwischen
dem arithmetischen und geometrischen Mittel liefert schliellich
+ay +- 4 an \'
a:":(al 42 an) >aiay...-ap =a3 =1 +n(x—1).
n

9.4 Einige niitzliche Grenzwerte

Bevor wir unsere theoretischen Uberlegungen fortfithren, wollen wir einige Grenzwerte berechnen, die
z. B. als Werkzeug bei der Einfiihrung der Potenzfunktionen mit reellen Exponenten in Kapitel 12
bendétigt werden.

Lemma 9.7 a) Esgilt lim n™" =0, r€Q} fest, insbesondere lim —— = 0, k€ N* fest;
) n#0
b) lim Ya =1,a > 0 fest;

n—oo

16Lech Maligranda, The AM - GM inequality is equivalent to the Bernoulli inequality, The Mathematical Intelligencer,
Vol. 34, Spring 2012, pp. 1-2.
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c) lim n=1.
n—oo
Beweis. a) Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es ein N mit 1/N < el/7 . Fiir alle n > N ist
dann
[1/n" — 0| < 1/N" < .

b) Wir kénnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit ¢ > 1 voraussetzen. Dann ist a, := {/a—1 >
0, und mit der Bernoullischen Ungleichung gewinnt man die Abschétzung

a=(1+a,)" >na,, also 0<a, <a/n,

woraus sofort die Behauptung folgt.

c) Esist a, := {/n — 1 > 0. Mit der binomischen Formel erh#lt man

n:(1+an>”=”(?>a”+(g>ai+“'>”(g>ai7 n>2,

2n — 1) 2

= — und a, < , n > 2. Aus Teil a) ergibt sich lim, _, a, = 0. a
n

2
Vn
Bemerkung. Die Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel liefert einen génz-
lich verschiedenen Beweis fiir den Grenzwert c) in Lemma 6. Wir zeigen sogleich eine wesentliche
Verschirfung in der folgenden Form: Fiir jede rationale Zahl a < 1 gilt

lim n*({/n —1)=0.

n—0o0
Wegen lim, .o p/(p + 1) = 1 konnen wir n® durch eine geeignete Potenz nP/(P*1) nach oben
abschitzen (und das gilt dann auch fiir jede beliebige reelle Zahl, die kleiner als 1 ist) und daher
a = p/(p + 1) annehmen. Wir setzen ferner ¢ = p + 2, so daf§

1 1
(=1-aq— - = —— _ >0.
q (r+ 1)+ 2

Fiir n > ¢ schreiben wir die Zahl n dann als g—faches Produkt von ¢n und n — ¢ Einsen. Mit der
erwihnten Ungleichung folgt dann

%Sq\“/ﬁJr(n—q) SQ%+1
n

n

und damit
ne+1 ({n — 1) < qgn=°.
Wegen ¢ > 0 folgt die Behauptung aus Teil a) in Lemma 6.

Das Phénomen in dem vorigen Beispiel kann man dahingehend umschreiben, dafl die Folge /n — 1
sschneller gegen Null geht als die Folge n*, 0 < a < 1, gegen oo strebt. Ebenso konvergiert die
Folge a™ fiir |a| < 1 schneller gegen Null als eine feste Potenz von n gegen Unendlich geht; m. a. W.:
Es besteht bei |a| < 1 die Formel

lim n"a” =0 firalle reQ.

n—oo
Hierbei ist fiir » < 0 natiirlich nichts zu zeigen. Wir kénnen daher r als positiv annehmen und dann
sogar durch eine (gréfiere) positive ganze Zahl p ersetzen. Wir schreiben |a~'| in der Form 1 + h;
es besteht wegen der binomischen Formel und A > 0 fiir n > p + 1 dann die Ungleichung

n
L+ h)" > hPL
( : <p+1>
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und damit ist

(p + 1)! nP _ T 1
Pt n(n—1)-...-(n — p) (1_i>(1_z>...-.(1_2) n

1H!
Der Ausdruck auf der rechten Seite vor dem Faktor 1/n konvergiert gegen (php%l) und ist deshalb

0 <nPlal” <

beschriankt. Infolgedessen konvergiert die Folge nP a™ gegen 0.

9.5 Berechnung des Kreisinhalts

Als weitere Anwendung betrachten wir die Berechnung des Kreisinhalts durch einbeschriebene und um-
beschriebene regelméfBige n—Ecke nach ARCHIMEDES. Zur Vereinfachung der Argumentation benutzen
wir hier die Kenntnis der trigonometrischen Funktionen, insbesondere die Verdoppelungsformeln fiir
den Sinus und den Cosinus (siche Kapitel 14). Genauer wollen wir den folgenden Satz beweisen.

Satz 9.8 FEs sei f, bzw. F, die Fliche des dem FEinheitskreis { (z,y) € R? : 2% + %> = 1} einbe-
schriebenen bzw. umbeschriebenen regelmdfigen n—Ecks. Dann gilt

anZG(fnaFn)a FQn:H(f2n;Fn)>
wobei G das geometrische und H das harmonische Mittel zweier reeller Zahlen bezeichnet.

Beweis. Wir bezeichnen mit 7 den halben Umfang des Einheitskreises und messen Winkel im Bogen-
maf, also im Verhiltnis zum vollen Winkel 27 . Mit o = «,, = 27/2n gewinnt man aus der folgenden
Zeichnung die Beziehungen

fn=mnsinacosa , F, =ntana,
und damit auch
.« (e «
fon = 2n sin 3 cos 3 Fs,, = 2n tan 3

—

Figur 9.1

Damit muf man z. B. nur noch zeigen, da8 fiir alle Winkel « die folgenden Formeln bestehen:

e «Q
2 sin — cos — tan «
2 2

. « .
4 sin? CcOs 3 = sin @ cos o tan &, tan — =

«
2 2 2sin%cos%+tana.

! o
Wegen sin o = 2sin — cos — ist die erste Formel unmittelbar einzusehen, und die zweite folgt ebenso

leicht: Die rechte Seite ist nach der Verdoppelungsformel des Sinus nach leichter Umformung (bis auf
den Faktor sin a) gleich

tan « sin o 1

sin o + tan « sin o cos o + sin « cosae + 1 °
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Setzt man hierin die Verdoppelungsformel fiir den Cosinus,

2 2

« e «
COS o = COS §—sm —:2c052§—1,

2

ein, so ergibt sich die Gleichheit der rechten Seite der zweiten Formel mit

e «
2sin 3 Ccos —

2 — tan a
a —_ - .
2 cos? — 2
cos” 5
Bemerkung. Mit diesem Satz kann man leicht zeigen, dafl die Intervalle [a;, b;] mit a; := f3.0; und
b; := F3.9; eine Intervallschachtelung mit gegen Null konvergierender Léngenfolge bilden. Die hierdurch

bestimmte reelle Zahl, die wir als Fldcheninhalt des Einheitskreises zu interpretieren haben, ist, wie wir
spéater nachweisen werden, gerade der oben mit 7 bezeichnete halbe Umfang der Einheitskreislinie.

9.6 Die Wallissche Zahlenfolge

Des weiteren wollen wir noch eine interessante Zahlenfolge betrachten, die von WALLIS eingefiihrt wurde.

. 2 4 6 2n .
=773 5 g1 " '
Man berechnet )
ISR I N i
vn+ 1" yn)  4n? +4n + 1 ’
2 3 2
Pn+1 / Pn . 4n° + 12n° + 12n + 4 <1
vn+2"vn+1 4n3 4+ 12n2 4 9n + 2 ’
Insbesondere ist n » »
\/i = = < Lt < 22 < =2
V2 S Vntl yn oM
und damit
V2 <p<2
fiir p = lim Pr o fim P
Man berechnet p mit der WALLISschen Produktfolge
2:2 4-4 2n - 2n 1
Wy = ——+—— ... = p? .
1-3 3-5 (2n —1)(2n + 1) "on +1

Man kann ndmlich mit Integralrechnung beweisen, daf

lim w, = —.
n— o0 2

Also ist p = /7. (Siehe hierzu Kapitel 16 und auch Kapitel 12).

9.7 Asymptotisches Verhalten der Binomialkoeffizienten

Aus der letzten Beziehung folgen niitzliche asymptotische Darstellungen von Binomialkoeffizienten.

Definition. Zwei Folgen (ay,), (bn), apnb, # 0, heiBen asymptotisch gleich, in Zeichen a,, = b, , wenn

1
Beispiele. 1. v/n + 1 — /n & W fiir n — o0.
n

2 () = L s
. = ir n — 0.
n nm
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9.8 Stetige Verzinsung und Eulersche Zahl

Neben der Kreiszahl m ist die wohl prominenteste transzendente reelle Zahl die EULERsche Zahl e. Sie
tritt zum Beispiel beim Prozefl der stetigen Verzinsung auf. Hat man etwa ein Grundkapital Ky, das
mit p Prozent verzinst wird, so besitzt man nach einem Jahr nach Auszahlung der Zinsen ein Kapital
von

K1:K0(1+1%).

Wiirde das Kapital aber jeden Monat verzinst, so hitte man am Ende des ersten Monats ein Kapital
von Kln}‘ig = Ko (1 + ¢/12), wobei ¢ := p/100 gesetzt werde, und somit nach 12—facher Verzinsung
am Ende des ersten Jahres ein Kapital von

gmon — g (14 L)
1—0(+ﬁ)

und bei téglicher Verzinsung

g g \3
K% = Ko (14 %) .

Bei stetiger Verzinsung, also Verzinsung ,in jedem Augenblick“, hat man die Anzahl n der Verzin-
sungszeitpunkte iiber alle Grenzen wachsen zu lassen und fragt also, ob der Grenzwert

lim (1 n g)
n— 00 n

existiert. Dies ist tatséchlich der Fall, wie wir in Kapitel 10 im Zusammenhang mit der Exponentialreihe
sogar fiir beliebige komplexe Zahlen ¢ beweisen werden. Der Spezialfall ¢ = 1 soll hier schon gesondert
behandelt werden: Der Grenzwert N
1
lim (1 + >
n—o00 n

existiert und wird zu Ehren von EULER mit e bezeichnet.
Wir zeigen die Konvergenzaussage in mehreren Schritten:

1 n
1. Die Folge a,, := (1 + ) ist streng monoton steigend.
n

Denn mit z := —1/(n + 1) > —1 und der Bernoullischen Ungleichung ergibt sich
n(n + 2) it 1 it 1 n
=(1- — = (1 o Nz =1-— = ;
((n+1)2> CESE (1+2) + o+ e P O |

woraus man mit leichten Umformungen die Behauptung
N\ (n+1\" _ (n+2\"" 1\
e () = (5 <GE) () e

1 n+1
2. Die Folge b, := (1 + > ist streng monoton fallend.
n

gewinnt.

Dies folgt ganz entsprechend wie unter 1. mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung, die zu der
Abschétzung

n n " 1 " 1\" 1 n+ 1
= (1 > |1+ — >14+ - =
<n—1n—|—1> <+n2—1> <+n2> +n n

und nach weiteren Umformungen zu der Behauptung fiihrt:

1n+1 1n+1 n 1 n
by = (14 - _(nt < (-2 = (1+ A
n n n—1 n—1
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1

3. Nun ist offensichtlich a,, < a, (1 + — | = b, und damit die Folge a,, nach oben beschrinkt, etwa
n

durch b; = 4. Infolgedessen ist die Folge (a,) konvergent.

Bemerkung. Die Folge der b, — a, = a,/n ist das Produkt einer beschrinkten (sogar konvergenten)
Folge mit einer Nullfolge und somit selbst eine Nullfolge. Also konvergiert auch die Folge (b,) gegen
e . Eine viel allgemeinere Aussage werden wir in Kapitel 10 herleiten.

9.9 Konvergente Folgen in C, R™ und C"

Wenden wir uns nun noch kurz dem Kérper der komplexen Zahlen und den (normierten) Vektorrdumen
R™ und C" zu. Jedes z € C schreibt sich eindeutig in der Form

z=z+1wy, z,yeR.

Man setzt © = Rez, y = Imz und nennt = den Realteil, y den Imagindrteil von z. Aus der
Monotonie der reellen Wurzel folgt sofort

max (|2, |y)) < |2| = Va2 + > < V2max(|z], [y]).

Hieraus ergibt sich der

Satz 9.9 FEine Folge (z;);en komplexer Zahlen ist genau dann eine Cauchy—Folge bzw. konvergent bzw.
beschrankt, wenn dies die reellen Folgen (z; = Re z;) und (y; = Im z;) sind. Im konvergenten Fall
15t

Re lim z; = lim Rez;, Im lim z; = lim Im z;,
Jj—oo j—oo j—o0 Jj—oo
also
lim z; = lim Rez; + ¢ lim Im z; .
j—o0 Jj—o0 j—o0

Folgerung 9.10 C ist ein vollstindig (reell) bewerteter Kérper. In C gilt der Satz von Bolzano und
Weierstraf8. Auferdem gilt ein , Kreisscheibenschachtelungsprinzip “: Ist B; = {z € C: |z — z;| <
r; } eine Folge von abgeschlossenen Kreisscheiben mit By D By D By D -+ und lim; o r; = 0, so
besteht der Durchschnitt

M B

jEN

aus genau einem Element.

Beweis. Nur die beiden letzten Aussagen bediirfen der Begriindung. Ist (z;) eine beschrénkte Folge
komplexer Zahlen, so wihle man zunéchst eine Teilfolge aus, so dafl die Folge ihrer Realteile konvergiert,
und dann aus dieser eine weitere Teilfolge, so dafl auch die Folge der Imaginérteile konvergiert. Ist weiter
eine Kreisschachtelung vorgegeben, so ist die Folge (z;) der Mittelpunkte in By enthalten und deshalb
beschriinkt. Nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir deshalb annehmen, daB limj o0 2; = 2
existiert. Wegen z; € B, fiir alle j > n folgt sofort z € B,, fiir alle n (dies ist eine Konsequenz aus
der Folgenabgeschlossenheit der Kreisscheiben B, ; siche Lemma 7.15 und Satz 7.25). Wie im Rellen
erkennt man sofort, dal der Durchschnitt der B, wegen lim;_,., r; = 0 nicht mehr als ein Element
enthalten kann. ]

Bemerkungen. 1. Man beachte, da$ sich aufgrund fritherer Uberlegungen (siehe die Implikation v) =
i) in Satz 1) in bewerteten Korpern immer die Vollsténdigkeit aus dem Satz von Bolzano—Weierstrafl
schlieen 1a8t.

2. Es konnte scheinen, daf3 sich aufgrund von Satz 8 der Begriff der Konvergenz von komplexen Zah-
lenfolgen vollstdndig dem der reellen Folgen unterordnet. Dieser Eindruck ist insofern falsch, als man
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den Nachweis der Konvergenz einer komplexen Folge, insbesondere von komplexen Reihen im Allge-
meinen besser direkt im Komplexen fithrt. Man mache sich z. B. klar, dafl der Realteil der komplexen
Exponentialreihe

ein wesentlich uniibersichtlicheres Bildungsgesetz als die urspriingliche Reihe besitzt.

3. Als R-Vektorraum ist der Kérper C der komplexen Zahlen nichts anderes als R? . Es ist daher nicht
schwer, die obigen Uberlegungen auf andere Vektorrdume zu iibertragen. Ist z. B. K ein beliebiger
bewerteter Korper, so wird auf dem Vektorraum K™ durch

|z]loo == max |z;|, z = (z1,...,2,) € K",
Jj=1,..., n
eine Norm erklirt. Wie oben sieht man, daf} eine Folge =) = (21, ..., %) € K* genau dann konver-
giert bzw. eine Cauchy-Folge bzw. beschrénkt ist, wenn dies fiir alle Komponentenfolgen (xjr)ken, j =
1,...,n, richtig ist. Insbesondere ist K" in dieser Mazimumnorm genau dann ein vollstdndig normier-
ter Vektorraum, wenn K vollstdndig bewertet ist.

4. R™ und C" sind also bzgl. der Maximumnorm vollsténdig normiert. Nun gilt aber fiir die euklidische
Norm

lzllz = VIer[® +- -+ [z

offensichtlich
[2llo <zl < VRll2 o -

Hieraus folgt dann sofort auch fiir diese Norm das Analogon zu dem obigen Satz. Insbesondere sind
R™ und C™ auch bzgl. der euklidischen Norm vollstéindig. Wir werden im Anhang zu Kapitel 17 sehen,
daf} dies sogar fiir jede beliebige Norm auf diesen endlich—-dimensionalen Vektorrdumen richtig bleibt.

9.10 Die Fibonacci - Folge

Bevor wir uns am Ende dieses Kapitels mit der Frage der Eindeutigkeit des reellen Zahlkorpers beschéfti-
gen, soll hier ein lingerer Einschub iiber die Folge der FIBONACCI-Zahlen und ihre Varianten erfolgen.
Ohne auf die merkwiirdige Begriindung durch Vermehrungsgesetze von Kaninchenpaaren einzugehen,
ist festzuhalten, daf} sie eine der meistuntersuchten in der Geschichte der Mathematik ist; sie wird
induktiv gegeben durch

1,1,1+1=2,142=3,2+3=5,8,13,21, 34, ...,

also durch
ag =ay =1, apy1 = an + ap-1, n=>1.

Im folgenden wollen wir uns der Beziehung dieser Folge zum goldenen Schnitt zuwenden. Bekanntlich
(siehe das Ende von Kapitel 6) ist das goldene Verhdltnis h die eindeutig bestimmte Zahl 0 < h < 1

mit

1 h 1
TS 1o also h? =1 — h oder E—hzl.

Der goldene Schnitt g ist nach Definition der Kehrwert A~!. Die quadratische Gleichung
2+ —-1=0

hat die Losungen

—_

1 Vh — 1

h=—-2 - +1= 5 und — (h+1)=—-ht=—g,

)
W
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d. h. es ist

Vh + 1
2

Man kann einige Gesetzméfigkeiten der Fibonacci—Folge spielerisch erkunden. Man bemerkt z. B.

>+ —-1=(x—h)(z+g) mt g= > 1.
1-.2-12=1, 1-3-22=-1, 2-5-32=1,...

und vermutet sofort
Qp Qo — afH_l = (-D".
Es ist aber auch

1.3-1.2=1, 1-5-2-3=-1, 2.8-3-5=1,...

und damit vermutlich
Up Ap43 — Api1 0ny2 = (_1)n .

Wir beweisen gleich viel allgemeiner das folgende

Lemma 9.11 Fiir alle n > 0, k > 0 gilt

Up Op4+k4+2 — Onitl1 Opnyk+l = (—1)n ag -

Beweis. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0 ist die Aussage korrekt wegen

ag Qg+2 — A1 Ak+1 = Qg42 — Qkg+1 = Af -
Sei sie nun fiir ein n und alle k£ bewiesen. Dann folgt

Ant1 Qnk+3 = Ont2 Gntk+2 = Aol (@ntk1 + Gnikt2) = On2 Qg2
= (@nt+1 — @nt2) Gngkr2 + Aol Gngksl
= _(an An+k+2 — On+1 an+k+1) = (_1)n+1 ag
was zu beweisen war. |
Hieraus kann man leicht Konvergenzaussagen fiir die Folge

an+1
Qn

gn =

der sukzessiven Quotienten ableiten. Aus der Beziehung

Ap 42 A1 + ap 1
An+1 Ap+41 dn

folgt sofort ¢, > 1 und ¢, < 2; die Folge der Quotienten ist also beschrinkt und ihr Grenzwert,
wenn existent, mufl zwischen 1 und 2 liegen. Nehmen wir die Existenz von a = lim, . ¢, an, so
ist notwendig
1 1
a = lim ¢, = lim gy4; = lim (1—|— ) =14 —,
n—oo n—oo le%

n—oo qn

Ap+k

also a = g. Hieraus folgt dann auch, daf} die Folgen < > konvergieren, und zwar wegen
neN

n

Ap+k o Ap+k Ap+k—1 Ap41

ap, Apn+k—1 An+k—2 (079

gegen g" .
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Es bleibt also zu begriinden, warum die Folge (g,) konvergent ist. Man sieht sofort, daf sie nicht
monoton ist (was wegen der Beschrinktheit ja ausreichend wiire). Immerhin ergibt sich aus dem obigen
Lemma mit £ = 1:

o an+3 an+1 o an an+3 - an+l an+2 o (*1)”4
dn+2 — Gn = - = = 5
Ap+2 (07 Qp Qp+42 Ay Ap+42

und die rechte Seite ist positiv fiir gerades n und negativ fiir ungerades n. Mit anderen Worten: die
Folge
qo, 92, qa, ... ist monoton aufsteigend ,

und die Folge
q1, 93, qs5,-.. ist monoton absteigend.

Damit existieren die Grenzwerte

lim g9, und lim gop41 -
n—oo n—oo

Nun ist, wieder wegen des obigen Lemmas mit £ = 0,

(="

Ay Ap+1

dn+1 — 4n =
Da offensichtlich a,, > n, geht die rechte Seite mit Sicherheit gegen Null, woraus sogar

lim g2, = lim qon4+1 = &
n—oo n—oo
folgt. Man kann hieraus sofort, mit alleiniger Benutzung der Definition der Konvergenz, schlieflen, dafl
lim,, o g, existiert (und folglich gleich « ist).
Wir geben noch eine weitere Begriindung fiir die Konvergenz der Folge (g, ). Entsprechend fritherer
Uberlegungen ist fir k > 1,n > 1:

On Ontk+l — OntlGnk | Ok-1 1 <

Ap+k An QAp+k An - (7%

|qn+k - qn| =

S|

Da die rechte Seite nicht von k abhiingt, ist die Folge (g,) also eine Cauchy—Folge und damit konver-
gent. — Wir sind nunmehr also ,,doppelt“ sicher und notieren:

Satz 9.12 Die Folgen (w) sind konvergent mit
neN

k
lim Antk :gk: <\/5+1> .

n—oo @y 2

Man kann die Konvergenz und den Limes der Folge (g,,) auch durch eine explizite Formel bestimmen,
die man vermittels der erzeugenden Potenzreihe

(o)
E anx"
n=0

An41

findet (zu Potenzreihen siehe Kapitel 10 und 11). Wegen = ¢, < 2 sieht man mit dem

n

1
Majoranten—Kriterium (Satz 10.2) sofort, daf§ diese Reihe fiir alle z mit |z| < 3 (absolut) konver-

giert; sie stellt (zumindest) dort also eine Funktion f (z) dar, die wir leicht bestimmen kénnen. Es ist
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1
nédmlich nach bekannten Manipulationen mit (Potenz—) Reihen fiir |z| < —:

2
oo o0 oo
(2> + 2 —1)f(2) = Z an "% 4 Z an " — Z ap, "
n=0 n=0 n=0
o0
= apr — (ap + a1z) + Z (n + Gpy1 — Gpag) ™2 = 1,
n=0

also

1 1 1 1
f(z) = l-z-22  (h—2)(z +g) :C{h—x+x+g}

-1
1 1
mit dem Faktor C' = (g + > = —— . Aus der geometrischen Reihe gewinnt man hiermit

9 V5
_ 1 1 1 1l (=D 1\,
f(x)—\/ggl—F(C;)+\/5h1_(g;)—\/gnz_%<gn+l+hn+1>x.

Mit dem Identitéitssatz fiir konvergente Potenzreihen (siehe Kapitel 11) schliefit man hieraus die seltsame

Formel
gn+1 + (_1)n pntl (1 + \/g)n—O—l _ (1 _ \/g)n-‘rl

an = = 5
V5 20+ /5
die ebenfalls zu
h n+2

1 — (=)™ (-

Uyl _ gn+2 + (_1)n+1 hn+2 _ ( ) <g>

G - gn+1 + (_1)n R+l =9 h n+1 )
14+ (-1)» (g>

fiihrt.

Man kann nun aber noch einen génzlich anderen Standpunkt einnehmen und unterstellen, daf die
Startwerte ap = a1 = 1 in der Fibonacci-Folge nicht so wichtig sein sollten. Wir geben uns also einen
beliebigen Punkt zo = (Ao, A1) € R? oder sogar in C? vor und fragen, was mit diesem Punkt unter
der Fibonacci—Operation

Tn = (Ana An+1) = Tpy1 = (An+1a An + AnJrl)

im Laufe der (diskreten) Zeit n € N geschieht. Man sieht sofort, daf alle Zustinde wx, durch den
Anfangswert xo und die klassische Fibonacci-Folge (a,) beschrieben werden durch

Aps1 = an A1 + ap—1 49, n>1.
Denn dies ist richtig fiir n = 1, und es ergibt sich, die Giiltigkeit fiir alle j < n unterstellt,
Apio = Ap + Apt1r = (an—1 A1 + an—o Ag) + (an A1 + an—1 Ao)
= (@p-1 + an) A1 + (an—2 + an—1) Ao = any1 41 + an 4o .

Istnun A,, = 0 fiirein n € N, soist 4,10 = Ap11+ A, = A,qq und allgemein A, = ap—1 Ant1
fir alle £ > 1, also A,4r = 0 fiir alle £ > 0 genau dann, wenn A,, = A,;+1 = 0. Dies bedeutet

aber
an_lA’l + an_2A6 =0
an Ayl + ap—14) =0,

und wegen aga,_2 — a>_, # 0 ist dies dquivalent zu (Ao, A1) = (0, 0). Mit anderen Worten:
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Die Folge z,, = (A,, An+1) ist entweder die triviale Folge x,, = (0, 0), oder ab hinreichend groflem
n ist jede Zahl A, # 0.

Somit kénnen wir, wie im klassischen Fall (A4g, 41) = (1, 1), fiir (Ao, A1) # (0, 0) nach dem Verhal-

ten der Folge
An+1
An
CLn+1 Al + AO

Anyz _ npidi + ando _ ay
A’rH—l ClnAl + an—lAO Al + an—1 AO )

n

fiir grofles n fragen. Nun ist

und dieser Ausdruck konvergiert gegen

gAL + Ao
A + gt A 9

sofern Ay + g 'A4g # 0, d. h. nicht A, = —g~'Ay = —hAg. Im letzteren Fall ist Ay = A; + Ay =
(1 — h)AO = hQAo, A3 = AQ + A1 = (h2 — h)AO = —h (]. — h)Ao = 7h3A0, etc., also

A, = ()" Ay und lim A;;“ = —h.

n—oo n

Das letzte Ergebnis (und die explizite Formel fiir die Glieder der Folge (a,)) lassen sich iibrigens
leicht mit etwas Linearer Algebra verstehen. Die Punktfolge xg, x1, x3,..., deren Verhalten wir in
Abhingigkeit von dem Anfangswert xzo = (Ao, A1) verstehen wollen, entsteht offensichtlich durch
sukzessives Anwenden der (linearen) Abbildung

AO A1 0 1 AO
)= () () () e
Aq Ay + Ay 1 1 Ay

d. h. die gegebene Folge besteht aus den iterierten Bildern
Tn = () .

Man nennt so etwas (sogar bei Vorgabe eines Diffeomorphismus o : K* — K", K = R oder C) ein
diskretes dynamisches System.

Man kann nun versuchen, geeignete (lineare) Koordinaten so einzufiihren, dafl die Abbildung «
eine ,einfachere®, iiberschaubare Gestalt bekommt. Neue Koordinaten 2z’ = *(Af,, A}) erhilt man aus
x = (Ao, A1) durch eine invertierbare Matrix C':

L) =e (3

In diesen Koordinaten wird das Bild von (Af, A]) unter « beschrieben durch

Al 0 1 Al
R NG ct| 7Y,
A 11 A

0
also durch die Matrix C < ) C~!. Am schénsten wiire natiirlich Diagonalgestalt fiir die neue
11

01 A0
C C'=A= :
11 0 Ao

Matrix:
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In der linearen Algebra zeigt man, dafl dies sicher erreichbar ist, wenn das charakteristische Polynom

00—t 1
det =t(t-1) -1
1 1 -1

zwei verschiedene reelle (bzw. komplexe) Nullstellen besitzt, (die dann als Aj, Ay gewihlt werden
konnen). Dies wissen wir aber schon:

22—t —1=(t— )t — )

= g und Ay = —h. Wir iiberlassen dem Leser die Berechnung der konkreten Gestalt

1 g h g
C = mit der Inversen C~! = i .
1 —h v L1 -1

Dies liefert nun die schon frither abgeleitete Formel fiir die a,, . Der Punkt (ag, a1) = *(1, 1) hat die
neuen Koordinaten *(1 + g, 1 — h) = (g%, h?), und diese gehen unter n-facher Anwendung von «

iiber in
An g2 B gn 0 92 B gn+2
2 - 0 (=h)" B2 B (—h)"+2 )

Hieraus berechnet sich a,, als erste Koordinate von

C_l gn+2 B i h g gn+2 .
(_h)n+2 - \/5 1 -1 (_h)n+2 ’

es ist also, wie schon frither abgeleitet,
1
a, = — hn+2_|_ _lnhn+2 -
n \/g( g (=1)"gh"™") 7

In den neuen Koordinaten wird o beschrieben durch die Matrix

(b 2)

und das dynamische System beschreibt sich in denkbar einfacher Weise durch

Ay 945 9°Af
o = —r T = — Ty = —
A, —h A, h2 A,

9.11 Die Eindeutigkeit des reellen Zahlkorpers

mit /\1 =

1
h
der Matrix C':

(gn+1 =+ (_l)nhn+1) .

Wir kommen nun noch einmal zu der Problematik der ,,Existenz und Eindeutigkeit“ der reellen Zahlen
zuriick. Nachdem wir die Frage nach der Existenz eines vollsténdig archimedisch angeordneten Korpers
schon im Anhang des letzten Kapitels positiv beantwortet haben, wollen wir hier die Findeutigkeitsfrage
klaren. Wir erinnern daran, daf§ wir eine Abbildung « : K; — Ky von angeordneten oder bewerteten
Korpern folgenstetig nennen, wenn aus lim; ,.ca; = a, aj, a € Ky, stets lim;_,o f (a;) = f(a)
folgt. Lesern, die sich dem Umgang mit diesem Begriff noch nicht gewachsen fithlen, wird empfohlen,
diese Uberlegungen vorerst zu iiberspringen. Hinter dem Beweis verbirgt sich jedoch ein sehr allgemeines
Prinzip, das wir spéater herausarbeiten werden, um es z. B. zur Konstruktion der Potenzfunktionen und
der Exponentialfunktion einzusetzen. Auch im Beweis des allgemeinen Vervollstindigungssatzes wurde
es im Prinzip schon verwendet.
Wir beweisen zunéchst den vorbereitenden
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Satz 9.13 Sind K; und Ky zwei archimedisch angeordnete Kdérper, so gibt es héochstens einen ord-
nungserhaltenden Korperhomomorphismus o : Ky — Kso. Wenn er existiert, so ist er notwendig
injektiv und folgenstetig.

Beweis. Nehmen wir zunéchst an, dafl ein solcher Homomorphismus « existiert. Sind aq, as € Ky
verschiedene Elemente, so ist ohne Einschrinkung a1 > az und damit a(a;) > «(az). Es sei wei-
ter Ky C K; der zu Q isomorphe Unterkorper, der aufgrund von Satz 8.19 dicht in K; liegt. Nach
Voraussetzung ist die Einschrinkung «ag : Ky — K3 von « dann ebenfalls ein injektiver Kérperhomo-
morphismus; ein solcher ist aber automatisch eindeutig bestimmt und ordnungserhaltend, und g (Kp)
liegt dicht in Ky . Es sei nun ¢ ein positives Element in K. Wéhle ein positives § € Ko C K; mit
p = ap(d) < e; dann folgt fiir alle a, b € Ky mit |b — a| < 4, d. h.

—-0<b—-—a<§,
wegen der Ordnungserhaltung von «:
—& < —ap(0) = a(=0) < a(d) —al(a) < a(d) = w(d) < e,

also |a (b) — a(a)| < e, womit insbesondere die Folgenstetigkeit von « an jeder Stelle a € K; gezeigt
ist.

Hieraus folgt nun aber die Eindeutigkeit von «: Ist ndmlich (7;);en eine Folge von Elementen
r; € Ko mit limr; = a, so ist notwendig

lim ao(r;) = a( lim r; ) = a(a),

j—o0 j—o0
und wegen der oben mitbewiesenen Folgenstetigkeit von «g ist der links stehende Grenzwert unabhéingig
von der Auswahl der Folge (r;)jey mit limr; = a, da fiir eine zweite solche Folge (r)jen die

Differenzenfolge r;- — r; in Ko liegt und gegen Null konvergiert.

Aus diesem Ergebnis folgt unmittelbar das néchste Satz, mit dem die Eindeutigkeitsfrage sofort
erledigt werden kann.

Satz 9.14 FEs seien Ky und Ky zwei archimedisch angeordnete Korper, von denen der zweite die
dquivalenten Bedingungen aus Satz 1 erfille. Dann gibt es genau einen (notwendig injektiven) ord-
nungserhaltenden Kdérperhomomorphismus o : K; — Ko .

Beweis. Wir behalten die Bezeichnungen im Beweis des vorigen Satzes bei und brauchen nur zu zeigen,
dafl der eindeutig bestimmte ordnungserhaltende Kérperhomomorphismus o : Ky — Ky zu einem
solchen nach K; fortgesetzt werden kann. Nach dem oben Bewiesenen ist dazu notwendig, daf} der
Grenzwert

hm Qo (T‘j)

Jj—o0
fir in K; konvergente Folgen (r;);en, r; € Ko, existiert. Diese ist notwendig eine Cauchy-Folge in Ko .
Die zentrale Abschitzung im vorigen Beweis zeigt dann, daf auch die Folge (ao(r;)) eine Cauchy-Folge
in Ko ist. Nach Voraussetzung an Ko ist diese aber konvergent. Wir setzen dann

a(a) = lim ap(r;)
J]—00
und wissen schon, daf§ diese Definition nur von dem Punkt a abhéngt. Insbesondere stimmt die Ein-

schrinkung von « auf Ky mit «g tiberein. Dafl a ein ordnungserhaltender Kérperhomomorphismus
ist, folgt aus den Grenzwertsitzen. ]

Folgerung 9.15 Erfiillen beide Korper Ky und Ko die dquivalenten Bedingungen aus Satz 1, so gibt
es genau einen Korperisomorphismus « : K; — Ko . « ist automatisch ordnungserhaltend (und damit
folgenstetig).
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Beweis. Neben dem (eindeutig bestimmten ordnungserhaltenden) Kérperhomorphismus « : Ky — Ko
gibt es auch einen ebensolchen in der umgekehrten Richtung, den wir mit S bezeichnen. Es sei ¢ : Ky —
K; die Zusammensetzung und Ko C K; der zu Q isomorphe Unterkérper. Dann ist die Einschriankung
des Korperhomomorphismus ¢ auf Ky notwendig die Identitédt, und aus dem Beweis des vorigen Satzes
folgt, dafl ¢ die Identitéit auf K; und damit « ein Isomorphismus sein mufl. Es bleibt zu begriinden,
daf} jeder solche Korperisomorphismus ordnungserhaltend sein mufl. Wir haben aber schon bewiesen,
daf jedes positive Element in K; ein Quadrat ist; dann ist aber auch sein Bild ein Quadrat und damit
positiv. O

9.12 Weitere Charakterisierungen des reellen Zahlkoérpers

Aufgrund der vorstehenden Ergebnisse kénnen wir den reellen Zahlkérper noch auf andere Weise cha-
rakterisieren, sofern wir die Fxistenz der reellen Zahlen, also eines archimedisch angeordneten, Cauchy—
vollstdndigen Korpers voraussetzen !

Satz 9.16 Ein angeordneter Korper K geniigt genau dann den Bedingungen i) bis v) in Satz 1, ist
also zum Korper der reellen Zahlen kanonisch isomorph, wenn er eine der beiden folgenden Aussagen
erfillt :

vi) K st archimedisch, und jeder archimedisch angeordnete Kirper lifit sich ordnungstreu in K
einbetten (Maximalitdtsaxiom).

vii) In K gilt der Satz von der g-adischen Entwicklung.

Beweis. vi) ist, wie wir oben gesehen haben, fiir jeden archimedischen, Cauchy—vollstindigen Korper
richtig. Erfiillt andererseits K die Bedingung vi) und ist K ein archimedischer, Cauchy—vollstandiger
Korper, so hat man ordnungserhaltende (injektive) Korperhomomorphismen

K K-— K.
Die Zusammensetzung mufl nach unseren fritheren Ergebnissen die Identitit sein. Also ist notwendig
K = K.
Unter vii) verstehen wir natiirlich genauer die folgende Aussage:
Fiir jede natiirliche Zahl g > 2 sind die g—adischen Reihen

Z arg™®, €7, a,e€{0,1,....,9 -1}
<k

konvergent in K, und jedes nichtnegative Element in K lafit sich durch eine solche Reihe darstellen.

Beweis. Die Partialsummen

L<k<j

solcher g-adischen Reihen bilden eine monoton aufsteigende Folge. Setzen wir ii) voraus, so ist unter
Verwendung von iii) (¢7%)zen eine Nullfolge und damit

. 1
<y (9-DgF =g'lo-D) = =¢""
<k g

Also ist die gegebene g—adische Reihe konvergent. Die Darstellung jedes positiven Elementes vermittels
solcher Reihen ergibt sich, wie wir in Satz 8.19 schon gezeigt haben, ganz allgemein fiir archimedisch
angeordnete Korper.

Ist umgekehrt jede g—adische Reihe konvergent, so folgt insbesondere aus der Konvergenz der Reihe
>, 97", daB das Element 1/g analytisch nilpotent, also die Folge (¢*)ren natiirlicher Zahlen in K
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unbeschrinkt ist; also ist K archimedisch und 148t sich somit in einen maximalen archimedisch ange-
ordneten Korper einbetten. Da dessen Elemente ebenfalls durch g—adische Reihen dargestellt werden,
mufl K mit dem maximalen Korper iibereinstimmen. (]

Bemerkung. Die letzte Charakterisierung gibt uns natiirlich die Moglichkeit an die Hand, den Korper
der reellen Zahlen nun tatséchlich als den von den g—adischen Briichen erzeugten angeordneten Korper
zu konstruieren. Wir iiberlassen die (nicht ganz einfachen Einzelheiten) dem Leser, zumal wir schon ein
auf der Cauchy—Vollstindigkeit basierendes viel allgemeineres Resultat hergeleitet haben, das uns als
Nebenprodukt die Existenz der reellen Zahlen lieferte.

9.13 Die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

Wir wollen noch die schon mehrfach erwihnte Uberabzihlbarkeitsaussage fiir die reellen Zahlen bewei-
sen. Man kann dazu die Tatsache der dyadischen, d. h. ,2“-adischen Entwicklung in Verbindung mit
Satz 3.15 heranziehen. Einfacher geht dies aber mit dem Intervallschachtelungsprinzip.

Satz 9.17 Der angeordnete Korper K erfille die Eigenschaft iii). Dann ist jedes Intervall I mit min-
destens zwei Elementen (und damit auch I\ Q und K ) diberabzihlbar.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dafl jedes abgeschlossene Intervall I = [a, b], a < b, iiberabzihlbar
ist (denn jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist héchstens abzdhlbar). Angenommen, es wiire
I = {x1, x2, z3,...}. (Da INQ abzihlbar unendlich ist, kann I nicht endlich sein). Durch Dritteln

erhélt man eine Intervallschachtelung I = Iy D Iy D Iy D -+ mit z; &€ I; fiir alle j. Sei &

das gemeinsame Element von m I; . Dann ist notwendig ¢ = xj, fiir eine natiirliche Zahl %, aber
§j=0

xy, & I, . Widerspruch ! Der zweite Teil folgt aus I = (I\Q)U(INQ). O

9.14 Zusammenfassung der verschiedenen Charakterisierungen

Zusammenfassend konnen wir folgendes festhalten: Der Korper der reellen Zahlen ist unter den ange-
ordneten Korpern durch die folgenden dquivalenten Axiome charakterisiert. (Wenn wir im folgenden
romische Ziffern zitieren, sind stets die entsprechenden Axiome gemeint. Auf die ebenfalls mit solchen
Ziffern numerierten PEANO-Axiome kommen wir an keiner Stelle des Textes mehr zuriick). Insbesonde-
re ist jede dort aufgefithrte Aussage ein Satz im Korper R, der zudem alle allgemein in angeordneten
und speziell archimedisch angeordneten Kérpern giiltigen Sétze erfiillt.

K ist archimedisch
(I &
Cauchy—vollsténdig

(I1) Prinzip der monotonen Konvergenz

K ist archimedisch
&

(I11)

Starkes Intervall—

Schachtelungsprinzip
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K ist archimedisch
&
Schwaches Intervall—

Schachtelungsprinzip

(V) Satz von Bolzano und Weierstrafl

K ist archimedisch

&

(VI)
Jeder archimedisch angeordnete Kérper
148t sich in K einbetten
(VII) Satz von der g-adischen Bruchentwicklung

Wegen der Giiltigkeit des Satzes von Bolzano—Weierstral in R und C ist gemafl Satz 7.23 und
Satz 7.24 auch die folgende Aussage richtig (zu dem Begriff des Hdiufungspunktes einer Folge siehe
ebenfalls Kapitel 7; bei Folgen in einem bewerteten Korper spricht man eher von Hdufungswerten statt
von Haufungspunkten).

Satz 9.18 FEine Folge in R, C ist genau dann konvergent, wenn sie beschrdnkt ist und genau einen
Hiufungswert besitzt.

Bemerkung. Die Bedingung der Beschrdnktheit kann man nicht unterdriicken, denn die Folge
0,1,0,2,0,3,0,4, ... besitzt genau einen Haufungswert, ist aber nicht konvergent.

Die Aussage von Satz 17 ist wiederum charakteristisch fiir die reellen Zahlen, d. h. sie gilt in einem
angeordneten Korper K nur dann, wenn K = R. Ist ndmlich K nicht archimedisch, so ist die in
der Bemerkung angegebene Folge beschrinkt und sie besitzt genau einen Haufungswert, ist aber nicht
konvergent. Ist K archimedisch, also K C R, aber K # R, so wihle eine Folge ¢; € Q C K
mit limg; = o € R\ K. Offensichtlich hat die beschrénkte Folge 0, go, 0, g1, 0, g2, ... genau einen
Héufungswert in K, ndmlich 0, ist aber nicht konvergent. (]

Wir kénnen also unseren 7 ,,Vollstandigkeitsaxiomen “ noch ein weiteres 8. hinzufiigen.

Jede beschréinkte Folge
(VIII) | mit genau einem Haufungswert

ist konvergent




Anhang: Unabhéingigkeit der Axiomensysteme

Wir dokumentieren jetzt an Hand eines Beispiels, dal man zur Charakterisierung der reellen Zahlen
vermittels des Vollstdndigkeitsaxioms und der beiden Intervallschachtelungsprinzipien nicht auf das
Archimedische Axiom verzichten kann. Weitere Beispiele zeigen sogar, dal man es weder zu

(%) K besitzt nichttriviale Nullfolgen
noch zu
(#x) K besitzt analytisch nilpotente Elemente, d. h. Elemente a # 0 mit lim;_, al =0

abschwichen kann. Man beachte hierbei, da§ (x*) tatséichlich in archimedisch angeordneten Korpern
fiir alle Elemente @ mit |a| < 1 erfiillt ist (siche Punkt ii) in Satz 8.16) und damit (*) stets in solchen
Korpern gilt.

Die ersten Beispiele sind die sogenannten 1, —Kdrper (siehe z. B. [26] ); dies sind angeordnete Korper
K mit der folgenden Eigenschaft: zu je zwei hochstens abzéhlbar unendlichen (evtl. auch leeren) Teilmen-
gen A, B mit A < B (das bedeutet a < b fiir alle Elemente a € A, b € B) gibt es ein Element z € K
mit A < {z} < B. Strukturen mit dieser Trennungseigenschaft wurden zuerst von Hausdorff [25]
eingefiihrt. Ein Beispiel eines solchen Korpers ist der Korper *R der sogenannten nichtstandard reellen
Zahlen (siehe z. B. [20]). Wendet man die erwéhnte Trennungseigenschaft auf A = NCK, B = {}
an, so sieht man sofort, dal K nichtarchimedisch angeordnet ist. Setzt man fiir eine beliebige Folge
(wk) :

A={0}, B={|z; —ax| >0:j,keN},

und wihlt man ¢ mit A < {e} < B, so ergibt sich unmittelbar: Jede Cauchy—Folge in K ist trivi-
al, insbesondere konvergent. Solche 7; -Ko6rper sind also Beispiele von Cauchy—vollstdndigen Korpern,
die keine nichttrivialen Nullfolgen besitzen. Damit geniigen sie trivialerweise dem schwachen Inter-

vallschachtelungsprinzip, aber auch dem starken: ist némlich I; = [a;, b;] eine Intervallfolge mit
Ip D I D -+ und, ohne Einschrénkung, a; < b; fiir alle j, so wendet man das Trennungsprinzip auf
die Mengen

A={aj:jeN} und B = {b;: jeN}

an.

Nun zu einem Beispiel eines nichtarchimedisch angeordneten Korpers, der dem schwachen Axiom
der Intervallschachtelung geniigt und analytisch nilpotente Elemente enthélt. Wir folgen hierbei stark
der Présentation von EFIMOwW [21]. Es sei K ein beliebiger angeordneter Korper. Man sieht unschwer,
daB der Ring LL der formalen Laurentreihen

(+) p=ayT" +a; T + a T2 4+ ... q;eK,nez

einen Korper bildet, da jede formale Potenzreihe 1 + ayT + a2T? + - - - eine Inverse besitzt. Ist p # 0,
so gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl n € Z, so daf} in der Darstellung (+) der Koeffizient ag von 0
verschieden ist. Wir nennen n = n (p) die Ordnung von p (firx p = 0 setzt man n(p) = —oo). Eine
Laurentreihe p heifle positiv, wenn n (p) > —oo und ag > 0. Die Menge P der positiven Elemente
erfiillt augenscheinlich

pu(-pP)u{0} =L, PN(-P)=0, P+PCP und P-PCP
und definiert also eine Anordnung auf L. Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl
lim 79 =0,
j—o0

L besitzt also analytisch nilpotente Elemente. Ferner ist 0 < T < a fiir jedes a € K, a > 0 und
folglich j < T—! fiir alle 5 € N. Also ist L nichtarchimedisch angeordnet.

In I ist bei beliebigem K das schwache Intervallschachtelungsaxiom giiltig. Dies siecht man wie
folgt: Es sei I; = [pj, ¢j]| eine Intervallschachtelung in L. Da man zu einer unendlichen Teilfolge
iibergehen kann, darf man voraussetzen, dafl p; < pj4+1 < ¢j+1 < ¢; fiir alle j (denn im anderen Fall
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ist () I; trivialerweise nicht leer). Es sei n; = n(p;). Diese Folge mufl nach unten beschrankt sein;
denn wiére limn; = —oo (ohne Einschrankung konnen wir wieder zu einer Teilfolge {ibergehen) und,

wieder aus demselben Grunde, n; > n;i fiir alle j, so miiiten die Anfangskoeffizienten aéj ) von
pj = a T o T 2
positiv sein wegen p;jy; — p; > 0. Dann wére bei vorgegebenem £k fiir hinreichend grofies j aber
n; < n(gr) und damit
Pi —a >0,
was nicht sein kann. Mit dem gleichen Argument fiir —g¢; < —g¢j1+1 < —pi erhélt man auch die

Beschrénktheit der Folge n (g;) nach unten. Es gibt folglich eine Zahl m € Z derart, da§ wir schreiben
koénnen

P; aéj)Tm+a§j)Tm+1+~~

g = béj)Tm + bgj)Tm-&-l R ,
wobei die Anfangskoeffizienten a(()j ) und bgj ) aber Null sein diirfen. Nun folgt aus p; < pjp1 < -+ <
TG+1 < Gj:

Gilt zusétzlich lim (g; — p;) = 0, so mu8B fiir hinreichend grofies j > jo die Ungleichung ¢; — p; <
T™+! bestehen, woraus béj) = agj) fir alle 5 > jo folgt. Wir setzen

co=af =b, j=jo.

Induktiv fortfahrend konstruiert man eine aufsteigende Folge
Jo < J1 < j2 <--
mit

C = a,gj) = bl(j), ] 2 ]k

Die Reihe Z ¢ THT™ liegt in allen Intervallen I -
k>0

Ist K speziell ein 7;—Korper, so geniigt L. sogar dem starken Intervallschachtelungsprinzip. Die
ersten Schritte fiir den Beweis dieser Aussage stimmen mit den obigen bis einschlieBlich der Unglei-

chungen (++) iiberein. Nun argumentiert man wie folgt weiter: entweder ist lim (béj ) aéj )) =0
und damit ¢y = aéj ) = b((Jj ) fiir j > jo und man fihrt mit der nichsten Koeffizientenfolge fort, oder

es gibt ein ¢y mit 4 4
a[()j ) <ep < béj) fir alle 7.
Dann ist aber schon p; < coT™ < ¢; fiir alle j.
Ist dagegen K selbst archimedisch angeordnet, so geniigt der Korper I nicht dem starken Inter-
vallschachtelungsprinzip. Man braucht dazu nur die Folge der Intervalle

Iy = [4T, 1/j]

zu betrachten, deren Durchschnitt offensichtlich leer ist. (Fiir ein analoges Argument reicht schon die
Voraussetzung, dal K nichttriviale Nullfolgen besitzt).

Auch bei I) kann man das Archimedische Axiom nicht abschwiichen. Es ist wohlbekannt (und wird
im folgenden Kapitel bewiesen), daf sich jeder angeordnete Kérper K ordnungserhaltend und dicht
in einen Cauchy—vollstdndigen angeordneten Korper K als Unterkorper einbetten 148t. Daraus folgt
sofort: Besitzt K analytisch nilpotente Elemente, so auch K; K ist genau dann nichtarchimedisch an-
geordnet, wenn K dies ist. Also existieren nichtarchimedisch angeordnete Cauchy—vollstandige Korper
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mit analytisch nilpotenten Elementen. Auflerdem folgt mit diesem Argument, dafl es tatsichlich einen
Korper K gibt, der alle Eigenschaften I) bis V) besitzt, ndmlich die Cauchy—Vervollstindigung des
Korpers Q der rationalen Zahlen. Da man R, wie wir oben gesehen haben, ordnungstreu in einen
nichtarchimedischen Korper einbetten kann, kann man auch bei Axiom VI) nicht auf die Voraussetzung
yarchimedisch* verzichten.






10 Konvergenzkriterien fiir Reihen in Banach - Rdumen

Wir untersuchen in diesem Kapitel speziell unendliche Reihen
(o)
Z aj , a; €C, insbesondere a; €R,
j=0

in Bezug auf ihre Konvergenz. Wir wollen dabei vor allem allgemeine Kriterien entwickeln, mit denen
man Konvergenz gegebenenfalls leicht erkennen kann. Wenn es uns moglich ist, formulieren wir die
Aussagen auch fiir vollstdndig normierte Vektorrdume V' iiber R oder C.

Wir haben z. B. schon gesehen, dafl die harmonische Reihe

[eS)
k=1

| =

divergent ist. Dagegen ist z. B.

1 1 1 > 1
TS R e S Db Ty

konvergent mit Grenzwert 1. Es gilt ndmlich

I I R Ly,
Sn = 2 23 n n+1) " n+ 1 now

10.1 Reihen mit positiven reellen Gliedern, Majorantenkriterium

Fiir reelle Reihen mit nichtnegativen Gliedern a; > 0 ist die Folge (s,) der Partialsummen monoton
steigend. Es folgt

Lemma 10.1 Die reelle Reihe Y aj, a; > 0, ist genau dann konvergent, wenn es eine Konstante
K € R gibt mit

n

> 4 <K

j=0

fiir alle n € N,
Ein auflerordentlich wichtiges Vergleichskriterium ist

Satz 10.2 (Majorantenkriterium) FEs seien a; Elemente eines Banach-Raums (also z. B. reelle
oder komplexe Zahlen), und c; > 0 seien reelle Zahlen, so dafl

la;jll < ¢; fir fast alle j

o0
gilt und Z c; konvergiert. Dann sind auch die Reihen
§=0

00 00
dollagll und )
Jj=0 j=0

konvergent.
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o0 o0
Bemerkungen. 1. Man nennt Z ¢; in diesem Fall eine Majorante der Reihe Z a; und schreibt fiir
§=0 §=0
diesen Sachverhalt auch manchmal symbolisch
o0 o0
DTS IEE
j=0 j=0

2. Durch Kontraposition gewinnt man aus dem Majorantenkriterium auch das sogenannte Minoranten-
kriterium: Sind a; < b; nicht negative reelle Zahlen und ist die Reihe ) ;@ divergent, so auch die
Reihe >, b; (denn sonst wire diese eine konvergente Majorante zu der Reihe 3, a;).

Beweis (Satz 2). Die Behauptung folgt sofort mit der Dreiecksungleichung und dem Cauchy—Kriterium:

fir alle n > m > N (e). O

Lemma 10.3 Die Reihe

st genau dann konvergent, wenn s > 1.

Bemerkung. Die Potenzen n® fithren wir fiir beliebige reelle s erst in einem spéteren Kapitel ein. Man
setze hier zunéchst s € Q und vertraue darauf, dafl die verwendeten Monotonieaussagen auch fiir reelle
s richtig bleiben.

Beweis. Ist s < 1, so ist
n

1
tn =) = 2
=l

n
PR

S

1

so dafl die Folge (t,) der Partialsummen unbeschrinkt ist.

Fiir s > 1 betrachte man zu n € N ein v mit n < 2¥ — 1. Es folgt

O R e [ IS A (U R -
n = t2v-1 = 92s 3s 2(v—1)s (21/ _ 1)5

< 1422 11 3 ! k—il
S 1425 4 = <I;) i) ST

Definition. Die RIEMANNsche (—Funktion

) =Y
n=1

ist sogar fiir alle s € C definiert mit Res > 1. Sie spielt eine wichtige Rolle bei der Untersuchung
der Verteilung von Primzahlen (Riemannsche Vermutung). Es gilt ndmlich mit der Folge (pg) der
Primzahlen die Produktdarstellung

- 1

= || ———, Res>1.

C(S) 1 7p;s €S
k=0
Wir beweisen spéter
w2 4 70
2) = — 4) = — - )
(@ =" =12 o)==

Es gibt spannende Vermutungen iiber ¢ (n), n € N ungerade. Man beachte, daf} erst im Jahre 1978
bewiesen wurde (APERY), daB ( (3) #rrational ist.
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10.2  Absolut konvergente Reihen

Definition. Eine unendliche Reihe

oo
E a; , ajEV,
J=0

oo
in dem normierten Vektorraum V' heifit absolut konvergent, wenn die (reelle) Reihe Z lla;|l der
§=0
Normen konvergent ist.
Satz 10.4 Absolut konvergente Reihen in Banach—Rdumen (insbesondere also in R und C ) sind kon-
vergent.

o0 o0

Beweis. Die reelle Reihe Z | a; || ist eine konvergente Majorante zu Z aj. O
j=0 j=0

Warnung. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht, wie man an dem Beispiel der alternierenden har-

monischen Reihe
o0

Syt

n=1
in R sieht. Diese ist wegen des anschlieBenden Kriteriums konvergent, nicht aber die Reihe der Abso-
lutbetréige der Glieder.

10.3 Das Leibniz - Kriterium fiir alternierende Reihen

Satz 10.5 (Leibniz) Es sei (a;) eine monoton fallende (reelle) Nullfolge. Dann ist die alternierende
Reihe

o0
> (=1 a4
§=0
konvergent. Ist ihr Grenzwert s, so hat man die Fehlerabschdtzung

n

sz(fl)jaj ‘ < apy1, neEN.

i=0
Beweis. Es ist s, — sp—2 = (—1)"(a,, — ap—1) und damit
51 <83 <85 < -+ und - < sy <53 < sp

Ferner ist s, — sp,—1 = (—1)"a, und damit fiir geraden Index n = 2k die Differenz sop — Sok—1 =
agr, > 0, also sop—1 < S und limg_yoo (S2 — S2k—1) = 0. Wegen des Intervallschachtelungsprinzips

existiert genau eine Zahl s im Durchschnitt ﬂ [S2k—1, S2r ], so dafl
k

s = lim sop = lim s9_1,
k—o00 k—o00
woraus sich sofort auch s = lim,, s,, ergibt. Schliellich liegt s stets zwischen s,, und s,41, so dafl

|s — sn| < [Sng1 — Sn| = Angr - O

Beispiele. Es gilt, wie wir spéter noch beweisen werden,

1 1 1
l- =4 == f—w.=In2
5 T3 17" e
1_1_’_1_1_’__ —E
35 7 RV
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Bemerkungen. 1. Daf} die Folge (a,) der Glieder der Reihe gegen Null konvergiert, ist, wie wir wissen,
notwendig fiir die Konvergenz der alternierenden Reihe. Aber auch auf die Bedingung der Monotonie
kann man im Leibniz—Kriterium nicht verzichten. Z. B. ist die alternierende Reihe mit agr = 1/ 2k k>
0,und agx—1 = 1/k, k > 1, divergent.
2. Fiir eine alternierende Reihe
[ee]
Z (=1 a; = s
=0

J

ist notwendig s = ap — Z (=1) aj11, so daB man durch Addition
§=0
1 1 :
s= 500+ 3 (=1 (a; = aj41)
3=0

erhiilt. Die neue Reihe ist evtl. wesentlich schneller konvergent als die urspriingliche. Z. B. liefert die-
ses auch Konvergenzverbesserung genannte Verfahren bei der alternierenden harmonischen Reihe die
1

Darstellung
1 1 1
25 =14+ — — =— + — — — +— -] .
1-2 2-3 3-4 4.5

Bricht man diese Reihe nach n Schritten ab, so ist der begangene Fehler kleiner als
1 1
2n+1)(n+2)°

wéhrend er bei der urspriinglichen Reihe nur kleiner als 1/(n + 1) ist.

10.4  Dezimalbruch - Entwicklung reeller Zahlen

Bevor wir uns weiteren Kriterien fiir (absolut) konvergente Reihen widmen, wollen wir uns noch einmal
kurz der Dezimalbruch—Entwicklung der reellen Zahlen zuwenden. Wir wiederholen einen Teil der Aus-
sagen, die wir schon allgemein fiir archimedisch angeordnete Korper eingesehen haben (siche Kapitel 8).

Essei g > 2 eine fest gewéhlte natiirliche Zahl (der Fall g = 10 ist der uns geldufige der Dezimal—-
Entwicklung, der Fall g = 2 der der Dualdarstellung). Mit den g—adischen ,Ziffern“

z,€{0,1,...,9 — 1}

schreiben wir dann

212k Zhtl---Rn = gk-O,zlzg...zn
und z z z
1 2
0,2129...2n, = — + - + -+ % .
g g g
Sind z,, v € N*, unendlich viele Ziffern, so verstehen wir unter dem unendlichen g—adischen Bruch
O, 212923 ...
die unendliche Reihe
oo
> 2
7
=9

Wegen z; < g hat diese die konvergente Majorante

j= ! Jj=
iS( alSO Sele( (1n R ') (abSOlul) kon\/ergenl.

Wir fassen noch einmal zusammen.
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Satz 10.6 Jede reelle Zahl r € Ry besitzt eine Darstellung
T = 21 ... 2k Zk41%k42--- 5, 2 €{0,1,...,9 — 1}

als (evtl. unendlicher) g—adischer Bruch, und umgekehrt stellt jeder (unendliche) g—adische Bruch
eine reelle Zahl dar. Fine solche Darstellung ist eindeutig, wenn man verlangt, daf$ kein N existiert
mit z, = g — 1 firalle v > N.

Satz 10.7 FEine g-adische Darstellung stellt genau dann eine rationale Zahl dar, wenn die Folge
21,22, 23, ... schlieflich periodisch wird.

Der Beweis findet sich in Kapitel 8.

10.5 Quotienten - und Wurzelkriterium

Wir kommen nun zu den klassischen (hinreichenden) Kriterien fiir absolute Konvergenz von Reihen
reeller und komplexer Zahlen, die uns mit einem Schlag zahlreiche konvergente Reihen zuginglich ma-
chen.

Das einfachste ist wohl das sogenannte Quotientenkriterium.

Satz 10.8 (Quotientenkriterium) Sind die (reellen oder komplexen) Zahlen a, durchweg von Null
verschieden, und gibt es eine positive reelle Zahl q < 1, so daf fir (fast) alle sukzessiven Quotienten
gilt :

Gntl | <
Qn
oo
s0 ist die Reihe Z an (absolut) konvergent. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn der Grenzwert
n=0
. Gn41 . .
lim ‘ existiert und kleiner als 1
n— 00 an

ist. Sind jedoch fast alle dieser Quotienten dem Betrage nach grifier oder gleich 1 oder ist

An+41
Qn

lim > 1
n— oo

7

so ist die Reihe divergent.

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, da§ die Voraussetzung fiir alle (und nicht nur
fiir fast alle) n erfiillt ist. Mit vollstéindiger Induktion gewinnt man dann die Abschitzungen |a, | <
lag|q™, n € N. Also ist die geometrische Reihe eine (konvergente) Majorante fiir die zu untersuchende
Reihe. Sind dagegen fast alle Quotienten dem Betrage nach grofier oder gleich 1, so gilt |a, | > |an|
fir alle n > N . Somit kann die Folge der a,, nicht gegen Null konvergieren. ]

oo

Bemerkung. Die divergente harmonische Reihe und die konvergente Reihe Z 1 /n2 lehren, daf} das
n=1

Quotientenkriterium keine Entscheidung bringt, wenn

Ap+1
G,

lim =1
n— oo

ist.

Bemerkung. Das Quotientenkriterium bleibt mutatis mutandis richtig in vollstéindig normierten Vek-
torrdumen, wenn man die Betrige der Quotienten a,11/a, ersetzt durch die Quotienten der Normen:

[ @nta |
[ an |l
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In Verbindung mit der Kenntnis des Grenzwertes der geometrischen Reihe liefert das Majoranten-
kriterium &hnlich gute Abschdtzungen wie im Leibniz—Kriterium fiir den Fehler, den man begeht, wenn
man eine absolut konvergente Reihe durch Partialsummen approximiert. Wir formulieren die einfach zu
beweisende Aussage in Banach—R&umen.

Satz 10.9 FEs existiere eine reelle Zahl ¢ mit 0 < q < 1 und eine natirliche Zahl n, so daf fir alle
k>1 gilt:

| @ntrt |l <

| a@nsr |

o0
Ist dann s der Grenzwert der Reihe Z aj, so besteht die Abschitzung
j=0

Hs_iaj

=0

[ @nta ||

<
R

Beweis. Die linke Seite wird der Norm nach abgeschétzt durch die Reihe Z | @ntrt1]l, und diese
k=0

oo
besitzt die konvergente Majorante || a,41 || Z q~. O
k=0

Wir fiigen noch eine eigenartige Verschirfung des Quotientenkriteriums fiir Reihen in Banach—
R&umen an, das die besondere Rolle der harmonischen Reihe auf beeindruckende Weise hervorhebt.

Satz 10.10 (Kriterium von Raabe) Sind fir fast alle n € N die Quotienten

lanall _, _ 8
Tan n

o0
mit einer Konstanten B > 1, so ist die Reihe Z an absolut konvergent. Sie ist dagegen divergent,

n=0
wenn die a, reell sind und fir fast alle n die Abschdtzung

1
An+1 >1- =
an n
gilt.
Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung o, := | a,| und erhalten nach Voraussetzung fiir hinreichend

grofle n die Ungleichungen
napy1 < —Ba,=m—Da, + (1 —Ba, < (n—1a,.

Somit ist die Folge m ay, 11 monoton fallend und nach unten durch 0 beschrinkt, also konvergent. Dies
impliziert seinerseits die Konvergenz der Teleskopreihe

an, by == (n — 1)ay — napyr,

und wegen 0 < (8 — 1)y, < b, ergibt sich die Behauptung aus dem Majorantenkriterium.

Im zweiten Fall miissen fast alle a, das gleiche Vorzeichen besitzen. Seien ohne Einschrinkung alle
ap positiv. Dann folgt na,+1 > (n — 1)a, > 0; die Folge na,4+1 ist also (schlieBlich) monoton
aufsteigend und positiv, so daBl na,+1 > « fiir fast alle n und eine geeignete positive Konstante «.
Somit besitzt die zu untersuchende Reihe die divergente Minorante ) o/n. O
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Beispiele. 1. Die Reihe

Z nz", ze€C
n=1
. . +1 , . .
ist wegen lim |z| = | z| konvergent fiir |z| < 1 und divergent fiir |z| > 1.
n—00 n
2. Die Reihe
oo Zn
exp z := Z )
n=0
- , nt]z | .12 . e .
ist wegen lim ———— = lim = 0 konvergent fiir alle z € C. Sie heifit die Fzponenti-

n—00 (n+1)!|z|” n—oo 1 + 1
alreihe; die durch sie gegebene Exponentialfunktion exp : C — C stellt eine der wichtigsten Funktionen
der Mathematik und Physik dar.

10.6 Binomial - Reihen

o
Die geometrische Reihe in der Form Z 2" und die beiden in den obigen Beispielen betrachteten Reihen

n=0
sind sogenannte Potenzreihen.

Definition. Es sei V' ein Banach-Raum iiber dem Korper R oder C. Eine (formale) Reihe der Form
Zan(zfzo)", anevaZOEKa
n=0

heif}t eine Potenzrethe mit den Koeffizienten a, um den Entwicklungspunkt zg .

Wir interessieren uns fiir die Frage, fiir welche z € K eine solche Reihe konvergiert, wobei wir
selbstverstandlich die Folge der Partialsummen auf Konvergenz untersuchen miissen und unter dem

Symbol ,a, (z — 20)"“ das Element (z — zp)"a, € V verstehen. Augenscheinlich liegt fir z = 2z
Konvergenz vor. Dies kann tatséchlich auch der einzige Wert sein, fiir den die Potenzreihe konvergiert,
wie das Beispiel > 7 nlz" zeigt. (Hier ist V = K = C). Wir kénnen und werden uns bei den

Untersuchungen im Kapitel 11 auf den Fall 2z = 0 beschréinken.
Wir geben hierzu noch als Beispiel die Binomial-Reihen an, die aulerordentlich wichtig sind fiir die
Darstellung und Berechnung der Wurzelfunktionen.

Beispiel. Die Binomial-Reihen sind definiert durch

= (s
B = "
=3 (0)
n=0
wobei fiir beliebiges s € C\ N die (verallgemeinerten) Binomial-Koeffizienten erklirt werden durch

<3) _s=De(smnt1)

n n!

Fiir s := m € N brechen diese Reihen selbstverstdndlich mit dem Glied m + 1 ab und stellen wegen
der binomischen Formel die Potenz (1 + z)™ dar:

i (ZL),Z”(lJrz)m, meN.

n=0

Fiir s ¢ N sind dies unendliche Reihen mit Konvergenzradius 1, wie man dem Quotientenkriterium

entnimmt: L
s s\
n+ 1 n

|s —n|
n+1

|z = | 2]
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konvergiert bei festem s ¢ N mit n — oo gegen |z |. Wir kommen auf diese Reihen noch im Kapitel 12
zuriick.

Wir wollen Satz 9 noch exemplarisch am Beispiel der Exponentialreihe demonstrieren. Wir setzen

n
Zn—i—l

Rpt1(2) exp z Z 2 i G {1 + 24 zQ + }
N — exp # — S S b
1 P = j! Pt j! (n + 1)! n+ 2 (n+ 2)(n + 3)

Fir |z| < g + 1 besitzt die Reihe in geschweiften Klammern offenbar die geometrische Reihe mit

g = 1/2 als Majorante. Wir erhalten damit

Satz 10.11 Fir alle komplezen Zahlen z mit |z| < g + 1 gilt

N ’ 2‘z|n+1

exp z — =< =
jz::()]! (n + 1)!

Insbesondere ist fir |z| < 1 und alle n € N auch

n

27 2
_ 2ol —=
exp z jgo 4! ‘ ~ (n+ 1)

Bemerkungen. 1. Aus der ersten Abschétzung folgt mit n = 0, dafl die Exponentialfunktion folgenstetig
im Nullpunkt ist. Dies gilt auch fiir jeden Punkt a € C, wie wir weiter unten mit Hilfe der sogenannten
Funktionalgleichung einsehen werden.

2. Satz 11 liefert eine bequeme Methode zur Berechnung von einzelnen Werten der Exponentialreihe,
insbesondere dann, wenn man die Niherungspolynome exp z — R,,+1(z) mit Hilfe des HORNER—Schemas
auswertet (siehe Ende Kapitel 2). Fiir exp 1 (dies ist die frither schon eingefithrte Eulersche Zahl e;
siehe Satz 13) findet man so die Nidherungswerte

SIS P
AV N -1 N -2 2 ’

die e bis auf einen Fehler vom Absolutbetrag 2/(N + 1)! approximieren. Mit N = 15 gewinnt man
hieraus z. B.

e = 2,718281828459 + 10712 .

Die zweite Abschitzung in Satz 11 ermdglicht des Weiteren einen schnellen Nachweis der Irrationa-
litit von e. Daf die Kreiszahl 7 irrational ist, ist wesentlich miithsamer festzustellen (und dafl beide
transzendent sind, noch viel schwerer).

Folgerung 10.12 Die Fulersche Zahl e ist irrational.

Beweis. Angenommen, es sei e = p/q rational. Wendet man dann die zweite Abschitzung an auf
z =1 und n = max (2, q), so folgt

"1 _ «
par il (n + 1)!

0 <

ISH k]

mit einer reellen Konstanten « zwischen 0 und 2. Multiplikation mit n! fithrt dann zu «/(n+1) € N*|
was nicht sein kann. g

Die Exponentialfunktion exp : C — C besitzt noch eine vollig andere Darstellung, die ihren
Zusammenhang mit Anwendungen auf Prozesse wie z. B. den der stetigen Verzinsung oder den des
radioaktiven Zerfalls verdeutlicht (siehe auch Kapitel 9).
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Satz 10.13 Fiir alle z € C gilt
lim (1 + E) = exp z .
n

n—oo

Insbesondere ist die Eulersche Zahl

n— oo

ln
e =expl = lim (1+) .
n

Beweis. Wir beweisen gleich eine schirfere Aussage, die wir spiter noch zur axiomatischen Charakteri-
sierung der Exponentialfunktion verwenden wollen, némlich: Ist (z,) eine Folge komplexer Zahlen mit
lim,, z, = z, so gilt
. Zn\"
lim (1 + —) = exp z .
n—o00 n

Wegen der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe kénnen wir zu vorgegebenem ¢ > 0 einen Index
K so grofl wahlen, dafl sowohl

o0

(|z| + D)* €
> " <3

k=K
als auch fiir n > K die Abschiitzung |z, | < |z| + 1 gilt. Fiir diese n > K ist dann

o0 k
Zn\ " z
(1+ n) _Zk!’
k=0

wie man sofort mit der binomischen Formel fiir den linken Ausdruck sieht, dem Betrage nach kleiner

oder gleich
n\ z* P " n\ |z |F =z
(k)nkk! +Z<k> T
k=K

wobei die letzte Summe schon kleiner als /3 ist. Zur Abschiitzung der ersten und der zweiten Summe

beachte man ) ) ) ) ) . )
n _
— = (1= = 1- 2)...(1 = < —
(k) nk k! ( n) ( n) ( n ) -k

1 1
woraus insbesondere lim <n) = — folgt. Damit ist auch die zweite Summe kleiner als

K-1

>

k=0

n \k/) nk k!

n

SLEETI

<
' .
P L 3

Da die Summanden der ersten Summe fiir n gegen oo gegen Null konvergieren und die Anzahl K der
Summanden nicht von n abhéingt, findet man ein N > K derart, daB fiir alle n > N auch die erste
Summe kleiner als €/3 ist. Damit ist der Satz bewiesen. ]

10.7 Das Wurzelkriterium

Einen wichtigen Schliissel zur Frage nach der Konvergenz von Reihen und speziell von Potenzreihen
liefert uns das sogenannte Wurzelkriterium. In seiner einfachsten Form ist es eine direkte Anwendung
des Majorantenkriteriums in Verbindung mit der geometrischen Reihe. Der Beweis eriibrigt sich deshalb
an dieser Stelle.

Satz 10.14 (Wurzelkriterium) Die Reihe Z an, mit Gliedern a, in einem Banach-Raum V ist

n—=
sicher dann konvergent, wenn es eine positive reelle Zahl ¢ < 1 gibt mit

Vilan |l < g
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fir fast alle n € N. Sie ist sicher dann divergent, wenn fiir unendlich viele natirliche Zahlen n die

Ungleichung
Vilan |l =1

besteht.

Bemerkung. Trotz des einfachen Beweises ist das Wurzelkriterium wesentlich schérfer als das Quotien-
tenkriterium. Ist das Quotientenkriterium némlich erfiillt, also (ohne Einschrinkung)

[ ana |l

< q firalle neN
| an |l

mit festem 0 < g < 1, so ist, wie wir frither gezeigt haben,

lan |l < ¢"[lao]l

und
Van |l < g 3/|aol

und deshalb wegen lim /| ag| = 1 auch
n—r oo

Vilan |l < 1

fiir jedes g1 mit ¢ < ¢ < 1 und alle hinreichend grolen n. Somit ist das Quotientenkriterium
eigentlich tiberfliissig. Wegen seiner leichten Handhabbarkeit ist es jedoch absolut unentbehrlich.

Wir geben noch ein Beispiel dafiir an, dafl das Wurzelkriterium tatséchlich stérker ist, also eine
Entscheidung iiber Konvergenz herbeifithren kann, wenn das Quotientenkriterium versagt. Betrachte
dazu fiir reelle oder komplexe a mit 0 < |a| < 1 die folgende Reihe:

a+1l+a®+a>+ad +a* +a +a®+---,

also eine Umordnung der (konvergenten) geometrischen Reihe 1 + a + a® + a® +---: alle Glieder der
geometrischen Reihe kommen vor, und zwar genau einmal. Die sukzessiven Quotienten in dieser Reihe
sind abwechselnd 1/a und a?®; das Quotientenkriterium ist also wegen |1/a| > 1, |a®| < 1 nutzlos.
Andererseits ist beziiglich des Wurzelkriteriums der entscheidende Ausdruck

Via|"*t = la| {/]a]
fiir gerade n und

Yl = Lol
Vial

fiir ungerade n und damit
lim {/|a,| =a| <1.
n—oo

Also ist die Reihe konvergent, und wir kénnen ihren Wert s durch geschicktes Klammern sofort aus-
rechnen:

1+a 1

s=(a+D)+(@+a?) 4 = (a+ ) (I+a+a' +) = T—35 = 7—— = T+a+a’+a 4.

Dies ist kein Zufall: Wir werden am Ende des vorliegenden Kapitels allgemein zeigen, dafl eine absolut
konvergente Reihe stets beliebig umgeordnet werden kann, ohne dafl die Konvergenz verloren geht oder
der Grenzwert sich &ndert.
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In konvergenten Reihen, die nicht absolut konvergieren, darf man jedoch i. A. die Reihenglieder nicht
beliebig umordnen. Es ist z. B. im Reellen

Wl =
e

+

N =

= 1 1
0#s=1-— +“':Z<2k—1_2k>

k=1
_i LN SIS SUR §
_kzl 4k —3 4k —2 4k — 1 4k )

Multipliziert man die erste Reihendarstellung mit 1/2 und addiert sie zu der zweiten, so erhélt man

> 1 1 1
S_Z(4kz—3+4k—12k>

k=1

1+1,1+1+1f1+1+if1+
3 2 ) 7 4 9 11 6

Unter Zuhilfenahme von Satz 8.13 schliefit man leicht, dal die nicht geklammerte Reihe

N w

IR
3 2

1
11

+ + -+ +oe

at| =
~|
e
Nefie
|~

konvergent ist und den von s verschiedenen Grenzwert 3s/2 besitzt. Die letzte Reihe ist aber wieder
eine Umordnung der urspriinglichen.

Bemerkung. Dieses Verhalten ist typisch fiir solche konvergenten, aber nicht absolut konvergenten Rei-
hen (die man machmal auch unter Mibrauch der Logik als nicht absolut konvergente Reihen bezeichnet).
Es gilt ndmlich der folgende beriihmte Satz von Riemann und Lejeune-Dirichlet (1837).

Satz 10.15 FEs sei Z an, = s eine nicht absolut konvergente reelle Reihe und S # s. Dann gibt es

n=0
Umordnungen der Reihe, d. h. Permutationen w € PermN | s. d. die Reihe

Z O (k)
k=0

gegen S konvergiert. Es gibt ferner Umordnungen, die bestimmt gegen oo wund solche, die bestimmt
gegen —oo divergieren, also insbesondere solche, die nicht konvergieren.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dafl alle Reihenglieder a,, von Null verschieden

sind, und setzen a, := max(a,, 0) und @, := max(—a,, 0). Wire nun eine der beiden Reihen
Yo, ab bzw. Y a, konvergent, so wiire es auch die andere wegen a,, = a; — a,, . Dann wére wegen
lan | = a + a;, aber die zu untersuchende Reihe absolut konvergent im Gegensatz zur Voraussetzung,.

Somit sind die beiden Reihen >, af und )" a, bestimmt divergent gegen oo; insbesondere sind
(a}) und (a,) (unendliche) Folgen und bleiben dies auch, wenn man aus ihnen die Glieder entfernt,
die gleich Null sind. Wir bezeichnen diese neuen Folgen mit (p;) bzw. (p; ). Sie sind die Teilfolgen
der positiven Glieder der vorgelegten Reihe bzw. der Absolutbetrige der negativen Glieder und damit
Nullfolgen. Gemé&f unserer Voraussetzung a, # 0 fiir alle n tritt damit jedes Glied a,, in genau einer
der Teilfolgen (p;7) bzw. (—p, ) auf (und zwar genau einmal).

Nach diesen Vorbemerkungen konnen wir zur Tat schreiten und eine geeignete Umordnung der Reihe
zu fest gewéhltem S konstruieren. Wir wihlen zuerst eine kleinste Zahl mg mit

mo
Sohi s
k=0
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und dann eine kleinste Zahl m; mit
mo maq
dopi+ Y (p) <8,
k=0 k=0

Induktiv fortfahrend gewinnt man so eine neue Reihe

P+ Dy (0g) o (D) Dy F o Py

die eine Umordnung der Ausgangsreihe darstellt. Da die m; aber stets minimal gewahlt wurden, wird
der Unterschied zwischen S und den Partialsummen dieser Reihe von mg ab bis m; — 1 Kkleiner als
p;tm , ab my bis my — 1 kleiner als p,, , etc. Hieraus folgt, dafl die so gewéhlte Umordnung gegen S
konvergiert.

Der zweite Teil ergibt sich aus einer geeigneten Variante des vorstehenden ,,Zickzack—Verfahrens* des
Uber— und Unterschreitens von S, indem man induktiv nach n € N abwechselnd die Zahl n (minimal)
iiberschreitet und danach (maximal) unterschreitet. Die Einzelheiten seien dem Leser iiberlassen. O

Bemerkung. Es gibt eine noch wesentlich allgemeinere Fassung des Riemannschen Umordnungssatzes,
die wir jedoch erst in Kapitel 11 formulieren. Der Beweis kann entsprechend wie oben gefiihrt werden.

10.8 Der grofle und der kleine Umordnungssatz

Bei absolut konvergenten Reihen hingegen konvergieren alle Umordnungen gegen denselben Grenzwert.
Dies ist eine Folgerung aus dem groffen Umordnungssatz, den wir jetzt formulieren und beweisen wollen.
Er besagt sogar, dafl man in solchen Reihen auch sogenannte totale Umordnungen vornehmen, d. h.
z. B. erst alle geraden Glieder und dann alle ungeraden Glieder ,,aufsummieren“ und dann deren Summe
bilden kann. Im allgemeinen versteht man unter einer totalen Umordnung einer Reihe die Vorgabe einer
disjunkten Zerlegung Mo U M; U ... von N in hochstens abzéhlbar viele Mengen M, die selbst mit
einer festen (aber nicht notwendig mit der von der natiirlichen Ordnung auf N induzierten) Anordnung
versehen seien. Dann ist fiir jedes Element j € N der Ausdruck

S a

neM;

entweder eine endliche Summe oder eine wohlbestimmte Reihe. Wir setzen s; fiir den Wert der Summe
bzw. der Reihe, wenn die letztere konvergiert, und fragen nach Bedingungen, unter denen alle s;
existieren und die aus den s; gebildete Reihe gegen ) a, konvergiert, wann also, in suggestiver
Notation, die Beziehung

3] S S
Yoan=3 s =3 (Y w)
n=0 7=0 j=0 neM;

besteht.

Man macht sich leicht (unter Verwendung von Lemma 3.11) klar, dafl die Formulierung im folgenden
Satz nur eine andere Fassung des eben Gesagten ist. Hierbei diirfen wir wieder Reihen mit Gliedern in
Banach—Rdumen betrachten.

oo
Satz 10.16 (Grofler Umordnungssatz) Die Reihe Zan sei absolut konvergent, und es sei T :
n=0
N — N x N eine injektive Abbildung. Wir setzen a;j = an, wenn (j, k) = w(n), und ajr = 0
sonst. Dann gilt :

oo
i) alle Reihen Z ajr, J €N fest, sind absolut konvergent ;
k=0
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o0 o0
ii) die Reihe Z s; ist absolut konvergent, wobei s; = Z ajk s
3=0 k=0

ili) es besteht die Gleichung

o0

ganzisjzz(iw).

=0 i=0 k=0

Ist m: N — N eine Bijektion, also eine Permutation von N, so kann man den vorstehenden Satz
anwenden auf die injektive Abbildung 7=!: N — N~ {0} x N — N x N. Mit 7—1(n) = (0, k) ist
n = w(k), also agx = @), und a;r = 0 sonst und folglich so = >, arky, 55 = 0, j > 1.
Somit ergibt sich als Spezialfall der (kleine) Umordnungssatz.

oo
Folgerung 10.17 (Kleiner Umordnungssatz) Ist die Reihe Z an absolut konvergent, so gilt fiir
n=0

jede Bijektion w: N — N:

Z aﬂ(k) = Z Ay, -
k=0 n=0

Bemerkung. Allerdings darf man, wovon man sich verhéltnisméfig einfach iiberzeugen kann, eine belie-
bige konvergente Reihe umordnen, wenn nur die Permutation nicht allzu ,,wild“ ist. Eine solche ,,zahme*
Situation liegt z. B. dann vor, wenn man die urspriingliche Reihe in gleichlange Stiicke einteilt und nur
innerhalb dieser Stiicke permutiert. Allgemeiner ist das Umordnen bzgl. einer Permutation « dann
erlaubt, wenn die Folge |7 (j) — j| beschriankt ist. Aber auch diese Bedingung ist weder notwendig
noch hinreichend. Z. B. sind auch Umordnungen vom folgenden Typ

apt+a1+azt+azt+ar+as+as+agt+as+---+agtaz - t+agt
——

stets wieder konvergent. Denn wiihle zu beliebigem € > 0 ein N € N mit |s—s,| < ¢ firalle n > N;
bezeichnet dann t, die n-te Partialsumme der umgeordneten Reihe, so gilt fir 0 < k < 277! die
Beziehung

t2n—1+k = Son-1 + Son — Son_ |k ,

also insbesondere fiir 2"~1 > N:
[ton-14p — 8| < |San-1 — 8| + |s2n — 8| + |S2nyr — 8| < 3e.

Andererseits kann man durch Beispiele belegen, dafl die umgeordnete Reihe

ap +ar+az+ag+as+ae+as+ar+ag+ap+---+ag+agt+ant-+as+aet
—— —_——

(mit den gleichen Léngen der Abschnitte, die umgeordnet werden, wie im vorigen Beispiel!) divergieren

(-1

kann. Man wiéhle z. B. ag = 0, a,, = , n > 1. Nach dem Leibniz—Kriterium ist die Reihe

>, an konvergent. Bildet man nun die Partialsummen fiir die umgeordnete Reihe stets bis zur Mitte
der jeweils ,,unterklammerten “ Ausdriicke, so erhilt man eine Teilfolge T} der Folge der Partialsummen
t, der umgeordneten Reihe, ndmlich

Ty = tn, mit np = 3282 -1 fir k> 2,

fiir die
Ty + Ap = sor_y mit Ap := age-141 + Gor-1,3 + -+ age_



182 Teil II: Grundlagen der Analysis

gilt. Die Folge der Aj wéchst aber {iber alle Schranken wegen

1 N 1 - 1 - ok—2 1 \/ik
e = — — OO
V2RI 11 V2R 43 V2R —1 7 ok 4 ’

so dafl auch die Folge T} unbeschrinkt ist.

A =

Beweis (Satz 16). Nach Voraussetzung existiert

oo
a=> llan| < oo.

n=0

Somit besteht fiir jede endliche Teilmenge E C N und jedes fest gewéhlte j € N die Ungleichung

Y Nl < a,

keE

woraus sich unmittelbar die absolute Konvergenz jeder Reihe
o0
Z aj.k ] eN )
k=0

ergibt. Es sei nun Z a, = A, und zu vorgegebenem ¢ > 0 werde die Zahl N so grof} gewéhlt, dafl

n=0
o0
Yo llan] <<
n=N+1
Seien ferner J, K natiirliche Zahlen, so da8 ag,...,an unter den a;, 0 < 7 < J, 0 < k < K,
vorkommen. Dann gilt
K J o,
XY aw -4l Y lanl <=,
k=0 j=0 n=N+1

wobei der Strich an dem dritten Summenzeichen andeutet, dafl wir evtl. nur {iber eine Teilmenge der

oo
Indexmenge n > N 4 1 zu summieren haben. Mit s; = Z aj 1, folgt durch Grenziibergang K — oo
k=0

J
hieraus aber ‘ Z s; — A H < ¢ und damit, wenn man J gegen oo gehen lafit,
§=0

0 0
E SjZA:E Ay -
j=0 n=0

Es bleibt noch zu begriinden, warum die Reihe der s; sogar absolut konvergiert. Hierzu wende man die
schon bewiesene Aussage auf die Reihe der Normen der Glieder an. Setzt man

hE

S; = lajll

~
Il
o

so ist

NE

J

0
S; = llanl = «a,
n=0

und wegen || s;|| < S; ist die Folge der Partialsummen der Reihe Z | s; || nach oben durch «
beschrinkt. 0

Il
o
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10.9 Der Doppelreihensatz

Ein weiterer Spezialfall des groflen Umordnungssatzes ist der Doppelreihensatz. Man achte darauf, daf3
bei seiner Formulierung auch der kleine Umordnungssatz mitverwendet wird.

Satz 10.18 (Doppelreihensatz) Es seien die Elemente ajj in dem Banach-Raum V  gegeben,
j, k € N, und alle endlichen Summen Z lajk |l seien durch eine feste Schranke K mnach oben

beschrinkt.'” Dann konvergieren die Zeilen— und Spaltensummen

(o9}
ajr bzw. Skzg aj i

NE

Z; =

™~
Il
o

absolut, und es gilt

Z; = ZSk:ZDn,

k=0 n=0

'MS

Il
=)

A=
J

wobei A der Grenzwert der Reihe ) ajj in irgendeiner Anordnung N x N ~ N st und D, die
Diagonalsumme
> ai

Jjtk=n

bezeichnet.

Beweis. Ist m : N — N x N eine bijektive Abbildung und a, := a;;, wenn 7(n) = (j, k), so
ist aufgrund unserer Voraussetzung auch jede endliche Summe . | a, | durch K nach oben be-
schrankt und folglich die Reihe ) a, absolut konvergent. Eine weitere Bijektion dieser Art ent-
spricht einer Umordnung der Reihe ) a,, so daB der Grenzwert ) a, unabhingig von m ist.
Der Rest ist dann eine direkte Anwendung des grofien Umordnungssatzes, wobei im Falle der Gleichung

A=3" o Dr die Bijektion von N nach N x N in der bekannten Weise vorgenommen werden muf:
(0, 0); 1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2), (3, 0), etc. O
Beispiel. Es gilt Z (C(k) — 1) = 1 fiir die Werte ¢ (k) der Riemannschen Zeta—Funktion. Denn es
k=2
ist K N N N
1 1 1
SRR I SE S
k k _
k=2 n=2 n n=2 k=2 n n=2 n(n 1)
und damit
D (Ch) 1) = ZHZZZTZZWZL
k=2 k=2 n=2 n=2 k=2 n=2

2
Mit der nachfolgenden Bemerkung hétte man dieses Ergebnis sogar noch etwas schneller erhalten
konnen.

Bemerkung. Die Voraussetzung des Doppelreihensatzes ist offensichtlich schon dann gegeben, wenn die

folgenden Reihen
Z llaji ]|l firalle j >0 und Z(Z ||ang>
7=0 k=0

existieren. Dann kann man also die Norm—Striche fortlassen und die Reihenfolge der Summation iiber
k und j vertauschen.

Beispiele. 1. Es sei s := ZZO:O a, eine absolut konvergente Reihe. Fiir £k € N werde
g + 201 + day +--- + 2Fay,
by = 9k+1

"Diese Bedingung wird in der Literatur oft auch als Summierbarkeit der Doppelreihe > aj  bezeichnet.
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gesetzt. Dann ist auch die Reihe Z;":O by gegen s konvergent. Man betrachte ndmlich die Doppelreihe
mit den Gliedern a,, := 0 fir n > k und a,; = on—k=1lg falls n < k. Fiir diese Doppelreihe
ergibt sich die Zeilensumme (als geometrische Reihe in ¢ = 1/2) zu Z,, = a, ; absolut konvergiert sie
gegen |a,|. Da die Reihe der |a, | nach Voraussetzung ebenfalls konvergiert, ist die Voraussetzung
der ,Summierbarkeit“ im Doppelreihensatz gegeben, und wir kénnen Zeilen— und Spalten—Summation
vertauschen. Die Spaltensummen sind aber S = by, so daf} also

s=D an =2 Zn=3 Si=) b
n=0 n=0 k=0 k=0
2. Wir betrachten fiir komplexe Zahlen z, w die Doppelreihe

a k
E 27 w”
gk

die auch als ,zweifache geometrische Reihe“ bezeichnet wird (entsprechend kann man auch die n—
fache geometrische Reihe einfithren). Nun ist jede endliche Teilmenge F C N x N enthalten in einem
»,Quadrat“ [0, N | x [0, N], und damit gilt fiir alle z, w mit |z| < 1, |w| < 1, daB

N

REL AR (iw)(lek) < 1—1|z| ' 1—1|w\'

(4,k)eE k=0

Damit ist die zweifache geometrische Reihe in jeder Anordnung von N x N (absolut) konvergent gegen

Z(szwk)zzzjlfwzllefw’ wenn |z| <1, |w| < 1.
7=0 k=0 7=0

10.10  Multiplikation von Reihen

oo
Doppelreihen treten insbesondere bei der Multiplikation von Reihen auf. Sind zwei Reihen Z a; und

Jj=0
e’}

Z by, reeller oder komplexer Zahlen gegeben, so hat man keine andere Wahl, als unter ihrem Produkt
k=0

die Doppelreihe > ¢jr mit ¢jr = ajby zu verstehen. Allerdings braucht diese neue Reihe in keiner
Anordnung von NxN zu konvergieren, und wenn doch, so braucht sie nicht absolut zu konvergieren und
der Grenzwert kann bei geeigneter Anordnung jeden beliebig vorgegebenen Wert annehmen. Alle diese
Schwierigkeiten 16sen sich jedoch in Nichts auf, wenn die beiden Ausgangsreihen absolut konvergent
sind.

Definition. Es seien Z a; und Z b, zwei (komplexe) Reihen. Dann heifit die Reihe
7=0 k=0

o0
E Cpn, Cp = E a; by,
n=0

j+k=n

ihr CAUCHY—Produkt.

Satz 10.19 (Cauchyscher Produktsatz) FEs seien

iaj und ibk
7=0 k=0
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absolut konvergente Reihen (mit Grenzwerten a bzw. b ). Dann ist die Doppelreihe

Z a; bk.

(j,k)ENXN

(in jeder Anordnung von N x N ) absolut konvergent gegen ab. Insbesondere ist das Cauchy—Produkt
der beiden Reihen absolut konvergent gegen ab .

Beweis. Die Doppelreihe mit den Gliedern ¢;, = a; b, erfiillt wegen

% o0 o0
Dooleil <Y lail Y Ik < o
j.k 3=0 k=0
(der Stern am Summenzeichen steht wieder fiir eine endliche Summe) die Voraussetzung des Doppel-
reihensatzes. g
. 1
Beispiele. 1. Es gilt Z na" ! = e fir |#| < 1. Denn es ist
-z
n=1
1 2 o] e8] [e§] o) [eS)
(1) = () (Ew) -5 5 oot - Snrne = S,
j=0 k=0 n=0 j+k=n n=0 n=1

Man beachte, daf auf einer Seite der Gleichung die Ableitung der Funktion (1 — z)~! steht und

auf der anderen die ,formale“ Ableitung der Potenzreihe Z x™ . Dies beruht auf einem allgemeinen
n=0
Sachverhalt, den wir spéter erdrtern werden.

o~ (-1"
2. Die Reihe 7;1 7
selbst divergent ist. Damit gilt der obige Multiplikationssatz nicht ohne einschrinkende Bedingungen

an die Konvergenz der urspriinglichen Reihen.

ist nicht absolut konvergent. Man zeigt leicht, daf ihr Cauchy—Produkt mit sich

3. Die Funktionalgleichung fiir die Exponentialreihe 148t sich auch mit dem Cauchyschen Produktsatz
herleiten:
exp(z + w) = exp z-expw, z,wéeC.

Denn wegen der absoluten Konvergenz von

=1 =1
_ . — ok
expz-Zj!z, expw—zk!w
=0 k=0
ist
[o ]
expz~expw:ch
n=0
mit .
1 1 1 n 1
_ i I n—k, .k _ _— n
=2 Gy _nlz(k>z wh= g Er )t
Jj+k=n k=0

4. Ebenso leicht wie fiir den Fall der ,klassischen“ Binomial-Koeffizienten beweist man die Relation
t t
(s + ) — Z (S) (k:) fiir alle s,t€C.
" j+k=n J
Daraus folgt fiir das Cauchy—Produkt zweier Binomial-Reihen sofort

Bs(2z) Bi(2) = Bsye(2), |z] <1, s, teC.
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Bemerkung. Man kann iibrigens auch mit Satz 13 leicht zeigen, dafl die Exponentialfunktion der eben
bewiesenen Funktionalgleichung gentigt:

z 4+ w4+ zw/n

exp z -exp w = lim (1+ E) - lim <1+ E) = lim <1+
n

n— 00 n n— oo n n— oo

)n = exp(z + w) .

Bemerkung. Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion allein geniigt schon zu ihrer Charakte-
risierung, wenn man nur noch die Differenzierbarkeit an der Stelle 0 fordert und ihre Ableitung an
dieser Stelle richtig vorschreibt (zusammen mit der Funktionalgleichung fiihrt dies iibrigens sofort zu
der Erkenntnis, daf sie iiberall differenzierbar ist und ihre Ableitung an jeder Stelle mit ihrem dortigen
Funktionswert {ibereinstimmt). Siehe hierzu Kapitel 12.

10.11  Bedingte und unbedingte Konvergenz von Reihen

Wir kommen nach diesem Abstecher zu der Exponentialfunktion noch einmal auf das Problem der
Umordnung von Reihen in Banach-Raumen zuriick.

Definition. Eine Reihe Z;io a; in einem Banach-Raum heilt unbedingt konvergent, wenn jede ihrer
Umordnungen gegen ein und denselben Grenzwert konvergiert. Sonst heifit sie bedingt konvergent.

Wir haben oben gezeigt, dal die absolute Konvergenz in Banach—Rdumen die unbedingte Konvergenz
impliziert. Der Satz von RIEMANN und LEJEUNE - DIRICHLET besagt sogar, dafl im Korper der reellen
Zahlen auch die Umkehrung gilt. Offensichtlich hat man eine noch etwas stiarkere Aussage, die wir sogar

auf endlich—dimensionale normierte Vektorriume iiber R oder C iibertragen kénnen'®.

Satz 10.20 Fir eine Reihe Z a; in einem endlich-dimensionalen normierten R- oder C-Vek-
torraum, also insbesondere fiir reelle und komplexe Reihen, sind die folgenden Aussagen dquivalent :

1. Die Reihe ist absolut konvergent.
2. Die Rethe ist unbedingt konvergent.

3. Jede Umordnung der Reihe ist konvergent.

Beweis. Die Implikation 1. = 2. wurde oben generell fiir alle Banach—-Rdume gezeigt, und 2. —
3. folgt unmittelbar aus der Definition fiir unbedingte Konvergenz. Die Implikation 3. = 1. ist fiir
V = R eine direkte Konsequenz aus dem Satz von Riemann und Lejeune—Dirichlet: Ist die Reihe nicht
absolut konvergent, so besitzt sie divergente Umordnungen. Genauso kénnen wir aber auch im Falle
eines endlich-dimensionalen Vektorraumes V schlieBen: Wegen der Aquivalenz aller Normen auf V
konnen wir uns im folgenden auf die Situation beschrinken, dafl V' der reelle Vektorraum R™ mit der
Mazimumnorm ist. Ist dann 1. nicht erfiillt, so ist zumindest eine der Komponentenreihen ebenfalls
nicht absolut konvergent. Somit existiert eine Umordnung der gegebenen Reihe, so dafl diese Kompo-
nentenreihe bzgl. der Umordnung divergiert. Dann ist aber auch die urspriingliche Reihe divergent in
dieser Umordnung. O

8Dieser Satz gilt nur in endlich-dimensionalen normierten Vektorriumen. D. h.: ist V ein Banach-Raum, in dem
die Begriffe der absoluten und unbedingten Konvergenz iibereinstimmen, so ist V' notwendig von endlicher Dimension.
Zu einem Beweis siehe: A. Dvoretzky, C. A. Rogers: Absolute and unconditional convergence in normed linear spaces.
Proc. Nat. Acad. Sci. USA (3) 36, (1950), 192-197.
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10.12 Das Abelsche und das Dirichletsche Kriterium
Wir betrachten im folgenden noch kurz Reihen der Form Z a; bj . Setzt man A, = Z a;j , so beweist

7=0 7=0
man leicht (durch vollstindige Induktion nach n):

Zajbj = AObO + (Al - AO)bl + -+ (An - An—l)bn

§=0
= Ag(bp — b1) + A1 (by — b2) +---+ Ap—1 (b1 — bn) + Anby
n—1
= Anbn + Y A (bp — bryr)
k=0

(ABELsche partielle Summation). Hierbei kénnen die a; sogar in einem K-Vektorraum V' liegen und
die b; in dem Grundkérper K. Im anschlielenden Satz ist K = R und V' ein reeller Banach-Raum.

o0
Satz 10.21 Die Reihe Z a;b; ist unter den folgenden Bedingungen konvergent :
j=0

a) [Abel] Die Reihe Z a; st konvergent, und die Folge (b;) monoton und beschrinkt ;
=0

b) [Dirichlet] die Folge (Ay) ist beschrinkt, und (b;) ist eine monotone Nullfolge.

Beweis. In beiden Fillen konvergiert die Folge der b; und auch die Produktfolge (A, by,) ist konvergent.
Sei weiter die Folge (b;) ohne Einschrankung monoton fallend. Dann ist die Teleskop—Reihe

> bk — beia)

k=0
wegen by — b1 > 0 sogar absolut konvergent. Da die Folge (Ag) in beiden Féllen beschrinkt ist, so
folgt aus dem Cauchy—Kriterium sofort die absolute Konvergenz der zweiten Reihe

oo

> A (b — brya) - 0

k=0

Bemerkung. Das Dirichletsche Kriterium ist offensichtlich eine Verallgemeinerung des Leibniz—
Kriteriums.

Beispiel. Man betrachte die Reihe

fiir komplexe Zahlen z. Sie ist (nicht nur formal, wie wir spiter beweisen werden) eine Stammfunktion
der geometrischen Reihe

oo

> 7

j=0

auf der Kreisscheibe |z| < 1. In der Tat ist die betrachtete Potenzreihe konvergent fiir diese z und
divergent fiir alle z mit | z| > 1. Dies folgt einfach aus dem Quotientenkriterium oder auch auf andere
Weise, wie wir sogleich einsehen werden. Was aber passiert auf dem Rand des Einheitskreises |z| = 17
Selbstversténdlich ist die Reihe in z = 1 divergent. Fiir alle anderen z vom Betrag 1 ist sie dagegen
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konvergent. Dazu betrachte man die Reihe mit den Gliedern a; := 2+l Fiir deren Partialsummen
hat man, wenn z # 1, offenbar die Formel

1 — zntl
Ap = 2 ——
12
und diese Folge ist beschrinkt fiir alle z € C\ {1} mit |z| < 1. Zusammen mit der monoton fallenden
Nullfolge b; = 1/(j + 1) ergibt sich dann die behauptete Konvergenz wegen des Dirichletschen
Kriteriums.

Wenn man sich den Beweis der beiden Kriterien noch etwas genauer anschaut, so stellt man schnell
fest, dafl wir sogar den folgenden Satz bewiesen haben.

Satz 10.22 Es seien a; Elemente eines (reellen oder komplexen) Banach-Raumes und die b; seien
(reelle oder komplexe) Zahlen - oder umgekehrt, und die Teleskopreihe Z (bj — bjy1) sei absolut

konvergent : J

(o]
DI —bj| < oo
=0

Dann ist die Reihe
o0
> asb;
j=0
konvergent, sofern zusdtzlich eine der folgenden Bedingungen erfillt ist :
o0
a) Die Reihe Z a; ist konvergent ;
j=0
b) die Folge (A,) ist beschrinkt, und (b;) ist eine Nullfolge.
Bemerkung. In dem obigen Beweis wurde die folgende Aussage benutzt und mitbewiesen: Ist die Folge
der a; beschrinkt und die Reihe ij absolut konvergent, so ist auch die Reihe Zaj b; absolut
J J
konvergent. Diese Aussage ist falsch, wenn man die Voraussetzung der absoluten Konvergenz weglafit,

wie das folgende Beispiel reeller Folgen und Reihen zeigt, in dem die Folge (a;) sogar gegen Null
konvergiert:

Unsere fritheren Aussagen iiber Cauchy—Produkte von Reihen lassen sich noch verschérfen. Es gilt
tatséichlich der folgende Satz.

Satz 10.23 Das Cauchy—Produkt zweier Reihen konvergiert schon dann gegen das Produkt der einzel-
nen Grenzwerte, wenn eine der beiden beteiligten Reihen absolut konvergent ist. Die Gleichung

(L) (Xn)=Xo

gilt sogar immer dann, wenn nur alle drei beteiligten Reihen konvergent sind.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage, die in der Literatur auch als Satz von MERTENS bekannt
ist. Die zweite Aussage leiten wir spéter aus dem sogenannten ABELschen Grenzwertsatz ab. Es seien
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also «ay,, By, 7n die Partialsummen der drei Reihen und a, b die Grenzwerte der ersten beiden, wobei
die Konvergenz der ersten absolut sei. Insbesondere ist dann

Z||aj|| = K < 00.

§=0
Man rechnet nun schnell nach, daf§ mit B,, := b — (3, gilt:
Yo = aoby + (agb1 + a1bg) + -+ (agbp + a1 bp—1 + -+ anby)
= ao By + a1 PBn-1 + -+ an Bo
=ag(b— B,) +a1(b— By_1) -+ an (b — By)
= apb—[agB, + a1 Bp—1 +--+ a, By

Es bleibt daher nur noch zu begriinden, warum der Ausdruck in der eckigen Klammer gegen Null geht.
Da die B,, eine Nullfolge bilden, existiert ein Ny, so dal | B,, | < ¢/2K fiir alle n > Ny. Da a,, — 0
und die Folge der By beschrankt ist, gibt es zu ¢ und Ny ein N; mit
__c
2(Ny + 1)
fir alle kK € N, m > N;. Damit ist der in Rede stehende Ausdruck fir n > N := Ny + N; dem
Betrage nach kleiner oder gleich
laoll| Bn| + -+ [l an—no-1 [ | Bng+1 | + | an—no B || + -+ + [[an Bo |
€ € € €
< e No— — N 1) ——— < K — =
< (laoll +--+ oot ) 5 + 00+ D 575 < K 5z + 5

was zu zeigen war. O

| am By || <

:6’

10.13  Verdichtungskriterium

Ohne Vollstandigkeit der Darstellung anstreben zu wollen, sollte zum Abschlufl des Kapitels doch noch
ein einfaches Kriterium fiir reelle Reihen mit monoton fallenden oder monoton wachsenden Reihenglie-
dern erwihnt werden, das einem hiufig genug Auskunft iiber Konvergenz oder Divergenz geben kann.
Es wird auch als Verdichtungs—Kriterium bezeichnet.

Satz 10.24 (Verdichtungs - Kriterium) Fir eine monotone Folge (a;) sind entweder beide Reihen

o0 o0
E a; und g 27 aq;
Jj=0 Jj=0

konvergent oder beide divergent.

Den sehr einfachen Beweis mit Hilfe des Majoranten— bzw. Minoranten—Kriteriums und geeigneten
Klammerungen der Reihe (mit Klammern der Linge 1, 2, 4 etc.) iiberlassen wir dem Leser. O
Beispiel. Die Untersuchung der Reihe Y n~%, s > 0, fithrt mit diesem Kriterium zur Untersuchung
der Konvergenz der Reihe mit den Gliedern

2m 1 1

(2n>s = (2n)s—1 - (2s—l)n :

Dies ist aber gerade die geometrische Reihe mit ¢ = 2'7%, die genau dann konvergiert, wenn s > 1.
Ebenso leicht siecht man mit demselben Kriterium ein, dafl die Reihen

— 1
Z n (In n)*

n=1

genau fiir die Werte s > 1 konvergieren.



Anhang: Weitere Charakterisierungen der reellen Zahlen

Unter Verwendung des Axioms (VI) lassen sich leicht weitere zu den Vollstindigkeitsaxiomen dquivalen-
te Eigenschaften in archimedisch angeordneten Koérpern angeben; hierzu gehéren Aussagen iiber Reihen
wie die Konklusion ,absolut konvergent = konvergent“ und das Majorantenkriterium, der grofie Um-
ordnungssatz etc. Allerdings mufl man die Formulierungen evtl. etwas sorgfiltiger treffen, da die eben
angesprochene Folgerung a priori nicht zu gelten braucht. Hierbei bedeutet in den Axiomen (X) bis
(XVII) die Bezeichnung absolutes Kriterium, dafl eine Reihe mit nicht negativen Gliedern konvergiert,
sofern das Kriterium erfiillt ist (wir nennen dies im Beweis auch kurz die absolute Fassung), und ohne
den Zusatz absolut, dafl eine beliebige Reihe konvergiert, wenn das entsprechende Kriterium fiir die
Reihe der Absolutbetrige erfiillt ist. Wegen Axiom (IX) brauchen wir eine solche Unterscheidung im
Korper der reellen Zahlen natiirlich nicht vorzunehmen.

Wir behaupten zuniichst die Aquivalenz unserer bisherigen 8 Vollstindigkeits-Axiome zu den fol-
genden.

K ist archimedisch
&

Absolut konvergente Reihen sind
konvergent

K ist archimedisch

K ist archimedisch

(X) & & (XIV)
Majorantenkriterium absolutes Majorantenkriterium
K ist archimedisch K ist archimedisch
(X1) & & (XV)
Wurzelkriterium absolutes Wurzelkriterium
K ist archimedisch K ist archimedisch
(XII) & & (XVI)
Quotientenkriterium absolutes Quotientenkriterium
K ist archimedisch K ist archimedisch
(XIII) & & (XVII)

Raabe—Kriterium

absolutes Raabe—Kriterium

Beweis. (X) folgt aus dem Cauchy—Kriterium und impliziert seinerseits Axiom (IX). Dafl man aus (IX)
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auch wieder auf die Vollstdndigkeit schliefen kann, werden wir weiter unten zeigen. Es ist weiterhin
klar, daf§ die Axiome (X) bis (XIII) ihren jeweiligen ,absoluten“ Partner implizieren. Allerdings darf
man beim Wurzelkriterium tatséchlich keine Wurzeln ziehen, sondern wie folgt formulieren:

Es gibt ein ¢ € K mit 0 < ¢ < 1,so0daB |a,| < ¢" fiir fast alle n € N.

Die Schlufiketten (X) = (XI) = (XII) und (XIV) = (XV) = (XIV) sind dhnlich wie in den
oben gegebenen Beweisen leicht nachzupriifen. Denn unter der Giiltigkeit des Wurzelkriteriums ist die
geometrische Reihe mit ¢ eine konvergente Majorante. Unter der Bedingung des Quotientenkriteriums
(XII) bzw. (XVI) ergibt sich unmittelbar |a, | < |ax|¢® ¥ fiir alle n > N, N hinreichend groff. Da
K als archimedisch angeordneter Korper ein Unterkérper von R ist und die Folge der n-ten Wurzeln
aus |ay| in R gegen 1 konvergiert, gibt es eine (sogar rationale) Zahl ¢ € K mit ¢ < 1 < 1,
so daB |a,| < ¢f fiir fast alle n € N. Zum Beweis des Raabe—Kriteriums (XIII) bzw. (XVII) haben
wir nur das Prinzip der monotonen Konvergenz (und das daraus ableitbare Axiom (IX)) verwendet.
Selbstversténdlich impliziert das Raabe-Kriterium ebenfalls das Quotientenkriterium. Das absolute
Quotientenkriterium zusammen mit der Archimedizitit des betrachteten angeordneten Korpers liefert
aber, daf} jeder g-adische Bruch in K konvergiert und folglich K dem Maximalitidtsaxiom (VI) geniigt.
Es bleibt noch zu beweisen, dafl aus Axiom (IX) eines der uns schon bekannten Axiome folgt. Nach
Voraussetzung ist K Unterkorper von R. Also geniigt zu zeigen, daf fiir K # R die Aussage (IX)
nicht richtig ist. Wir konstruieren dazu eine in K nicht konvergente Reihe Y 72 ax, ar € K, fiir
die aber Y ;7 |ar| in K konvergiert. Es sei also K # R und ohne Einschrinkung das Element
a € (0,1)CR nicht in K enthalten. Wir schreiben a als Dualzahl:

a = ;l, ek €40, 1}.
k=1
Da fiir alle j < ¢ gilt:
0 0 0 11 1 1
¥ T Tt Yy Ty T ogm T T

und unendliche viele Einsen unter den c¢; vorkommen miissen, kann man a auch schreiben in der Form

> 1
a:Zak mit ak::I:kaEQCK.
k=1

Die Reihe ) |ax | ist aber in Q (und damit auch in K) konvergent gegen 1. O

Mit demselben Argument ergibt sich, dal der Doppelreihensatz und damit auch der groe und der
kleine Umordnungssatz verletzt sind, wenn K C R nicht vollstdndig ist. Man wéhle z. B. mit den oben
gefundenen a die Glieder der Doppelreihe (ajx) wie folgt: aor = axr, a1y = —ag, ajr = 0 sonst.

Wir kénnen unseren Vollsténdigkeitsaxiomen also noch hinzufiigen:

K ist archimedisch K ist archimedisch
(XVII) & & (XIX)
Groflier Umordnungssatz Kleiner Umordnungssatz

und

K ist archimedisch
(XX) &
Doppelreihensatz
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Warnung. In den Formulierungen der letzten drei Sétze soll als Ausgangsvoraussetzung nur die Kon-
vergenz der Absolutbetrige der vorgelegten Reihe oder Doppelreihe etc. dienen. Dann impliziert z. B.
(XIX) sofort (IX) und damit die Vollstéindigkeit. Interpretiert man in (XIX) aber die Ausgangsvoraus-
setzung als Konvergenz der Reihe und der Konvergenz der Reihe der Absolutbetrige, so ist der kleine
Umordnungssatz nicht charakteristisch fiir die reellen Zahlen, da er in dieser Form offensichtlich in
jedem Unterkérper von R gilt.



11 Supremumsaxiom mit Anwendungen auf Potenzreihen

In diesem Kapitel wollen wir das Supremumsaziom einfithren und nachweisen, dafl es die Rolle des
Vollstindigkeitsaxioms iibernehmen kann und zugleich das Archimedische Axiom impliziert. Mit ande-
ren Worten: Ein angeordneter Korper ist genau dann zu R isomorph, wenn er dem Supremumsaxiom
geniigt. Dazu stellen wir als erstes die Definition des Supremums und des Infimums einer Teilmenge
eines angeordneten Korpers bereit; damit eng verkniipft ist der Begriff des limes superior bzw. limes
inferior einer Folge, den wir mit grofem Gewinn bei der Untersuchung des Konvergenzverhaltens von
Reihen und speziell von Potenzrethen einsetzen werden. Einige Beispiele von Potenzreihen werden das
Kapitel abrunden.

11.1 Obere Schranken und kleinste obere Schranken
Wir beginnen mit der duflerst wichtigen

Definition. Es sei K ein angeordneter Koérper und A C K eine (nichtleere) Teilmenge. Eine obere
Schranke S € K von A heiflt eine kleinste obere Schranke von A, falls sie nicht mehr verkleinert
werden kann. Mit anderen Worten: Fiir alle a € A gilt a < S, ist aber S’ < S, so gibt es Elemente
a€A,sodal S’ < a.

Bemerkungen. 1. Obere Schranken sind nicht eindeutig bestimmt, da man sie ad libitum vergréfern
kann. Dagegen kann A C K offensichtlich nur héchstens eine kleinste obere Schranke S besitzen. Wenn
sie existiert, nennt man sie die kleinste obere Schranke oder das Supremum von A und schreibt fiir S
auch
sup A oder supz.
z€A
Man sagt dann auch, die Menge A ,besitze ihr Supremum® oder Ahnliches.

2. Es ist offensichtlich sup[a, b] = sup[a, b) = b fiir a < b. Das Supremum einer Menge A braucht
also - trotz des eben formulierten Sprachgebrauchs, der etwas anderes zu suggerieren scheint - nicht
zu der Menge zu gehoren. Ist dies jedoch der Fall, so ist das Supremum augenscheinlich ein grofites
Element der Menge und wird von uns dann auch wie frither das Mazimum genannt und mit max A
bezeichnet. Es gilt also max A = sup A genau dann, wenn sup A € A.

3. Entsprechend definiert man grdfite untere Schranken, die man auch das Infimum inf A der Menge
A nennt. Man sieht unmittelbar, dal mit —A := {b€K: b = —a, a € A} die Beziehung

inf A = —sup(—A)

besteht.

4. Fiir den Fall, dafl die Menge A nicht nach oben beschrinkt, also insbesondere nicht leer ist, definiert
man das Supremum ,,im uneigentlichen Sinne“ durch sup A := oo. Ist die Menge A leer, so ist jede
Zahl obere Schranke, und es ist manchmal sinnvoll, dann sup ) := —oco zu setzen. Existieren sup A
und inf A im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne, so ist stets

inf A <sup A,

auBer wenn A die leere Menge ist.

5. Jede obere Schranke von A ist auch obere Schranke jeder Teilmenge B C A. Deshalb gilt in dieser
Situation stets sup B < sup A (auch im uneigentlichen Sinne). Aus demselben Grunde erhilt man
z. B.

sup(A+ B) <supA+supB, wenn A+ B:={ceR:c=a+b,ac A, beB}.

6. Wir werden weiter unten zeigen, dafl die Existenz des Supremums fiir jede nichtleere, nach oben
beschriankte Teilmenge eines angeordneten Korpers K gleichwertig zu der Isomorphie K 2 R ist. Es ist
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nicht schwer, z. B. in Q beschriankte Mengen anzugeben, die kein Supremum besitzen. Man betrachte
etwa

A:={zecQ:2>0und 2% < 2}.

A ist nicht leer, da z. B. 0,1 € A, und nach oben beschrinkt durch K = 2. A kann aber (als
Teilmenge von Q!) kein Supremum besitzen, da dessen Quadrat, wovon man sich sofort iiberzeugt,
gleich 2 sein miifite (siche die Bemerkung nach dem Beweis zu Satz 1).

Diesem Manko unterliegen vollstdndig archimedisch angeordnete Korper nicht.

Satz 11.1 Erfullt der archimedisch angeordnete Korper K das schwache Intervallschachtelungsprinzip
(IV), so gilt in K das Supremumsaxiom: Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Menge A C K besitzt
thr Supremum. Fine obere Schranke S wvon A ist in diesem Fall genau dann das Supremum von A,
wenn es entweder

a) zu jeder Zahl S' < S ein Element a € A gibt mit S' < a,
oder
b) wenn es eine Folge (aj)jen, aj € A, gibt, so daff limj oo aj = S.

Bemerkung. Ist A nichtleer und nach unten beschrinkt, so ist —A ebenfalls nicht leer und nach oben
beschriankt. Damit ist das Supremumsaxiom auch dquivalent zu dem Infimumsaziom: Jede nichtleere,
nach unten beschrinkte Menge A C K besitzt ihr Infimum.

Beweis (Satz 1). Wir reproduzieren den iiblichen Beweis mit Hilfe einer geeigneten Intervallschachtelung,
die sich fast von selbst aufdringt. Da die vorgegebene Menge A C K nicht leer ist und eine obere
Schranke besitzt, gibt es mindestens ein Element Ag € A und eine obere Schranke By € K von A.
Ist zufallig Ay = By, so sind wir schon fertig; denn dann ist Ag = By ein grdfstes Element von A,
also insbesondere das Supremum. Wir kénnen daher annehmen, da§ das Intervall Iy = [ A, By]| nicht
nur aus einem Punkt besteht. Wir konstruieren nun induktiv eine Intervallschachtelung I; = [A;, B;]
mit der folgenden Eigenschaft: I; enthélt (mindestens) ein Element a; von A, B, ist obere Schranke
von A, und die Lange von I; ist die Halfte der Lange von I;_; . Dies ist, aufler der letzten Aussage,
insbesondere fiir Iy erfillt. Ist schon I; konstruiert, so betrachtet man den Mittelpunkt m; = (4; +

Bj)/2 des Intervalls I;. Ist m; eine obere Schranke, so setzt man A;1; = A;, Bj;1 = m; und
aj+1 = a;. Im anderen Fall setzt man A;;1 = m;, Bj;1 = B, und findet ein neues Element
aj41 € Ij41. Somit erfiillt dann I;41 = [A,;11, Bjt1] die geforderten Eigenschaften. Es sei S das

einzige Element im Durchschnitt dieser Intervalle. Ist a € A beliebig, so ist a < By fiir alle j und

damit ¢ < lim B; = S. Somit ist S eine obere Schranke von A. Der Beweis liefert zusétzlich, daf
j—o0o
es eine Folge (a;) gibt, die den Bedingungen von b) geniigt, denn es ist ja A; < a; < B, und damit

lima; = S. Dann ist aber auch a) automatisch erfiillt, und eine obere Schranke S mit der Eigenschaft
J

a) ist offensichtlich ein Supremum. O

Bemerkung. Man kann, wie frither schon erwéhnt, die Existenz von Wurzeln in einem vollstéindig archi-
medisch angeordneten Korper K (2 R) auch mit Hilfe des Supremumsaxioms herleiten. Man betrachte
dazu fiir positives ¢ € K und k € N* die Menge

A={zecK:2>0und 2" < a},

deren Supremum S tatséichlich die Gleichung S* = a erfiillt. Ist néimlich (A;) eine Folge von Zahlen
in A mit lim; A; = S, so ist wegen der Folgenstetigkeit der Potenzfunktionen auch Sk = lim;; Af =
a’ < a. Andererseits ist S obere Schranke von A und damit auch S + s fiir jedes positive s. Fiir
jede Nullfolge s; ~\, 0 ist aber

lim (S + s;)" = S*,

J—0o0

so dal S + s; fiir geeignetes j in A enthalten wire, wenn o’ tatséchlich kleiner als a wére.
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11.2  Charakterisierung der reellen Zahlen durch das Supremumsaxiom

Als néchstes wollen wir zeigen, dafl das Supremumsaxiom tatséchlich die reellen Zahlen charakterisiert.
Wir fiigen unseren bisherigen 20 Axiomen noch zwei weitere bei.

Existenz von Suprema fiir
(XXI)
nach oben beschrinkte, nicht leere Mengen

Jede nach oben beschrinkte, nicht leere Menge A
(XXII) besitzt eine obere Schranke S mit
S = lim a;, a; € A.

J—0o0

In der Tat haben wir oben gezeigt, dafy das schwache Intervallschachtelungsprinzip zusammen mit dem
Archimedischen Axiom die Aussage (XXII) nach sich zieht, und aus (XXII) folgt offensichtlich (XXT).
Wir brauchen also nur noch zu beweisen, dafi aus (XXI) z. B. das Prinzip der monotonen Konvergenz
(IT) folgt. Es sei also (x,) eine monoton aufsteigende, nach oben beschrinkte Folge in K. Dann ist
A := {x, : n € N} eine nichtleere, nach oben beschrinkte Menge, die folglich ein Supremum S
besitzt. Fiir positives € > 0 ist dann S — ¢ keine obere Schranke, und somit gibt es ein IV, so dafl
S —e¢ < xzy < S. Da die Folge (x,) monoton wichst und durch S nach oben beschriinkt ist, ist
dann auch S — ¢ < z,, < S fiir alle n > N. Also ist lim,z, = S. O

11.3  Limes superior und Limes inferior

Um das Wurzelkriterium in seiner schirfsten Form formulieren zu kénnen, bendtigen wir noch einen
weiteren zentralen Begriff der Analysis, und zwar den des Hdiufungswertes oder Hdaufungspunktes einer
Folge. Diesen haben wir schon im allgemeinen Rahmen von metrischen Rdumen in Kapitel 7 eingefiihrt.
Zur Bequemlichkeit des Lesers sei er hier fiir Zahlenfolgen zusammen mit seinen wichtigsten Eigenschaf-
ten wiederholt.

Definition. Die Zahl h € C heifit Hdiufungswert (oder auch Hdufungspunkt) der Folge (a;);en, wenn
es zu jedem € > 0 unendlich viele Indizes j € N gibt mit

lh —a;| < e.

Klar ist das folgende Lemma (es wurde in Kapitel 7 schon bewiesen).

Lemma 11.2 1. h ist genau dann ein Haufungswert der Folge (a;)jen, wenn sie eine unendliche
Teilfolge besitzt, die gegen h konvergiert.

2. Die Folge (a;) ist genau dann konvergent, wenn sie beschrinkt ist und genau einen Hdufungswert
besitzt.

Wir kénnen damit dem Satz von Bolzano—Weierstrafl im Reellen und Komplexen noch eine andere
Fassung geben.

Satz 11.3 Jede beschrinkte Folge in R oder C besitzt mindestens einen Hdufungswert.

Wir betrachten nun eine (durch die Schranke K ) nach oben beschrinkte reelle Folge (a,) und setzen
zusétzlich voraus, dafl sie mindestens einen Haufungswert besitzt. Dies ist auf jeden Fall dann erfiillt,
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wenn sie auch nach unten beschrénkt, also iiberhaupt beschrinkt ist. Die Menge H ihrer Haufungswerte
ist somit nicht leer und (ebenfalls durch K ) nach oben beschréinkt.

Definition. Die Zahl sup H € R heifit unter den vorstehend notierten Voraussetzungen der limes
superior der Folge (a,,). Man schreibt

limsup a, := sup H .
n

Entsprechend definiert man den limes inferior

liminf a,, := inf H .

Ist dagegen die Folge (a,) nach oben (bzw. nach unten) unbeschrinkt, so spricht man vom limes
superior bzw. limes inferior nur im uneigentlichen Sinne, indem man dann

limsup a,, := oo bzw. liminf a, := —o0
n n
setzt. Dies ist gleichbedeutend mit der Bedingung, daf eine Teilfolge von (a,) bestimmt gegen oo
bzw. —oo divergiert. Ist die Folge schliefilich nach oben (unten) beschrinkt und besitzt sie keinen
Héaufungswert, wie z. B. 0, —1, —2, —3, ..., ist sie also selbst bestimmt divergent gegen —oco bzw. oo,
S0 setzt man

limsup a, := —oco bzw. liminf a, := co.
n n

Bemerkungen. 1. Manche Autoren benutzen auch das Symbol lim,, anstelle von limsup,, .

2. Wir werden anschlieffend den Begriff des limes superior im besonderen anwenden, wenn die gegebene
Folge nur nichtnegative Glieder besitzt. Dann kann der letzte Fall nicht eintreten; es ist somit entweder
limsup,, a, € Ry oder die Folge ist unbeschréankt und damit limsup, a, = .

Satz 11.4 Die Folge (ay,) reeller Zahlen sei nach oben beschrinkt und besitze mindestens einen
Hiufungswert. Dann sind fir eine Zahl S € R die folgenden Eigenschaften dquivalent :

1. S = limsup a, .

2. S ist der grofite Haufungswert der Folge.

3. Die Menge {n € N: a,, > S’} ist unendlich fiir S’ < S wund endlich fiir S’ > S.
4. S = limg_,o0 sup{a, : n > k}.

Beweis. Wir beweisen die Implikationen 2. =— 1. = 3. = 4. = 2. Der Schritt 2. = 1. ist
offensichtlich.

1. = 3. Nach Voraussetzung gibt es fiir S’ < S einen Haufungswert h der Folge (a;) mit S’ < h <
S, so daB in diesem Fall, wie gefordert,

card{neN: a, > 5} = ©

ist. Wire card{n € N: a, > S’} = oo fiir ein S’ > S, so kénnte man mit Hilfe des Satzes von
Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (b; = a,,) mit b; > S’ auswihlen, was die Existenz
eines Hiaufungswertes h > S’ > S zur Folge hiitte.

3. = 4. Die Folge ay := sup{a, : n > k} ist monoton fallend wegen {a, : n > k} D {a, : n >
k + 1}. Nach Voraussetzung ist sie konvergent; es bezeichne « ihren Grenzwert. Ist dann o > «,
so existiert insbesondere ein k € N, so dal a, < «o'. Nach Definition von «ay hat dies a, < o fiir
alle n > k zur Folge, so daf} nur fiir endlich viele Indizes n die Ungleichung a, > « gelten kann. Ist
aber o/ < a und wire die Ungleichung a,, > o' nur fiir endlich viele n erfiillt, so giibe es ein K mit
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a, < o fiir alle n > K. Damit wire aber auch o < o < « fiir alle & > K im Widerspruch zu
limg o = «. Somit sind die beiden Bedingungen aus Teil 3 fiir « erfiillt, und folglich ist notwendig
S = a = limg o, -

4. = 2. § = limy oy ist obere Schranke von H . Denn gibt es einen Haufungswert h der Folge
mit S < h, so setzt man ¢ := (h — 5)/2 und findet unendlich viele Folgenglieder a,, , so daf} die
Abschétzungen |a, — h| < € und damit a, > S + & bestehen. Dann miissen aber auch unendlich
viele ap > S + € sein, was der Definition von S widerspricht. Es geniigt endlich zu zeigen, daff S
selbst Haufungspunkt der Folge (a,) ist. Nach Voraussetzung gibt es zu € > 0 ein N, so daB fiir alle
k>N gilt: 0 < ap — S < e/2. Wegen o = sup{a, : n > k} gibt es zu jedem k ein n, so daf
an > ai — /2. Damit gibt es zu jedem ¢ > 0 unendlich viele a,, mit —¢/2 < a, — 5 < €. O

Bemerkungen. 1. Die Charakterisierung von limsup durch 3. und 4. bleibt auch im uneigentlichen Fall
bestehen, wenn man diese Bedingungen nur angemessen interpretiert. Bei 2. hat man die Menge der
Hiufungswerte zu ersetzen durch die Menge H C R der eigentlichen und uneigentlichen Haufungswerte,
wobei oo als uneigentlicher Haufungswert zu gelten hat, wenn die Folge nicht nach oben beschrinkt
ist.

2. In topologischen Termen haben wir mit dem vorstehenden Satz insbesondere gezeigt, dafl die Menge
H der Haufungswerte einer beschréinkten reellen Zahlenfolge abgeschlossen ist. Der hierzu notwendige
Schritt 1. = 2., der oben nur indirekt gezeigt wurde, 148t sich natiirlich auch leicht direkt durchfiihren:
Nach Definition ist S = limsup,, a,, das Supremum der Menge H der Haufungswerte und somit jeder
Héufungswert der Folge kleiner oder gleich S. Man braucht daher nur zu begriinden, dal S selbst ein
Haufungswert ist, also S in H enthalten ist. Nun ist S als Supremum von H zumindest Grenzwert
einer Folge von Haufungswerten. Gibt man sich also ein € > 0 vor, so gibt es mindestens einen
Hiufungswert h der Folge mit S — h < ¢/2, und weiter gibt es unendlich viele Folgenglieder a,, mit
|a, — h| < ¢/2. Fiir diese ist dann |a, — S| < € und folglich S ein Hiufungswert.

3. Die Existenz eines grofiten Haufungswertes fiir eine beschrinkte Folge impliziert erst recht den Satz
von Bolzano und Weierstrafl. Deshalb kann die Vollstandigkeit der reellen Zahlen auch ausgedriickt
werden in Form von Axiom (XXIII):

Jede beschriankte Folge
(XXIII)
besitzt einen grofiten Haufungswert

Ebenso leicht sieht man mit dem zweiten Teil von Lemma 2, dal man Axiom (XXIII) ersetzen kann
durch

Jede nicht konvergente beschrinkte Folge
(XXIV)
besitzt mindestens zwei Hiufungswerte

11.4  Ein weiteres Konvergenzkriterium fiir reelle Zahlenfolgen

Mit den Begriffen des limes superior und limes inferior 148t sich das Konzept der Konvergenz reeller
Folgen leicht in eine andere Gestalt bringen.

Satz 11.5 FEine reelle Folge (a,) ist genau dann konvergent, wenn der limes superior und der limes
inferior im eigentlichen Sinne existieren und tibereinstimmen :

limsup a, = liminf a,, € R.
n n
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In diesem Fall ist der gemeinsame Wert gleich dem Grenzwert der Folge.

Beweis. Ist die Folge konvergent, so ist sie beschrinkt und besitzt ihren Grenzwert s als einzigen
Héufungswert, der somit zugleich der groite und kleinste Haufungswert ist. Umgekehrt impliziert die
eigentliche Existenz der beiden Limites und ihre Ubereinstimmung, da die gegebene Folge beschriinkt
ist und genau einen Haufungswert s besitzt. Folglich ist sie gegen s konvergent. O

Bemerkung. Der vorstehende Satz ist sogar im uneigentlichen Sinne korrekt. Die Definition von limsup
und liminf im uneigentlichen Sinne wurde gerade so getroffen, dafl offensichtlich die Gleichung

limsup a,, = liminf a, = oo
n n

dquivalent ist zu der bestimmten Divergenz der Folge (a,) gegen oo:

lim a, = oco.
n

(Man beachte, da§ die Formel limsup,, a, = oo lediglich ausdriickt, dafl es eine Teilfolge gibt, die
bestimmt nach oo divergiert). Entsprechend hat man

limsup a,, = liminf a,, = —c0 <= lima, = —00.
n n n

11.5  Verschirfung des Wurzelkriteriums

Das Wurzelkriterium 148t sich mit diesen neuen Begriffen in die folgende schéirfere Form gieflen.

Satz 11.6 (Wurzelkriterium) FEs sei Z an eine Reihe in dem Banach-Raum V' und

n=0
q := limsup /| an| ,

wobei ¢ = oo zu setzen ist, wenn die reelle Folge (" | an ||> (nach oben) unbeschrinkt ist.

a) Ist ¢ < 1, so ist die Reihe (sogar absolut) konvergent.
b) Ist ¢ > 1, so ist die Reihe divergent.

Den (leichten) Beweis von Satz 6 ersparen wir uns an dieser Stelle, da er sich ganz bequem aus ei-
nem viel allgemeineren Resultat fiir Potenzreihen ergibt (Satz 9), dessen Beweis auch nicht wesentlich
komplizierter ist. (|

Bemerkungen. 1. Ist die Folge /|| ay || in R konvergent, so ist ¢ = nlgr;o Van| -

o0
2. Fiir die Beispiele Z n=°, s € R, ist (unter Benutzung der Stetigkeit der Wurzelfunktionen - siehe
n=1

Kapitel 12)
¢= lim Vn—=s= lim (Vn) " =1.

Dies zeigt erneut, dal man bei ¢ = 1 keine Aussage iiber Konvergenz oder Divergenz machen kann.

3. Dafl man mit der Betrachtung des Limes lim, oo /|| a@n || nicht auskommt, sondern den limes
superior zu Rate ziehen muf, liegt in der Natur der Sache. So ist die Potenzreihe

L+ 22+ 24+
als geometrische Reihe in 22 mit Sicherheit fiir alle z mit | 2| < 1 konvergent, und zwar gegen

1
1 — 227
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und fiir |z| > 1 divergent. Ihr Konvergenzradius ist also 1, und dies ist tatséchlich der limes superior
der Folge {/a,, , wobei (a,) = (1,0, 1,0, 1,...). Dagegen existiert der Grenzwert lim,, {/a,, nicht!

Bemerkung. Fine entsprechende Formulierung mit dem limes superior fiir das Quotientenkriterium ist
falsch, wie das Beispiel nach dem Wurzelkriterium in Form von Satz 10.14 zeigt. Man kann aber leicht
einsehen, daf} folgendes richtig ist.

Satz 11.7 (Quotientenkriterium) Es sei Z ar, eine Reihe in dem Banach-Raum V' mit a, # 0
n=0
fiir alle n. Ist dann

q := limsup M <1.
[ an |l
so ist die Reihe (absolut) konvergent. Ist dagegen
timing 10l oy
| an |l

so ist sie divergent.

11.6  Der Umordnungssatz von Riemann und Lejeune - Dirichlet

Die in Kapitel 10 angekiindigte allgemeinste Fassung des Umordnungssatzes von Riemann und Lejeune—
Dirichlet, die Satz 10.13 als Spezialfall umfafit, lautet wie folgt.

Satz 11.8 Es sei >, Gn eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe reeller Zahlen. Ferner
seien «, B € R wvorgegeben mit o« < . Dann gibt es eine Umordnung der Reihe, so daf$ fir die Folge
S, der Partialsummen dieser Umordnung gilt:

liminf S, = «, limsup S, = .
Ohne Beweis. (Siehe aber die Bemerkung im Anschlufl an den Beweis zu Satz 10.13). O

11.7  Der Konvergenzbereich von Potenzreihen

Wir wenden uns nun der detaillierten Untersuchung von Potenzreihen zu.

Satz 11.9 Essei Y.~ a, 2" eine (reelle oder) kompleze Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zo = 0

und
p = limsup V| an | -
1
a) Ist 0 < p < o0, so ist die Reihe absolut konvergent fiir alle z € C mit |z| < = =: R und
p

divergent fir |z| > R.
b) Ist p = 0, so ist die Reihe fiir alle z € C absolut konvergent.

c) Ist p = o0, so ist die Reihe nurin 0 konvergent.

Beweis. 1. Ist R = 1/p, p < 00, so ist fiir jedes r mit 0 < r < R auch 1/r > p und damit wegen

Satz 4 fiir fast alle n
1
Vilan | < =, also |lap|r™ < 1.
r

Ist nun | z| < R,so wihlt man eine Zahl r mit |z| < r < R und gewinnt mit dem zuvor Bewiesenen
fir die Potenzreihe ), a, 2" die konvergente Majorante
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2.Ist |z] > r > R, insbesondere also R < oo, so besteht wegen 1/r < p fiir unendlich viele n die
Ungleichung

1
Yian|l > =, also |ap]r™ > 1.
r

Dann ist aber die Folge (a, 2™) keine Nullfolge. O

Definition. In den Féllen a) und b) nennt man R = 1/p, wobel R = oo zu setzen ist, falls p = 0,
den Konvergenzradius der Reihe und

B((0,R) :={ze€K: |z| < R}

im Falle K = C den Konvergenzkreis und im Falle K = R das Konvergenzintervall der Reihe. Die

Identitét
1
7= limsup ¥/ an ||

wird auch als CAUCHY - HADAMARDsche Formel bezeichnet.

Es ist jetzt ein Leichtes, den Beweis des Wurzelkriteriums (Satz 6) nachzutragen. Ist ¢ =
limsup,, ¥/||an |, so liegt die Zahl 1 genau dann im Inneren des Konvergenzkreises der Potenzrei-
he Y a,z",wenn 1/¢ > 1, also ¢ < 1 ist. Entsprechend ist fiir ¢ > 1 die Potenzreihe ) a, 2"
in z = 1 divergent.

Bemerkung. Es sei fiir zg # 0 die Folge || ay, ||| 20 |"* beschrinkt, also z. B. || ay, ||| 20 |™ < K. Dies ist

insbesondere der Fall, wenn Z an, 2y konvergent ist, da dann ||z an || = || an ||| 20|™ eine Nullfolge
n=0

ist. Damit gilt

n

lan (21" = llanlll20|" | ~| < K¢, q¢:= .

Also ist die Potenzreihe Z ap 2" fiir beliebiges z mit |z| < |z9| wegen des Majorantenkriteriums
n

und der Konvergenz der geometrischen Reihe fiir |¢| < 1 absolut konvergent. Zusammen mit dem
Beweis des Potenzreihensatzes impliziert dies eine weitere Charakterisierung des Konvergenzradius R
einer Potenzreihe:

R = sup{r e R: die Folge (|| an ||r")nen ist beschrinkt } .

Fiir das elementare Rechnen mit Potenzreihen ist das folgende Satz grundlegend; der Beweis ist eine
unmittelbare Folgerung aus den vorigen Uberlegungen und kann daher ausgelassen werden. Weitere
Aussagen iiber das ,Manipulieren“ von Potenzreihen findet man im folgenden Kapitel.

oo o0
Satz 11.10 Es seien Z an 2" und Z b, 2" Potenzreihen mit Konvergenzradien Ry bzw. Rs . Dann

n=0 n=0
besitzen die Summe

Z (an + by) 2"

n=0
und das (Cauchy—) Produkt
Z cn 2", ep = Z a; by,
n=0 j+k=n

Konvergenzradien, die mindestens so groff wie das Minimum von Ry und Ry sind.
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Nun liefert aber das Quotientenkriterium, dafl nicht nur die geometrische Reihe den Konvergenzra-
dius 1 besitzt, sondern auch die Reihen

oo

Z(n + 1)2z" und i nz"
n=0

Daraus ergibt sich mit den vorstehenden Uberlegungen sofort das folgende Ergebnis, das uns als Konse-
quenz die wichtige Erkenntnis liefern wird, dal Potenzreihen in ihrem Konvergenzkreis differenzierbare
Funktionen darstellen und dort auch Stammfunktionen besitzen.

Folgerung 11.11 Besitzt die Potenzreihe

oo
g anp 2"
n=0

den Konvergenzradius R, so auch die Potenzreihen

in+1an+12 und Zn+1"+1,

Beispiel und Bemerkung. Setzt man in der doppelten geometrischen Reihe w = z fiir |z] < 1, so
gewinnt man unter Benutzung des Cauchy—Produktes die Formel

i(n—!—l Zzﬂ+k:<liz)2.

n=0 7,k=0

(Siehe auch Beispiel 1 auf p. 175). Man beachte, daf§ hier links die Potenzreihe steht, die man aus der
geometrischen Reihe gewinnt, wenn man ,unter dem Summenzeichen differenziert®. Auf der rechten
Seite steht aber tatséchlich die Ableitung der Funktion 1/(1 — z). Dieses Phéinomen ist allgemeingiiltig
und beruht auf der eben bewiesenen Folgerung: Jede Potenzreihe stellt in dem Bereich |z| < R eine
differenzierbare Funktion f dar, deren Ableitung f’ durch die formal abgeleitete Reihe gegeben wird.
Sie besitzt dort auflerdem eine Stammfunktion, also eine Funktion F mit F' = f, die ebenfalls eine
Potenzreihen—-Entwicklung besitzt. (Siehe zum Beweis dieser Aussagen Kapitel 14).

Beispiel. Versieht man die ,Stammfunktion“ der geometrischen Reihe noch mit alternierenden Vorzei-
chen, so bezeichnet man diese als die Logarithmus—Reihe:

e n+1 2’2 23 24

AT

i 4+ —
= n+1 2

Durch formales Differenzieren gewinnt man aus ihr die geometrische Reihe in —z, so dafl die Beziehung

L = —/—— 1

CEY = s 12l <1,
besteht. L (z) stellt den sogenannten Hauptzweig des Logarithmus von 1 + z in der Kreisscheibe
|z| < 1 dar (siche auch Kapitel 12).

Wir wollen zum Abschluf} dieses Kapitels noch einmal auf den Cauchyschen Produktsatz zu sprechen
kommen. Er ergibt in Banach—Rdumen a priori keinen Sinn, da man keine Produkte bilden kann. Hat
man jedoch eine (assoziative, nicht aber notwendig kommutative) K—Algebra vorliegen, K = R oder
C, deren unterliegender K- Vektorraum bzgl. einer Norm || - || wvollstindig ist, so geht der Beweis des
Cauchyschen Produktsatzes wortwortlich durch, sofern man fiir Produkte in der Algebra die (manchmal
ymultiplikative Dreiecksungleichung® genannte) Abschiitzung

ladl < [lalllbll
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zur Verfiigung hat. Solche Algebren heiflen Banach—Algebren.

Beispiel. Es sei V' ein endlich—dimensionaler K—Vektorraum und End V' die (endlich—dimensionale)
K-Algebra der linearen Abbildungen von V' in sich. Diese besitzt mit der sogenannten Operator—Norm
tatséchlich eine Norm, die sie zu einer Banach—Algebra macht. (Siehe hierzu den Anhang zu Kapitel 17).

oo
Auch in Banach—Algebren A kann man Potenzreihen Z an 2", an € A, als Aufforderung verste-

n=0

hen, diejenigen Elemente A € A zu bestimmen, fiir die die Reihe Z a, A" in A konvergiert. Hierbei
n=0

ist der Ausdruck A° nur dann sinnvoll zu erkliren, wenn die Banach-Algebra A ein FEinselement

besitzt, das wir der Einfachheit halber mit 1 bezeichnen wollen. (Man beachte auch, dafl wegen der

moglichen Nichtkommutativitit der vorliegenden Banach—Algebra die obige Potenzreihe von der Reihe
o0

g 2" ap, zu unterscheiden ist). Berechnet man den Konvergenzradius der obigen Reihe im Sinne von

n=0
Satz 9 mit der Cauchy-Hadamardschen Formel, so stellt man durch Inspektion des dortigen Beweises

sofort fest, dafl auch folgendes richtig ist.

Satz 11.12 Die Reihen

i a, A™ und i A" a,
n=0

n=0

konvergieren (und zwar absolut) fir alle A€ A mit || Al < R, wobei

1 . .
= limsup V/| an || -
n

Beispiel. Wendet man den vorstehenden Satz auf die Exponentialreihe an, so ergibt sich, daf fiir jedes
Element A in einer Banach-Algebra A mit Einselement 1 die Ezponentialreihe

oo 1 .
DA
n=0

konvergiert. Die hierdurch definierte Fxzponentialabbildung von A in sich bezeichnen wir wieder mit
exp: A — A.

Wir kénnen auch fragen, welche Elemente in A invertierbar sind. Eine hinreichende Bedingung gibt
der Satz iber die geometrische Reihe in Banach—Algebren.

Satz 11.13 (Geometrische Reihe) Es sei A eine Banach—Algebra mit Finselement 1. Ist dann
Q € A ein Element mit | Q| < 1, so ist die geometrische Reihe

> @
n=0

in A konvergent gegen (1 — Q)~1.

Beweis. Ist g := ||Q]|, so besitzt die betrachtete geometrische Reihe die ,klassische“ geometrische
Reihe in ¢ als Majorante und ist damit (absolut) konvergent. Bezeichnet G ihren Grenzwert, so ist

Co-Q =0 - ar -1
n=0 n=0

Entsprechend ergibt sich (1 — Q)G = 1. O
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Im Zusammenhang mit polynomialen Funktionen haben wir den Begriff der Folgenstetigkeit einer Funk-
tion schon kurz erwihnt. Dieser soll nun genauer untersucht und an Beispielen erldutert werden. Insbe-
sondere beweisen wir, dafl Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzkreises stetige Funktionen darstel-
len. Zu dieser Einsicht brauchen wir die Begriffe der punktweisen und gleichmdfsigen Konvergenz von
Funktionenfolgen.

12.1 Grenzwerte von Funktionswerten

Wir beginnen mit einer sehr allgemeinen

Definition. Es seien X7, Xo zwei Kg—metrische Rdume mit Metriken di, dy - wobei wir bei unseren
allgemeinen Betrachtungen am Anfang des Kapitels voraussetzen, dafl der Grundkoérper Ky nichttriviale
Nullfolgen besitzt, also z. B. dem archimedischen Axiom geniigt - D C X sei eine nicht leere Teilmenge,
auf der eine Abbildung f: D — X, gegeben sei; ferner sei a € X; ein Punkt, der nicht notwendig in
D enthalten sein muf}, aber auch in D liegen darf, und A sei ein Element in X5 . Wir sagen, daf} der
Grenzwert

lim f(z)

T—a

existiert und gleich A ist, wenn fiir alle Folgen (x;) mit z; € D und x; — a die Folge (f (x;)) gegen
A konvergiert; in Zeichen also:

Jim flz;) =A.
Bemerkungen. 1. Ist a € D, so gibt es stets die konstante Folge (z; = a), so daf8 in diesem Fall der

Grenzwert A, wenn er existiert, notwendig gleich f (a) sein muB. Ist a & D, so braucht es solche Folgen
nicht zu geben. In diesem Fall wire aber jedes Element A Grenzwert, was wir natiirlich ausschliefen
wollen. Wir vereinbaren daher, dafl unter dem Symbol

Am [ (2;) = A

stets zu verstehen ist, dafl es Folgen (x;) gibt mit z; € D und z; — a. Dies bedeutet (unter der oben
gemachten Generalvoraussetzung an den Grundkoérper K ) nichts anderes, als dafl a ein Hiufungspunkt
der Menge D ist (siehe Satz 7.30). Wollen wir im Fall a € D die Moglichkeit einschlieBen, dafi der
Grenzwert A existiert, aber nicht gleich f(a) ist, so miissen wir uns auf Folgen (z;) beschrinken,
deren Glieder in D \ {a} enthalten sind. Man benutzt dafiir dann auch das Symbol

lim f(2) = A
r#a

2. Ist speziell D C Ky, so fithrt man das Symbol
li d li
Jim f(z) oder  lm f(z)

fiir die Situation ein, dafl man die Abbildung f nur auf der Menge DV := {z € D: z > a} betrachtet,
also nur Folgen zulafit, die ,von rechts“ gegen a konvergieren. Man nennt diesen Grenzwert dann auch
den linksseitigen Grenzwert der Abbildung f in a. Entsprechend werden rechtsseitige Grenzwerte
eingefiihrt.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(z) = sin(1/z) fir « > 0. Es ist anschaulich klar, daf§
es zu jedem b € [—1, 1] eine gegen Null konvergierende Folge (x;) positiver reeller Zahlen gibt mit
f(xj) = b fur alle j, also insbesondere mit lim f (z;) = b. Somit existiert der Grenzwert

. 1
lim sin —
0 X

nicht.
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Figur 12.1

Dagegen gilt offensichtlich

. 1
lim z sin— = 0,
\0 X

da die Sinusfunktion auf ganz R dem Betrage nach durch 1 beschrénkt ist.

Figur 12.2

Wem der Sinus als Funktion nicht vertraut ist, kann sich auch ein anderes Beispiel iiberlegen mit einer
Funktion g, die auf den Intervallen [27, 29+1] | j € Z, linear ist und abwechselnd mit j monoton von
—1 bis 1 wéchst bzw. von 1 bis —1 fallt. Eine Skizze dieser Funktion sieht in etwa wie folgt aus.

Figur 12.3

12.2  Eindeutigkeit und Existenz solcher Grenzwerte

Wir notieren jetzt ein erstes einfaches Resultat.

Satz 12.1 Unter den vorstehenden Voraussetzungen ist der Grenzwert

lim f(z)

T—ra
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eindeutig bestimmt. Er existiert schon dann, wenn alle Grenzwerte

lim f(z;)

Tj—a

ezistieren, die dann notwendig mit dem Grenzwert dbereinstimmen. Ist der metrische Raum Xo
vollstindig, so geniigt zur Existenz des Grenzwertes, daff fir jede gegen a konvergente Folge (x;)
in D die Bildfolge (f (z;)) in Xo der Cauchy-Bedingung genigt.

Beweis. Hat man zwei Folgen z; — a und 27/ — a und gilt f (2}) - A" und f(z}) — A", so gewinnt
man durch Betrachtung der Folge (x{, z(, z7, 7, ...) sofort die Einsicht, daf A" = A”. Der Rest ist
eine unmittelbare Konsequenz hieraus. O

Ganz entscheidend fiir weitere Untersuchungen ist die Umformulierung dieses neuen Grenzwert—
Begriffes in Form des sogenannten e—6—Kriteriums'®.

Satz 12.2 Es gilt
lim f(z) = A

T—a

genau dann, wenn es zu jedem € € K§ ein § > 0 in Ko gibt, so daff aus v € D, di(x, a) < § folgt :
dQ(f (l’), A) <e.

Beweis. a) f erfiille das e-0—Kriterium in a, und (z;) sei eine Folge in D mit limz; = a. Wihle
zu vorgegebenem ¢ > 0 ein 6 > 0 geméf des Kriteriums und ein N € N mit di(z;, a) < § fiir alle
j > N.Fir diese j ist dann auch da(f (x;), A) < e. Somit ist, wie gewiinscht

lim f(z;) = A.

Jj—o0

b) Wir nehmen umgekehrt an, dal Ko dem Axiom (*) geniigt, f aber in a nicht dem e-§—Kriterium.
Dann gibt es ein ¢y > 0, so dafl es zu jedem 6 > 0 ein € DN B (a, §) gibt mit

(+) da(f (z), A) > eo .

Wir wihlen nun eine monoton fallende Nullfolge ¢; in Ko und zu jedem j ein z; € DN B (a, 0;) mit
(+). Dann konvergiert die Folge (x;) gegen a, aber die Folge der Funktionswerte (f (x;)) kann wegen
(4) nicht gegen A konvergieren. |

Die folgende Skizze soll den Inhalt des e-d—Kriteriums illustrieren.

fla)+e
flo [T F =
flo-e  Fo~FL

a—90 a a+9
Figur 12.4

Ydas in dieser Form nur unter der oben gemachten Generalvoraussetzung an den Grundkérper Ko richtig ist. Siehe
hierzu den Anhang zu diesem Kapitel.
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12.3  Folgenstetige und stetige Abbildungen

Definition. Man nennt die Abbildung f: D — Xz folgenstetig im Punkte a € D, wenn der Grenzwert

lim f(z) existiert und gleich f(a) ist.

r—a
Sie heifit stetig in a, wenn das e—0—Kriterium mit A = f (a) erfiillt ist. Sie heifit stetig (schlechthin),
wenn sie an jeder Stelle a € D stetig ist. Die letzte Bedingung kann man symboltréichtig umschreiben
in Form der Vertauschung von zwei Limites:

lim f(z;) = f(lim ;).

li
Jj—o0 j—o0

Bemerkungen. 1. Wir werden die beiden Begriffe stetig und folgenstetig im folgenden nicht weiter zu
unterscheiden brauchen und benutzen daher meist den kiirzeren Ausdruck (zumal er insbesondere stets
die Folgenstetigkeit impliziert).

2. Der tiefere Grund fiir die Aquivalenz von Stetigkeit und Folgenstetigkeit im obigen Fall liegt in der
einfach zu beweisenden Tatsache, dafl Ko—metrische Réume unter der Voraussetzung (%) dem 1. Abzihl-
barkeitsaziom geniigen. (Siehe den Anhang zu Kapitel 7 zur Formulierung des 1. Abzéihlbarkeitsaxioms
und den Anhang des niichsten Kapitels zum Beweis dieser Aussage). Man beachte, dafl jede Funktion
f: D — Ky, DCKy, folgenstetig ist, wenn Kg keine nichttrivialen Folgen besitzt.

3.Ist D C Kg und a € D sowohl Haufungspunkt von D% als auch von D™, so impliziert die Existenz
des Grenzwertes lim,_,, f(x) auch die des entsprechenden linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwer-
tes. Man macht sich sofort mit Hilfe des e-d—Kriteriums klar, da§ auch die Umkehrung gilt: Aus der
Existenz und Gleichheit von

lim f(z) = lim f(z)

r—a+ T—a—

folgt auch die Existenz von

lim f(z),

r—a
und alle drei Grenzwerte stimmen iiberein.

4. Isolierte Punkte a € D (zur Definition siehe das Ende von Kapitel 7) stellen keinerlei Bedingungen
an eine Funktion f: D — K, damit diese in a stetig ist. M. a. W.: Jede Funktion f: D — K ist
stetig in isolierten Punkten a € D; insbesondere kann man stetige Funktionen D — K an isolierten
Stellen a beliebig abéindern, ohne die Stetigkeit zu beeintrichtigen.

Die Existenz von Grenzwerten von Funktionswerten 148t sich nun auch allgemein mit dem Begriff
der Stetigkeit in Verbindung bringen.

Definition. Es seien f: D — X, und a € X; wie oben gegeben. Man sagt, f lasse sich im Falle
a & D stetig nach a fortsetzen bzw. im Falle a € D stetig in a abidndern, wenn es eine Funktion
F: D := DU{a} — X, gibt, die auf D\ {a} mit f {ibereinstimmt und in « stetig ist.

Nur eine Umformulierung unserer bisherigen Uberlegungen ist der folgende

Satz 12.3 Es gibt genau dann eine stetige Fortsetzung von f mnach a bzw. eine stetige Abdnderung
von f in a, wenn der Grenzwert

A= lim f(z) baw. A:= lim f(x)

T—a
x#a

existiert. Die Fortsetzung bzw. Abinderung F ist eindeutig bestimmt. Sie wird gegeben durch F (a) = A
und F(x) = f(z), z # a.
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12.4  Algebraische Eigenschaften von Grenzwerten von Funktionswerten

Auch die uns schon vertrauten algebraischen Operationen lassen sich auf diese neue Art von Grenzwerten
iibertragen, sofern die betrachteten Funktionen Werte in einem normierten K—Vektorraum V - und
speziell in dem bewerteten Korper K mit Wertekorper Ky - annehmen. Dann ist fir f,g: D — V
auch die Summe f 4+ g: D — V erklart, und mit der Folgendefinition ergibt sich unmittelbar

Satz 12.4 Existieren die Grenzwerte

lim f(z) = A wund lim g(z) = B,

r—a r—a

so existiert auch

lim (f + g)(z) = A+ B = lim f(z) + lim g(x)

z—a T—a z—a
und
lim (¢f) (z) = cA =clim f(z), ceK.

r—a r—a
Sind insbesondere f und g stetig (bzw. stetig erginzbar oder stetig fortsetzbar) in a, so auch f + ¢
und cf .

Beweis. Wir geben einen zweiten Beweis mit dem e—¢—Kriterium. Zu ¢ > 0 wéhle man §; > 0 und
d2 > 0,s0dal aus z € D mit dy(z, a) < §1 bzw. di(x, a) < J folgt:

€ €
1F@) Al < 5. lg@ - Bl < 5.
Die erste Behauptung ergibt sich dann mit § := min (1, d2) .
Die zweite Behauptung ist fiir ¢ = 0 vollig trivial. Im Falle ¢ # 0 braucht man nur §(¢/|c|) zu
betrachten. 0

Ist zudem ¢g : D — K, so ist unter den vorigen Voraussetzungen mit f : D — V auch die
Funktion gf : D — V erkldrt. Die {iblichen Rechenregeln fiir Folgen ergeben dann den folgenden
Satz, den man genauso einfach auch mit dem e—§—Kriterium beweisen kann.

Satz 12.5 Es gilt
lim (g (z) f (2)) = lim g (2) lim f(z),
sofern die beiden rechts stehenden Grenzwerte existieren. Insbesondere ist gf in a stetig, wenn f und

g in a stetig sind.

Beispiel. Konstante Funktionen x + ¢ und die Identitdt = — x sind offensichtlich stetig in allen
Punkten. Daraus folgt die Stetigkeit aller polynomialen Funktionen

K>D 3>z — ap + zan_1 + 2%an_o +---+ 2" €V, ag,...,an €V,
wegen des vorstehenden Satzes.

Ist im vorigen Satz iiberdies lim,_,, g () # 0, so kann man wie im Fall der Folgen erkennen, dafl
die Funktion ¢ in einer Umgebung B (a, dp) von a von Null verschieden ist; es ist daher sinnvoll, von
dem Grenzwert

—C)

v=a g ()

zu sprechen.

Satz 12.6 FEs gilt

lim = Iz
2 g()  lm g(2)

sofern die beiden rechts stehenden Grenzwerte existieren und lim, . g (z) von Null verschieden ist.
Insbesondere ist 1/g in der Nihe von a erklirt und in a stetig, wenn g in a stetig ist und g(a) # 0
gilt.
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Beweis. Es braucht nur die Vorbemerkung gezeigt zu werden. Es sei 2¢¢ := |g(a)| > 0. Dann gibt
eszu g9 ein 6y > 0,s0daB |g(z) — g(a)| < g firalle x € D mit |z — a| < dy. Fiir diese z ist
dann auch |g(x)| > g9 > 0. O

Beispiele. 1. Jede rationale Funktion P/Q mit Polynomen P, @, deren Koeffizienten in dem Koérper
K liegen, ist stetig an allen Stellen z € K, an denen ) nicht verschwindet.

2. Neben den polynomialen Funktionen sind auch die auf Ry definierten Wurzelfunktionen x +—
{x, k € N, stetig. Ist k& ungerade, so lassen sich diese Funktionen auf sinnvolle Weise zu (stetigen)
Funktionen auf ganz R vermége z +— — W , —x € R, fortsetzen. Die Stetigkeit an der Stelle
a = 0 ist sehr einfach zu begriinden (siche auch Kapitel 8): Ist ¢ > 0 vorgegeben, so wihlt man
§ := &* und erhilt fiir alle € R bzw. in R mit |z| < J, daB

|V z] = V0| < | ¥z | < Vo =¢.

Im Falle a # 0 sei ohne Einschrankung a > 0 und z positiv. Dann ist \’“/Eki1 + {a \"/51%2 +-
Ya" ' > ¥a"t = €, > 0 und folglich fiir diese x:

| V2 = Ya| < C7Ma — al,
woraus sich unmittelbar die Stetigkeit der k—ten Wurzel an der Stelle a ergibt.

Bemerkung. Wir geben spéter noch einen zweiten Beweis, der sogar die gleichmdfSige Stetigkeit der
Wurzelfunktionen liefert.

12.5  Stetigkeit zusammengesetzter Funktionen

Die Potenzfunktionen Ry > z +— 2" mit r = p/q € Q kann man sich aus zwei Funktio-
nen zusammengesetzt denken: Man setze f(z) := zP und g(z) = ¥z, v € Ry, und erhilt

2" = (gof)(z), x € Ry . Die Stetigkeit der zusammengesetzten Funktion ergibt sich aus der Stetigkeit
der einzelnen Funktionen.

Satz 12.7 Ist die Abbildung f : D — Xo stetigin a € D C X1 und g : D1 — X3 stetig in
b := f(a), und lassen sich die Abbildungen f und g hintereinanderschalten, d. h. gilt f (D) C Dy,
soist gof: D — X3 stetigin a.

Beweis. Zu € > 0 gibt es ein 01 > 0 mit d3(g(y), g(b)) < ¢ fiir alle y € D1 mit da(y, b) < 1. Zu
g1 = 01 gibt es weiter ein § > 0, so daB da(f (z), f(a)) < e fir alle x € D mit di(z,a) < 4.
Wegen go f(a) = g(b) folgt dann sofort die Behauptung. O

Insbesondere erhalten wir damit die
Folgerung 12.8 Die Potenzfunktionen mit rationalem Exzponenten r € Q,
Ry — R4
{ x — z"

sind stetig auf ganz Ry .

Wir wollen in einem kleinen Zwischenabschnitt die Stetigkeit der Exponentialfunktion nachpriifen.
Bei dieser Gelegenheit werden wir sie auch durch die Funktionalgleichung und eine Differenzierbarkeits—
Bedingung im Nullpunkt charakterisieren. Ferner wollen wir ihren Verlauf fiir die reelle Variable x
studieren.

Wir erinnern zunéichst daran, dal wir in der Bemerkung 1 nach Satz 10.11 schon die (Folgen-)
Stetigkeit der Exponentialfunktion im Nullpunkt nachgewiesen haben: Es gilt

limexpz=1=exp0.
z—0

Dafl die Exponentialfunktion stetig an jeder Stelle a € C ist, folgt leicht aus der Funktionalgleichung.
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Satz 12.9 Fliir alle zg € C gilt

lim exp z = exp 2o .

Z—r20
Beweis. Wegen der Funktionalgleichung ist

exp z — exp 2o = exp zg (exp(z — 20) — 1),

und da mit z gegen zy die Differenz z — zg gegen 0 geht, folgt die Behauptung aus der vorher
konstatierten Folgenstetigkeit in 0. O
12.6  Verlauf der Exponentialfunktion

Zum Verlauf der reellen Exponentialfunktion exp x, x € R, beachten wir zunichst, dal wegen

exp z exp(—2) = exp 0 = 1 die Exponentialfunktion auch im Komplexen keine Nullstelle besitzt
und stets )
exp(—z) = , z€C,
exp z

gilt. Aus der Potenzreihenentwicklung von exp gewinnt man weiter sofort, dafl exp x > 1 und sogar

xn-&-l
firalle z >0 undalle neN.

(++) expa > 14 —

Somit ist exp x > 0 fiir z € R, was man auch aus der Funktionalgleichung hétte ersehen kénnen:

2
exp r = exp (2 g) = (exp (%)) > 0.

Ferner ist die Exponentialfunktion im Reellen streng monoton wachsend, denn fiir z; < o ergibt sich
aus der Funktionalgleichung die Abschéitzung

exp x1 < exp (r2 — x1) exp 1 = exp g .

Fiir eine genauere Untersuchung des Verlaufs brauchen wir den Begriff des uneigentlichen Grenz-

wertes einer Funktion. Dies sind Ausdriicke der Form

lim f(zx) = A, limf(z) =00, lim f(z) =00 etc.,

T—00 r—a T—00
die sich entsprechend unseren Definitionen fiir die bestimmte Divergenz von Folgen von selbst erkléren
sollten (bei den Grenzwerten fiir x — co muf natiirlich der Definitionsbereich D der Funktion f in
Kq liegen und nach oben unbeschriankt sein; entsprechend mufl die Funktion f nach Kg abbilden,
damit einer der Grenzwerte ,gleich co* sein kann). Wir erliutern die Begriffe an zwei Beispielen.

Beispiel. Es sei P(z) = a, + ap—12 +---+ a1xz™ ! + 2™ ein normiertes reelles Polynom vom Grad
n. Fir x — oo konvergiert der Quotient

an + Qo1 + -+ arz™ !

xn

Q(z) =

gegen Null. Daraus folgt sofort
. P(z)
lim

z—oo g™

=1.

Q (z) ist insbesondere (dem Betrage nach) kleiner als 1/2, wenn x > R fiir geeignetes R >> 0. Also
hat man auch die folgende, oft sehr niitzliche Abschétzung fiir z > R:

2"/2 < P(x) = 2" Q(z) + =™ < 32"/2.

Das zweite Beispiel formulieren wir als Satz. Er driickt aus, dafl die Exponentialfunktion bei z — oo
yschneller wachst als jedes Polynom “.
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Satz 12.10 Fir jedes normierte Polynom P (x) = a, + ap—1x +---+ arz™ "t + 2™ gilt

lim epr:oo, lim P(z)expx =0.
T—00 (aj) T——00

Beweis. Zieht man auch noch die Ungleichungen (4++) zu Rate, so findet man zusammen mit der im
vorigen Beispiel abgeleiteten Abschitzung fiir P die Ungleichung

exp © 2x
>R
P(z) = n+1~ =

woraus sofort die erste Behauptung folgt. Die zweite 148t sich auf die erste zuriickfithren (man beachte,

daB P (z) := (—1)" P (—x) wiederum ein normiertes Polynom ist):
P
lim P(z)expax = lim P(—z)exp(—z) = lim (-1)" (z) =0 O
T——00 T—00 r—00 exXp

Die tibliche Skizze fiir den Verlauf der Exponentialfunktion im Reellen sieht daher wie folgt aus:

g

Figur 12.5

12.7  Der Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion

Im besonderen ist aus diesem Verlauf zu vermuten, daf alle Werte in R’} angenommen werden. Dies
ist in der Tat der Fall, wie man zwar direkt zeigen kann, am besten aber aus dem sogenannten Zwi-
schenwertsatz deduziert, den wir allerdings erst in Kapitel 13 beweisen werden. Wir unterstellen diese
Tatsache hier einfach, und auch - was ebenfalls erst spéter gezeigt wird - dal die Umkehrabbildung
R* — R wieder stetig ist. Der Verlauf dieser neuen Funktion sieht etwa wie folgt aus:

Figur 12.6

Sie wird als der natiirliche Logarithmus bezeichnet und mit In x bezeichnet. Als Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion ist sie durch eine der beiden Bedingungen eindeutig bestimmt:

In(expz) =2, z€R, exp(lnz) =2, zcR].
Sie erfiillt eine eigene Funktionalgleichung:

In(ziz2) = Inay + Inwy, x, 22 €RY .
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Denn ist x; = exp y;, j = 1, 2, so erhdlt man
In (z122) = In(exp y1 exp y2) = In(exp (1 + ¥2)) = y1 + y2 = In 21 + Inzo .

Diese Formel ist die Grundlage zur Verwendung der Logarithmen: Mit ihrer Hilfe wird die Multiplikation
reeller Zahlen auf die Addition ihrer Logarithmen zuriickgefiihrt. Sinnlich greifbarer Ausdruck dieser
Tatsache ist das (mittlerweile durch Taschenrechner und Computer iiberholte und damit altmodische)
Gerét des Rechenschiebers, vor nicht allzu langer Zeit noch das Markenzeichen des Ingenieurs. Wir
werden spéter noch einiges iiber die Fortsetzung dieser Funktion ins Komplexe zu sagen haben.

12.8  Weitere Charakterisierungen der Exponentialfunktion

Wir kommen schlieflich noch zur Charakterisierung der Exponentialfunktion durch die Funktionalglei-
chung und eine Differenzierbarkeitsaussage, die wir zundchst nur in eine allgemeine Grenzwertaussage
verkleiden.
Beispiel. Fiir die Exponentialfunktion exp ist
. expz —1
lim ————

z—0 z
Denn nach Satz 10.11 haben wir fiir |z| < 1 die Abschétzung

=1.

lexpz — (1+2)] < |22
Durch leichte Umformung und Division durch | z| gewinnt man hieraus

-1
SPEZ L <z, =40,
z
und damit die Behauptung. Da mit (z,) auch (cz,) fiir beliebiges ¢ € C eine Nullfolge ist, kann man
dieses Resultat fiir ¢ # 0 verallgemeinern zu

exp(cz) — 1

lim ———— =¢.
z—0 z

Selbstverstéindlich ist die letzte Formel wegen exp 0 = 1 auch fiir ¢ = 0 giiltig.
Mit der Exponentialfunktion erfiillen auch alle Funktionen f = f., f.(z) := exp(cz), die Funk-

tionalgleichung f (z + w) = f(z) f (w). Dafl es unter den differenzierbaren Funktionen keine weiteren
gibt, die diese Eigenschaft besitzen, besagt unter anderem der folgende Satz.

Satz 12.11 Die Funktion f : C — C erfille die Funktionalgleichung f(z + w) = f(z) f(w) fir
alle z, w e C, und es gelte
fz) -1

lim —— = ¢.
z—0 z

Dann ist f(z) = exp(cz).

Beweis. Aus der Funktionalgleichung ergibt sich unmittelbar, dafl f identisch Null ist, wenn f nur
an einer einzigen Stelle verschwindet. Dies widerspricht aber der Grenzwertforderung. Insbesondere ist
also f(0) # 0 und damit wegen f(0) = f(2-0) = (f(0))? automatisch f(0) = 1. Zudem gewinnt
man bei mehrfacher Anwendung der Funktionalgleichung fiir alle n € N* die Beziehung

z Z\\"
o= 1) - GE)

n n

Definieren wir nun die Folge (z,) durch Zn +1:=f (i) , 80 ist notwendig
n n
f(z) = lim (f (E>) = lim (1 + Zi) .
n—00 n n—oo n

Wir brauchen nur noch einzusehen, dafl die Folge der z, gegen cz konvergiert, denn dann ist die rechte

Seite nach Satz 10.13, wie behauptet, gleich exp (¢z). Fiir z = 0 ist aber z, = 0 wegen f(0) = 1,
und fiir z # 0 besagt dies gerade unsere Grenzwertvoraussetzung:
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-1
lim o lim M =c. O
n—oo 2 n— o0 z/n

Um die obige Charakterisierung der Exponentialfunktion besser verstehen zu koénnen, fithren wir
kurz die allgemeine Definition fiir die Ableitung einer Funktion

f:D—V

an einer Stelle a € D ein, wobei D C K, K ein bewerteter Koérper, und V ein normierter K-
Vektorraum ist. Es handelt sich dabei um den Grenzwert des sogenannten Differenzenquotienten

(Aaf)(z) _ f(z) = fla)

Agx ' T —a ’

der nur fir € D\ {a} erkldrt ist. Die Ableitung der Funktion f an der Stelle a, die notwendig ein
Haufungspunkt von D \ {a} sein mu$, ist der Grenzwert

i Baf) (@) (@) = [ ()
i o eow—a

sofern dieser im eigentlichen Sinne existiert??. Man bezeichnet ihn mit

d
% (a) oder f'(a).

Die allgemeine Theorie differenzierbarer Abbildungen und Funktionen entwickeln wir erst in Ka-
pitel 14. Hier geniigt uns allein die Definition. Eine anschauliche Vorstellung im Falle V = K = R
vermittelt das folgende Bild. Hier ist der Differenzenquotient die Steigung der ,Sekante“ durch die
Punkte (a, f(a)) und (z, f(x)) und somit f’(a) die Grenzsteigung.

Figur 12.7

Bemerkung. Der obige Satz besagt dann, dafl unter allen Funktionen, die der Funktionalgleichung der
Exponentialfunktion geniigen, die Funktion f = f. mit f.(z) := exp(cz) bestimmt ist durch die
Forderung, daf} sie an der Stelle 0 differenzierbar und ihre Ableitung dort gleich ¢ ist:

f(0) = c.

Auch die ,Reproduktion der Exponentialfunktion unter Differentiation“ kénnen wir nun schon her-
leiten.

20Da der Differenzenquotient an der Stelle z = a nicht definiert ist, 158t man unter dem Limeszeichen den Zusatz
T # a meistens fort, da er sich von selbst versteht.
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Satz 12.12 Fir alle zy € C gilt

. exp z — exp 2o
lim ——— =exp 2z .
zZ—20 Z — 2o

Beweis. Wegen der Funktionalgleichung ist
exp z — exp 2o exp(z — z9) — 1

= €XP 2o )
zZ — 20 zZ — 20

und wie im vorigen Satz schlieft man mit Hilfe unserer zweiten charakterisierenden Grenzwerteigen-
schaft auf die geforderte Beziehung. |

Bemerkung. Die obigen Aussagen bleiben offensichtlich richtig, wenn wir uns nur auf reelle Funktionen
f: R — R und die reelle Exponentialreihe beschréinken.

12.9 Die allgemeine Exponentialfunktion

Wir sind nun in der Lage, fiir beliebige positive reelle Zahlen a > 0 und beliebige komplexe Zahlen
z die Potenz a® zu definieren. Selbstverstéindlich muf3 diese Definition mit der uns schon bekannten
fir a” bei rationalem r € Q {ibereinstimmen und sich aus dieser sinnvoll begriinden und entwickeln
lassen. Wir werden dies anschlieflend fiir die folgende Setzung nachweisen:

a® := exp(z Ina) .

Man beachte, dafl ¢ = exp 1 und damit In e = 1, so daf3 die vorstehende Definition insbesondere zu
der bekannten Schreibweise

e = exp z

fithrt, die wir von nun an fast ausschliellich verwenden werden. Fiir rationale z ist dies tatséchlich unsere
alte Definition in verkleideter Gestalt. Ist ndmlich z = n € N* | so ist wegen der Funktionalgleichung
exp(nlna) =exp(lna+---+1na)=(exp(In a))” = a™, und auch fiir n = 0 ergibt sich der richtige
Wert exp 0 = 1. Fiir negative —n, n € N, folgt der Nachweis ebenfalls aus der Funktionalgleichung

wegen
( In a) 1 1

exp(-nlna) = ——— = — =a
P exp (n In a) am

Nochmalige Anwendung desselben Prinzips fiihrt auch bei rationalem r = p/q zum Ziel:

a? = exp(pIna) = exp (q g In a) = (exp(r In a))?,

also

exp(rlna) = Va? = a" .

Auch bei reellem =z ist die Definition von a* zwingend, wenn man verlangt, dafl die Definition von

a” fiir rationale r ,stetig” nach R fortgesetzt wird. Ist ndmlich (r;) eine Folge rationaler Zahlen, die
gegen z konvergiert, so ist wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion notwendig

exp(zlna) = exp(lim (r;Ina)) = lim exp(r; Ina) = lim o'’ .

Daf§ die Fortsetzung auf komplere Exponenten z die ,richtige ist, werden wir weiter unten erldutern,
letztendlich aber erst im Rahmen der Funktionentheorie vollstdndig verstehen kénnen.

Bemerkung. Die Funktion z — a® wird auch als Exponentialfunktion zur Basis a bezeichnet. Sie wird
aufgrund ihrer Definition charakterisiert durch die folgenden beiden Eigenschaften:

a® — 1

a®'t2 = ¢*1 ¢* | lim
z—0 z

=Ina,

und ist, wie wir schon benutzt haben, stetig und zudem auf R streng monoton wachsend bzw. fallend,
falls @ > 1 bzw. a < 1. (Fiir ¢ = 1 handelt es sich um die konstante Funktion mit Wert 1). Bei
a # 1 nimmt o, x € R, alle Werte aus R% genau einmal an. Der Verlauf dieser Funktionen im

Reellen sieht in etwa wie folgt aus:
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O0<a<l1 a>1

Figur 12.8

Als weitere Rechenregeln notieren wir noch:

(@®)* =a"*, a>0,zeR,2zeC, a*b* = (ab)*, a>0,b>0,z€C.

12.10  Die verallgemeinerten Potenzfunktionen

Indem wir schliefflich die Rolle von a und z vertauschen, kénnen wir zu jedem a € C auch die
verallgemeinerten Potenzfunktionen

R} >z +— 2% = 0"

einfithren. Wegen der Stetigkeit der Funktionen In und exp sind auch alle diese Potenzfunktionen
stetig. Fiir reelle @ > 0 sind sie offensichtlich streng monoton wachsend, bei a < 0 streng monoton
fallend. Ihr Verlauf ist in etwa der folgende:

Figur 12.9

Bemerkung. Wir iiberlassen dem Leser den Nachweis der folgenden Grenzwerte.

oo fir a > 0, 0 fira > 0,
lim % = lim ¢ =
=00 0 fir a < 0; z—0 oo fiir a < 0;
lim lnx:Ofﬁra>0_ lir%malnxzﬂfﬁra>0.
’ r—

r—o0 %

Bemerkung. Ist a > 0, so kann die Funktion =z +— a” stetig in den Nullpunkt durch 0 fortgesetzt
werden. Wir definieren daher immer

0°:=0 fir a >0.

(Dagegen wird 00 stets gleich 1 gesetzt).
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13.1  Punktweise und gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen

Wir kehren nun noch einmal zu der Untersuchung von Potenzreihen zuriick. Tatséichlich liefert der
Beweis des Potenzreihensatzes weit mehr, als wir in Satz 11.9 formuliert haben. Als Konsequenz gewin-
nen wir die Gewiflheit, dafl Potenzreihen in ihrem Konvergenz—Intervall bzw. —Kreis stetige (und sogar
beliebig oft differenzierbare) Funktionen darstellen.

Wir benétigen zu den folgenden Untersuchungen die Einfithrung und Klarung von Konvergenzkon-
zepten fiir Folgen von Funktionen, die fiir die gesamte Analysis von grundlegender Bedeutung sind. Am
einfachsten zu verstehen ist die folgende Definition.

Definition. Es seien f, , f Funktionen auf einer Menge X mit Werten in einem normierten Vektorraum
V. Man sagt, die Folge (f,) konvergiere punktweise gegen f, wenn fiir alle x € X gilt:

f(x) = lim fo(z) .
Man schreibt in diesem Fall auch meist abkiirzend

f = lim f,.

n—oQ

Bemerkungen. 1. Wir werden noch weitere, im Allgemeinen (weit) stirkere Konvergenzbedingungen
fiir Funktionenfolgen zu betrachten haben. Auch dann schreibt man oft f = lim, f, . Man muf} sich
daher in jedem Einzelfall vergewissern, um welchen ,Konvergenztyp“ es sich handelt. Dies sollte uns
schon jetzt insofern vertraut sein, als wir auch bei Grenzwerten in einem metrischen Raum X die alles
entscheidende Metrik dx nicht mit in das Limessymbol hineinnehmen, also nur lim anstelle von

dX — lim
oder Ahnlichem schreiben.

2. Fiir die Formulierung des obigen Konzeptes benttigt man nur einen verniinftigen Konvergenzbegriff
in dem Bildraum. Wir kénnen daher auch den normierten Vektorraum V durch einen metrischen Raum
(Y, dy) (oder sogar einen topologischen Raum) ersetzen. In diesem Fall lautet die exakte Definition fiir
die punktweise Konvergenz einer Folge (f, : X — Y) wie folgt: Zu jedem z € X und jedem & > 0
existiert eine natiirliche Zahl N = N (z, €), so da8

dY(fn(x)v f(x)) <e
fir alle n > N.

3. Bei punktweiser Konvergenz handelt es sich also um einen Begriff, der sich auf die Elemente des
Funktionenraumes (besser: Abbildungsraumes) Abb (X, Y) bezieht und wesentlich von der Topologie
auf Y abhéngt. Man kann sich an einfachen Beispielen klar machen, dafl der Begriff der punktweisen
Konvergenz i. A. nicht durch eine Metrik auf Abb (X, Y) induziert wird, auch wenn wir ihn aus einer
Metrik auf Y ableiten. Solche Funktionenrdume sind daher Prototypen von allgemeineren topologischen
RéAumen; sie haben wesentlich zur Entwicklung der Gebiete der Funktionalanalysis und der allgemeinen
Topologie Anlafl gegeben.

Wir werden weiter unten an einem Beispiel zeigen, dafi die in der Definition der punktweisen Kon-
vergenz vorkommende Zahl N = N (z, ) tatséichlich noch von dem Punkt z € X in ganz sensibler
Weise abhéngen kann. Wenn wir jedoch verlangen, daf§ wir N in Abhéngigkeit von e gleichmdfig fiir
alle x € X, d. h. unabhéngig von dem individuellen Punkt x wéhlen kénnen, kommen wir zu einem
viel stédrkeren Begriff.

Definition. Die Folge f, konvergiert auf X gleichmdifig gegen die Funktion f, wenn es zu jedem
€ >0en N = N(¢) gibt mit

[f(x) = fal@) | <& Dbzw. dy(fu(z), f(z)) <&
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fir alle n > N und alle x € X . Man schreibt dann manchmal auch

fn ? f oder f = X — Lim f, oderkiirzer f = Lim f, .
n—oo

n—o0

Vollig klar ist das
Lemma 13.1 Gleichmdflige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz.

Bemerkung. Die Umkehrung dieses Lemmas ist (bei festem X und ,variablem“ Y ) dann und nur
dann richtig, wenn die Menge X endliche Kardinalitidt besitzt. Ist ndmlich X endlich, so kann man
bei punktweiser Konvergenz zu vorgegebenem e die Zahl N = N (¢) als das Mazimum der Zahlen
N (z,¢e), x € X, definieren und begriindet damit die gleichmdiffige Konvergenz der gegebenen Abbil-
dungsfolge. Ist dagegen X wunendlich, so ist ohne Einschrankung N in X enthalten. Es sei nun bei
festem n € N die Abbildung f, : X — R gegeben durch

fn(2) ::%_’_1, x=jeN, fu(z) =0 sonst.

Diese Abbildungsfolge ist punktweise konvergent gegen die Nullfunktion f(z) = 0, = € X . Wiire
die Folge der f,, gleichmé&fig konvergent, so miifite sie auch punktweise konvergieren, der Limes bzgl.
der Supremumsnorm also gleich dieser Funktion f sein. Dies ist aber nicht der Fall; in Negation zu
der Definition der gleichméfligen Konvergenz gibt es namlich ein g9 > 0, so dafl zu jedem N ein
n > N existiert und ein Punkt z, € X, so daBl | f(2,) — f (zn)| = fu(xn) > €0, nédmlich z. B.
cgg:=1,n:=Nund z, :=m+1eNCX.

Wir geben noch ein weiteres, fiir die Analysis interessanteres Beispiel.

Beispiel. Wir betrachten die Folge f,(xr) = 2" auf dem Intervall [0, 1]. Dann ist nach fritheren

Beispielen
0, z<1,
lim fo(x) =

n—00

Insbesondere ist die Folge (f,) punktweise konvergent gegen die (unstetige) Funktion f mit f (1) = 1
und f(z) = 0, 0 < z < 1. Man kann leicht direkt einsehen, daf} die Folge (f,) gleichmafig
konvergent (gegen Null) auf jedem Intervall [0, a], a < 1, ist, jedoch auf dem vollen Intervall [0, 1]
nicht gegen f gleichméfig konvergiert.

Dies folgt auch indirekt aus dem folgenden Satz, den wir hier wegen seiner allgemeinen Bedeutung
sofort einfiigen. Er wird anschlieBend und im letzten Teil dieses Kapitels herangezogen, um das Studium
der Theorie der Potenzreihen weiter voranzutreiben.

Satz 13.2 Sind X, Y metrische Riume, und ist f gleichmdfiger Limes von stetigen Abbildungen
fn: X = Y, soist auch f stetig.

Beweis. Es seien a € X und ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Wihle N so grof}, dal dy (f (z), fn(z)) < €/3
fiir alle n > N und alle 2 € X, und 6 = ¢ (a) so klein, dal dy (fn(x), fn(a)) < &/3 fir alle x € X
mit dx(z, a) < §. Dann ist fiir alle diese = wegen der Dreiecksungleichung auch

dy (f (), f(a)) < dy(f(2), fn(2)) + dy(fn(2), fn(a)) + dy(fn(a), f(a)) <35 =e. O

Insbesondere dieses Ergebnis sollte uns davon iiberzeugt haben, dafl der Begriff der gleichméBigen
Konvergenz von zentraler Bedeutung ist. Z. B. fiir Potenzreihen konnen wir die folgende Verschéirfung
von Satz 11.9 herleiten.



13 GleichméiBige Konvergenz von Funktionenfolgen 217

o0

Satz 13.3 (Zusatz zu Satz 11.9) Die Potenzreihe Z an 2" habe einen positiven Konvergenzradius
n=0

0 < R < oco. Dann ist die Folge der Partialsummen

gleichméBig konvergent gegen
f(z) = Z an 2"
n=0

auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe

B, r) ={zeK: |z| <r}

um Null mit Radius v < R.

Wegen B (0, R) = U B (0, r) ergibt sich sofort, daf8 die Folge der Partialsummen einer Potenz-
r<R
reihe mit Konvergenzradius R > 0 in jedem Kreis B (a, §) mit |a| < R und |a| +d = r < R
gleichmé&Big konvergiert, und daraus mit dem zuvor bewiesenen Satz die

Folgerung 13.4 Die Funktion f(z) = Z an 2" ist stetig auf dem Konvergenzkreis B (0, R) .
n=0

Bemerkungen. 1. Die Voraussetzungen des Satzes 14 brauchen nur lokal erfiillt zu sein: Die Grenzfunk-
tion f der Folge (f,) von stetigen Funktionen ist schon dann stetig, wenn die Folge lokal gleichmdfig
konvergiert, d. h. wenn es zu jedem Punkt ¢ € X einen Kreis B := B (a, R) gibt, so dafl die Folge
der Einschréinkungen f, 5 auf B gleichméBig gegen f|p konvergiert. Dies machen wir uns gerade im
Beweis zu der Folgerung 16 zu Nutze.

2. Den Beweis des Zusatzes deduzieren wir weiter unten aus einem spezielleren Kriterium fiir gleichméfi-
ge Konvergenz von Reihen.

3. Wir werden spéter sehen, dafl - wie wir schon an einigen Beispielen erértern konnten - f sogar (belie-
big oft) differenzierbar ist und dafl man die Ableitungen durch Differentiation unter dem Summenzeichen
gewinnt:

f(z) = Z nay, 2" 1.
n=1

13.2  Kriterien fiir gleichméflige Konvergenz

Bevor wir uns weiteren Anwendungen auf Potenzreihen zuwenden, miissen wir Kriterien bereitstellen,
mit denen man diese Eigenschaft fiir Folgen von Funktionen mit Werten in metrischen Réumen oder
Reihen mit Werten in normierten Vektorrdumen feststellen und insbesondere Satz 15 begriinden kann.
- Wir beginnen mit einer einfachen, aber grundlegenden Bemerkung.

Bemerkung. Im Gegensatz zu den Verhéltnissen bei punktweiser Konvergenz hat man auf dem Raum
der Abbildungen Abb (X, Y) in einen metrischen Raum Y zumindest eine sogenannte Pseudometrik
(bzw. eine Pseudonorm im Falle eines normierten Vektorraums ¥ = V'):

d(f, g) = sup dy (f (z), g (x)) .

Sie werden manchmal auch aus naheliegenden Griinden als Supremums(pseudo)metrik bzw. Supre-
mums(pseudo)norm bezeichnet und mit den Symbolen

doo(f; 9) s I1f lloo oder [ f lIx
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belegt. Die Supremumspseudometrik ist eine Abbildung d = do, : Abb(X,Y) x Abb(X,Y) —
R, U{oc}, die alle Axiome einer Metrik erfiillt bis auf die Bedingung, daf} alle Absténde endlich sind.
Genauer gilt also:

0. doo(f, 9) € Ry U{oo} und doo(f, g) =0 genau dann, wenn f = g;

2. doo(f, h) < doo(f, g) + dso(g, h) im uneigentlichen Sinne.

Der Begriff der Pseudonorm soll neben den drei sinngeméfl wie eben zu interpretierenden Aussagen
beinhalten, dal die Gleichung

lafllo = lalllfllo
besteht, wenn || f || endlich ist.

Offensichtlich bedeutet die gleichmiiflige Konvergenz einer Folge (f,)nen gegen f, dafl die Folge
(d(fn, f)) der Absténde fiir fast alle n € N endlich ist und gegen Null konvergiert. Man nennt daher
diesen Abstand auch die (Pseudo—) Metrik der gleichmdfSigen Konvergenz. Ist speziell X ein kompakter
topologischer Raum und C°(X, Y) C Abb (X, Y) die Teilmenge der stetigen Abbildungen von X nach
Y, so induziert diese Pseudometrik in der Tat, wie wir in einem spéteren Kapitel beweisen werden, eine
Metrik auf C°(X,Y).

Viele hinreichende Kriterien, insbesondere das haufig verwendete Weierstrafische Konvergenzkriteri-
um, beruhen auf der Tatsache, daf fiir gleichméfige Konvergenz ein Cauchy—Kriterium gilt. Wir nennen
selbstverstiandlich eine Folge (f,) von Abbildungen f, : X — Y eine CAUCHY—Folge in Bezug auf
gleichméBige Konvergenz, wenn es zu jedem € > 0 ein NV € N gibt, so daf§

d(fm, fn) < e firalle m,n > N,

d. h..
dy (fm(z), fa(z)) < e firalle m,n >N undalle z€X.

Genauso selbstverstéindlich werden wir den Raum Abb (X, Y) wollstindig nennen, wenn fiir ihn das
Cauchy—Kriterium erfiillt ist, d. h. wenn jede Cauchy—Folge bzgl. der Supremumsnorm gleichméfig
konvergiert.

Satz 13.5 Fir die Supremumspseudonorm auf Abb(X,Y) gilt genau dann das Cauchy—Kriterium,
wenn der Bildraum (Y, dy) wvollstindig ist.

Beweis. Eine Folge konstanter Funktionen ist offensichtlich genau dann gleichméfig konvergent, wenn
sie punktweise konvergent ist. Daher ist die Vollstindigkeit von Y notwendig fiir die Giiltigkeit des
Cauchy—Kriteriums in Abb (X, Y'). Diese ist aber auch hinreichend: Ist ndmlich (f,,) eine Cauchy—Folge
in Abb (X, Y), so ist die Folge der Funktionswerte (f,(z)) an jeder Stelle € X eine Cauchy-Folge
in Y und damit konvergent gegen einen Wert f (x) € Y. Es bleibt zu begriinden, dafl die Konvergenz
der Folge (f,) gegen f gleichmifig ist. Dies folgt aber aus der Stetigkeit der Metrik dy , d. h. der
Formel

(Siehe hierzu den ersten Teil des Beweises von Satz 8.37 im Anhang zu Kapitel 8). Man wende diese
némlich bei vorgegebenem ¢ > 0 an auf die Ungleichung

dY(fm(x)a fn(x)) <e, m,n>N, zcX,

bei festem x € X und festem n > N fiir die Folge vy, = fm(z) und den Grenzwert b := f(z),
woraus sich
dy (f (z), fa(z)) <€, n=N, z€X,

ergibt, also die gleichmiflige Konvergenz der Folge (f,,) gegen die Grenzfunktion f . |

Dieser Satz hat unmittelbar die folgende Konsequenz.
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Satz 13.6 (Weierstral) Es seien f, Funktionen auf X mit Werten in einem Banach—-Raum V ,
und es gelte fir alle n € N
Cn = an ”X ‘= Sup an(l‘) ” < 0.
zeX

Ist dann die Reihe Z cn konvergent, so konvergiert die Reihe Z fn (d. h. die Folge ihrer Partial-

n=0 n=0
oo
summen) gleichméBig gegen f = Z fn.
n=0
Definition und Bemerkung. Die Voraussetzungen des Satzes bezeichnet man auch als normale Kon-

vergenz der Reihe Z fn, da sie nichts anderes als die Konvergenz der Reihe Z Il fnlloo der Su-

n=0 n=0
premumsnormen der Reihenglieder ausdriickt. Aufgrund des Majorantenkriteriums ist diese Bedingung

gleichbedeutend mit den folgenden:

lfn@)] <e¢, mneN,zeX, und ch<oo.

n=0

Beweis. Wegen der Voraussetzungen ist fiir die Folge (F,) der Partialsummen der Reihe das Cauchy—
Kriterium fiir gleichméflige Konvergenz gegeben. Denn fiir jedes € > 0 gibt es ein N € N, so daf} fiir
alle n > m > N und alle z € X gilt:

| Fa(@) = Fn@) || = | PRI | < DIRELIED VR MRS

Der Rest folgt dann aus dem Cauchy—Kriterium.

Da die Stetigkeit der Norm etwas einfacher zu beweisen ist (dies ist nichts anderes als die
»Dreiecksungleichung nach unten®, siche Anhang zu Kapitel 13) als die Stetigkeit der Metrik, die wir
oben verwendet haben, geben wir noch einen direkten Beweis des vorstehenden Satzes. An jeder Stelle
xz € X ist | fu(z) || < ¢, ; damit ist die Reihe

f@) =" falw)
n=0

wegen des Majorantenkriteriums, das in jedem Banach—Raum giiltig ist, an jeder Stelle x € X absolut
konvergent. Es sei nun ¢ > 0 vorgegeben und N = N (&) so groB, daf

€
Cpnt1 + Cpg2 + -+ Cpyi < 3
fir alle n > N und k£ > 1. Dann ist auch
€

oo
Z ¢; < = <e¢ furalle n > N.
Jj=n+1

Es folgt fiir alle z € X und alle n > N:

-3 0] = | 35 s = g | 55 g0

j=n+1

i . < .
Jm S Is@IE Y o <e,

j=n+1 j=n+1

\V]

IN

also die gleichméflige Konvergenz. Hierbei haben wir bei dem zweiten Gleichheitszeichen die Stetigkeit
der Norm als Funktion auf einem normierten Vektorraum ausgeniitzt. (]
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13.3 Anwendungen des Weierstraf3schen Konvergenzsatzes

Als erste Anwendung koénnen wir endlich den noch fehlenden Beweis von Satz 15 nachtragen. Wir
entnehmen dem Beweis zu Satz 11.9, daf3

|| ap 2" || < ¢ = ” Qn || "

fiir alle z mit |z| < r und Z ¢n < 00. Die Behauptung des Zusatzes zu Satz 11.9 folgt dann aus

n=0
dem Weierstrafischen Konvergenzkriterium Satz 18. O

Beispiel. Wir stellen als zweite Anwendung einen ganzen Typus von Beispielen vor, der z. B. von
WEIERSTRASS verwandt wurde, um Exemplare von dberall stetigen, aber nirgends differenzierbaren
Funktionen zu konstruieren. Es sei g := go : R — R eine beschrinkte, stetige Funktion; wir setzen
M := sup,cplg(x)], also M = |g|r. Fiir

gn(r) = o g(2" )
ist |gn|r = (1/2")M und folglich wegen des Weierstra—Kriteriums die Reihe

G(z) = Z gn(ﬂﬁ)
n=0

normal, also insbesondere gleichméfig konvergent auf R, so dafl auch die Grenzfunktion G stetig ist.
Besitzt nun aber die Grundfunktion g ,hinreichend viele“ Stellen, an denen sie nicht differenzierbar
ist, so kann man erreichen, dafl die Vereinigung all dieser Stellen fiir alle Funktionen g, sich iiberall in
R héuft und die Grenzfunktion G tatséchlich nicht differenzierbar ist. Ein konkretes Beispiel ist

z| , |x| <1/2,
g(@;{" 2| <1/

g, 2’ =zxmodZ.

Mit anderen Worten: g (z) ist der Abstand von x € R zur ndchstgelegenen ganzen Zahl. Die ersten
vier Funktionen go, g1, g2, g3 sehen (im Intervall [0, 1]) wie folgt aus:

Figur 13.1

Die Summenfunktion gy + g1 + g2 + g3 ld8t schon erahnen, dafl die Grenzfunktion hinreichend pa-
thologisch sein wird - den Beweis der Nichtdifferenzierbarkeit erbringen wir in Kapitel 14:

Figur 13.2
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Wir kénnen die vorstehenden Uberlegungen nun aufierordentlich gewinnbringend auf die Binomial -
Reihen Bg(z) und die Logarithmus-Reihe L (z) anwenden. Wir erinnern daran, dafl wir schon frither
die Beziehung

Bs(2) Bi(2) = Bsy4(2)

firalle s, t € C und alle z € C mit |z| < 1 nachgewiesen haben. Wir ,frieren“ nun sinnvollerweise den
Parameter z ein und betrachten die Binomial-Reihen als Funktion der komplexen Variablen s. Die eben
zitierte Formel besagt dann, dafl diese Funktionen der Funktionalgleichung der Exponentialfunktionen
geniigen. Wir kénnen sie somit wegen Satz 12 explizit angeben, wenn wir nur den Grenzwert

lim 735(2) -1
s—0 S

kennen. Nun ist aber

By(z) — 1 = i (Z) "

n=1

und damit fiir s # 0

— z

s n!

Bs(z) — 1 :i (s—1(s—2)-...-(s — (n—1)) n
n=1

Konnten wir jetzt diese unendliche Summe mit der Grenzwertbildung lim, .o vertauschen, was richtig,
aber absolut nichttrivial ist, so konnten wir den Grenzwert

B -1
lim 75(2)

s—0 S
mit

)(=2) - (= = 1),

z
n!

= hr%((s SRIICES ECEYES)) )
2 ol

n
nt1 2
n b

n=1
S
n=1
also mit der Logarithmischen Reihe L (z) identifizieren. Es bleibt also noch die Tatsache zu begriinden,
daf} die Vertauschung der beiden Grenzwerte erlaubt ist. Die Rechtfertigung dieses Schrittes beruht auf
dem oben entwickelten Begriff der normalen Konvergenz: es reicht dazu nach den Satzen 15 und 19,
daB} die Reihe

z
n!

(s—D(s—=2)-...-(s—(n—-1
Zl( )( ) (s = ( ) n

bei festem z in der Variablen s nahe bei 0 diese Eigenschaft besitzt. Dies folgt aber unmittelbar aus
der Abschitzung

o= C B D e < e

fiir |s| < 1, die die geometrische Reihe in z unabhéngig von s als konvergente Majorante ausweist.

Wir kénnen jetzt die Konsequenzen sammeln, die sich aus den vorhergehenden Uberlegungen erge-
ben. Aufgrund des Charakterisierungssatzes gewinnen wir unmittelbar den folgenden

Satz 13.7 Fiir alle s € C und alle z € C mit |z| < 1 ist

Bs(z) = esh2)
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Setzt man speziell s = 1 in diese Formel ein, so erhalten wir die Beziehung
e!® = Bi(z) =1+ 2 fir |z]<1.

Da die Logarithmische Reihe fiir reelle Werte z auch nur reelle Werte annimmt, impliziert dies die
Identitét
L(z) =In(l +z) fir |z]<1.

Mit anderen Worten:

Lemma 13.8 Die Funktion In(1 + x) besitzt fiir alle reellen x mit |x| < 1 die Potenzreihenent-
wicklung
o0 xn
n(l — .
B

Bemerkungen. 1. Dieses Resultat rechtfertigt schliefilich und endlich die Bezeichnung , Logarithmische
Reihe“. Wir werden weiter unten noch zeigen, daf die im Satz angegebene Identitéit auch noch an der
Stelle = 1 besteht. Dies liefert dann, wie schon frither behauptet, die Berechnung von In 2 zu

1 1 1
n2=1- -+ > — — +...
" 537371
2. Die Reihe L (z) setzt den reellen Logarithmus so in die Einheitskreisscheibe im Komplexen fort,
daB exp(L(z)) = 1 + z, |z| < 1. Somit kénnte man versucht sein, die durch sie dargestellte

Funktion ebenfalls als Logarithmus von 1 + z zu bezeichnen. Wir werden allerdings spéter noch sehen,
dafl im Komplexen der Logarithmus zu einer Zahl z nicht eindeutig bestimmt ist. Im Gegenteil: Der
Logarithmus ist sogar ,unendlich vieldeutig®. Das vorige Ergebnis zeigt aber, dafl wir fiir jedes z € C
mit |z| < 1 von allen méglichen ,Logarithmen® von 1 + z einen Wert so auswihlen koénnen, dafl
die so definierte Funktion in eine Potenzreihe entwickelbar ist und, eingeschriankt auf reelle Werte, die
Funktion In (1 + z) ergibt. Man nennt L (z) auch den Hauptzweig des Logarithmus von 1 + z und
schreibt manchmal auch L (z) = Log(1 + z2).

Fiir allgemeines s € C und # € R mit |z| < 1 kann man die Formel des vorigen Satzes umschrei-
ben in

BS(LL') — 68111(1+I) — (1 + {E)s

Somit stellen die Bgs(z) die Potenzreihenentwicklungen der Potenzfunktionen (1 + x)® im Intervall
|z| < 1 dar. Die ,Fortsetzungen® Bs(z), | z| < 1, ins Komplexe werden wie im Falle des Logarithmus
ebenfalls als die Hauptzweige der ,Funktion“ (1 + z) bezeichnet, die fiir allgemeines s € C tatséchlich
unendlich vieldeutig ist.

Beispiel. Fiir s = —1/2 berechnen sich die Binomialkoeffizienten zu
~1/2 :(_1)n1-3-...-(2n+1).
n 27!
Dies liefert die Potenzreihenentwicklung
1 1 1-3 1-3-5
—— = B_ =1- = — 22— 34, <1,
N 1/2(2) 2* 21" T3a6” o 1]
und, noch wichtiger, wenn man z durch —z2 ersetzt:
1 1 1-3 A 1-3-5 6
— =14 = — e <1.
WA L oy R oo iy 2]

Die linke Seite ist die Ableitung der Arcussinus—Funktion (siehe Kapitel 14), also der Umkehrfunk-

tion des Sinus auf dem Intervall von —m/2 bis 7/2, fiir die man somit unmittelbar durch ,formale

Integration“ ihre Potenzreihenentwicklung gewinnt:
1 a3 1-3

arcsinx = r + — + —

T xP 1-3-5 27
2 3 2-4 5

4.6 7

+ +o, ] < 1.

[\
D
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Auch diese Identitdt ist noch im Punkte x = 1 giiltig. Daraus ergibt sich wegen sin 7/2 = 1, also
arcsin 1 = m/2, die Beziehung (siehe auch Kapitel 9)

1-

w

T 1-3-5
o 2-4-6

5 +

4+

|~

sy
)

N |
|
[\
B~

Wir miissen noch genauer begriinden, wie man zu den beiden obigen Aussagen iiber In 2 und 7/2
gelangt. In beiden Fillen haben wir es mit einer stetigen Funktion f auf dem Intervall (—1, 1] C R zu
tun, ndmlich mit In (z + 1) bzw. arcsin z (die letztere ist selbstverstédndlich auch in —1 noch erklért
und stetig). Die Funktion f hat in dem offenen Intervall (—1, 1) die Potenzreihenentwicklung

f(x) = Zanxn,
n=0

wobei die rechts stehende Potenzreihe in beiden Féllen auch noch im Punkte 1 konvergent ist. Um zu
schlieflen, daf} tatsichlich
fQ) = Z On
n=0

ist, brauchen wir nur zu wissen, dafl die Potenzreihe

oo
g(x) = Z an "
n=0

z. B. auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 1] gleichmifig konvergiert. Denn dann ist die Funktion
g auf dem Intervall [0, 1] ebenfalls stetig und stimmt fiir © # 1 mit f iiberein, woraus sofort

f(@1) = g(1) folgt.
13.4 Abelscher Grenzwertsatz

In der Tat ist die geforderte gleichméfige Konvergenz in dieser Situation immer gesichert. Dies ist der
Inhalt von

Satz 13.9 (Abelscher Grenzwertsatz) Besitzt die reelle Potenzreihe

oo
E anx”
n=0

den Konvergenzradius R > 0 und st sie auch noch im rechten Endpunkt R konvergent, so ist sie
gleichmdflig konvergent auf dem abgeschlossenen Intervall [0, R]. Insbesondere ist die Grenzfunktion

dort stetig, und es gilt somit
o0 o0
i, (£ 0r) - S
w% ap T ap R
n=0 n=0

Der Beweis wird anschlielend aus einem allgemeinen Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz abgeleitet.
Wir zeigen hier nur direkt die in den obigen Beispielen verwendete Grenzwertaussage. Durch Ubergang

zu der Reihe Z an, (%) konnen wir uns sofort auf den Fall R = 1 beschrianken. Dann konnen

wir das Cauchy-Produkt der gegebenen Reihe mit der geometrischen Reihe bilden und erhalten fiir
|z| < 1 die Identitét

o0

R (S (G - S

7=0 k=0
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mit S, := 37, a;, und deshalb ist

i apz® = (1 -2 i S, x"
k=0 n=0

Nach Voraussetzung existiert S = lim,, S, . Setzen wir f(z) := > an,2™ fir |z| < 1, so ist also
zu zeigen, dafl

lim f (z) = 5.
Nach den Vorbemerkungen ist aber
S—flx)=(1—x)) (S—Sy)a".
n=0
Wahlt man nun zu € > 0 ein N mit
1S — S| < %

fiir alle n > N, so besteht fiir alle z mit 0 < & < 1 die Abschitzung

N
|S—f(x)\§(1—x)2|5—5\x+ (1—2) Zm<1—xZ|S
n=0 n=N+1

Zu dem vorgegebenen ¢ (und N ) existiert aber auch ein § > 0, so daf fiir alle x mit 1 — 6 < x < 1
der linke Ausdruck auf der rechten Seite ebenfalls hochstens gleich /2 ist. g

Bemerkung. In den beiden obigen speziellen Beispielen kommt man mit ein wenig Integrationstheorie
und damit auch ohne den Abelschen Grenzwertsatz aus (siehe Kapitel 16).

13.5 Das Abelsche und das Dirichletsche Konvergenzkriterium

Wir wollen anschliefend noch einige Kriterien fiir gleichméflige Konvergenz von Funktionenfolgen disku-
tieren, die sich aus der Abelschen Summationsformel ergeben und als Spezialfille das ABELsche und das
DiricHLETsche Konvergenzkriterium enthalten. Einige Anwendungen werden das Kapitel abrunden.

Im folgenden seien f; : X — V Funktionen auf einer Menge X mit Werten in einem reellen oder
komplexen Banach-Raum V', und g; : X — K seien reell- oder komplexwertige Funktionen auf X
oder umgekehrt. Wir erinnern daran, dafl wir fiir eine beliebige Funktion f : X — V, wobei auch
V = K sein kann, die Supremumsnorm definiert haben durch

I £llx = sup || £ @)1

Der folgende Satz steht dann samt Beweis in volliger Analogie zu Satz 10.22. Wir setzen

:Z.fj

=0

fiir die Partialsummen der Reihe Z fj; die Abelsche Summationsformel (siehe Kapitel 10) schreibt
J
sich dann in der Form

n n—1

(++) Sn =3 fig = Fagn + > Felgk — grr1) -

ji= k=0
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Ist die Reihe der f; und damit die Folge der F,, gleichméfig konvergent auf X und ebenso die Folge
der g, , so ist auch die Produktfolge (F),g,) gleichmifBig konvergent. Dies ist in Verallgemeinerung des
einfachen Beweises fiir Folgen von Elementen in V' auf Funktionenfolgen auch dann der Fall, wenn die
Folge der F,, gleichmdf$ig beschrinkt ist, d. h. wenn es ein M > 0 gibt mit

| Fully < M fiiralle neN,

und die Folge (g;) gleichméflig gegen Null konvergiert. Selbstverstéandlich liefert die gleichméBige Kon-
vergenz der Reihe Z f; auch die gleichméBige Beschrénktheit der Folge (F),,) der Partialsummen.

J
Schliefllich folgt die gleichméBige Konvergenz der Folge (g;) z. B. aus der normalen Konvergenz der
Telekopreihe >, (9x — grt1):

D o lok = geraly < o0
k=0

Diese Uberlegungen sind schon véllig ausreichend, um die Richtigkeit des folgenden Satzes zu begriinden.

Satz 13.10 Es seien f; und g; Funktionen wie zuvor angegeben, und die Teleskopreihe Z (95 — gj+1)
J
set normal konvergent. Dann ist die Reihe
oo
> figs
j=0

gleichmdifig auf X konvergent, sofern zusdtzlich eine der folgenden Bedingungen erfillt ist :

a) Die Reihe Z fj st gleichmdfSig konvergent auf X ;
§=0

b) die Folge (F,) der Partialsummen der Reihe Z fj ist gleichmé&Big beschrénkt auf X und die
j=0
Folge (g;) konvergiert gleichmdfig gegen Null auf X .

Beweis. Nach den vorstehenden Bemerkungen ist nur noch der zweite Teil auf der rechten Seite der
Formel (+) zu behandeln. Aufgrund der Voraussetzungen ist aber in beiden Fillen die Folge der Fy

gleichméBig beschrankt, sagen wir durch die Konstante M > 0, und damit die Reihe Z Fy (gx —

k
gr+1) sogar normal konvergent auf X wegen
oo
Z”Fk (g — gre) Iy <MD" gk — grar) |y < 0. O
k=0 k=0

Im Fall K = R kénnen wir auch tiber Monotonie der Folge (g;) reden und damit die obige Voraus-

setzung der normalen Konvergenz der Teleskopreihe Z (9 — gr+1) abschwichen. Eine unmittelbare

k
Folgerung aus dem Vorstehenden ist das Konvergenzkriterium von DIRICHLET.

Satz 13.11 (Dirichlet) Es gelte :
a) Die Folge (g;)jen konvergiert auf X gleichmdfSig gegen die Nullfunktion,
b) fir alle x € X wdchst (oder fillt) die Folge (g;(x))jen der Funktionswerte monoton (gegen Null),

c) die Folge der Supremumsnormen || F, || der Partialsummen Fy, der Reihe -, f; ist beschrdnkt.
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Dann ist die Reihe
(o]
> tigs
=0

auf X gleichmdflig konvergent.

n
Beweis. Es kommt hierbei in der Formel (4) wiederum nur auf den Anteil Z Fi(grx — gk+1) an. Nun
k=0
ist aber nach Voraussetzung die Teleskopreihe Z (g9x — gr+1) absolut und gleichmifig konvergent,

k
woraus nach der Beschrinkheitsvoraussetzung an die F, sofort die gleichmiflige Konvergenz der in
Frage stehenden Reihe folgt. O

Eine unmittelbare Konsequenz aus dem Dirichletschen Satz ist wieder das LEIBN1Z—Kriterium fiir
gleichméflige Konvergenz. Man beachte aber, das es auf der Grundlage der Standardabschitzung des
Fehlers bei alternierenden Reihen einen einfachen Einzeilenbeweis gestattet.

Satz 13.12 (Leibniz - Kriterium) Die Folge f, : X — R sei punktweise monoton fallend gleich-
mdafig konvergent gegen die Nullfunktion. Dann ist die alternierende Reihe

gleichmdfig konvergent auf X .

Etwas anspruchsvoller ist der Beweis des Konvergenzkriteriums von ABEL.
Satz 13.13 (Abel) Es gelte :
a) Die Reihe F := Z fi st auf X gleichmdf$ig konvergent,
b) fir alle x € X wdchst (oder fillt) die Folge (gj(x))jen der Funktionswerte monoton,

c) die Folge der Supremumsnormen |g; | ist beschrinkt :

lgily < M firalle jeN.

Dann ist die Reihe
oo
> figs
j=0
auf X gleichmdflig konvergent.
Beweis. Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, daf8 die Folge der g; monoton fal-

lend ist und verwenden das Cauchy—Kriterium fiir gleichméflige Konvergenz. Hierzu miissen wir die
Maximumnorm der Differenz S,, — Sy, fiir n > m auf X abschétzen. Nun folgt aus (4) sofort

n—1
(++) Sp = Sm = (Fn — F)gn — (Fn — F)gm + Z (Fr — F)(9x — gr+1)
k=m

und hieraus ergibt sich alles Notwendige: Nach Voraussetzung ist als erstes

| (Fn = F)gn — (Fin _F)gmllx <2eM
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fiir alle m, n > N = N (g). Zweitens ist fir alle x € X fir n > m > N:
n—1 n—1
| > @) = F@) (@) = gea@) | £ 32 1F@) = F @) 11 ge(@) = gura(@))
k=m k=m

n—1
<e Z (96(z) — gr+1(2)) = € (gm(z) — gn(z))
k=m

und damit die Supremumsnorm dieses Anteils ebenfalls kleiner oder gleich 2e M . ]

Bemerkung. Aus dem Abelschen Kriterium folgt unmittelbar der Abelsche Grenzwertsatz. Man braucht
nur f,(z) := a, R™ und g,(x) := 2™ zu setzen. Die (von x unabhingige) Reihe ZanR” ist dann
auf ganz R gleichméBig konvergent, und die Folge (g, (x)) ist fiir alle € [0, 1] monoton fallend und
gleichméfig beschrénkt. Also ist die Reihe

e
§ : an " R
n=0

fir 0 < z < 1 gleichméBig konvergent. Daraus folgt sofort die gleichméflige Konvergenz der Reihe

o0
Zanz" fir 0<z<R.
n=0

13.6 Der Identititssatz fiir Potenzreihen

Wir wollen jetzt noch unsere Betrachtungen iiber Potenzreihen an dieser Stelle ein Stiick weit ergénzen
um einige Aussagen, die sich aus der Stetigkeit ergeben. Wir beginnen mit dem Beweis des sogenannten
Identitdtssatzes. Er besagt insbesondere, dafl wie im Fall von Polynomen auch zwei Potenzreihen

oo oo
E an 2" und E by, 2"
n=0 n=0

mit reellen oder komplexen Koeffizienten a, und b, genau dann in einem Intervall bzw. Kreis |z | <
R, 0 < R < o0, dieselbe Funktion darstellen, wenn fiir alle n € N die Koeffizienten a, und b,
iibereinstimmen. Durch Bildung der Differenz der beiden Potenzreihen ist dies zu den Aussagen b) und
a) im folgenden Satz #quivalent. Eher iiberraschend fiir den noch nicht Initiierten diirfte die Tatsache
sein, daf sogar die Bedingung c¢) hierzu schon hinreicht.

Satz 13.14 Es sei F(z) = i an 2" eine fir |[z] < R, 0 < R < oo, konvergente Potenzreihe.
Dann sind die folgenden Ausszggn dquivalent :

a) a, = 0 fir alle n € N;

b) F = 0;

c) es gibt eine Folge (z;) mit z; # 0, lim; z; = 0 und F (z;) = 0.

Beweis. Die Implikationen a) = b) = ¢) sind banal. Fiir ¢) = a) gehen wir per Widerspruchsbeweis
vor. Wir nehmen also an, daf§ c¢) erfiillt sei, nicht aber a). Dann gibt es einen kleinsten Index N, fiir
den an # 0 ist, und die zu untersuchende Potenzreihe ist von der Gestalt

oo oo
F(z) = E an 2" = 2N g pin 2" .
n=N n=0
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Damit hat die Reihe G (z) := Z ant+n 2" den gleichen Konvergenzradius wie die urspriingliche
n=0

Potenzreihe. Insbesondere ist wegen F'(z;) = 0, z; # 0, auch G(z;) = 0 und deshalb, unter

Einbeziehung der Stetigkeit der Potenzreihe fiir G in dem betrachteten Bereich, auch

ay = G(0) = ilg(l)G(z) = lim G(z) =0

Jj—o0
im Widerspruch zu unserer Annahme. O

Bemerkung. Der Identitétssatz wird oft als Methode des Koeffizientenvergleichs herangezogen: Hat eine
Funktion in einer Umgebung eines Punktes zwei (a priori verschiedene) Potenzreihenentwicklungen, so
miissen deren Koeffizienten a, und b, fiir alle n € N {ibereinstimmen. Beispiele hierzu werden wir
noch kennenlernen.

13.7 Ineinandersetzen von Potenzreihen

Als weitere Anwendungen studieren wir das Ineinandersetzen von und Dividieren durch Potenzreihen.
Es seien also f(2) = >, an 2™ und g(w) = ) by w™ Potenzreihen mit positiven Konvergenzra-
dien R bzw. p. Damit wir iiberhaupt in der Lage sind, h(w) := f (g (w)) bilden zu kénnen, miissen
wir insbesondere ¢ (0) = by in f einsetzen diirfen; d. h. wir miissen von vornherein annehmen, dafl
|bo| < R ist. Wegen der Stetigkeit von g im Ursprung gibt es dann aber sogar ein r mit 0 < r < p,
soda |g(w)| < R fiir alle w € C mit |w]| < 7. Damit ist

h(w) = f(g(w)) fir [w| <7
erklart und zumindest in diesem Kreis eine stetige Funktion.

Satz 13.15 Unter den eben genannten Voraussetzungen lifst sich die Funktion h(w) in der Kreis-
scheibe B (0, r), bei evtl. Verkleinerung von r > 0, in eine konvergente Potenzreihe

h(w) = i Cmw™
m=0

entwickeln. Die Koeffizienten c,, ergeben sich durch formale Reihenbildung aus den Koeffizienten a.,
und by, : Mit Hilfe mehrfacher Anwendung des Cauchy—Produktes von g (w) mit sich selbst gewinnen
wir fir jedes n € N und alle w € B(0, r) eine Darstellung

g"(w) = Z by W™ mit by = Z by <o bm,

mi1+-Fmy=m

und

oo
Cm = E Gy, by, -

n=0

Bemerkung. Aufgrund funktionentheoretischer Uberlegungen kann man sogar einsehen, da man den
Radius r > 0 mazimal wihlen kann mit f (B (0, r)) € B(0, R). Eine Begriindung, aber keinen
vollstédndigen Beweis, werden wir hierfiir in Kapitel 14 geben.

Bevor wir diesen nicht an der Oberfliche liegenden Satz herleiten, notieren wir zwei einfache Folge-
rungen, die sich hieraus fast unmittelbar ergeben. Wir betrachten zu der Potenzreihe f wie oben einen
Punkt a mit |a| < R und setzen speziell z = g(w) := w + a, also w = z — a. In diesem Fall
gewinnt man die Koeflizienten b,, , sehr einfach vermittels der binomischen Formeln.
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Folgerung 13.16 Die Potenzreihe f(z) = ) a, 2" besitze den positiven Konvergenzradius R, und
es sei |a| < R. Dann besteht fiir alle z € C mit |z — a| < r := R — |a| die Beziehung

S = (S () - e ) = S (5 (owit) e ot

Insbesondere sind die Reihen

konvergent.

Beweis. Um die Folgerung aus dem vorigen Satz vollstdndig erschlieen zu kénnen, ben6tigt man auch
die im Zusammenhang damit stehende Bemerkung. Da wir jene in dieser Grundvorlesung aber nicht
beweisen werden, fiigen wir hier der Vollstindigkeit halber den einfacheren Beweis der Folgerung ohne
Rekurs auf den allgemeineren Satz ein. Es sei also z € B (a, r) vorgegeben, d. h. |z — a| < r =
R — |a| und damit |a| + |z — a| < R. Dann ist die Doppelreihe

o0 n n ok o0 N
S % () 1enlla*11s = ol = X lanl(al + |2 - al)
n=0

n=0 k=0

konvergent, und nach dem Doppelreihensatz folgt wegen (Z) =0,k >n,

i (Z) ana™ " (z — a)*

0 k=0
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was zu beweisen war. O

Bemerkung und Beispiel. Elementare Beispiele zeigen, dafl der Konvergenzradius der Potenzreihe in w
grofler seinkann als R —|a|.Ist z. B. f(z) die geometrische Reihe ) 2" mit dem Entwicklungspunkt
a = —1/2, so hat die entstehende Potenzreihe nicht den Konvergenzradius 1/2, sondern den weit
grofBeren Wert 3/2. Dieses Phéinomen kann man erst im Rahmen der klassischen Funktionentheorie
richtig verstehen.

13.8 Division von Potenzreihen

oo
Auch das Dividieren durch eine Potenzreihe f(z) = Z an 2" (mit positivem Konvergenzradius R)
=0

nahe 0 148t sich mit dem obigen Satz behandeln. Selbstverstindlich miissen wir hierzu voraussetzen,
daBl ag = f(0) # 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei sogar angenommen, dafl ag = 1.
Aufgrund der Stetigkeit von f gibt es eine positive Zahl » < R, so dal 1 — f in dem offenen Kreis
um 0 mit Radius r» dem Betrage nach kleiner als 1 ist, f also insbesondere keine Nullstellen besitzt.

Dann existiert 1

— fir |z| <r

f(z)
und ist dort eine stetige Funktion. - In der Tat kann auch diese Funktion wieder um den Nullpunkt in
eine Potenzreihe entwickelt werden. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Folgerung 13.17 Es gibt eine in |z | < r konvergente Potenzreihe

oo
g b, 2"
n=0
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mit

Beweis. Es sel r wie oben gewahlt, w := h(z) := 1 — f(2) und g (w) die geometrische Reihe. Nach
dem Hauptsatz 148t sich

1 1
= =Y ()"
flz)  1=h(z) =
in der Kreisscheibe B (0, r) in eine Potenzreihe bzgl. z entwickeln. O

Bemerkung. Es ist denkbar einfach, die Koeffizienten b,, zumindest rekursiv zu bestimmen. Setzt man
[ee]
g(z) = Z bnz", so folgt aus f(2) g (z) =1 und Koeffizientenvergleich mit dem Cauchy-Produkt der

n=0
linken Seite, dafl
ag bo =1

sein mufl und fiir alle n € N* die Beziehungen

Z An—j bj =0
7=0

bestehen. Insbesondere ist

a1 by + agby =0, agby + a1by + agby = 0 etec.,

also z. B.
1 al a% — as ag
bO = — bl - - 2 > b2 - 3
ag ag ay

Beweis von Satz 27. Wegen der Cauchy-Hadamardschen Formel besitzt die Reihe ) |by, |w™ eben-
falls den positiven Konvergenzradius p. Da wir |bg| < R vorausgesetzt haben, ergibt sich wiederum
aus Stetigkeitsgriinden die Existenz einer positiven Zahl r < p mit

7 = i | b | 7™ < R.
m=0

Damit ist auch die Reihe -
> lan|Z"
n=0

(absolut) konvergent. Da die Z definierende Reihe absolut konvergent ist, ergeben sich durch induktive
Verwendung des Cauchy—Produktes Darstellungen

oo
7" = Z Wi T WObel  wyy p 1= Z [y |+ oo [ b,

m=0 mi+-tmy =m

Nach Wahl aller Groflen ist also die Reihe

(o) oo
> lonl (3 wmar™)
n=0 m=0

absolut konvergent, woraus die Summierbarkeit der Doppelreihe

oo

Z | G | Wiy ™

m,n=0
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folgt. Wegen

|bm,n|:‘ Z by <o bm, | < Z |bm1|""'|bmn|:wm,n

mi -t my =m mi -t my =m

kann man dann den Doppelreihensatz anwenden und erhilt fiir w € B (0, r) die Potenzreihenentwick-
lung

h(w) = i an g"(w) = i an, ( i bmvnwm) = i (i anbmm,> w™ . O
n=0 n=0 m=0 m=0  n=0

Bemerkung. Der obige Satz samt seinen Folgerungen kann sehr viel einfacher bewiesen werden, wenn
man die Grundlagen der Funktionentheorie zur Verfiigung hat (siehe Satz 14.10).

Wir beschlieflen diese Kapitel mit einem einfachen Beweis fiir die Identitdt zwischen dem Produkt
zweier Reihen und ihrem Cauchy—Produkt, sofern nur alle drei Reihen konvergieren (siche Kapitel 10).
Es seien also

oo oo oo
E aj , Z b, und Z ¢, mit ¢, = Z a; by
=0 k=0 n=0 jt+k=n

konvergent. Man bilde dann die Potenzreihen
f(x) = Z ajzl, g(z) = Z bpz® und h(z) = Z en
j=0 k=0 n=0

die zumindest fiir x = 1 konvergent und damit fiir alle  mit |2 | < 1 absolut konvergent sind. Also
ist nach dem Cauchyschen Produktsatz f (z)g(z) = h(x) fir alle  mit || < 1 und folglich wegen
der Stetigkeit aller drei beteiligten Funktionen an der Stelle 1 aufgrund des Abelschen Grenzwertsatzes
auch f(1)g(1) = h(1). O



Anhang: Pseudometrische Riume und pseudonormierte Vek-
torrdume

Wir wollen in diesem Anhang einige einfache konzeptionelle Aussagen iiber pseudometrische Rdiume
und pseudonormierte Vektorrdume zusammenstellen, die schon im Haupttext angeklungen sind und
dort auch im Hinblick auf eine tiefere begriffliche Verankerung Verwendung hétten finden kénnen. Wir
legen aber Wert auf die Feststellung, daf§ wir damit keine weitere allgemeine Theorie entwickeln wollen,
auch wenn uns ,,Pseudordume“ vor allem auch in der Integrationstheorie noch einmal begegnen werden.
Der etwas fortgeschrittenere Leser wird sehr schnell bemerken, dafl er mit dem Konvergenzbegriff und
dem Begriff der Vollsténdigkeit in Pseudordumen ebenso leicht und souverdn umgehen kann wie im Fall
yechter* Raume. Dennoch mag es nicht génzlich unniitz sein, die Konzepte etwas genauer unter die
Lupe zu nehmen.

Wir betrachten hier also kurz pseudometrische Riume, also eine (nicht leere) Menge X zusammen
mit einer Pseudometrik d = dx im Sinne des Hauptkapitels. Wie im Falle von metrischen Rdumen
kann man den Konvergenzbegriff von Folgen, die Cauchy—Bedingung und den Begriff der offenen Mengen
einfithren. Auch hier sind Grenzwerte eindeutig bestimmt, konstante Folgen konvergieren, konvergente
Folgen sind Cauchy—Folgen, und das System der offenen Mengen bildet eine hausdorffsche Topologie.

Aufgrund der Eigenschaften einer Pseudometrik ist es ein Leichtes, sich davon zu iiberzeugen, dafl
durch 1 ~ x9 <= d (21, x2) < oo eine Aquivalenzrelation auf X erklart wird. Damit zerfallt X
in Aquivalenzklassen X,, 1 € I := X / ~, die wir als Beschrinktheitsklassen bezeichnen wollen. Mit
x € X, ist B(z, 1) C X,, jede Beschrinktheitsklasse also offen, und die Einschrinkung von d auf X,
ist eine (echte) Metrik. Ferner ist

X\ X, = U X,
KL
offen und damit X, auch abgeschlossen. X zerfillt also in die disjunkte Vereinigung von zugleich
offenen und abgeschlossenen Mengen X, , die bzgl. Konvergenz etc. nichts miteinander zu tun haben:
Eine Folge (z,) ist genau dann in X beschriankt bzw. konvergent bzw. eine Cauchy—Folge, wenn fast
alle x, in einer Menge X, enthalten sind und dort eine beschriankte bzw. eine konvergente bzw. eine
Cauchy—Folge bilden. Insbesondere ist X ein vollstdndiger pseudometrischer Raum genau dann, wenn
alle X, vollstdndige metrische Rdume sind.

Ein besonderer pseudometrischer Raum ist Abb(X,Y) mit einer beliebigen nicht leeren
Menge X und einem metrischen Raum (Y, dy), versehen mit der Pseudometrik d(f, g) :=
sup,cx dy (f (z), g(x)). Wir nennen eine Abbildung f : X — Y bekanntlich beschrdnkt, wenn es
ein by € Y und eine positive reelle Zahl Ry gibt, so dal f(X) C B (by, Ry) . Dann gibt es zu jedem
beY ein R = R, mit der entsprechenden Eigenschaft. Dies impliziert dann unmittelbar: Ein Ele-
ment f € Abb(X,Y) ist genau dann beschrénkt, wenn es zu der Beschréinktheitskomponente einer
und damit auch jeder konstanten Abbildung X — Y gehort. Insbesondere bildet somit die Menge der
beschrinkten Abbildungen zusammen mit

d(f, ) = sup dy(f (x), g()) < o0

€

einen metrischen Raum, dem wir auch das Symbol
AbbP(X,Y)

zuordnen. Ist Y ein vollstdndiger metrischer Raum, so ist der Raum der Abbildungen von X nach Y
ein vollstédndiger pseudometrischer Raum. Da Grenzwerte aber in der gleichen Beschrénktheitskompo-
nente wie die einzelnen Folgenglieder liegen, ist der gleichméflige Limes einer Folge von beschrinkten
Abbildungen selbst wieder beschrénkt (was wir natiirlich auch direkt in einer einzigen Zeile nachweisen
konnten). - Wir konnen also folgendermafien zusammenfassen:

Lemma 13.18 Ist X eine beliebige nicht leere Menge, Y ein vollstindiger metrischer Raum, so besitzt
der Raum Abbb(X, Y) der beschriankten Abbildungen von X mnach Y die vollstindige Metrik

d(f. g) = Sup dy (f (), g(x)) < oo.
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Ist speziell V' ein Vektorraum mit einer Pseudonorm || - ||, so ist die Beschrinktheitsklasse des
Nullelementes gleich dem Untervektorraum

VE={veV: |v| < o}

der beschrinkten Elemente in V. Die gegebene Pseudonorm induziert eine Norm auf VP, und nach
den Vorbemerkungen ist V| versehen mit dieser Norm, ein Banach-Raum, wenn V ein vollstéindiger
pseudonormierter Vektorraum war.

Fiir einen normierten Vektorraum V mit Norm || - || ist der Raum der Abbildungen X — V ein
Vektorraum mit der Supremumsnorm als Pseudonorm. Die beschrinkten Elemente dieses Vektorraums
sind genau die beschrinkten Abbildungen im urspriinglichen Sinne.

Folgerung 13.19 Die beschrinkten Abbildungen von X in einen Banach—Raum V bilden zusammen
mit der Supremumsnorm ebenfalls einen Banach—Raum.






