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Zweidimensionale Quotientensingularitédten:
Gleichungen und Syzygien

Von

OswaLD RIEMENSCHNEIDER

In [10] wurden minimale Erzeugendensysteme fiir die Algebra Clu, v]¢ der Poly-
nome in zwei Veradnderlichen berechnet, die unter der Aktion einer endlichen spiege-
lungsfreien Gruppe G ¢ GL (2, C) invariant sind. Die erzeugenden Relationen zwischen
diesen Invarianten konnen aufgefalit werden als die Gleichungen der zugehdrigen
(algebraischen oder analytischen) Quotientensingularitit (C2/@,0). Diese Gleichungen
wurden in der eingangs zitierten Arbeit in vielen Fallen bestimmt, wobei jedoch
in den nicht durch Determinanten beschreibbaren Féllen kein einfaches Bildungs-
gesetz zu erkennen war.

~ Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, fiir alle Quotientensingularititen ver-
haltnismaBig einfach gebaute Gleichungen anzugeben. Es zeigt sich, daff sie sich
(mit Ausnahme zweier Serien von Tetraedersingularititen der Einbettungsdimension
¢ = 6) durch verallgemeinerte Determinantenideale beschreiben lassen: Ist Clu, v]¢
von der Einbettungsdimension e, also C[u, v]¢ = Clz1, ..., 2.]/a, so 1aBt sich a
minimal erzeugen von Elementen der Form

(*) fij = aib; — bicy 441 Ce1, 042 -+ - C1,7 05,

1=i<j=e— 1. Wir fassen die f;; als verallgemeinerte 2 X 2-Unterdeterminanten
der 2 X (e — 1)-Matrix

(+%) (al . ae_1>

by ... b1
auf, die mit Hilfe der ZusatzgréBen c1, 2, ..., Ce—2, -1 gemil (*) zu bilden sind, und
beschreiben a durch das Symbol

(***) ay dag...Qe-2 Ae—1
by ba...be2 be-1/.
€1,2 .- Ce—2, e—1

Die ¢;, 4+1 mit ¢, 4+1 = 1 lassen wir fort, so daB das Symbol (***) ohne Angabe von
ZusatzgroBen tatsachlich ein Determinantenideal bezeichnet.

Wir geben in jedem Einzelfall das Symbol (***) und zumeist auch die in [10]
gewonnenen Invarianten an und iiberlassen dem Leser den (trivialen) Nachweis, dafl
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e—1
die f;; Relationen sind. Da die ( 9 )Polynome fij, wie man ohne Schwierigkeit

nachpriift, mit quadratischen Termen beginnen, die linear unabhingig sind, folgt
nach dem allgemeinen Struktursatz von Wahl [13] iiber die Gleichungen rationaler
Singularitdten, daB die f;; schon ein minimales Erzeugendensystem von a bilden.

Die Syzygienketten (endliche freie Auflésungen von Clu, v]¢ iiber Clzy, ..., z¢])
erhilt man dann explizit aus (***) mit Hilfe des in [7] dargestellten verallgemeinerten
Eagon-Northeott-Komplexes. Betrachtet man die lokale (konvergente oder formale)
Situation, so ist dieser Komplex sogar minimal.

Die Gleichungen der nicht durch Determinanten beschreibbaren Tetraedersingula-
rititen der Einbettungsdimension e = 6 geben wir in Form aller 2 X 2-Unierdeter-
minanten eines ,arrays’ der Gestalt

a1azag ... 0g—3

k%
(**> b1bebs ... bes

C1 Czl

an. Von den so gewonnenen Gleichungen sind tatsichlich zwei stets iiberfliissig; die
restlichen erfiillen wieder die Wahlschen Bedingungen und beschreiben daher die
Singularitit minimal.

Fiir solche ,,arrays* wurde allgemein von Sharpe [12] ein (nicht minimales) Er-
zeugendensystem fiir die Syzygien erster Ordnung angegeben. Wir werden in unseren
Fillen ein minimales Erzeugendensystem fiir die Relationen zwischen den Gleichun-
gen berechnen. Nach dem in [7] beschriebenen Verfahren wire es sogar méglich
gewesen, auch in diesen Fillen die vollen Syzygienketten zu bestimmen.

Den an der allgemeinen Theorie der Syzygien rationaler Singularititen interessier-
ten Leser verweisen wir auf die Arbeiten [13] und [4]. Aussagen iiber Deformationen
zweidimensionaler Quotientensingularitaten, fiir deren explizite Berechnung die hier
vorgestellten Ergebnisse notwendig sind, findet man z.B. in [1], [2], [5], 8], [9],
[11], [13].

Die zyklischen Gruppen C, o Es sei 0<<g<<n, ggT(n,¢) =1, m=n — q; n/q

besitze die Hirzebruch-Jungsche Kettenbruchentwicklung by — 1[bg — -+ — 1[b;,
r=1, bp =2, und es sei n/m =az —1jag—--- — {a, "1, e = 3, a; = 2. Dann hat
die Quotientensingularitit (C2/Cy, q,0) den dualen Graphen

—by —be —br1 —b,

 — @ i Y@

und Clu, v]°*¢ wird erzeugt von den Monomen
ze=ufv?, e=1,...¢e,
wobei

CL="n, Ca=n-—-¢, Cet1=0qCs— Cs1, 2=c=e—1,
d1=0, da=1, ety = aede — de—1, 25e=e—1.
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Hieraus gewinnt man sofort die Gleichungen in der Form eines verallgemeinerten
Determinantenideals (vgl. [9], [10]):

21 232 28 ... Rg—2 Ze—1
29 z3 R4 <o Zg—1 Ze
az—2 ds—2 Ge—1 2
29 23 .. 273

Die Diedergruppen Dy,q. Es sei 2<g <n, ggT(n, ¢) =1, m=1n — ¢, njg =
ba—'ﬂm'— b ——llbf: r :>:4: bQ 22: und n/m=a2_ﬂz‘:;—" = Ha’—f;:;n e 23’
@e = 2. Dann gehort zu (C2[Dy, 4, 0) der duale Graph

-2

-2

und die in [1] gefundenen Gleichungen lassen sich sofort in die:Form

kal 22 23 ... Ze-2 2¢—1
- 2
zg 22Tl 22 24 ... Zg-i Ze
a2 Be-1—2
4 .. 2%

1

bringen.

Die Tetraedergruppen Tp,. Es bezeichne wi, ws, ws die Erzeugenden der In-
variantenalgebra C[u, v]T unter der (bindren) Tetraedergruppe 7 = T von der
Ordoung 8, 12 bzw. 6, zwischen denen nach Klein [5] nach geeigneter Normierung
die Relation

wi= w + wh
besteht. Ferner seien ws und ws € Clu, v] wie in [10], p. 41, so gewahlt, dafl
wi=—3waws, 3)3ud ;= (—1Ywetui, j=1,2.
Wir haben dann die Fille m = 1, 3 und 5 modulo 6 zu unterscheiden.
m = 6(b — 2) + 1. Die zugehorige Singularitat besitzt die Einbettungsdimension

e=>0-1 1 und den dualen Graphen
-2
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Die Gleichungen sind durch Determinanten beschreibbar (vgl. [10], Satz 10):
b=2 = zf + 24
21 2 o2z .zpn 2R
(22 21+ 23 ... oz | zb+1)
(hierbei hat man im Fall b = 3 in der ersten Zeile 2, nicht z3 stehen).

b>2

m = 6(b — 2) + 3. Dies ist eine Singularitit der Einbettungsdimension e =52
mit dualem Graphen

-2
L 4
° —e . .
—3 —b —2 —2

Die Gleichungen fiir b == 2 sind von der Form (vgl. [10], Satz 11):
2123 22+ %1 24
24 —z3 2zz—21)

Im Fall 5 > 2 besteht ein minimales Erzeugendensystem nach [10], Satz 5, aus
den Elementen

z=wl"%, z=wawf U, zz=V3wiwi % w;,
zare = Burwiwi®= 5wy, £=0,...,b—3,

Zoy2 = Swiwdt S wi.
Man berechnet nun leicht aus den anfangs angegebenen Relationen
- o - - 2 -
71 — z3z4 = wi % — 3wiwfPBwiws = w1 (wh + wi) = wiw§d 13,
23+ 23 = /3w wid B ws + Sufwid~10uZ
=)/8urwi? Vwsws — 3)/3ud) =3wiwawi®~ws,
24 -+ 25 = /3w wg’ T wy(wa + wh) = 9w wi’~Twyud
- 2, 2b—7,.2
= —3wiwi’ ‘wi (bz4).
Der Fall b = 3 (¢ = 5) 1t sich wohl am einfachsten als veraligemeinertes Deter-
minantenideal wie folgt schreiben

2

zg {21 22) 21 23 + 24

24 23 Ry ~— 21 25 .
24

Fir b =4 erhilt man die gewiinschten Relationen als die 2 x 2-Unterdeter-
minanten des ,,arrays®

2
41 %3 23 24 «ve 2p Zh1
2
22 2325 21— 2324 25 ... Tyl Zpie
23 — (22 -+ 25) |

.
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Wir bezeichnen die aus der oberen 2 X (6-1)-Matrix resultierenden Gleichungen
mit f3;, 1 £ ¢ < j £ b1, die aus der links stehenden 3 x 2-Matrix resultierenden mit
91,2, 92,3, 91,3- Dann gilt:

g1,2=f12,
fo,3 =23 (21 — 2328) — 22 (23 + 23) = f1,2 24 (f1,4 - 91,3) »

g2,3=013—f3,4+ f1,4-

Nach Elimination von ¢1,9, f2,3 und gs 3 erhilt man also die richtige Anzahl von
Gleichungen, deren lineare Unabhingigkeit sofort ersichtlich ist.

Die Syzygien bestimmen wir vermittels des Eagon-Northcott-Komplexes wieder
mit Hilfe der Zerlegung in eine 2 X (b-+1)-Matrix und eine 3 X 2-Matrix, wobei
zwel iiberflissige Relationen entstehen miissen. Man erhilt insbesondere die vier
Relationen:

1) 21f2,3 — 23f1,3 4 zsf1,2 =0,
(2) 2afa,3 — (23 +23) f1,3 + (21 — 2324) f1,2 =0,
(3) 2192,3 — 221,38 + 2391, 2 =0,
(4) 2392,3 — (23 + 23)g1,3 — (a + 25)91,2 =0.

Die Gleichung (4) ist wegen der Beziehungen zwischen den f;; und g¢; gleichbedeutend
mit

— (za+25)f1,2 =23f3,4 — 231, 4 + 2391, 8
=z3fs, 4 —23f1.4 + 2af2,3 — 24f1,2 — 22 f1,4,

was jedoch auch aus den ebenfalls vorhandenen Relationen

zafs,a— (23 +23) 1,4 + 25f1,2=0,
23fs, 4 — 22fs,4 +24f2,3=0

folgt. Ebenso sieht man, daBl die Gleichung (2) aus (1) und (3) folgt. — Somit erhilt
man:

Ein Erzeugendensystem minimaler Linge fiir die Relationen zwischen den Glei-
chungen wird durch das System der kanonischen Relationen der oberen 2 X (b + 1)-
Matrix geliefert, aus dem man die Gleichung (2) entfernen und dem man die Glei-
chung (3) hinzufiigen muf.

m = 6(b — 2) + 5. Die zugehorige Singularitit besitzt die Einbettungsdimension
e=>b -+ 3 und den dualen Graphen

—2
®
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Im Fall b = 2 lauten die Gleichungen (vgl. [10], Satz 12 a):
<Z1 +z2 atates oz ozt 24)

23 24 22—z 25
23

Die erzeugenden Invarianten sind fiir b > 2 ([10], Satz 4):

a=ul"", =wul " =wiwi S, zg=wiweul’s,
4 2(hb—eY—5 —
Zspe = wiwiwi®TO8 . £ =0,...,0—3, zp3=wi"Sw}.

Weitere Invarianten sind
4 — —
wiw§ N = (wf + wh w1 =21 + 2325,
9 _ - —_—
wiuzwi®T10 = wy (wd + whwi 10 =25+ 22 und wiSwiuwi=P.
Es gilt
P=z+2z, b=3, P=z, b=4, P=:z—2, b=35,
P=2f—22422, b=86,

und allgemein fiir b = 4:

b—4\ b—4\ | b—4\ , b—4\ ,
P= 0 zl-;+2“‘ 1 Zg+1+ 2 25_.”:& b—4 zg'

Offensichtlich sind dann die 2 X 2-Untermatrizen des folgenden ,,arrays* Relationen
zwischen den Invarianten:

29 zZ3 21 24 25 ... Zp+1 P
2 i i
21+ 2325 24 22 23+ i 2 ... Fp+2 [ b+l
Za 25

wobel im Fall b = 3 der Teil
25 e zb+1§
iZg ... Zpt2

fortzulassen ist.

Fithrt man entsprechend wie im vorigen Abschnitt die Bezeichnungen

fue, fis, ..., 91,2, 92,3, 91,3

ein, so erhilt man die Beziehungen
gr,2 =112,
f1,2= —f3,a +25(g2,3 — f2,4),
fi,a=1Jes, 3+ 2591,3.

Nach Elimination von g1, 9, f1, 2 und fi,4 erhalt man wieder die richtige Anzahl von
Gleichungen, deren lineare Unabhingigkeit sofort ersichtlich ist.
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Ebenso sieht man sehr schnell, daBl von den kanonischen Relationen genau zwei
von den restlichen abhingig sind, ndmlich z.B.

(z1 -+ 2325)fo,3 —2af1, 3+ 22f1,2 =0,
(21 + 2325) f2, 4 — 2af1,a + (s +28) f1,2 = 0.

Die Oktaedergruppen Op,. Es bezeichne w; , we, w3 die Erzeugenden der Invarianten-
algebra Clu, v]° unter der (biniren) Oktaedergruppe O = O; von der Ordnung 12,
18 bzw. 8, zwischen denen nach Klein nach geeigneter Normierung die Relation

wh = wy (Wi + uf)
besteht. Wir haben die Fille m = 1, 5,7, 11 mod 12 zu unterscheiden.

m=12(b—2) + L

-2
)
e=b+1
*~—— o ——e@ ) . )
-2 —2 —b —2 -2 —2

Die Gleichungen findet man in [10], p. 48 (wo sich im Fall b = 3 ein Fehler einge-
schlichen hat):

b=2 22 =21 (2% + 23)
2 22 Yoz w1 | 2
b>2 5 o : z :
2y Zz—=Rg : 24 ... Zp Zp+1

m=12(b — 2) - 5.

-2
'y
e=06-+2.
. . ® e— o
-3 —b —2 —2 -2

Ein minimales Erzeugendensystem der Invarianten wird gegeben durch ([10], Satz 6):

7 = w1, 2g = w w1,
2ape = Wit wawi®THTT . £=0,...,b—3,
Zp+l == wfb‘uwz s Zpeg == wfb’7w3 5 b>2,

Zpro = wewi, b=2.

Die Gleichungen lauten dann fiir

21 %2 z4
b=2 o N
2a 23 23(%1 4+ 23)
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(auf [10], p. 49 oben, ist wieder ein Fehler zu verzeichnen). Im allgemeinen Fall
berechnet man nun leicht

23 — 22 = wiw§0 1 — wy wll 1 = B yf-14
und

P = (zp4g — 20) + 2% — 2324 - 25 — -+* — 2p-12p -+ = w0 ws.

Also kénnen die Gleichungen in verallgemeinerter Determinantenform wie folgt ge-
schrieben werden:

(21 22 PoZ .. Bl i Rbe2 Zb)

b>2 2 ] H
Rg Zz—=23 i 24 ... 3%2p Zp+1 P

%
m=12(b—2) + 7.

—2
o
e =b-3.

. ) . ]

—4 —b -2 —2
Ein minimales Erzeugendensystem der Invarianten wird gegeben durch ([10], Satz 6):

2y = wi=17 20 = wy w010,
2 = wi T lupud®=9-8  £=0,...,0—3,
Zps1 = w0y, zpso = wp w3018,

s =wiwl® 8, b>2, zmz=wiws, b=2.
Man errechnet leicht
22(z1 + 25) = w1 w030 (wd 4 wd) = (WP Pwg)? =27,
22(25 + 28) = wi (Wi + wd) wi = (Wlws) (wou) = 2324, b=2,

2 2 2
P=—2p3t (23 —2320+ 2 — 2425+ — o — 2p-12 + %)

7,2
=wi~Tu;, b>2.

Damit ergeben sich die Gleichungen zu

b—> (zl—l—z% z4 75+ 23 zzzg)

2y 22 23 25
2 :
b2 (Zl-l-zz Zp+2 22+ zpra I 2P
Zh+2 Z2 23 iR ... Zp 1 Zpi3 2+l
23
m=12(b—2) +11.
—2
°
e="5-14.
° o .

-3 —b —4
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Die erzeugenden Invarianten sind

- 6
2y = wi—13, g = wy w
zgee = wiTlupuwil-9-7,
Zpe1 = wﬁb”s Wy, Zp4g == W Wy

Zpra = witPwg, B>2,

Setzt man hier

2 a9
P = zpia—2p+3 + (53 — 2328 + 23— + -

so folgt
P=wit-Syiw;,

und die Gleichungen ergeben sich zu

b
z1+25 Za 2 Zz 25
b =2 -
z4 22 Zj 26 23/,
(22 + 25)
3 N
21+25 Zp+e R2F2pts 22 0 23 .-
b>2 ‘
Zp+2 g 23 Zp+3 L R4 ...
z3

0. RIEMENSCHNEIDER

[ ]

Zpea = Wi W WS,

ARCH. MATH,

?

g=0,...,b—3,
95—12 8

3 2p+8 = wggjsb—ll E]
b=2.

2 Ly
—zp-120 -+ 25), 6> 2,

-1 i bia %
2 i oz PJ.

2y

Die Ikosaedergruppen I, In diesem Abschnitt bezeichnen wy , ws, wg die Erzeugen-
den der Invariantenalgebra Clu,v]’ unter der (biniren) Ikosaedergruppe I = I3
von der Ordnung 12, 20 bzw. 30 mit der einzigen Relation

wg = w} -+ w.

Mit z, .

.., Z¢ bezeichnen wir stets die in [10], Satz 7, aufgezihlten erzeugenden

Invarianten von C[u, ], die wir nicht noch einmal angeben. Wir haben die Fille
m = 1,7,11, 13,17, 19, 23, 29 mod 30 zu unterscheiden. Wir geben nur die Glei.
chungen an und iiberlassen dem Leser die Nachpriifung.

In allen Fallen ist

2 2 5
P=Pzs,...,z) =23 — 2324+ 2{ —** — 2p-12p + 2.

m = 30(b—2) 1.

—

.
° I’ . ° . PO .
—2 —2 —b —2 —3 2 —2
b=2 25 =2} + 23

& : :
%223 2322 { 24 ... 2Zp i Rpa1

(Zl i om...zmer |5 )
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m = 30(b—2) -+ 7.

Zweidimensionale Quotientensingularititen

—2
*
e=5--2
° * ® e *
-3 —2 —b —2 -2
21 %2 23
b=2 ( ) ) s
%4 &3 27 —22
z 2z 23 ... Zp-y Z ZThay
e (2 ;
2323 23— 22 24 . Zp | Zpel Zpen).
P — 22
m = 30(b -— 2) - 11.
-2
°
e="5-4+2
. ® . ® . ®
-3 —b —2 —2 —2 -2
21 2324 z% -} z3
b=2 ,
\22 23 24
21 Z2tzper | 23 ... Zpe1 z2  zp(P — 2p41)?
b> 2 b( )
23 23 P24 ... Zp Zp+1 Zp+2 .
z3
m = 30(b — 2) +13.
—2
.
e=b-2
™ o . .
— —3 —b —2 -2
2 2 oz
1 &3 3
b=2 s s
Z3+23 24 7172
P o~ w2
b9 Z1 b+l 23 ... Zp-1 25 Z5
23(P —zp11) 22 24 ... 2 z2 - 2pe1 Rpenf .
Zp
m=30(b — 2) 4 17.
-2
L J
e==b-+3
™ 'Y ® .
—3 —b —2 -3

415
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2
21 23+ %3 22 24
b=2
22 z4 23 25/,
24
21 23+ Zpar 23 ... Zp-1 ¢ 2 2y Zpso
b>2
23 23 24 ... 2% 21 @ i3/
2
%y

23
3
3

Hierbei ist @ = zp12 4 25 (P — 2p41), und zpy3 = wj>* 6w

in [10].
m = 30(b — 2) + 19.
—2
®
e=b-+4
. ° ® °
—5 5 —2 —2
2 23 2z z z
b—2 ( 1 , 9 23 4 . 5) ’
2323 24 2123 25725 =z
b>2
(Zl P—2z | 23 .. 21| Zp Zp+1 Zp+2 Zb+3
2223 Zpy1 1 24 ... 2 Ptzpii—22 zps2 243+ 2541 Zota
2
m —30(b — 2) - 23.
-2
°
e=H-+3
° . *— ®
—3 —b ~3 -2
b9 (zl Z4 29 zg)
A 24 25/,
(22 4 23)
21 Z2b2pe1 0 %3 ... Zp-1 | Zz 2z zf_,_z
e | e
22 23 P24 ... 2 zpe1 Q@ zpis/ .
23 2p
Hierbei ist @ = P 4 zp+a + 22 — 2223.
m = 30(b — 2) 4 29.
—2
'y
e=b-45
° 3 °
—b -5

ist anders gewshlt als

)
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b (z1 2 23 23 ) 25 26)
22 23 24 25 23+ 2 27/,
(22 -+ 23)
b2 (21 z2 + zpia 23 ... Zp-1 22 Zb  Zp+2 2p+3 Zb+4)
22 23 b oza ... 2 Zps1 Q Zb43 Zora b Zio %645 .
z3 2p

Hierbei ist @ = P - 2p12 — 2p+1.
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