
Diedersingularit~ten 

Herrn E~ICH K~T~R zum 70. Geburtstag gewidmet 

Von KuRT BEHNKE und OSWALD I~IEME~SCH~EIDER in Hamburg 

In  dieser Arbeit wird die in [6] begonnene Untersuchung yon Defor- 
mationen zweidimensionaler Quotientensingularitaten fortgesetzt. Wah- 
rend dort Quotienten yon (~2 naeh zyklisehen Gruppen behandelt wurden, 
deren Aufl~sung durch die dualen Graphen 

- b l  -b2  - b , _ l  - b ,  

�9 �9 . . . . .  @ �9 , b 0 />2, Q = I  . . . .  , r 

mit �9 -PI((E) besehrieben werden, interessieren wir uns hier ffir die- 
jenigen zweidimensionalen normalen analytisehen Singularit4ten, die 
einen Graphen der Form 

- 2  O ~ - b  3 - b ~  - b , _  1 - b ,  

�9 /w\~__ �9 . . . . .  ,~ �9 , i bQ />2, r />4 
~ 2 

besitzen. Da diese nach BRIESXO~ [2] stra~ (engl. ,,taut") sind, d.h. 
dureh die topologischen, aus dem Graphen abzulesenden GrSBen ana- 
lytisch bestimmt werden, wird ihre ana]ytische Struktur sehon festgelegt 
dutch die beiden natiirlichen Zahlen n, q mit 1 < q < n, (n, q) = 1, die man 
aus dem Hirzebruch-Jungsehen Kettenbruch 

t ' - - - -  

= b . -  l r b ,  . . . .  - 1 I b ,  q --, 4 

gewinnt. Da ferner im Falle ba . . . . .  b, = 2 die Quotientensingularit~t 
naeh der bini~ren Diedergruppe Dq der Ordnung 4q vorliegt, wollen wir sie 
allgemein als Diedersingularitaten (vom Typ Dn,q) bezeiehnen. 

BRI~.SKORNS Klassifikation der Quotientensingulariti~ten in [2] ge- 
stattet es, diese Singulariti~ten als Quotienten yon (E 2 naeh einer geeig- 
neten Gruppe Gn,~ darzustellen, wobei sieh G~,q in einfacher Weise aus D~ 
und der zyklisehen Gruppe Z2m bzw. Z4,,cZL(2, ~:) der Ordnung 2m 
bzw. 4m, m =  n - q ,  zusammensetzt (vgl. w 1). Es ist nieht schwer, die 
Invarianten der Gruppe G~,q (w 2) und damit die Gleichungen der Dieder- 
singularit~ten (w 3) zu bestimmen. 
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Der zweite Tell dieser Arbeit ist der Berechnung des Vektorraumes T 1 
der infinitesimalen Deformationen der Diedersingularit~ten gewidmet. 
Nach PI~KHAMS Methode [5], die wir in w 4 kurz darstellen, ist dazu nur  
die Kenntnis  der Invar ianten und gewisser invarianter Derivationen 
n0tig. Die letzteren berechnen wir in w 5. Im  absehlieBenden Paragraphen 
wird dann das Problem reduziert auf  die Lt~sung eines linearen Gleiehungs- 
systemes, das abet  leider sehon in den einfachsten F~llen zu umfang- 
reichen Rechnungen ffihrt. Das yon uns berechneSe Zahlenmaterial weist 
genfigend viele Gesetzm~$igkeiten auf, um eine allgemeine Vermutung 
fiber die Dimension dieses Raumes aufstellen zu konnen. Einen Beweis 
dieser Vermutung werden wir in einer sp~teren Arbeit erbringen. 

w 1. Die (Iruppen 
Wie in der Einleitung betrachten wir natfirliche Zahlen n und q mit  

1 < q < n und (n, q) = 1. Mit Hilfe der Koeffizienten bQ >2 ,  3 <Q <r ,  r >4 ,  
der Hirzebruch-Jungschen Ket~enbruchentwieklung ffir n/q bilden wir 

n - A = b , - l ~ . .  - 1 ~ , ,  (n D q l ) = l .  
ql 

Es gilt dann 

n 
-- ~ b 3 m  
q nl  

und also n = ban1 - ql, q = n r  Ferner sei m = n - q = (b3 - 1)nl - ql. Wir 
interessieren uns mithin in BRIv, SKOR~S Sehreibweise ([2], p. 345) ffir 
den Graphen 

(bs; 2,1; 2,1; nl, ql>. 

Folglieh ist naeh [2], Satz 2.11, die Diedersingularit~t vom Typ D.,~ 
analytisch isomorph zu ~/G, .q  mit 

Gn q= ~(g2m, Z~m; Da, Dq), m ungerade 
' | (Z~ ,  Z ~ ;  Da, C2q), m gerade. 

Hierbei sind Da, Z,~ und Z~. die in der Einleitung erw~hnten Gruppen, 
C2q ist die zyklisehe Gruppe der Ordnung 2q in S L  (2, C), und es ist 

(Z2m, Z,.,; Dq, Dq) = {hlh~ : hl e Z2,., h, e Dq}, 
(Z~,  Z,,,; Dq, C,q) = {hlh2 : hx e Z,,,, h2 e Dq, h~ mod Z,~ = h, mod C~.q}, 

wobei die Gleiehung in der letzten Klammer  bzgl. der kanonischen 
Isomorphie Z~[Z2m ~ DJC,q ~- Z ,  zu verstehen ist. 

Da alle im Spiel befindliehen Gruppen einfaehe Erzeugende besitzen, 
k6nnen wir die Gruppen G,,q explizit beschreiben. Setzen wir zur Ab- 

kiirzung Ck= exp ~ k / '  k ~ N, so gil~: 

14" 
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( r 1. Z ~  wird erzeugt yon go~ = ( u  

2. Z ~  wird erzeugt yon ~ ,  

, . .  or ou  . on , .  

Die letzte Aussage finder man z.B. in I~EI~S Buch [3] auf  p. 37. 
Wegen ~h~ = ~2= _ id gilt offensichtlich 

D q = { ~ $ ~ : a = 0 , 1 ;  p = 0  . . . .  , 2 q - 1 }  

und damit, wie eingangs behauptet, ord Dq = 4q. Ebenso gilt ~o~ = - i d  eDq, 
und dies hat  mit (m, q) = 1 

Gn, q={~/~q~om:a--O,1;p ' f l=O . . . . .  2 q - l ;  ~ = 0  . . . . .  m - l }  

und ord G~,q = 4mq fiir ungerades m zur Folge. Fiir gerades m ergibt sich 
ebenso einfach 

U '~ :' - 1 } ,  {~q(P2m:fl=0 . . . . .  2 q - - l ;  ~ = 1 , 3  . . . . .  2m 

wenn man beriicksichtig~, dab ~q und ~o~. = (Pro bzw. y und ~2. das Bfld id 
bzw. - i d  in Z2~-Dq/C2q~-Z~/Z~ besRzen. Auch hier ergibt sich 
ord Gn,q = 4mq. 

w 2. Die Invarianten 
Wir lassen nun G,,q auf  S =  C [u, v] wirken verm(~ge tp(u)= au+ bv, 

tp(v)=cu+dv, wobei q~= (:  ~ eG.,q. Nach einer Bemerkung v o n  

E. NOV, T~ER [4] wird die invariante Algebra Sn,q = S an, q erzeugt yon den 
Polynomen 

(u j vk ) _ 1 
ord Gn, q ~eGn, q 

1. Fall: m ungerade. 

Nun ist 

(p (u j vk), 1 ~ j + k ~ ord Gn, q. 

2 q - 1  m - 1  

4~q~(uJvk) = E Y E 
a = 0 , 1  fl=O 7 = 0  

m - 1  

e~ (uJ v") = 
~,=0 

2q - 1 

E 0 { ,  ("Jv~) = 
p=O 

,7 ~ ~ ~ (uJ v~). 

m - ]  ~.},(j+k)l 
y~= O 'a2m ] "~J vk, 

B = 0 ~ 2q / 'tI'j vk 



Diedersingularit/~ten 213 

und 

rP(J-k) q ~ $q ~--- 
p=O 

j -  k - 0  mod2q 
i -  k ~ 0 mod2q. 

Im ersten Fall is~ ] + k gerade und damit 

m--1 2m-1 { ~  

~2m 
y=O y=O 

Hieraus folgt 

+ k - 0 mod 2m 
i + k @ 0 rood 2m. 

+ k = 0 rood 2m 
j -  k = 0  mod 2q 
sonst. 

2. Fall: m gerade. 

2q--1 m-1 

= 2 Z 
F=O y=O 

(,/,P,~v ,,,I,P,~s~+l~ (ul v ~) ?~'q tY2m "[-" qVq tY2m ] 

m-1 ~ j + k )  ~j~)k + ij+k Z ~(4~2Y+l)(j+k) uk?)j 
I 
~ y y=O 

I j - k - 0 rood 2q 
0 j -  k ~ 0mod2q 

Im oberen Fall ergibt sich 

[1 j k ij+k j+k k j 
iz(uYvk)=l-~O (u v -I- ~4m u v ) 

+ k - 0 rood 2m 

i + k ~  0mod2m 

Setzt man noch ~" + k = 2mt, j - k ffi 2qs, so kann man ohne Einschran- 
kung s ~>0 annehmen. Da sich der Fall s = 0 yon selbst erledigt, erhMt 
man in Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse 

Satz 1. S,,~ wird erzeugt yon den Polynomen (uv) ~ra 
und 

mi t  l~<t<~2q, s / > l ,  mt - qs >/ O. 

Dieses Erzeugendensystem ist jedoch i.a. zu groB. Um ein minimales 
ausw/ihlen zu k6nnen, bflden wir die Hirzebruch-Jungsche Kettenbruch- 
entwicklung fiir n/m: 
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N a c h  [6], L e m m a  4 gi l t  

e = 3 +  ~ ( b o - 2 ) ,  
Q=3 

u n d  dies is t  wegen  [2], p. 349, die E i n b e t t u n g s d i m e n s i o n  der  D iede r -  

s ingu la r i t~ t  v o m  T y p  D,,q.  E s  geni ig t  daher ,  aus  den  E r z e u g e n d e n  in 

Sa t z  1 e St i ick  so auszuwi~hlen,  d a g  die f ibr igen  sieh d u r c h  diese a lge-  
b r a i s ch  da r s t e l l en  lassen.  W i r  s e t zen  

~a,-t-1, ~ = 3  
A,  ! 

( a ,, sonst,  

s s = 1, s a = 1, 8,+ 1 = A , s ,  - S ,_ l ,  3 % s  ~ e  - 1, 

t s=as ,  t a = a  2 - 1 ,  t.+ l = A . t . - t ~ _ l ,  3 ~ e - - 1 ,  
r .=mt , - -qs~,  2 ~ e  ~e. 

W i t  se tzen  f e rne r  ~ = ( a s + l ) m - - n  , ~ = a 2 m - - n .  D a n n  gi l t  i m  Fa l l e  

e =  3 w e g e n  m =  1 a u c h  a s = n  u n d  d a m i t  ~ =  1, r h =  0. I m  Fa l l e  e ~ 4  
d a g e g e n  is t  ~h ~ 0 u n d  

--~ = A 3 -  L [ - ~ 4 4 - -  . .  �9 - -  1 ] ' A e _ i .  
~h ' 

N u n  is t  r2 = a s m  - q = (as + 1)m - n = ~ u n d  r3 = rs - m = ~h. H i e r a u s  
fo lg t  (siehe z .B .  [6]): 

D i e  r,  [al len s treng m o n o t o n  m i t  w a c h s e n d e m  e. E s  gilt  r e_ 1 = 1, r e = O. 

D i e  s ,  w a c h s e n  m o n o t o n .  E s  i s t s  e = ~ - ~ = m .  

SehlieI~lieh is t  t 4 = (a 3 + 1) (a,. - 1) - a s = a 3 (as - 1) - 1 etc. ,  i n sbeson-  
de re  te = q. 

Satz 2. D i e  P o l y n o m e  

Xl = (uv) s~ 
�9 . = (uv)' ,  (u s~. + ( -  1)t, vS~'.). ~ = e . . . . .  ~ ,  

bi lden  e in  m i n i m a l e s  E r z e u g e n d e n s y s t e m  yon Sn, q. 

B e w e i s :  W e g e n  r , = m t , - q s , ~ O , e = 2  . . . . .  e, k o m m e n  diese P o l y -  
n o m e  u n t e r  den  in  Sa t z  1 a n g e g e b e n e n  vor .  E s  sei u m g e k e h r t  

x = (uv)' (u ~ + ( -  1)'v"~') 

m i t  1 ~ t  ~ 2 q ,  8 ~ 1 u n d  r = m r -  qs ~ 0  v o r g e g e b e n .  W i r  k o n n e n  d a n n  

r < 2m v o r a u s s e t z e n  u n d  f f ihren  I n d u k t i o n  n a c h  s, 1 ~ 8  ~ 2 m .  Ff i r  8 = 1 

m u ~  q ~ m t  u n d  d a m i t  n ~ m ( t +  1) gel ten .  Dies  is t  w e g e n  r <  2m n u r  ffir 

t = as u n d  t = a 2 -  1 m(~glich. Also is t  in d i e sem Fa l l  x = x s ode r  x = xa. 

I s t  s ~ m ,  so fo lg t  m i t  e iner  ~hn l ichen  Aussage  wie  in [6], p. 216 u n t e n ,  
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aus der Gleichung r +  q s =  m t  d i e  Existenz yon natiirUchen Zahlen 
c$/> 0, 8 = 2 . . . . .  e, mit der Eigenschaft 

$ = 2  $ = 2  $ = 2  

Ist  s > m, so ergibt sich aus qs < m t  auch t > q. Indem w i r  r = m t  - q s  = 

= m (t - q)  - q (s - m )  = m (t - re) - q (s - Se) und die obige Zerlegung f'fir r, 
s - s e ,  t -  te anwenden, erhalten wir eine entsprechende Zerlegung ffir 
r, s und t. Is t  also s > 1, so bekommen wir auf diese Weise eine Dar- 
stellung 

s = s '  + s " ,  l < s "  < s ' ,  t = t '  + t " ,  

so dal] r '  = ro t '  - q s '  und r "  = m r "  - q s "  nicht negativ shad. Wir bflden 

x ' =  Cur)" (u2~s, + ( _  1),,v~s,) 

und entsprechend x". Dann gilt 

x'x" = x + ( -  J)'"(uv)'+~s" (u~(e-e') + ( -  1)'v~(~'-s")), 
wobei der rechts stehende Ausdruck wegen m t -  q (s '  - s " )  = r + 2 q s "  yon 
der bekannten Form ist. Da dieser und die Polynome x' und x ~ sich nach 
Induktionsvoraussetzung durch die x, ausdrficken lassen, gilt dasselbe 
auch fiir x, q.e.d. 

B e m e r k u n g :  Mit ~hnlichen Argumenten kann man auch direkt be- 
weisen, dab e die minimale Anzahl von Erzeugenden ist. 

Beispiel 1. Es sei e =  3; dann ist m =  1 und n = q +  1, q~>2. Es handelt 
sich in diesem Fall um den rationalen Doppelpunkt, dessen Graph mit 
dem Dynkin-Schema vom Typ Dq+~ iibereinstimmt: 

- 2  
- 2  - 2  

�9 . . . . . .  0. / t 

i 
Sagz 2 liefe~ das minimale Erzeugendensystem 

x~ = (uv) ~, z~ -- (uv) (u ~ - ( -  1)%~),  x~ -- u ~ + ( -  1)'v ~q, 

das man sehon bei KLEI~ [3] finder. 

Beispiel 2. Wit betraehten die Singularit~,t 

- 2  
- 4  - 2  

- 2  
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Es  ergeben sich wegen 4 -  1 I 2 = 7/2 die Zahlen  n, q, m zu 7, 2 und  5. 

Daraus  erhMt m a n  

A ~ : 2  3 3 

r~ :  8 3 1 0 

s , :  1 1 2 5 
t~ :  2 1 1 2 ,  

und  d a m i t  die Erzeugenden  

x l  = (uv )  1~ 

x~ = ( u v )  8 ( u  4 + v 4 ) x3  = (uv)  3 (u  ~ - v 4) 

x ,  = ( u v )  ( u  s - v s) x5 = u 2~ + v ~~ �9 

Die im Beweis yon  Satz  2 benu tz te  Zer legung yon  r, s und  t in die 

r,, s, und  t, ist  n icht  eindeutig,  da  m a n  stets  Beziehungen 

r~ T r~+2 --- A~+I re+l 

r 6 + r~ = (A~+ x -  1) r~+ 1 + ( A ~ + ~ -  2) r~+~ + . . .  

. . .  + (A~_ 2 -  2) r~_ 2 + (A~_ 1 -  1) r~_ 1, 

~ - 5  > 2, und  en t sp rechend  ffir die s, und  t~, hat .  N u t z t  m a n  dies im 

Beweis yon  Satz 2 geschickt  aus, so erhal t  m a n  induk t iv  die folgende 
a 

Versehiirfung yon Satz 2. Es gelte r = ~ c~r, mit  3 <5 <e und ca :~ O, 

uncl entsprechend J~r s und t. 

Dann  ist 

x = (~v) '  ( ~ " ~  + ( -  ~ ) 'v  "~)  

ein Polynom in xa . . . .  , xa, dessen Grad in  x a kleiner oder gleich c a ist. 
I s t  insbesondere s < sa+ x ffir 3 < 6  < e  - 1, so mfissen wegen der  Mono- 

tonie  der  s, alle c~ = 0 sein ffir E > 5. x is t  also ein P o l y n o m  in x 1 . . . . .  x 6. 

Beispiel 8. Wi t  b e t r a e h t e n  in Beispiel 2 die E x p o n e n t e n  r = 9, s = 3 

und  t = 3, also r = 3r3, s = 3sa, t = 3t a. 

E ine  leichte R e c h n u n g  ergibt  

Z 3 ~__ (UV) 9 (U 12 __ V 12) ~L 3 (UV) 9+4 (?/4 - -  V 4) 

und  d a m i t  

w 3. Die Gleichungen 

Fiir  die Berechnung  der  infini tesimalen Defo rma t ionen  sind die in 

Satz  2 angegebenen  I n v a r i a n t e n  x 1, . . . ,  x e wegen ihrer  e infachen F o r m  
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sehr gut geeignet. Die zwischen ihnen bestehenden Relationen sind jedoch 
uniibersichtlieh. Wit  fiihren deshalb ein weiteres Erzeugendensystem ein. 
Zu diesem Zweeke definieren wit bei festem n und q: 

w~ = ~uv, w2 = u ~q + ( -  1 ) ' v  ~+, w3 = u 2~ + ( -  1)~ ~+, 

wobei ~ e C so gew~Mt sei, dml] die Relation 

w3 

besteht. Wir setzen ferner 

und 

c 2 = 1 ,  c 3 = 0 ,  c 4 = 1 ,  c~+ 1 = a 6 c  t - c e _  1, s ~ 4 ,  

d~=0,  d a = l ,  d 4 = a 3 - 1 ,  d~+ l = a ~ d + - d + _ l ,  s ~ 4 ,  

- ~  W 3  , 8 ~ 2 ,  . . ,  e .  

Wegen c, + d, = s, und a2c, + (a2 - 1)d, --- t, mod 2 sieht man sofort, dm$ 
die z, Invarianten mit dem Totalgrad 2mr, sind. 

z~, z, und z3 stimmen mit x~, x ,  und x3 (resp.) his auf  eine multiplikmtive 
Konstmnte iiberein. Fiir z,, 8 7> 4, ergibt sich durch leichte Rechnung eine 
Darstellung 

$$ 

'~ lb(.v),',++J(.,~+(.~-,,')+ (_ 1)',,v~(+,-.,) 
j=O 

mit flo =~ 0 und daraus mit Hilfe der Versch~rfung zu Smtz 2 

z,, = rio:C+ + P(x,, . . . . .  x,,_d. 

Mithin bflden much zt, . . . ,  z+ ein minimales Erzeugendensystem. 

Satz 3. Zwischen den zl . . . .  , z e bestehen die/olgenden Relationen: 

z~ = ~1 (~ + z? -~) 

Zl Z$ Z,2Za3,-2 a~--~--2 a~--1--1 " "" 7"~-2 Z e - 1  , F, ~ 4 ,  . . . ,  e 

a s -  1. ~ "+~-~ ~  ), 8 = 4 ,  . e Z2Z e ~ Z 3 . . .  Z e _  2 Z ~ -  1 . . 

z~_lz~+l=z~, s = 4 ,  . . . , e - - 1  

a<~4-1--1 m~+2--2 az'--~l--2 ,r--~-I 4 ~ 5  + 1 < s -- 1 ~<e -- 1. 
Z~Z t ~ Z$+ 1 g6+ 2 . . .  Z~_  2 Z e -  1 , 

B e w e i s :  
Der Nachweis der ersten Relation geht muf F. KLEI~ zuriick und ist 

denkbar einfmeh: 

= w+, , , (w~ - w~) = w~ (,,++) = w ~ . -  
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Ferner folgt aus 

sofort 

r2 + r4 + 2q = (a a + 1) r a + 2q = ( a a -  1) ra + 2 ( a 2 -  1) 

rs+vl ~ as-1 (as+l)rs as+l rs+rj+2q as-1 
Z2Z 4-~ W 1 W 2w 3 ~ W 1 W 3 -~- W 1 W 3 

2m~as--1 ~ r s ~as--1 = (w'l*ws) a'§ + twl J twl w3~ 
,, a s + l / ~ 2  A_ 

Wegen r~_l+re+l=a~r~,8>~4, und entsprechend fiir die c~ und d~ is~ 
die vierte Zeile trivial. 

Es ist leicht zu sehen, dal3 die restlichen Relationen Implikatiouen der 
bisher bewiesenen sind, q.e.d. 

Die oben angegebenen �89 ( e -  1) ( e -  2) Relationen sind quadra$iseh und 
linear unabh/~ngig modulo Ausdriicken der Ordnung ~> 3. Ein allgemeiner 
SaCz yon WXTrL [9] fiber die Gleichungen rationaler Singularit/~ten liefert 
dann sofort 

Satz 4. Durch die Relationen in Satz 3 wird ein minimales Gleiehungs- 
system/ftr S,,q geffeben. 

Korollar. Der rationale Doppelpunkt Sq + ~,q, q ~ 2, wird beschrieben dutch 
2 2 

Z 2 = Z i ( z  3 + Zlq). 

Beispiel 4. Wie in Beispiel 2 sei (n, q) = (7, 2). Die Gleiehungen dieser 
Singularit/it lauten also: 

2 2 
2:2 = Z I ( Z  3 "~- 2:1) Z2Z 4 = Z3(Z ~ "~- Zl )  Z32:5 = Z 3 

Z 1 Z 5 ~ Z$ Z4 2. 

Den Fall e = 4 wollen wir noch gesondert hervorheben, da sieh hierbei 
die Gleiehungen in L~bereinstimmung mit [7] als maximale Un~erdeter- 
minanten einer 3 x 2-Matrix sehreiben lassen: 

Satz 5. Far e = 4 ist S,,q ,,determinantal". Die beschreibende Matrix ist 

(z 1 z,,,_, z~ "-1) 
z s z~ -b z 1 z4 / .  

Beispiel 5. Fiir die Singularit~t 

- 2  
O ~ - 3  - 2  
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erh&lt man a2 = 2 und as = 3 und damit die Matrix 

(z~ z2 z3~/ 
z 2 z ~ - l - z  1 Zal .  

w 4. Pinkhams Besehreibung yon T ~ 
Es sei G eine endliehe Untergruppe yon GL(2, ~:), und X sei der Quo- 

tient yon C ~ nach G. Die kanonisehe Projektion (E2--,X werde mit 
bezeiehnet. Wir sind interessiert an der analytisehen Deformations- 
theorie der Singulariti~t (X, Xo), wobei Xo= u(0). Insbesondere soll der 
Vektorraum T 1 der infinitesimalen Deformationen, oder anders aus- 
gedriiekt: der Tangentialraum des Basisraumes der versellen Deformation 
yon (X, x0) im ausgezeiehneten Punkt,  berechnet werden. Dazu bezeich- 
nen wir C2\{0} mit M' und X\{xo} mit X',  ferner sei i : (X, xo)-~ (~e, 0) 
eine analytische Einbettung. Man hat dann eine kanonische exakte Sequenz 

0 --* 0 x, ~ i* 0r --. N x, ICe - '  0, 
in der O die entspreehenden Tangentialbiindel und N das Normalen- 
btindel bezeichnet. Z gibt AnlaB zu einer Abbildung 

Z : H1 (X', Ox,) ~ H 1 (X', i* 0r 
deren Kern gerade T 1 ist, wie SCHLESSINOE~ [8] gezeigt hat. AuBerdem 
grit HI(X  ', Ox,)=HI(M',  0r G. Sind x l=/ , (u ,  v), . . . ,  Xe=le(U, V) ho- 
mogene Erzeugende von • [u, v] ~, die die Einbettung i induzieren, so ist 

i* Or ein freier Modul fiber - - ,  . . . .  - - .  Pr~Km~M hat  in [5] gezeigt: 
~X 1 ~X e 

Satz 6. Das /olgende Diagramm ist kommutativ : 

( 0 0)o 

4" ( o) 
H 1 M', tP M, ~u := 1 " 

Hierbei ist die waagerechte Abbildung die direlcte Summe der Cup-Pro: 

dukte mit ~1----~ ~ a/_~ (diese Elemente au/ge/a[3t als Elemente in H ~ (M', $M'))" 
au ~v 

Indem man beachtet, dab HI(M ', OM,) beziiglich der Standardiiber: 
deckung oy, bestehend aus {(u, v) : u 4 0} und {(u, v) : v 4 0}, yon den 
Restklassen tier 1-Kozyklen 

1 
ulvk, i + k = / ~ l ,  j ~ l ,  k ~ l  

erzeugt wird, ist eine Berechnung yon T 1 bei Kenntnis der ]~ prinzipielI 
m(~glich. 
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w 5. Invariante Derivationen 
Jeder Automorphismus r yon C [u, v] wirkt auf dem Raum der Deri- 

vationen verm0ge 0-,~0~-~. Ftir die uns interessierenden Automor- 
phismen ~p~, ~b~ und t/laBt sich diese Aktion leicht ausrechnen. Es ergibt 
sich 

q,., 

Oq 0 = ~ l  Ou , 

~ = ~-2  av 

0 

0 

Nach dem in w 4 Gesagten mfissen wir bei festem l ~ 1 die unter G.,~ 
invarianten Derivationen der Form 

a = a i + o 2 :  

a~,~, 0 O, = ~'x,.,l bl'k' O 
j l + k l = |  ~Jl~; kl OU ~ js+kl=l ~lsvkl OV 

bestimmen, wobei der Strich an den Summenzeichen bedeutet, da$ nur 
positive Indizes zugelassen shad, und unter 

1 
U j V k 

genauer die zugeh~rige Restklasse in der ~echschen Kohomologiegruppe 
HI(~/, 0) zu verstehen ist. Wie man sich leicht fiberlegt, operieren die 
einzelnen Automorphismen wie folgt auf der Kohomologie: 

e , ,  - ~ uJ v ~ 

- i l  u k v  i .  

Das Minuszeichen bei der Aktion yon y entsteht dadurch, dab q die 
~berdeckungselemente der Standardfiberdeckung vertauscht. - -  Zu- 
sammen ergibt sich also: 

~ ( a )  = ~f(,+l)~, ~ ( 0 )  = ~ + $~, ~(0) = $~ + 3s 
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wobei 

A+h=~ uJ'v k' au 

a 

12 + kl = l 2$ Ji V ki ~V 

~1 = -- i-(l+l) X '  bk'A a 

UJl vkx Jx+kl---I ~ 

js+k~=l ?~JsVks ~V 

Im  Falle m ungerade mui] 0 un te r  ~m, ~ha und  ~ invar ian t  sein. Dies ha t  

aAk 1 = 0 und  ai,k, = 0 zur Folge, auBer wenn 

1 + 1 - 0 rood 2m 

kl - ?'1 - 1 - 0 mod  2q 
ks - ?',. + 1 = 0 r o o d  2q. 

Ferne r  folgt aj,k, = - i-(l+X)bk,A ftir alle Jl, ks. Setzen wit  also 

l =  2 m t - 1 ,  t > l ,  

so wird der von uns gesuehte U n t e r r a u m  der invar ian ten  Derivat ionen,  
den wir von nun  an mi t  V (t) bei festem t bezeichnen wollen, erzeugt  yon  
den E lementen  

1 (~ 1 (~ = - -  ( -  1) t -  -- 
u j v k ~u u k v j Ov 

mit  j - k - l m o d 2 q ,  j + k = 2 m t - 1 ,  j , k > l .  

Im  Fall, daft m gerade ist, muB 0 invar ian t  sein un te r  g0~ = ~p=, ~bq 
und  t/~p~. Dies ft ihrt  zu den Bedingungen 1 + 1 - 0 rood 2m, kl - Jl - 1 = 

= ks - J2 + I = 0 rood 2q und  ailk, = - (i~o,)-e +1) bkQ ~. Setzen wir wieder 
l = 2 m r -  1, so ergibt  sich das gleiche Ergebnis  wie oben. 

Die LOsungen der obigen Kongruenzen  werden gegeben dureh 

wobei 

j = j (s, t )  = m t  + q s  - 1 

k = k (s, t)  = m t  - q8 
~o = , o ( 0  <~ < , ~ ( t )  = ,d ,  

s +=max{seZ:mt-qs >1}, 
* 0 =ra in  { 8 ~ Z : m t + q 8 - - 1  >1}. 
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Es  gibt eine kleinste natfirl iche Zahl t, so dab mt - 1 mod  q, n~mlieh t,_a. 

Offensichtlich gilt 

--  8 :  + 1 t ~ re_ 1 mod q 
8O [ s0 + t ~ t~_ 1 mod q. 

Insbesondere  ist s~ < 0  < s  + auBer im Fall  m - - t =  1, wo s ; =  1, s + = 0 .  

Zusammenfassend erhal ten wit:  

Satz 7: Der Ve]aorraum V (t), t > 1, wird erzeugt von den Derivationen 

0,,, - I 0 1 0 So (t) < s  < 8  + (t). 
ui(S'Ov k(s'') Ou (-- 1)' uk(S'Ov i(s'0 Ov ' 

w 6. Berechnung von T'  

Wit  be t raeh ten  nun  gem~B w 4 die dureh  X,(3)= [Ox,], s=  1 , . . . ,  e, 

definierten Abbi ldungen 

Z~ : V (t) -~ H ~ (q/, 0) 

und  bes t immen 

U ( t ) =  N kerz , .  
5=1 

Ftir  ~ = 1 ergibt  sieh mi t  0 = ~ c O ,  0 =  as, t, sofort  

1 0 X l , ~  E - C s ( - -  ] ) ' r  . 
2 - m  u j ( s  ) - 2m ~1 vk(S) - 2m - -  uk(s)  - 2m vJ(s  ) - 2m + 1 / '  

8 = 8 1  

wobei ~(s)=~(s,  t), k(s)=/~(s,  t) und  

s + = s + (t) = max {s ~ Z :  k(s) > 2m} = s+( t - -  2) < s + ,  

81 = 8; (t) = rain {s e Z : i ( s ) <  2m} = - 8 :  > 8 o .  

Der  Bereich - s  + < s  < s  + ist genau dann  nieht  leer, wenn s + ( t -  2) > 0 ,  
d .h .  wenn t > 2. Aus der obigen Formel  liest man  unmi t t e lba r  ab, dab 
0x 1 ~ 0  genau dann  gilt, wenn c , - ( - 1 ) ~ c  = 0  ist fiir ~ ( r ) - 2 m + l  
= k (s) - 2m. Wir  erhal ten somit  die erste Bedingung:  

c , - ( - 1 ) ' c ~ = O ,  r + 8 = 0 ,  -8~  + <8<.8~.  

Fiir  e = 2 . . . . .  e - 1 ergibt  die entspreehende Rechnung  

8: 
ax~ ,.~ E 

= _ +  8 8 

8: 

- ( -  a)' 8'~.8+, 

(mt~ + qs~)c~+s~ + (-- 1)t*r c~_s~ 

Um(t - t 8) + qs v m ( t -  ~e) - qs 

r~c~_s~ + (-- 1)'~ (mt~ + q8~)c~+~ 
um(t--ts)--qs vm(t-- te)  +qs 
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mit 

8 + = 8 + ( 0  = 8o+(t - t3 .  

Damit braucht n u r t  > t 8 betrachtet zu werden, und man erhMt als Be- 
dingungen 

(mr.  + qss) (c ,+s,  - 

ftir 

SchlieBlich folgt 

a ' t+ts  ~ J~t+te ) 0 ( -  1) cs+ss ) --  ( -  1)tr~ (cs_s~ - ( -  1) c,_s~ = 

+ < 8  <8~ +. r -[- 8 = O, - - 8  e 

cs ( -  1)'+qcs _1 
a X e  ~ _ _  - - u ,S) v . , S . , q . + i ]  2 q m  u s(s) ~qm+av~(S) ---"-:-7-:--- " ' 

8--- - 8  + + 2 m  / 

und damit 

~ . - ( - l ) ' + q c . = o ,  r + 8 = 2 m ,  - 8 o + + 2 . ~ < 8 < 8  + .  

Auch hier ist - s  + + 2m < s  ~<s + nur m6glich, wenn t >  q=  t~. - -  Somit 
haben wir 

Satz 8. U (t) besteht aus  den Der iva t ionen  

~2- (t) 
0 = ~ c~O~, t, 

8=8~ (t) 

deren Koeff iz ienten d e n / o l g e n d e n  Relat ionen geni2gen : 

(II, s) C n -  (-- 1)re_s----O, 0 ~-~8 ~ 8  +(t),  C>2 ,  

- ( -  1 ) % ( ~ _ . _ ~ .  - ( -  1 ) ' + ' % _ ~ . )  = o, 

O < s < s + ( t ) ,  t > t , ,  ~ = 2 , . . . , e - 1 ,  

(I.,.) Cm+s--(--1)t+qCm_.----O, O < s < s + ( t ) - m ,  t > q .  

Wir wollen die Wirkungsweise dieses Satzes zuni~chst an dem einfachsten 
Fall e = 3 testen. Schon hier zeigen sich die prinzipiellen Schwierigkeiten, 
die sich bei konkreten Rechnungen ergeben. 

Satz 9. T 1 besitzt i m  Fa l l  m = 1, q >~ 2 die B a s i s  

0o,~,, T = 1 . . . . .  q, Oa, q+z + ( -  1)q(2q + 1)O_l,q+z 

02, 2q+~ + ( -  1)q(~o. 2~+2 + (4q + 1)0-2, ,,q+2- 

Insbesondere gilt d i m  T 1 = q + 2 = r. 
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B ewe  is :  Wie m a n  sieh sofort iiberlegt, sieht die Verteilung der s + 8 ~ 

8 = 1, 2, 3 und  s~ wie folgt aus (hierbei ist a > 0  und  negative Eintri~ge 
in der Tabelle sind fortzulassen): 

+ 
8 0 

s; 

8: 
8: 

aq+ 1 

- ~ + 1  

a - 1  

~ - 2  

a - 1  

aq+  2 

: c - i  

a - I  

aq+  3 

~x-1 

a - 1  

(a + 1 ) q -  1 ( a +  1)q 

g 

- - { Z  ~ g  

g g 

a--I a--I 

a - 1  

V(1) ist leer. Ffir t = 2 ha t  man  keine Bedingungen und  dami t  die erste 
unabh~ngige L0sung ~Q,,. I m  Bereich 3 <t<2q gibt es bei geradem t 
keine Bedingung an co. Dies liefert die anderen Derivat ionen ao,~, 

= 2 . . . .  , q, die zwischen 3 und  q auch die einzigen L0sungen sind. Ftir 
t = q + 1 ergibt sich sofort cx = 0 aus I3,o. Bei t = q + 2 gibt es nur  eine 
Relat ion zwisehen cx und  c-x, ni~mlich die aus I2,o s tammende 

(2q + 1)cx = ( -  1)qc-r 

I m  Bereieh q + 3 < t ~ 2 q  ist jeweils eine yon  den beiden Gleichnngen 
I ~, o oder I3, o nichttr ivial  und  liefert zusammen mit  Ix. x sofort Cl = c_ 1 = 0. 
Man sieht leicht, dab alle anderen Gleichungssysteme nur  die triviale 
LSsung besitzen mit  Ausnahme des Falles a = 2, t = 2q + 2. Hier laute t  
das System 

C 1 - - C _  1 ~---0 

(2q + i) (~ + ( -  I )%) - (~-x + ( -  i)~r = o 

(2q + 1) (c~ + ( -  1)q%) - (c_~ + ( -  1)qco) = o 
cx - ( - 1)q cx = 0 

ca - ( -  1)qco = 0. 

Hieraus ergibt sieh unmi t te lbar  cx = c-x = 0 und  

c o = ( - 1 ) q c v  c _ 2 = ( 4 q + 1 ) c  v 

Dami t  ist auch die letzte L6sung naehgewiesen, q.e.d. 
Fiir die abschlieBenden (~berlegungen k~nnen w i r e  > 4 voraussetzen. 

Wi t  bemerken, dab dann  V(1)#  (0) ist, die Bedingungen in Satz 8 ftir 
t = 1 aber leer sind. Folglich ist stets dim T 1 > 1 ; mi t  anderen Wor ten :  
Die Diedemingularitdten slnd nicht starr. Dies ist ein Speziaffall der all- 
gemeinen Aussage ftir beliebige rationale Singulaxit~ten, die yon  A~TIN [1] 
bewiesen wurde. 
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U m  S a t z  8 f t ir  die B e r e c h n u n g  der  T 1 t a t s~ch l i ch  v e r w e n d e n  zu  k0n -  

nen ,  b e n 0 t i g e n  wi r  n o c h  eine a - p r i o r i - A b s e h ~ t z u n g  ffir da s  V e r s c h w i n d e n  

der  U (t). W i r  ze igen  

Satz 10. Es  sei t .  = m a x  {t : s + (t) < m}.  Dann  gilt U ( t )= (0) [tSr alle 
t > t , .  Insbesondere ist 

t, 
T 1= • U(t). 

t = l  

B e w e i s :  F i i r  t >  t ,  i s t  s+(t)>~m, t2= a 2 ~ 2  imp l i z i e r t  so fo r t  s + ( t ) <  

< s  + (t); ebenso  fo lg t  m i t  t~ > t3, d a b  s + (t) < s  + (t). E s  sei n u n  1 < s  < 

s + (t) - 1 (dieser  Be re i ch  is t  n i ch t  leer, d a m / > 2  ist).  D a n n  gi l t  

Cs+l - ( -  1)'C-(s+l) = Cs-1 - ( -  1) 'c_s+l  = 0 

u n d  d a m i t  a u f g r u n d  der  zwe i t en  u n d  d r i t t e n  G le i chung  

(mt~ + qs~ - , . )  (~s+l - ( -  1 ) ' + ' ~ - ~ + 1 )  = o, ~ = ~, a. 

W e g e n  rots + qs~-  r, = 2qs, # 0 u n d  ta = t ~ -  1 e r g i b t  s ich d a r a u s  c,+a = 

---- r  ---- 0 .  

Ber i i cks i ch t ig t  m a n  n o c h m a l s  die e r s te  Gle ichung ,  so e rh~l t  m a n  

c~ = o,  - s~ + (t) < s  < s ~  (t). 

M a n  s ieht  le icht  ein, d a b  die t. ffir e >~ 3 m o n o t o n  s te igen  u n d  d a b  f iber-  

+ (t) < s  + (t) + m zur  dies ta < q u n d  d a m i t  a u c h  t~ < q  erffi l l t  ist.  Dies  h a t  s o 

Folge,  w a s  w i e d e r u m  z u s a m m e n  m i t  de r  G le i ehung  

Cm+s -- (--  1 ) ' + % m - ~  = 0 

alas V e r s e h w i n d e n  al ler  c s m i t  s ~> - s + (t) n a e h  s ich z ieht .  I n d e m  m a n  n u n  
die zwei te  G l e i c h u n g  fiir  5 =  3 seh r i t twe i se  a n w e n d e t ,  e r w e i t e r t  m a n  

+ (t). B e a c h t e t  m a n  n u n  n o e h  s + (t) < s  + (t) d iesen Be re i eh  a u f  s />  - s 3 ~-1 

u n d  die w e g e n  mt~_ a -  qs~_ 1 = r~_l = 1 gi i l t ige Gle ichhe i t  

s+_l = max  {s : m t  - qs > mt~_l = 1 + qs~_l} 

= - s~_l + m a x  {s : m t  - qs > 1} = - s~_ 1 - so ,  

so e rg ib t  sieh die B e h a u p t u n g  aus  der  zwe i t en  G l e i c h u n g  ffir 5 =  e - 1 ,  

q .e .d .  

Beispiel  6. F i i r  die Singulari t i~t  

- 2  
�9 - 3  - 2  

15 
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gilt dim T I =  5. Es ist n~mlieh (n, m, q) = (5, 3, 2) und  dami t  

r~: 4 1 0 
s,: 1 1 3 
t~: 2 1 2 

Man errechnet 8 + (t) sukzessive zu 1, 2, 4, 5, 7. Wegen + - + a 2 ( 5 ) - s  0 ( 5 - 2 ) =  
--4 > m braueht  man  nur  t yon 1 bis 4 zu betrachten.  Welter ist s~ 
gleieh 0, - 2 ,  - 3 ,  - 5  ffir diese Werte yon t. Wir  haben also ein Glei- 
ehungssystem mit  26 Unbekann ten  zu l~)sen. Da man  ffir t = 1 keine Be- 
dingungen hat ,  ergeben sich 2 frei Parameter .  F i i r t - -  2 lautet  das Glei- 
ehungssystem 

5Cl -- r ~ 0 

5 (C2 + Co) -- (C-2 + Co) = 0. 

Dies gibt weitere 5 - 2 = 3 Parameter .  Ffir t = 3 ergeben sich die folgenden 
Gleichungen 

C 0-~ C 0 - -  0 8(C 1 "~- C1) ~-4(C_ 1 "~ C_l) ----0 C 3 ~- C 3--- 0 

c 1 + c - 1 - - 0  8(c 2 + c 0 ) § 2 4 7  c 4 + c 2 - - 0  

5(c2-co)+(c_~-Co)=0 5(c3-c_1)+(c_3-c~)=0, 

die nur  die triviale L~sung besitzen. Das gleiche gilt im Fall  t = 4. Dami t  
ist die Dimensionsbehauptung bewiesen. Man k(~nnte auBerdem ohne 
Sehwierigkeiten eine Basis yon T 1 ansehreiben. 

In  allen yon uns berechneten F~llen ergab sich fiir e ~ 4 die folgende 
einfache Formel  

Sie ist gleichbedeutend mi t  

e-1 
dim T 1 -- Z a~. 

e=2 

dim T 1-- ~ ( b e - 1 ) - l - ( e - 4 ) ,  b 1 -~b~- -2  
Q=I 

und  s t immt  daher  mit  dem Ergebnis ffir die zyklischen Quotienten [6] 
iiberein. Den Beweis und  die notwendige In terpre ta t ion  dieser Formel  
werden wir in einer weiteren Arbeit  erbringen. 

Zusatz bei der Korrektur: Der Beweis der oben angegebenen Formel erschien 
mittlerweile in der Arbeit ,,Infinitesimale Deformationen von I)iedersingularit/~ten , 
manuscripta math. 20~ 377--400 (1977). 
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