Diedersingularititen

Herrn EricE KAHLER zum 70. Geburtstag gewidmet

Von KurtT BEENKE und OswaLD RIEMENSCHENEIDER in Hamburg

In dieser Arbeit wird die in [6] begonnene Untersuchung von Defor-
mationen zweidimensionaler Quotientensingularititen fortgesetzt. Wah-
rend dort Quotienten von C2 nach zyklischen Gruppen behandelt wurden,
deren Auflosung durch die dualen Graphen

—b, —b, —-b,_, —b
@

r

..... &—e b, >2 0=1,.

R 4

mit @ = P,(C) beschrieben werden, interessieren wir uns hier fiir die-
jenigen zweidimensionalen normalen analytischen Singularititen, die
einen Graphen der Form

, {xbe =2, r >4

besitzen. Da diese nach Briesgory [2] straff (engl. ,taut’) sind, d.h.
durch die topologischen, aus dem Graphen abzulesenden Groflen ana-
lytisch bestimmt werden, wird ihre analytische Struktur schon festgelegt
durch die beiden natiirlichen Zahlen n, ¢ mit 1 < ¢ <n, (n, g) =1, die man
aus dem Hirzebruch-Jungschen Kettenbruch

=by—1[,— ... —1[b,

gewinnt. Da ferner im Falle b= ... =5,=2 die Quotientensingularitit
nach der biniren Diedergruppe D, der Ordnung 4¢ vorliegt, wollen wir sie
allgemein als Diedersingularititen (vom Typ D, ;) bezeichnen.

Brieskorns Klassifikation der Quotientensingularititen in [2] ge-
stattet es, diese Singularititen als Quotienten von C2 nach einer geeig-
neten Gruppe G, , darzustellen, wobei sich @, , in einfacher Weise aus D,
und der zyklischen Gruppe Z,, bzw. Z,,<ZL(2, C) der Ordnung 2m
bzw. 4m, m=n—q, zusammensetzt (vgl. §1). Es ist nicht schwer, die
Invarianten der Gruppe @, , (§ 2) und damit die Gleichungen der Dieder-
singularititen (§ 3) zu bestimmen.
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Der zweite Teil dieser Arbeit ist der Berechnung des Vektorraumes 7
der infinitesimalen Deformationen der Diedersingularitaten gewidmet.
Nach Pingaams Methode [5], die wir in § 4 kurz darstellen, ist dazu nur
die Kenntnis der Invarianten und gewisser invarianter Derivationen
notig. Die letzteren berechnen wir in § 5. Im abschlieBenden Paragraphen
wird dann das Problem reduziert auf die Losung eines linearen Gleichungs-
systemes, das aber leider schon in den einfachsten Fallen zu umfang-
reichen Rechnungen fiihrt. Das von uns berechnete Zahlenmaterial weist
geniigend viele GesetzméBigkeiten auf, um eine allgemeine Vermutung
iber die Dimension dieses Raumes aufstellen zu konnen. Einen Beweis
dieser Vermutung werden wir in einer spateren Arbeit erbringen.

§ 1. Die Gruppen

Wie in der Einleitung betrachten wir natiirliche Zahlen » und ¢ mit
1< g<mnund (n, q)= 1. Mit Hilfe der Koeffizienten b, >2, 3 <g<r, r >4,
der Hirzebruch-Jungschen Kettenbruchentwicklung fiir #/¢ bilden wir

Ny

S=p-1] —1]E, (@) =1
4
Es gilt dann
oyt
q Pom

und also % ="bzn,—-q,, ¢=mn,. Ferner sei m=n—g= (b;— 1)n,—¢q,. Wir
interessieren uns mithin in BrieskorNs Schreibweise ([2], p. 345) fir
den Graphen

<bg; 2,1; 2,1; my, o).
Folglich ist nach [2], Satz 2.11, die Diedersingularitit vom Typ D,
analytisch isomorph zu C?/@, , mit
(Zams Zigms Dy, D;), m ungerade
(Zms Zigm; Dy, Coy), m gerade.

Hierbei sind D,, Z,,, und Z,, die in der Einleitung erwihnten Gruppen,
C,, ist die zyklische Gruppe der Ordnung 2¢ in SL(2, C), und es ist

(Z2m, Z2m; Dq! 'Dq) = {h1h2: hl EZ2m7 hZ € Dq})
Zyms Zioms Dy, Cog) = {hrhy: by € Zyy, by € Dy, hy mod Z,,, = hy mod Cy,},

2m s

»q

G

n,q=

wobei die Gleichung in der letzten Klammer bzgl. der kanonischen
Isomorphie Z,,,(Z,,,~ D,[C,y, = Z, zu verstehen ist.
Da alle im Spiel befindlichen Gruppen einfache Erzeugende besitzen,

konnen wir die Gruppen G, , explizit beschreiben. Setzen wir zur Ab-

o
kiirzung {, = exp (%l), ke N, so gilt:

14*
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{om 0)

1. Z,,, wird erzeugt von q)m=( 0 ¢
2m

2. Z,, wird erzeugt von ¢,,,

3. C,, wird erzeugt von y, = (Cz“ 0 ),

0 C;;
4. D, wird erzeugt von y, und = (f 8)

Die letzte Aussage findet man z.B. in KrriNs Buch [3] auf p. 37.

Wegen y2=14?= —id gilt offensichtlich
Dy={n*yl:a=0,1; p=0, ..., 2¢—1}
und damit, wie eingangs behauptet, ord D, =4q. Ebenso gilt 9" = —ide D,
und dies hat mit (m, ¢) =1
Gpo=Vel:a=0,1; f=0,...,2¢~1; y=0, ..., m—1}

und ord @, , = 4mq fiir ungerades m zur Folge. Fiir gerades m ergibt sich
ebenso einfach

Gro={Wi0ln:f=0,...,2¢0—1; y=0,2, ..., 2m — 2}

U{nlol,:B=0,...,29—1; y=1,3,...,2m -1},
wenn man beriicksichtigt, daB y, und ¢? = ¢, bzw. n und ¢,, das Bild id
bzw. —id in Z,=D,|C, =Z,,|Z,, besitzen. Auch hier ergibt sich
ord G, ,= 4mq.

§ 2. Die Invarianten
auf §=C [u, v] wirken vermoge ¢ (u)=au+ by,
a b
c d
E. NoeTHER [4] wird die invariante Algebra 8, , = 8%,q erzeugt von den
Polynomen

Wir lassen nun G, ,

@(v)=cu+dv, wobei ¢= ( )eGM. Nach einer Bemerkung von

1
- .
ord G Z ¢(ulv), 1<7+k<0rdG,,,q.

nqg ¢eGy g

(o) =

1. Fall: m ungerade.

. 2¢q~1 m-—-1 R
dmq p(wlof) = XX nYiolwlvh.
e=0,1 g=0 y=0

Nun ist

m—1 m=1 X

- .
) (p;’n(u’v)=( >, [UER ) o] o,
r=0 =0

29-1 2g-1

j Kk i—k k
> w’éq<u’v)=( DI 4A Tl K7L
g=0

8=0
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und
zqz—l (U _ {2q j—k=0mod 2¢
= M 0 j—kz%O0mod2.

Im ersten Fall ist j + k gerade und damit

m-1 2m—1 .
Y(J+k) _ YRy _ j+k=0mod 2m
2 EOC”" Z Sam {0 i + k % 0 mod 2m.
Hieraus folgt
1 g . j+k=0mod2m
Jull P 4 J+k, Kk,
pu o) = 2(u v+ ) j—k=0mod 2g
0 sonst.
2. Fall: m gerade.
24-1 m-1
tmqu() = 35 ol + ol W)
»=0

m-1
[2q(2 [RUTR g ok i z {(27“)‘”")1/‘01)

= =0 y=90
j—k=0mod 2¢
0 j— k£ 0mod 2¢

Im oberen Fall ergibt sich

1 e o
(o) = E(u]vk'l'““ﬁ,:kukv’) j+k =0mod 2m

0 j+ k% 0mod 2m
Setzt man noch j+ k= 2mt, j — k= 2¢s, so kann man ohne Einschrén-

kung s >0 annehmen. Da sich der Fall s=0 von selbst erledigt, erhilt
man in Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse

Satz 1. 8, , wird erzeugt von den Polynomen (uv)*m
und

(uv)mt—qs (uzqs + (_ l)t Oqu)
mat 1<t <2q, s 21, mt—qs 20.
Dieses Erzeugendensystem ist jedoch i.a. zu groB. Um ein minimales

auswéhlen zu koénnen, bilden wir die Hirzebruch-Jungsche Kettenbruch-
entwicklung fiir n/m:

n ———e —_—
—=a,—1 -... =1 > >2.
— =0, __| a 1la,;, ¢23, a, 72
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Nach [6], Lemma 4 gilt
e=3+ ) (b,—-2),
e=3

und dies ist wegen [2], p. 349, die Einbettungsdimension der Dieder-
singularitdit vom Typ D, .. Es geniigt daher, aus den Erzeugenden in
Satz 1 e Stiick so auszuwahlen, dafl die tibrigen sich durch diese alge-
braisch darstellen lassen. Wir setzen

a,+1, ¢=3
A =1 ¢ ’
£ {a, sonst,

Sg=1,83=1, s,y =4,8,—5,_1, 3<e<e—1,
th=ay, ba=a,—1, ¢, , =4, —,_;, 3<e<e—1,
ro=mt, —gs,, 2 <eg <e.
Wir setzen ferner #=(a,+ 1)m—n, m=a,m—n. Dann gilt im Falle
e=3 wegen m=1 auch a,=n und damit =1, m=0. Im Falle ¢ >4
dagegen ist 7 4 0 und

=A,—1|d,— ... —1]|4,,

MY

Nun ist rp=am—q=(a,+1)m—n=% und r;=r,—m=m. Hieraus
folgt (siehe z.B. [6]):

Die r, fallen streng monoton mit wachsendem ¢. Es gilt r,_,=1, r,=0.
Die s, wachsen monoton. Es ist s,= i — m=m.

Schlieflich ist ;= (ay+ 1) (@3~ 1) — ay=az{a@,— 1) —1 ete., insbeson-
dere t,=gq.

Satz 2. Die Polynome
2y = (uv)™
z, = (uv)"e (uPe 4 (— 1)e0™%), g =2, .., e,
bilden ein minimales Erzeugendensystem von S, ,.
Beweis: Wegen r,=mt,—¢s,>0,e=2, ..., e, kommen diese Poly-
nome unter den in Satz 1 angegebenen vor. Es sei umgekehrt
z = (w) (¥ + (— 1)'v™)

mit 1<t<2¢,8>1 und r=mt—gs>0 vorgegeben. Wir konnen dann
r < 2m voraussetzen und fiihren Induktion nach s, 1 <8 <2m. Fiir s=1
mul} ¢ <mt und damit n <m (¢ + 1) gelten. Dies ist wegen r < 2m nur fiir
t=a, und t=a,— 1 moglich. Also ist in diesem Fall x =z, oder z = z,.
Ist s <m, so folgt mit einer dhnlichen Aussage wie in [6], p. 216 unten,
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aus der Gleichung r+g¢gs=mt die Existenz von natiirlichen Zahlen
¢, >0,e=2, ..., e, mit der Eigenschaft

€ e €
r=Y €, §= 3 8, t=) c,ti,
e=2 e=2 e=2

Ist 8> m, so ergibt sich aus gs <mt auch ¢>g¢. Indem wir r=mt —gs=
=m({t—q)—q(s—m)=m({t—1,)—q(s—s,) und die obige Zerlegung fiir r,
§—8,, t—t, anwenden, erhalten wir eine entsprechende Zerlegung fiir
r,8 und ¢ Ist also s> 1, so bekommen wir auf diese Weise eine Dar-
stellung

s=8 435", 1<s"<Ks, t=¢+ 1,
g0 daf} 7' =mt —gs" und " =mit” — gs" nicht negativ sind. Wir bilden
o = (wv)” (4 + (= 1) ™)
und entsprechend 2”. Dann gilt
"

o =+ (__ 1) (uv)r+2qs” (uzq(s’-—s”) + (_ l)t,UZq(s’—s”))’

wobei der rechts stehende Ausdruck wegen mé— g (s’ —s")=r + 2¢s” von
der bekannten Form ist. Da dieser und die Polynome z" und 2" sich nach
Induktionsvoraussetzung durch die x, ausdriicken lassen, gilt dasselbe
auch fiir z, q.e.d.

Bemerkung: Mit dhnlichen Argumenten kann man auch direkt be-
weisen, dafl ¢ die minimale Anzahl von Erzeugenden ist.

Beispiel 1. Es sei e=3; dann ist m=1 und n =g+ 1, ¢ >2. Es handelt
sich in diesem Fall um den rationalen Doppelpunkt, dessen Graph mit
dem Dynkin-Schema vom Typ D, , tibereinstimmt:

-2

Nt

Satz 2 liefert das minimale Erzeugendensystem
zy = (o), @y = (o) (4% — (= 1)70%), g =uM 4+ (= 1)10%,
das man schon bei Krein [3] findet.

Beispiel 2. Wir betrachten die Singularitat

o
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Es ergeben sich wegen 4 — 1 ‘3 =17/2 die Zahlen n, ¢, m zu 7, 2 und 5.
Daraus erhilt man -

4,:2 3 3
r,:8 3 1 0
5,:1 1 2 5
t,:2 1 1 2,
und damit die Erzeugenden
z; = (uv)10
2y = (uv)? (ut + ) 2= (uv)® (ut - vf)
4= (uv) (u® —v8) 25 = u20 + v,

Die im Beweis von Satz 2 benutzte Zerlegung von r,s und ¢ in die
r,, 8, und ¢, ist nicht eindeutig, da man stets Beziehungen

rs + ra+2 = Ac+1 re+1
rytre=(Asp1— D Ts1+ (Asea—2) 1500+ ...
-+ (Aa—z - 2) Te—g + (Ae—l - 1) Te—-15
g— 58> 2, und entsprechend fiir die s, und ¢,, hat. Nutzt man dies im
Beweis von Satz 2 geschickt aus, so erhalt man induktiv die folgende

4
Verschirfung von Satz 2. Es gelte r= Y ¢, r, mit 3 <6 <e und ¢, +0,
£=2

und entsprechend fir s und t.
Dann ist

z = (wo)" (&* + (— 1)'v**)

ein Polynom in x,, ..., x;, dessen Grad in x, kleiner oder gleich c; 1st.
Ist insbesondere 8 < 8;,, fiir 3 <& <e-— 1, so miissen wegen der Mono-
tonie der s, alle ¢, = 0 sein fiir ¢ > §. z ist also ein Polynom in z,, ..., ;.

Beispiel 3. Wir betrachten in Beispiel 2 die Exponenten r=9, s=3
und i =38, also r = 3r;, s=3s;, { = 31,.
Eine leichte Rechnung ergibt

x: = (uv)9 (u12 - 1)12) + 3 (uv)9+4(u4 _ 7)4)
und damit
(u)? (W' — o'%) = 25 — 3z, x5

§ 3. Die Gleichungen

Fiir die Berechnung der infinitesimalen Deformationen sind die in
Satz 2 angegebenen Invarianten z,, ..., 2, wegen ihrer einfachen Form
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sehr gut geeignet. Die zwischen ihnen bestehenden Relationen sind jedoch
uniibersichtlich. Wir fiihren deshalb ein weiteres Erzeugendensystem ein.
Zu diesem Zwecke definieren wir bei festem » und g¢:

w, = ouw, wy=u+ (— 1)"0%, wy=u+ (— 1)1,

wobei « € C so gewahlt sei, daB die Relation
wy = wh + wi!
besteht. Wir setzen ferner
Cy = 1, Cg = 0, Oy = 1, Cot1 = QeCp—Cpyy € >47
dy=0, dy=1, dy=a3—~1, d,,,=0a,d,—-d,_;, ¢>4,

und

2m Pe o1sC d
=W, Z,=wirwtwd e=2,...,e

Wegen ¢, +d,=s, und a,c, + (@, — 1)d, =1, mod 2 sieht man sofort, daB3
die z, Invarianten mit dem Totalgrad 2m¢, sind.

2, 24 und z; stimmen mit z,, , und x; (resp.) bis auf eine multiplikative
Konstante iiberein. Fiir z,, ¢ >4, ergibt sich durch leichte Rechnung eine
Darstellung

28 ﬂj (uv)ra"l'qf (uzq(s,—j) + (_ 1)1, vzq(sg—j))
i=o
mit B, + 0 und daraus mit Hilfe der Verschirfung zu Satz 2

2g=Pox, + P2y, ..., z,_y).
Mithin bilden auch z,, ..., 2z, ein minimales Erzeugendensystem.

Satz 3. Zwischen den z,, . . ., 2, bestehen die folgenden Relationen:

=2 +4)

T N S o N T R
252, =20 2 ... 2 p Rl T (24 20TY), £=4,...,¢
2,124, =2, €=4,...,e—~1
2gz, = 20T TR Ll it 4 S+ l<e—1<e~1.

Beweis:
Der Nachweis der ersten Relation geht auf F. KLEIN zuriick und ist
denkbar einfach:

Z: -2 2: = (w} wz)z - wfm (w;’wa)2

ory

— 2 2y . . 2rataq) _ ,,2aam
= w) (W — w3) = w; Y = wi™

= »t
= 27"
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Ferner folgt aus

’I‘2+T4+2q=(43+1)T3+2q=(a3—1)7‘3+2(a2—-1)
sofort
292y = w;,-i»r.wgwg,—l — w§a3+1)r,wg,+l + w;g+r‘+2qwg,—l
= (whrwy)™* + (WM™ (wiwg) !
= s )
Wegen 7,_;+7,4;=@,r, ¢ >4, und entsprechend fiir die ¢, und d, ist
die vierte Zeile trivial.
Es ist leicht zu sehen, daB die restlichen Relationen Implikationen der
bisher bewiesenen sind, q.e.d.
Die oben angegebenen (¢ — 1) (e — 2) Relationen sind quadratisch und
linear unabhiangig modulo Ausdriicken der Ordnung >3. Ein allgemeiner

Satz von WAHL [9] iiber die Gleichungen rationaler Singularitédten liefert
dann sofort

Satz 4. Durch die Relationen in Satz 3 wird ein minimales Gleichungs-
system fir 8, , gegeben.

Korollar. Der rationale Doppelpunkt S, 1,4, 4 =2, wird beschrieben durch
25 =2 (25 + 7).
Beispiel 4. Wie in Beispiel 2 sei (n, ¢) = (7, 2). Die Gleichungen dieser
Singularitdt lauten also:
B=n+7) an=%E+2) an=4
n2 =27 %% =2(%+2)
2,25 = 2325

Den Fall ¢ = 4 wollen wir noch gesondert hervorheben, da sich hierbei
die Gleichungen in Ubereinstimmung mit [7] als maximale Unterdeter-
minanten einer 3 x 2-Matrix schreiben lassen:

Satz 5. Fir e=4 ist 8, , ,determinantal®. Die beschreibende Matriz ist

ag—1
(zl zg 2 )
2 as—1
29 23+ 2 2 .

Beispiel 5. Fiir die Singularitat

Ve
_99®
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erhilt man @, = 2 und a,= 3 und damit die Matrix
n oz z§)
2y zg +2 2.
§ 4. Pinkhams Beschreibung von 7"

Es sei @ eine endliche Untergruppe von GL(2, C), und X sei der Quo-
tient von C? nach G. Die kanonische Projektion C2— X werde mit =
bezeichnet. Wir sind interessiert an der analytischen Deformations-
theorie der Singularitdt (X, z,), wobei x,=7(0). Insbesondere soll der
Vektorraum 7! der infinitesimalen Deformationen, oder anders aus-
gedriickt: der Tangentialraum des Basisraumes der versellen Deformation
von (X, z,) im ausgezeichneten Punkt, berechnet werden. Dazu bezeich-
nen wir C\{0} mit M’ und X\{z,} mit X', ferner sei ¢ : (X, z,)— (C¢, 0)
eine analytische Einbettung. Man hat dann eine kanonische exakte Sequenz

05 0x%i*Oce— Nyij e 0,
in der @ die entsprechenden Tangentialbiindel und N das Normalen-
biindel bezeichnet. y gibt Anla zu einer Abbildung

y: HYX', Ox) — H (X', i* Oce),
deren Kern gerade 7" ist, wie SCELESSINGER [8] gezeigt hat. AuBerdem
gilt HY(X', ©,,)= HY (M, @c.)G. Sind 2, =f, (%, v), ..., 2,=f.(u, v) ho-
mogene Erzeugende von Clu, v]¢, die die Einbettung ¢ induzieren, so ist

i* O, ein freier Modul iiber _6_, ceo _0_ PrxkaaM hat in 5] gezeigt:

Xy oz,

Satz 6. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

, 0 0
HI(M,@M,—@@M,— ¢
U

a av) x
c \
a

0 (M’, @M,éa—@ Oy i)-ﬂil (M S Oy ——).
u v e=1 Oz,

Hierbei ist die waagerechte Abbildung die direkte Summe der Cup-Pro-
o, g O,
un v

Indem man beachtet, dall HY(M’, 0,,) beziiglich der Standardiiber-
deckung %, bestehend aus {(u,v): %=+ 0} und {(u, v):v=%0}, von den
Restklassen der 1-Kozyklen

1
——, j+k=1>1, j>1, k>1
w'v

dukte mit (diese Elemente aufgefaft als Elemente in H(M', 0,,.)).

erzeugt wird, ist eine Berechnung von 7' bei Kenntnis der f, prinzipiell
méglich.
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§ 5. Invariante Derivationen

Jeder Automorphismus ¢ von C[u, v] wirkt auf dem Raum der Deri-
vationen vermoge 0-»@de—!. Fir die uns interessierenden Automor-
phismen ¢,,, ¥, und n 1aB8t sich diese Aktion leicht ausrechnen. Es ergibt

sich
a)_,_la (g)_
‘p’"(au P P

19

o
2
s
19

,,(_a;)_i-lg 1(2)=+
ou o’ v ou

Nach dem in § 4 Gesagten miissen wir bei festem I>1 die unter G, ,
invarianten Derivationen der Form

0=20,+0;:

! LIRS 0 ! bj,k, d
ok oAl 0y = ke A
htky=1 WM Ou Jatke=1 '3V Qv

51=

bestimmen, wobei der Strich an den Summenzeichen bedeutet, daB nur
positive Indizes zugelassen sind, und unter

wv

genauer die zugehorige Restklasse in der Cechschen Kohomologiegruppe
HY (%, 0) zu verstehen ist. Wie man sich leicht iiberlegt, operieren die
einzelnen Automorphismen wie folgt auf der Kohomologie:

<p( 1) 1 1
quk sz

Das Minuszeichen bei der Aktion von n entsteht dadurch, daB n die
Uberdeckungselemente der Standardiiberdeckung vertauscht. — Zu-
sammen ergibt sich also:

Om(0) ={a0*00, Y, (0) =08, + 0, n(0)=205,+0,
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wobei

ky—j1—1
2' ajlkl C‘a’; i 0
8 = o

k
itk =1 ulwh

ou
5 - 2, bjl ky ng"h‘*a _a_
? Fatks=1 whroh o

Im Falle m ungerade muf} ¢ unter ¢,, ¥, und 5 invariant sein. Dies hat
a;, =0und a;, =0 zur Folge, auller wenn

14 1=0mod 2m
ky—j,—1=0mod 2¢

Ferner folgt a;, = — 'i‘(””l)bkl j, fur alle jy, k,. Setzen wir also

I=2mt-1, t>1,

80 wird der von uns gesuchte Unterraum der invarianten Derivationen,
den wir von nun an mit V (¢) bei festem ¢ bezeichnen wollen, erzeugt von
den Elementen

mit j=k—1mod 2q, j+k=2mt—1, §,k>1
Im Fall, daB8 m gerade ist, mul 0 invariant sein unter ¢ =¢,, ¥,
und 4¢,,,. Dies fiihrt zu den Bedingungen I+ 1 =0 mod 2m, k,—j,— 1=

=ky—ja+1=0mod 2¢ und a;; = — (i{4,) ¥V b, ;. Setzen wir wieder
I =2mt — 1, so ergibt sich das gleiche Ergebnis wie oben.

Die Losungen der obigen Kongruenzen werden gegeben durch

F=j(s,8)=mt+qs—1

S =8, + — +
k—'——k(s, t)=mt_q3 So So (t) <s <30 (t) So 5
wobei

s, =max {seZ: mt—gs >1},
8o =min {seZ:mt+qs—1 >1}.
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Es gibt eine kleinste natiirliche Zahl ¢, so dai m¢ =1 mod ¢, ndmlich 7, _,.
Offensichtlich gilt

o {——so+ +1 t=t,_,modg
L t£t,_, modgq.
Insbesondere ist s, <0 <sj auBer im Fall m=¢t=1, wo s;=1, s;“ =0.
Zusammenfassend erhalten wir:

Satz 7: Der Vekiorraum V (1), t>1, wird erzeugt von den Derivationen

L0 Ly 10 s <s<sr .

st —

W ED D 5 WD 57

§ 6. Berechnung von 7
Wir betrachten nun gemaf §4 die durch y(0)=[0xz], e=1,...,¢,
definierten Abbildungen
12 VO - H (%, 0)
und bestimmen
Ut)= N ker yx,.
e=1

Fiir e= 1 ergibt sich mit 0= ¢ 0, d = 0, p» sofort

——ax o (=1)
1 2 W 2m+1 KO- am k)~ 2m ()~ 2m+1 ’

wobei j(s)=7(s, ), k(s) =k(s, t) und

sf =ef () =max {seZ:k(s)>2m} =5, (t — 2) <sp,

s; =s; () =min {seZ:j(s)< 2m} = —s; Zs,.
Der Bereich —s} <s<s; ist genau dann nicht leer, wenn st (t—2)>0,
d.h. wenn t> 2. Aus der obigen Formel liest man unmittelbar ab, daB3
0x,~0 genau dann gilt, wenn ¢,—(—1)% =0 ist fir j(r)—2m+1
= k(s) — 2m. Wir erhalten somit die erste Bedingung:

e, —(—1)e,=0, r4+5=0, —s <s<s .

Fire=2, ..., e—1 ergibt die entsprechende Rechnung

+
€

(mte + qse) Cs+s8 + ("_ 1)t8 ?’a Cs—s

+ um(t-ta)+qs ,Um(t—rz)—qs

— (.__ 1)‘ 2 recs—sa + (— l)te ('m’ta + qse) cs+se

+ um(t—ta)—qs ,U"‘(""’e)"“ls
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mit
88+ = 8: (t) = 80+(t - ta)'

Damit braucht nur > ¢, betrachtet zu werden, und man erhélt als Be-
dingungen

(,’nta + qsc) (cr+s¢ - (_ 1)t+tzcs+se) - (_ l)tre (cs—sg - (— l)t-HBcr—se) =0

fiir r+s8=0, —s <s<s;.
SchlieBlich folgt
8+
1 0 —1)i*e
— oz~ D — _ (=1
2qm uJ(s) 2qm+1 ,vk(s) uk(s) ,vj(s)-2qm+1
8= —385 +2m
und damit
6, — (= 1)" e, =0, r+s=2m, —s 5 +2m<s<s,.
Auch hier ist — s + 2m <s <s,” nur moglich, wenn ¢>g¢=1¢,. — Somit
haben wir

Satz 8. U () besteht aus den Derivationen

30+(t)
= 2 by,
s=sq ()

deren Koeffizienten den folgenden Relationen geniigen:

(I, 5) s —(—1e,=0, 0<s<s; (8), t>2,
(Iz, s) (mts + qse) (cs+sg - (—' 1)t+tec—s+s£)
- (_ l)tra(c—s—sa - (_' 1)t+tecs"se) = 0’
0<s<s)(t), t>t, e=2, ...,e—1,
(., Cmis— (— 1), =0, 0<s<s,(t)—m, t>q.
Wir wollen die Wirkungsweise dieses Satzes zunichst an dem einfachsten

Fall e = 3 testen. Schon hier zeigen sich die prinzipiellen Schwierigkeiten,
die sich bei konkreten Rechnungen ergeben.

Satz 9. 77 besitzt im Fall m =1, ¢ >2 die Basis
ao,zv t=1,...,¢ a1,q+2 +(—1)7(2¢ + 1)6—1,q+2

0a, 0940+ (— 1)%0p 2042+ (49 + 1) 03 2542
Insbesondere gilt dim T'=q+ 2=1r.
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Beweis: Wie man sich sofort iiberlegt, sieht die Verteilung der s:',
¢=1,2,3 und s, wie folgt aus (hierbei ist « >0 und negative Eintriige
in der Tabelle sind fortzulassen):

t ag+1 ag+ 2 og+3 | ... (@+1)g—1 | (a+1)g
sF a % o a b
5 —a+1 —-a —-a —a -
st a-1| a—1 a o o
sF a—2} a—1 a—1 a—-1 a—1
sF a—-1| a—-1 a—1 a—1 a—1

V (1) ist leer. Fiir ¢ = 2 hat man keine Bedingungen und damit die erste
unabhéngige Losung 8, 5. Im Bereich 3 <t<2q gibt es bei geradem ¢
keine Bedingung an ¢, Dies liefert die anderen Derivationen ¢, ,,
1=2,...,¢, die zwischen 3 und ¢ auch die einzigen Losungen sind. Fir
t=g+ 1 ergibt sich sofort ¢; =0 aus I . Bei {=¢+ 2 gibt es nur eine
Relation zwischen ¢, und c_,, ndmlich die aus I, , stammende

(24 + 1)y = (= 1)¥e_y.
Im Bereich g+ 3 <t <2q ist jeweils eine von den beiden Gleichungen
I, 4 oder I, ,nichttrivial und liefert zusammen mit I, , sofort ¢;=c_;=0.
Man sieht leicht, daBl alle anderen Gleichungssysteme nur die triviale
Losung besitzen mit Ausnahme des Falles o =2, ¢ =2g+ 2. Hier lautet
das System

¢g—¢.1=0
2+ 1) (& + (= ey — (o1 + (— 1)fe_;) =0
29+ 1) (ca+ (— 1)qco) - (C—z + (= 1)’100) =0
¢ —(—1)¢; =0
eg— (— 1)¢g=0.

Hieraus ergibt sich unmittelbar ¢, =c_; =0 und

¢o=(—1)%c; c_g=(4g+ 1)cs

Damit ist auch die letzte Losung nachgewiesen, q.e.d.

Fiir die abschlieBenden Uberlegungen konnen wir e >4 voraussetzen.
Wir bemerken, daB dann V(1) (0) ist, die Bedingungen in Satz 8 fiir
t=1 aber leer sind. Folglich ist stets dim 7 >1; mit anderen Worten:
Die Diedersingularititen sind nicht starr. Dies ist ein Spezialfall der all-
gemeinen Aussage fiir beliebige rationale Singularititen, die von ArRTIN [1]
bewiesen wurde.



Diedersingularititen 225

Um Satz 8 fiir die Berechnung der 7" tatsichlich verwenden zu kén-
nen, bendtigen wir noch eine a-priori-Abschétzung fiir das Verschwinden
der U (t). Wir zeigen

Satz 10. Es sei t, =max {t: 8} (t)<m}. Dann gilt U(t)=(0) fir alle
t> ty,. Insbesondere ist

t.
™=@ Ut).
t=1

Beweis: Fiir t>1, ist s; (t) >m. t,=a,>2 impliziert sofort s} (¢) <
<&t (t); ebenso folgt mit £,>12;, daB sf (1) <s} (). Es sei nun 1<s<
87 (t)— 1 (dieser Bereich ist nicht leer, da m >2 ist). Dann gilt

A 1)t"—(s+1) =¢y— (= 1)e_g4y;=0
und damit aufgrund der zweiten und dritten Gleichung
(mtz + 98, — r:) (cs+1 - (_ 1)t+ttc—s+1) = 0’ £ = 2! 3.
Wegen mt,+ ¢qs,—r,=2¢s,+0 und #;=1t,—1 ergibt sich daraus ¢,, ;=

=C_4+1=0.
Beriicksichtigt man nochmals die erste Gleichung, so erhilt man

6, =0, —s3 () <s<s3 (0).

Man sieht leicht ein, da8 die ¢, fiir ¢ >3 monoton steigen und daB iiber-
dies ¢, < g und damit auch ¢, <q erfiillt ist. Dies hat s (¢) <s; (t) + m zur
Folge, was wiederum zusammen mit der Gleichung

Cm+s = (_ 1)t+qcm—s =0

das Verschwinden aller ¢, mit s > — 87 (t) nach sich zieht. Indem man nun
die zweite Gleichung fiir ¢=3 schrittweise anwendet, erweitert man
diesen Bereich auf s > — s (f). Beachtet man nun noch s () <s] (t)
und die wegen mf,_, —gs,_,=r,., =1 giiltige Gleichheit

Sgy=max{s:mt—gqs>mb,_;=1+¢s,_,}

=—g,+max{s:mt—gs>1} = —s,_, — 5,
so ergibt sich die Behauptung aus der zweiten Gleichung fiir e=¢—1,
g.e.d.
Beispiel 6. Fiir die Singularitat
-2
& -3 -2

L

15
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gilt dim 7" = 5. Es ist ndmlich (n, m, ¢) = (5, 3, 2) und damit

7,
8,

t .

CHIN
o O

1
1
1

Man errechnet s; (t) sukzessive zu 1, 2, 4, 5, 7. Wegen s (5)=s] (56— 2) =
=4>m braucht man nur ¢ von 1 bis 4 zu betrachten. Weiter ist s,
gleich 0, —2, —3, — 5 fiir diese Werte von ¢{. Wir haben also ein Glei-
chungssystem mit 26 Unbekannten zu losen. Da man fiir { =1 keine Be-
dingungen hat, ergeben sich 2 frei Parameter. Fiir =2 lautet das Glei-
chungssystem

561 - C_l = 0
5(cag+ o) = (c_g+¢) =0.

Dies gibt weitere 5 — 2 = 3 Parameter. Fiir ¢ = 3 ergeben sich die folgenden
Gleichungen

Cg+cg=0 8c;+e)+4lc_y+c_)=0 c3+e¢3=0
G tc.i1=0 8lcg+e)+4(c_yg+¢)=0 cy+c=0
Blea=co)+(cog—c)=0 Blez—cy)+(c3—6¢)=0,

die nur die triviale Losung besitzen. Das gleiche gilt im Fall ¢ = 4. Damit
ist die Dimensionsbehauptung bewiesen. Man konnte auBerdem ohne
Schwierigkeiten eine Basis von 7T anschreiben.

In allen von uns berechneten Féllen ergab sich fiir ¢ >4 die folgende
einfache Formel

e—1
dimT' = )Y a,
e=2

Sie ist gleichbedeutend mit

dim 7" =} (b,~1)+(e~4), b=b=2
e=1
und stimmt daher mit dem Ergebnis fiir die zyklischen Quotienten [6]
iiberein. Den Beweis und die notwendige Interpretation dieser Formel
werden wir in einer weiteren Arbeit erbringen.

Zusatz bei der Korrektur: Der Beweis der oben angegebenen Formel erschien
mittlerweile in der Arbeit ,,Infinitesimale Deformationen von Diedersingularitatens,
manuscripta math. 20, 377—400 (1977).
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