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INFINITESIMALE DEFORMATIONEN 

VON DIEDERSINGULARITXTEN 

Kurt Behnke und Oswald Riemenschneider 

Denote by T I the vector space of infinitesimal defor- 

mations of a dihedral singularity of type Dn, q. Using 

Pinkham's method for quotient surface singularities we 

prove a formula for dim T I. 

O. Einleitung 

Es bezeichne ~k stets eine k-re primitive Einheits- 

wurzel. FHr natGrliches m und q seien ~m' ~q bzw. 

n ~GL(2,C) die dutch 

O} [ qO Ib [0 i] 
~2m ~2q ~4 

repr~sentierten Abbildungen, Sind m und q teilerfremd 

und gilt q~2, so erzeugen ~m' ~q und n (fHr ungerades m) 

bzw. ~2m ~ n und ~q (fHr gerades m) eine Gruppe der Ord- 

nung 4mq in GL(2,C), die wit mit Gn,q, n=m+q, bezeichnen 

(vgl. [2]). F~r m=| ist dies die bin~re Diedergruppe der 

Ordnung 4q. Der Quotient von C 2 nach der natHrlichen 
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2 BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 

Aktion yon G besitzt genau eine normale komplex- 
n,q 

analytische Singularit~t: die D~edersinsularit~t (vom Typ) 

Dn, q. Sie wird nach Brieskorn [3] charakterisiert dutch den 

dualen Graphen ihrer minimalen Aufl8sung, der die folgende 

Gestalt hat: 

-b I 

~ _ _ ~  b4, 

-b 
2 

-b 
r 

, bo)2 , r)4, e=PI(C ) . 

Hierbei ist bl=b2=2, und die bo, 0)3, gewinnt man aus der 

Hirzebruch-Jungschen Kettenbruchentwieklung fur n/q: 

- -  - S b 4  - . . .  . 
q 

Von der entsprechenden Entwicklung 

(2) n=a2-l_~ 3- ...-][ae_l, ae.>2, ~=2 ..... e-I 

kann man alle Gr~Ben ablesen, die zur Aufstellung der defi- 

nierenden Gleichungen der Singularit~t D nStig sind 
n,q 

(vgl. [2], [lO]). Insbesondere ist e die Einbettungsdimen- 

sion von D . Die Situation ist also vSllig analog zu der- 
n,q 

jenigen bei den zyklischen Quotienten [9]. 

Das Ziel dieser Arbait ist die Berechnung des Vektor- 

1 
raums T der infinitesimalen Deformationen von D Mit 

n,q" 

Hilfe der Pinkham'sehen Methode [8] wurde dieses Problem 

in [2] auf die L~sung eines homogenen linearen Gleichungs- 

378 



BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 3 

< 

systems reduziert. Die in der vorliegenden Arbeit durch- 

gefGhrte Analyse des Systems erbringt die Formel 

(3) dim T 
"Ne-1 f 1 , e=3 

1 
, i 

~=2 0 , e~4 

I 
und liefert [iberdies eine Basis fHr T . Benutzt man die 

in [9] skizzierten Zusammenh~nge der b 0 mit den a 

l~Bt sich die Gleichung (3) auch in der Form 

) SO 

' I i , alle b =2 dim T I - (2bp-3)= P ' 
'=1 - , sonst, 

schreiben. Eine Vereinfaehung dieser Formel erh~It man, 

wenn man folgendes beaehtet: Erstens ist 

(4) 

r 

e =~, (bo-2) + 3 ; 

0=I 

und zweitens folgt (wie in [5] oder [II]) fGr 

~I=HI(~,@~), den Vektorraum der infinitesimalen Defor- 

mationen einer (streng pseudokonvexen) minimalen AuflSsung 

der Singularit~t D , aus der Tatsache, dab die D 
n,q n,q 

"taut" sind (vgl. zu diesem Begriff [7]), dab ~I isomorph 

ist zu 

r 

H l(Cp,Np) , 

p=l 
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4 BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 

wobei C0mF 1 die 0-re Komponente der exzeptionellen Menge 

in ~ und N O ihr NormalenbUndel bezeichnet. Wegen 

I 
dim H (C0,N0)=b0-1 ergibt sich hieraus sofort 

r 

, (b0_ (5) dim ~I = I) , 
l 

0=1 

und die Formel (3) erhglt die Gestalt 

(6) dim T 
I _ dim ~I = ~ O , effi3,4, 

L e-4 , e~5 

in v8lliger Ubereinstimmung mit dem Fall der zyklischen 

Quotienten. Die naheliegende Vermutung, da~ diese Formel 

fGr jede rationale Singularitgt gGltig ist ([I0], 

Correction), ist jedoch falsch: Nach einer brieflichen 

Mitteilung von J. Wahl muB fGr 

-3 

~-2 -3 

_3J 
das Gleichheitszeichen in (6) dutch ein >-Zeichen ersetzt 

werden. 

In Verallgemeinerung der Brieskornschen Konstruktion 

[4] wurde yon mehreren Autoren vermutet, dab die Artin- 

komponente der simultan auflSsbaren Deformationen einer 

rationalen Singularit~t (vgl. [I]) ein Quotient von ~I 
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BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 5 

nach einer gewissen, aus dem dualen Graphen ablesbaren 

Spiegelungsgruppe, mithin also glatt ist (zur genaueren 

Formulierung siehe [5] und [12]; einen wichtigen Beitrag 

zur LSsung dieser Frage verdankt man Wahl [II]). %hnlich 

wie in [9] sollte es nicht schwer sein, diese Vermutung 

fGr die Diedersingularit~ten mit Hilfe der expliziten 

Gleichungen zu verifizieren. Der Ausdruck dim ~I in (6) 

wgre dann zu identifizieren mit der Dimension des Unter- 

raumes derjenigen infinitesimalen Deformationen, die 

simultan aufgelSst werden kSnnen. 

An dieser Stelle mSchten wir Jonathan Wahl dafGr danken, 
dab er in starkem MaBe zu unserem Verst~ndnis der aus der 
Deformationstheorie rationaler Singularit~ten erwachsenden 
Problematik beigetragen hat. 

| .  Einige Aussagen Gber die Kettenbruchentwicklung (2) 

Wit setzen 

(7) A3=a3+l , As=a ~ , c#3, 

und 

(8) 

s2=l , s3=l , sE+I=A s -s _i, 3~g~e-l, 

t2=a2, t3=a2-1 , tg§ _i, 3~c~e-l, 

r =mt -qs , ~ =mt +qs g , 2~C~e. 

FGr diese GrSBen gilt (wie man aus [9] leicht ableitet): 

(9) r2=(a2+l)m-n>r3=a2m-n>...>re_l=l>re=O, 
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6 BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 

(I0) s2ffi1=s3<s4<...<Seffim , 

und mit b=max(b3,3): 

t2>t3=t2-1 , 

(11) t3<...<te=q 

t3=...=tb=l<tb+l<...<teffiq 

fGr b3=2 , d.h. a2)3 , 

fHr b3~3 , d.h. a2=2. 

Wir setzen weiter fHr natHrliches t 

(12) 

+ + 
s =s (t)=max{sa~:mt-qs>0} 
o o 

s =s (t)ffimin{se Z:mt+qs>l}. 
o o 

Nun gilt mte_l-qSe_1=re_l=1, und te_ 1 ist die kleinste 

natHrliche Zahl t, zu der es ein natHrliches s mit 

mt-qs=! gibt. Dies hat 

I 1 tmt mod q - + ) 
(13) So(t)+So(t)= e-I 

0 , t~te_ 1 mod q 

zur unmittelbaren Konsequenz. Insbesondere ist s ~O~s ~ 

+ffiO auBer im Fall m=t=1, wo s , s =I. 
o o 

W~hlen wit bei festem t~ nichtnegative ganze Zahlen 

TE, ~=b,...,e, so dab O~t-T tc-...Tete<tg fur alle 

g=b,...,e, so erhalten wir eine kanonische Darstellung 

(14) tffiTb-l+Tbtb +'''+Tete' O~Wb-1<tb " 

Grundlegend fHr den sp~teren Beweis ist 

LEMMA I. Schreibt man tc~ in der kanonischen Darstellung 

(14) , so gilt 
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BEHNKE - RIENENSCHNEIDER 7 

(15) s ; ( t ) f f i~  Tbsb+' ' "+Tese' (Tb-I . . . . .  Te-l)~(O) ' 

[ reSe -1 , ( r b _ l , . . . , r e _ l ) = ( O ) .  

BEWEIS. Wir fUhren zun~chst die folgenden Hilfsgr6~en ein: 

J2=O, J3=l, jE+lffia j -jc_I , 3~g~e-l, 
(16) 

klffil , k2=l , k +lffiack -k _i, 2~g~e-l, 

Offensichtlich gilt je=sc und k =t E fHr alle E~3. Man 

zeigt dann wie in [9] (Hilfssatz I und Aussage (*) auf 

p. 216): 

Ist.. jg<j<jg+l, ~3, und (r,k) die (eindeuti~ bestimmte) 

LSsun 8 der G leichung ' r+qjfmk mit O~r<m, s__o_o gilt 

J JE 
k~k , r~rg und -~-~ ~ , 

Hieraus folgt unmittelbar, dab der "Kegel" 

K m qf{(s,t)~2 , + : mt-qs>O} 

yon den Elementen (je,k), E=2,...,e, erzeugt wird. 

Ferner weist man leicht nach (loc. cit., Hilfssatz 2), dab 

je zwei Darstellungen 

e e 

~, cE (Jg 'kE) ffi > , ~g (JE 'kg) 

g=2 E=2 

unter alleiniger Benutzung der elementaren Umformungen 

( J e + l ' k e + l ) + ( J e - l ' k e - 1 ) f a e ( j e ' k e ) '  3.<e<.e-l, 

(17) 
( J ~ ' k 6 ) + ( J e ' k e ) f ( a ~ + l - l )  ( J6+l 'kS+l)+ 

+(a~+2-2) (J 6+2 'k~+2) +'" " +(ag-2-2) ( jg -2 ,kg-2)  + 

+(a~- l -1)  (Jg-I 'kg-1) ' 3~+1<c-1~e-I  
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8 BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 

ineinander GbergefHhrt werden kSnnen. 

Zum Beweis yon (15) kann man sich auf die Betrachtung 

der t mit t<t beschr~nken. Wit nehmen uns ein Paar 
e 

(s,t)~ K her, so dab s nicht maximal ist, und haben zu 
m,q 

zeigen, dab es keine Darstellung 

e-I 

(s,t) = ~, ce(js,k e) 

c=2 

gibt, fGr die t=~ cckg kanonisch ist. Aufgrund unserer 

Voraussetzung gibt es ein ~s>3, so dab (s,t)-(j~-l,k~) noch 

im Kegel K liegt. Man hat daher eine Darstellung 
m,q 

e-1 

(s,t) --~.~(j~,kc)+(a~_l-l) (J~-l'k6-1)+ 

g=2 

+(a~_2-2) (j ~_2,k~_2 )+.. .+ (a2-2) (J2,k2) �9 

Bei jeder elementaren Umformung treten unterhalb des 

hSchsten nichtverschwindenden Terms Faktoren auf, die 

grSBer oder gleich a -I sind. Dann kann die entsprechende 
E 

Darstellung von t abet nicht kanonisch sein, 

q.e.d. 

In dem zweiten Hilfssatz dieses Abschnitts machen wir 

eine analoge Aussage Gber die GrSBen 

(18) sg+(t) = s+(t-t ) o  ' t>t . 

LEMMA 2. FGr b~e~e gilt 
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BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 9 

I ~ j#T -] , t= Tjt ete 

j=e+l 
+T t e<e , i -I , t=t e e ' 

0 , sonst. 

BEWEIS. Offensichtlich ist s:(t)=s+(t)-Se , so dab wir uns 

auf s<e beschrgnken kSnnen. Kommt in der kanonischen Dar- 

stellung yon t das Element t g vor, so ist 

T-_.+T-t-+D I D D "" +(TE-I)tE+.. +T t die kanonische Dar- 
�9 "'~ e e  

stellung yon t-t . Mithin liefert Lemma l 

I s+(t)_ I t=te+Tet e. 
O 

+(t) 
sS +sE= s+(t) sonst. 

0 

Die zweite Aussage ist z.B. erf~llt, wenn te<t<tE+ l , 

Wir k~nnen daher im folgenden annehmen, dab T =0 und 
E 

t~t<t~+, mit b~E<~e (wobei te+ l formal gleieh ~ gesetzt 

werde). Es sind dann die beiden folgenden Fglle zu unter- 

scheiden: 

> ~ .+> r.t. , (20a) t=Tb_l + rjtj J J 
i 0 

j =b j =y 

(20b) 

8 

t--Tb_l + ~ Tjtj , 
j--y 

b~<<s<y<8, 

z<#O, Ty#O, 

b6E<y~8 Ty#O. 

Im ersten Fall beaehte man, dab ffir die kanonische Dar- 

stellung 

(21) t<+ty-tE=T~+it<+1+ . . .  +T#_ity_ ' 
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lO BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 

auch die entsprechende Relation fHr die s. gilt: 
3 

S +S --S =T v + < y e <+IS<+l "'" +T~-lsy-I 

Offensichtlich ist dann 

<-I 

t-te=Tb_l+ > 
i 

j=b 

y-I 

r!t. Tjtj+(TK-l)t<+ j J 
j=<+l 

6 

+(Ty-l)ty+ ~ T.t. 
�9 3 J 

j=y+l 

die kanonische Darstellung yon t-te, so da~ nach Lemma 1 

< - 1  y-I 

+(t)+se=~,Tjsj+(TK-I)sK+ ~ T!s.+s s 3 3 
j=b j=m+! 

+(~y-l)sy+ ~ zjs.j 

j=y+l 

+(t). = =. Tjsj=So 
j=b 

Im Fall der Darstellung (20b) w~hlen wit wie in (21) 

eine geeignete Zerlegung 

tb_l+ty=T~tb + . . .  +T#_ity_ 1 

' 1 in der wegen Abe3 auch T ~ I  ist. Wir schreiben mit TE~ , 

d a n n  

t=Tb- ! + (tb-tb- I ) + (T~- 1 ) t b 

+ ~ T!tj+(Ty-1)ty+ ~ T.tj 
j=b+l J j=y+l J 
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BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER II 

Im Fall b~4 ist tb_l=tb=l und Tb_l=0. Es folgt 

y-I 8 
+(t) -(T~-I) ~ T:Sj+(Ty-I) ~TjS S c +S c- Sb+ J sy+ j 

j =b+'l j=y+l 

--~ ,Tjsj+(Sb-l-Sb) 
j--y 

's+ (t) y=8=e 
O ~ 

s+(t)-I sonst. 

Im Fall b=3 ist tb-tb_l=-l, und es gilt daher f0r 

Tb_l~l entsprechend wie oben 

+ (t)+sc_- ~.s.+(Sb_ + sc 3 3 l-Sb)=So(t) " 
j--y 

Ist dagegen Tb_l=O, so erh~It man nach naheliegender 

Rechnung 

, o(t) , y=8=e, 
+ 

# ~ 2Sb)= sc(t)+s8 = . Tjs 3 l- 
j=y s+(t)-I sonst. 

O 

2. Was Pinkhams Methode liefert 

Es bezeichne ~ die Strukturgarbe des C 2 mit Koordi- 

naten u und v, und es sei V der unendlichdimensionale 

Vektorraum 

Gn,q 

387 



12 BEHNKE - RIEHENSCHNEIDER 

Dann l~Bt sieh T I nach Pinkham [8] als Untervektorraum 

yon V realisieren. In [2] wurde bewiesen: 

SATZ I. Der Vektorraum V besitzt eine natfirliche 

Graduierung 

oo 

V = O V(t), 

t= l  

wobei V(t) erzeugt wird yon den Derivationen 

(22) 

s , t  u m t + q s - l v m t - q s  ~u umt -qSvmt+qs -1  Dv ' 

So(t),<s~<s+(t) . 

SATZ 2. Der Untervektorraum U(t)=TI~v(t) wird erzeugt 

yon den Derivationen 

= > ,. ~S,t ' 
So(t) 

deren Koeffizienten den folsenden Gleichungen genfigen: 

(ll,s) Cs-(-l)tC-s =O' O~s~s~ (t)=s+(t-2)o , t>2, 

t+t 
(I ) ~ (es+ s -(-I) ~c )-(-1)tr (e - 

e,s e g -s+se e -(s+s ) 

t+t 
-(-I) e-(-s+s ) )=O, 

O~s~s~(t), t>t , e=2,...,e. 

BEMERKUNGEN. I. Offensichtlich zerf~llt dieses System bei 
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BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 13 

festem t in zwei Teilsysteme mit geraden bzw. ungeraden 

Indizes. 

2. Die Gleichungen (le,s) lassen sich wegen re=O , ~e~O 

erheblich einfacher schreiben: 

Cs+m-(-l)t+qc_s+m=O. 

3. Die Gleiehung II, ~ ist trivial erfHllt fHr t~O mod 2, 

ebenso die Gleichung I , ~ fHr t~t~ mod 2, e=2,...,e. 

4. In [2] wurde eine a-priori-Schranke t~ mit U(t)=(O) 

f~r alle t>t, angegeben. Diese kann jedoch i.a. erheb- 

lich verbessert werden, wie die im 3. Abschnitt erzielten 

Resultate zeigen. 

3. Analyse des Gleiehungssystems 

A. Der Fall b3>~3 

Hierbei ist b=b3~3 , a2=a3= ... =ab_l=2, abe3 , s2=s3=l , 

s4=2,...,Sb=b-2 und t2=2 , t3= ... =tb=l , tb+l=ab-l. 

Wir untersuchen im folgenden zun~ehst den Bereich 

l<~t<~tb+l+l=ab und schreiben dazu die Verteilung der in Frage 

+ 
kommenden s a u f ,  w o b e i  w i r  z u r  Abk~i rzung  B=b-2  s e t z e n :  

+ 
s o 

+ § 
SlfS 2 
+ + 

s3= ...=% 
+ 

Sb+ 1 

B 2B 

a b - 2  

3B . . .  ( a b - 2 ) B  

B ... (ab-4) B 

2~ . . . (ab-3) 

a b - I  a b 

( a b - 1 )  [3+ 1 ab[~+ 1 

( a b - 3 )  

( a b - 2 )  B 

( a b - 2 )  ~ 
( a b - I ) ~ + l  
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14 BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 

tffil. Es gibt keine Bedingungen. Also ist U(1)=V(1). 

t=2. Das Gleichungssystem lautet ausgeschrieben 

(23) 

wobei 

(24) 

~ j ( e j + s + C j _ s ) - p j ( e _ ( j + s ) + e _ ( j _ s ) )  =0 , 

O~sgB, l~ jgB,  

•m-qj , ~j =m+qj . Pj 

FHr dlese Koeffizienten berechnet man leicht 

Pk~j-pj~k=2mq (j-k) , 

(25) 0k0j-0j0k=-2mq(j+k), 

(j+l)pj+l-JPj=02j+l, etc. 

Betrachten wit zun~chst das Teilsystem mit ungeradem 

j+s. Wir nehmen die speziellen Werte (j,s)=(k,k-l), 

k=l,...,B und (j,s)=(k-l,k), k=2,...,~, und erhalten 

die Gleichungen 

(26) ~ lCl-OlC_l=O 

~k(C2k_l+Cl)-0k(C_2k+l+C_l )=O 
(27) 

~k_ l (C2k_ l+C_ l ) -Pk_ l (C_2k+ l+Cl  )=0,  

k f f i 2 , . . . , B .  Aus (26) f o l g t  e l = P l e  und C_l=~lc mi t  be -  

liebigem e E C. Mit Hilfe der Relationen (25) folgt aus 

(27) dann sofort 

(28) C2k_1ffiP2k_iC, C_2k+1=~2k_|C, k=1 .... ,B. 
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BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 15 

Es ist jetzt leicht zu sehen, dab (28) tatsgchlich 

alle Gleichungen 18st. Ist z.B. j+s=2k-l, j>s, so ist 

j-s=2(j-k+l)-l, und es ergibt sieh (wobei wir ohne Ein- 

schrgnkung c=l setzen) 

~j(Cj+s+Cj_ s)-0j (e +e ) (j+s) -(j-s) 

=~j (02k-1+02(j-k+l)-1)-Do (~2k-1+~2(j-k+l)-1) 

=2~j pj-mPj~j=O. 

Im geraden Fall erh~it man ebenso einfach die LGsungen 

02k ~2k 
C2k = m Co ' C-2k = m Co ' k=l'''''B-l' 

(29) 
PB 2q~ c 

c2~=~-~5 c-2- ~$ O 

Der LSsungsraum des Systems (23) hat also die Dimension 3. 

3~t~ab-l. Die Gleichungen 11,2, 12, I und 13, I lauten 

c2-(-|)tc_2=0 

r2(c2 -(-l)tco)-(-1)tr2(c-2 -(-l)tco)=O 

~3 (c2+ (- I ) tCo) - (- ! ) tr 3 (c_2+ (-I) tCo) =0, 

woraus sofort c2=c_2=Co=0 folgt. Entsprechend ergibt sich 

Cl=C i=0 aus 11, I und 12 oder 13 . Durch weitere An- 
- ,0 ,0 

wendung von 12, s und 13, s erh~It man Co=C•177 

...=c• und eine Relation zwischen cB(t_2)+2 

und c_~(t_2)_ 2. Durch naheliegende Verwendung der Gleichun- 

gen I , g~3, folgt das Verschwinden aller e mit ~)s s 
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16 BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 

Isl~St-l, und es ergibt sich aus Ib,8(t_l) die Beziehung 

(30) ~be~t-(-l)trbc_~t=O , 

so dab 

(31) t ~ 
c~t=rb, e_St=(-l) rb, Cs=O sonst 

eine unabh~ngige LSsung ist. Diese erzeugt dann auch den 

LSsungsraum auBer im Fall t=ab-l=tb+ I, wo 8t=s+(t)-lo 

ist, so dab dort c undc (bzw. c allein im Fall 
S -S S 

tb+|=te-| ),s=s+(t)'O noch beliebig gew~hlt werden kSnnen. 

t~a b. Genau wie in dem vorangehenden Fall sieht man ein, 

dab die folgende Aussage riehtig ist: 

(~) Ist ~ die grSBte natfirliche Zahl, so dab c~ in zwei 

verschiedenen Gleichungen vorkommt, so gilt 

Co=C• = ... =c• 

Wir betrachten nun den Bereich te<t<te+ 1 mit b<E<e. 

+ s+(t) Wegen Lemma 2 kommt in le, s f[ir s=sE(t) der Index o 

vor. Gilt dies auch f[ir ein le_l,s, so ist U(t)=(O). Da 

dies wiederum nach Lemma 2 gleichbedeutend mit t@T t 
E E 

+ s+(t)_! ist und fiir t=Tet E die Beziehung Sc_l(t)+Se_l = o 

gilt, ist im anderen Fall ~--So+(t)-1, und es besteht die 

Relation 

(32) ~Ee~+l- (-l)trEe _(C;+I)=O . 

Somit ist dim U(t)=l, t=TetE, 2~TE~aE-I. 
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BEHNKE - RIEMENSCHNEIDER 17 

FGr trite+l, e + l < e ,  ist nach Lemma 2 O=So(t)-l, und 

die Indizes • kommen im System nicht vor. Dies 

liefert jeweils zwei, bei e+1fe-! wegen (13) jedoch nur 

eine weitere LSsungsdimension. 

�9 Ist tffiT t , so ist +(t) und SehlieBlich sei t~t e e e ~ 

+ 
damit U(t)ffi(O). Im anderen Fall ist o=s (t)-l. 

O 

Die Gleichung le,o+]_ m liefert dann 

c0+ ] =c (0+ l -m)  +m = ( -  1) t + q c _  (0+ 1 -m) +m =0 

Ist t~te_ I mod q, so ist damit U(t) sehon als trivial 

erkannt. Gilt diese Kongruenz nicht, so ist jedoch nach 

Lemma 2 s + s+(t) Die Gleichung I e-I (t)+Se-l= o ' e-l,Se_ I 

macht dann auch e_(o+l) zu Null, was wiederum U(t)=(O) 

nach sich zieht. 

Indem wit die auf diese Weise gefundenen Dimensionen 

addieren, erhalten wir in der Tat die gewfinschte Formel: 

e-I 

dim T l = ( 2 ~ + l ) + 3 + ( a b - 3 ) +  a -1 

E=b+ 1" 

b - I  e - I  

= ~ " ~ , (  a e+l)+(~ae-l) 

effi2 efb 

e-1 

D ~ 
e=2 

Die gesammelten Informationen Hber die Basis von T I 
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fassen wit im folgenden Satz zusammen: 

SATZ 3. Ist 8=b-2)I, so besitzt T ] die folgende Basis: 

~---~ ('P2s_13_2S+I ,2+P2s_132S_I ,2 ) , 
s=l 

8-I 

, (~2s3-2s,2+O2s~2s,2)-m(3-21B,2+32~,2) , 
s=l 

rb3 28 +rb328 - ,2 ,2 ' 

trb~t, rb~_St t+(-I) , t=3, .. ab-| , t ' ' ' 

s~tg p s=~s~(t ) , c=b+l,...,e-l, 

Tt 
-S,Ttg E s,Tt E 

+ 

S=So(Tt ~ ) 

c=b+l , . . . ,e-1 ,  
T=2,...,ae-I 

Hierbei ist der in der ersten oder sechsten Gruppe auf- 

tretende Ausdruck 3s, t mit t=te_ 1 und s=-s~(te_l) fort- 

zulassen. 

B. Der Fall b3=2 

Ist hierbei zus~tzlich b4=...=br=2, d.h. e=3, so gilt 

a2=r-I und q=r-2. Bekanntlich ist dim Tl=r=q+2=a2+1, wie 

in (3) behauptet wird. Eine Basis wurde schon in [2] be- 
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rechnet: 

SATZ 4. T besitzt im Fall m=l, q~2 die Basis 

t=l q , o,2t ' ' "''' 

~l,q+2+(-l)q(2q+l)3_l,q+2 

82,2q+2+(-I) q8 (4q+I)8_ 2 o,2q+2 + ,2q+2 

Wir kSnnen daher im folgenden e~4 voraussetzen. Es 

ist dann b=3, t2=a2~3 , t3=a2-1 und t4=(a3+l)(a2-1)-a2 = 

a3(a2-1)-l. Wir untersuchen zuerst den Bereich l~t~t4+l , 

den wit in a 3 Abschnitte der Lgnge a2-1 zerlegen. Die 

Verteilung der s+(t), e=O,I,2,3, sieht wie folgt aus: 
g 

t 

+ 
s 0 

0 
+ 

s 1 

t i 

+ 
s 1 

0 

+ 
s 0 

I 
+ 

s 2 
+ 

s 3 0 

Q I �9 

@ Q I 

a 2 - 2  a 2 - 1  

0 1 

0 0 

! 1 

1 1 

0 0 

0 0 

I Q I 

I Q m 

Q @ Q 

g W 9 

2 a 2 - 3  2 ( a 2 - t )  

1 2 

1 1 

0 0 

0 1 

und fHr 2~a3-I , a3>3: 
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t ~t3+l Gt3+2 
+ 

s C~ c~ 
o 
+ 

s cz- I  o, 
1 
+ 

s 2 c~-I c~-I 

+ 
s 3 ~ - I  ~ - I  

@ Q l 

I Q Q 

i i I 

@ J J 

( a + l ) t 3 - 1  (~+l)t 3 

c~ c~+l 

C~ C~ 

c~-l a - I  

~-I 

+ 
Hierbei ist der Wert von So(t ) ftlr t=t4=a3t3-1 tats~ich- 

lich um 1 hSher als in der Tabelle angegeben. 

FHr t=I,2 und 3~t~2(a2-1) , t gerade, gibt es keine 

Bedingung an e o. Dies fHhrt zu a2-I unabh~ngigen LSsungs- 

vektoren 3o,t. Entsprechend gibt es fHr t=a2-1 keine Be- 

dingungen an c• , w~hrend fHr t=a 2 eine einzige nieht- 

triviale Relation 

a 2 (33) ~3el-(- l )  r3c_l=O 

besteht. Ist t~a2+l , so ist eine der beiden Gleichungen 

12, o und 13,o nichttrivial, und zusammen mit Ii, 1 ergibt 

sich sofort e• FHr t=2(a2-1 ) ist die einzige zwisehen 

den Koeffizienten mit geraden Indizes bestehende Relation 

die von 13, I stammende 

a2 a 2 
(34) r3(c2+(-I) Co)-r3 (c_2+(-I) eo)=O 

In dem Bereich ~t3+l~t~(~+l)t3-1 , ~2, gibt es offensicht- 
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lich nur die triviale LSsung auger fGr t=t4, wo zwei 

weitere LSsungen auftreten. Schlieglich ergibt sich 

fGr t=(~+l)t 3 sofort ej=O, Ij]~G, und aus 13, G folgt 

(~+l)t 3 
(35) ~(a+l)t3c +i-(-I) r(~+l)t3c_(~+|)=O. 

Dies ist die einzige Relation auger im Fall ~=a3-1 , 

d.h. t=t4+l, wo zus~tzlich 14,o nichttrivial ist und 

damit c• zu Null macht. 

Ist allgemeiner tg<t<.tE+l, Effi4,...,e-l, oder te<t , 

§ 
und Gberdies s~(t)>O, so kann man wie im Abschnitt A 

mit Hilfe der Aussage (~) argumentieren und finder je- 

weils eine LSsung an den Stellen T rE, 2<.T <,aE-I , 

E=4,...,e-l, zwei LSsungen an den Stellen tE+l, 

4<~<e-l, und eine LSsung fGr t 
e-|" 

Insgesamt haben wir damit 

e - I  e - I  

}'  T, (a2-1)+2+l+2+2+(a3-3)+(a4-2)+ , a -I-- a 

g=5 ~=2 

LSsungsdimensionen gefunden. Wir brauchen also nur noch 

zu zeigen, dag U(t)ffi(O) gilt falls s+(t) fGr ein Emit 
' E 

4~E~e und t>t4+l verschwindet. HierfNr genGgt wegen (~) 

der Nachweis der folgenden Aussage: 
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+ 
F[ir jedes t>t4+] und jedes g,>4 mit sg(t)=0 bestehen 

--s+(t) d i e  G l e i c h u n g e n  s + ( t ) + s E _ 2 = S : _ l ( t ) + S ~ _ l  o E - 2  " 

BEWEIS. Es ist s:(t)=O genau dann, wenn 0<t-tg<a2-1=t 3 . 

Die kanonische Darstellung von t ist also vonder Ge- 

stalt t=T2+tg, O<T2<t 3. Ist e~5, so folgen beide 

Gleichungen aus Lemma 2. FGr c=4 ist dies zumindest 

noch f~r die rechte Identit~t richtig. Aus s~(t)=s~(t-l) 

und s2=s3=l folgt aber auch die linke fHr t>t4+l , 

q.e.d. 

Zusammenfassend ergibt sich 

SATZ 5. Ist b3=2 , so besltzt T | die Basis 

~o,t' t=|' 2T, T=l,...,a2-2 , 

-|,a2-|' l,a2-1' 
a 2 

~3~-i,a2 +(-I) r3~l,a2, ~3~-2,2(a2-1)+r3~2,2(a2-1) ' 

a 2 
8-2,2(a2-I)-(-I) ~ ~2 ' o,2(a2-I) + ,2(a2-I) 

Tt 
~Tt3~ +(-I) 3r ~T ' T=3 .... 'a3-1' -T,Tt 3 Tt 3 ,Tt 3 

+ 
8s,t ' s=+So(t~) ' 

Tt 
~ +(-l) ~r 

g -s,Tt g ~ S,Ttg' 

e=4,...,e-l, 

s+(~t ), ~=4 ..... e-l, S= O 

T=2,...,aE-1. 

Hierbei ist wieder der in der zweiten oder sechsten 
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G__ruppe auftretende Ausdruck 

+ 

s = - S o ( t e _ l )  f o r t z u l a s s e n .  

mit t=t und 
s,t e-I 
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