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BEMERKUNGEN ZUR DEFORMATIONSTHEORIE 

NICHTRATIONALER SINGULARIT~TEN 

Oswald Riemenschneider 

Let ~:Z--~ S be a l-convex holomorphic mapping between 
complex spaces Z resp. S, and let ~=~o ~ be the blowing- 
down factorization of ~over S. We prove in part I of the 
present note: The fiber n-1(s~ over a point soeS is the 
Remmert quotient of ~-1 (s o )if and only if every holomorphic 
function on ~-i (so)(defined in a neighborhood of the 
exceptional subvariety of that fiber) can be extended 
holomorphically to Z. This is true, for instance, in the 

. I ~ -I ~ -I case:~ flat, S reduced at Soand dlm H (~ (s), ~(~ (s)) 
=const for all s~ S. In part 2, we use this result to 
obtain the following: For any Riemann surface R with 
genus g>~2 there exists a 2-dimensional normal complex 
analytic singularity X such that the minimal resolution 
X of X contains R as exceptional subvariety, and X has a 
deformation over the unit disc S={ Is I<I} which can not be 
blown down to a deformation of X. 

O. Einleitun~ 

Es sei im folgenden (X,Xo) eine normale isolierte 

komplex-analytische Sinqularit~t und X )x eine Aufl~sung. 

Wir nehmen ohne Einschr~nkung an, dab X steinsch und 

damit streng pseudokonvex ist. Es sei ferner ~:Z--~S eine 

Deformation von X=~-1(s~)=~ , ~S fest. Dann interes- 

siert die Frage: 

Wann l~Bt sich ~ zu einer Deformation ~:Z ~S yon 

X=~-1(So)=Z zusammenblasen ? 

In [31 wurde gezeigt, dab dies m6glich ist unter den 

Voraussetzungen HI (~, ~)=O und S hinreichend klein, also 

im Falle dim X=2 f~r rationale Singularit~ten. Entschei- 
x o 

dend war beim Beweis die Konstanz yon dim H (Z s, ~ ) in 
S 

der N~he yon so, die sich aus den Halbstetigkeitss~tzen 

f~r 1-konvexe holomorphe Abbildungen [2] ergibt. Setzt 
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2 RIEMENSCHNEIDER 

man nun im Fall Hl(X,@q)+O die Konstanz von 

dim HI(Zs, ~ ),seS, voraus, so lassen die Methoden von 

[2] ebenfallsSden SchluB zu, dab ~(bei reduziertem S) zu 

einer Deformation von X zusammengeblasen werden kann 

(Satz 2). Dies ist das komplex-analytische Analogon zu 

einem algebraischen Satz yon J.Wahl. 

Durch Verkleinerung von Z und S kann man immer errei- 

chen, dab ~ eine 1-konvexe holomorphe Abbildung mit Aus- 

sch~pfungsfunktion ~ und S steinsch ist (vgl.[3], proof 

of Theorem 19 zur T~eorie der 1-konvexen holomorphen Ab- 

bildungen vgl.[1] oder [4]).~ l~Bt sich dann folgendermaBen 

faktorisieren: 

Hierbei ist$ eigentlich und biholomorph auBerhalb der 

Vereinigung E aller maximalen kompakten analytischen Teil- 

mengen EsCZs,S~S,~ ist steinsch und ~lq(E) ist endlich. 

Insbesondere ist ~ holomorph-konvex, und Z ist der Remmert- 

Quotient yon Z, d.h. ~z=R~ Wir setzen im folgenden vor. 

aus, dab wir uns stets in dieser kon~nutativen Dreiecks- 

situation befinden. 

Die oben aufgeworfene 9rage reduziert sich dann auf 

das problem, wann die Faser Z der Remmert-Quotient yon 

Zso ist. Sie wird damit vollst~ndig beantwortet durch 

SATZ ~. In der o bi@en Situation sind die beiden fq!genden 

Aussa~en f~r einen Punkt ~e S ~quivalent: 

(a) Z~ ist d er R~.mm~rt-wu~tient yon ~ 

(b) Di__~e Restriktions~ildun~ rs ,0~) ~F(Esa,~ ~ ) ist 

sur~ektiv, s~ 

Der Beweis von Satz I wird ebenso wie der des schon 

welter oben zitierten Satzes 2 im 1.Abschnitt gefOhrt. 

Im 2.Abschnitt konstruieren wir zu jeder Riemannschen 
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Fl~che R vom Geschlecht g)2 eine 1-konvexe Abbildung 

~:Z--~S={se~:isl<1} mit Eo~R, f~r die die Bedingung (b) aus 

Satz I nicht erfOllt ist.~ kann somit nicht zu einer Defor- 

mation der 2-dimensionalen normalen Singularitat (X,x~) zu- 

sammengeblasen werden, die durch Kontraktion von E o in 

X=~-I(O) entsteht. 

I. Beweis der S~tze I und 2. 

BEWEIS VON SATZ I. (a)~(b). Es sei fEF(Es,O ~ )~ dann 

gibt es stets eine streng pseudokonvexe Umgebung Uso von 

Eso in Zso, so dab f a~Uso, ~Zs~ )" Ferner gibt es eine 

steinsche Umgebung V=V(So)CS und eine offene Menge 

UcW-~V), s.d. Um~so=Usound ~Iu:u--~V 1-konvex ist. Diese 

uberlegung zeigt, dab es genGgt, start (b) die folgende 

Aussage zu beweisen: 

(b') Die Restriktionsabbildung F (Z,@~)--~ F (Zs, O~s) ist 

sur j ektiv. 

Da Z s der Remmert-Quotient von Zs ist, gibt es zu f E 

F ( so ,~9~ ) eine holomorphe Funktion gaF (Zso ,~9 Z )mit 

f=gOGs~ ,so ,~So=~IZso . Nun ist Z steinsch, und S~folge- 

dessen kann g holomorph zu einer Funktion gaF(Z,~z)fort- 

gesetzt werden. ~=~o~P(Z,(9~) ist dann eine Fortsetzung 

yon f. 

(b)---> {a). Die kanonische Abbildung ~Z ~ R~ ~ ist 
injektiv, ' " o da dxe Abblldun 9 o s auBerhal~der niederdimen- 

O 

sionalen analytischen Menge E~c Z~ biholomorph ist. Die 

Surjektivit~t folgt dann sofort aus (b) und der Surjekti- 

yit~t von~ ~Z--~ R~ Folglich ist Z~der Remmert-Quoti- 

ent von Z~, q.e.d. 

SATZ 2. In der Situation yon Satz ~ sei ~ platt, 

dim H1C~s,0~s)=Const. fur alle seS und S reduziert. Dann 

ist Z s der R~mLert-Q~otient v on Zs for alle seS. 

BEMERKUNG. Der Beweis Yon Theorem 2 in [3] zeigt , dab man 

die Voraussetzung der Reduziertheit von S im Falle 
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dim H I (Zs,~s)=O,s~S, fortlassen kann. 

BEWEIS VON SATZ 2. Es sei soeS und LcS ein Steinsches 

Kompaktum mit Soe~. Nach [2], Satz (2.4) gibt es dann eine 

geeignete Aussch6pfungsfunktion # auf Z und filr jede reelle 

Zahl dk~d o einen Komplex 

C" : ...-~ O-~ C~ Cl-~ ...-~ Cs O-~ ... 

yon platten A=F (L,Os)-Moduln, so dab 

H q(C')=H q(~d 0~) q>~O, l 

mit ZL={~Zn~-I (L): ~ (z)-~d}. Bezeichnet ~ das zu so~L geh~- 

rende maximale Ideal yon A, so gilt ferner 

H q (C~174 (A/~)) ~H q (zd,0~) 
sQ 

~d ~d 
mit Z s =ZL~ Z s . Wegen der Konstanz der Dimension der Koho- 

mologiegruppen H (Zs,~ ~ ) und der Reduziertheit yon S er- 

halt man aus [2] , (3.6)Sdie Plattheit des A-Moduls 

Z I (C')=coker(C ~ ; C I). 
c 

Dies wiederum impliziert ([2],Satz (2.3.d)), daS fur jeden 

A-Modul M der kanonische A-Modulhomomorphismus 

O 
tM:H (C')~ M---~H ~ M) 

bijektiv ist. Also ist speziell mit M=A/~ die Restrikti- 

onsabbildung 

r(z,,Og) Og > 
So 

surjektiv. Durch Verkleinerung von L kann erreicht werden, 
~d 

dab Zs~ beliebig klein wird. Man erhalt somit die Bedin- 

gung (b) aus Satz ], und diese liefert die Behauptung, 

q.e.d. 

BEMERKUNG. Dieselben Uberlegungen f~hren zu der folgenden 

Erg~nzung des Zusatzes (3.8) zu Theorem (II) in [2]: 

Es sei W:Z ~S eine 1-konvexe holomorphe Abbildun@, 
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~sei eine W-platte koh~rente analytische Garbe auf ~ mit 

dim Hl(Zs,~'/~(s)~)=const. und S sei in ~reduziert. 

Dann ist die kanonische Abbildun9 

F(Esa ,~)---~ F (Eso , ~l~CSo )~) 

sur~ektiv. Hierbei bezeichnet ~/~(s)~ die analytische 

Einschr~nkung von~auf die Faser ~s" 

2. Beis~iele 

Wir beweisen vorbereitend das folgende 

LEMMA. FGr jede Riemannsche Fl~che R vom Geschlecht g)2 

gibt es holomorphe GeradenbGndel L--~R mit der folgenden 

Eigenschaft: E__ss existieren Schnitte seF(R, ~(L)) und Kohomo- 

logieklassen ~HI(R, ~(L)), so dab das Cup-Produkt 

s v ~eHI(R, ~(L2)) yon Null verschieden ist. Insbesondere 

is__~t s+O und folglich die Chernsche Zahl c(L)>O. 

BEWEIS. Es bezeichne K das kanonische BUndel von R. Es gibt 

dann Punkte ~s und abelsche Differentiale he F(R, O(K)) 

mit der Nullstellenordnung o K (h)=2. Ist n~mlich R hyper- 

elliptisch, so w~hle man einen hyperelliptischen WeierstraB = 

punkt ~eR. Es gibt dann eine kanonische Basis hl,...,hg von 

F(R, ~(K)) mit o K (hj)=2(j-1) , j=1 ,. ..,g, so dab h2 die 

Bedingung erfGllt. Ist R nicht hyperelliptisch, so ist g~3 

und man w~hle einen Nicht-WeierstraBpunkt ~R. Es gibt dann 

eine kanonische Basis hj, j=1 .... ,g, mit o (hj)=j-1, und h 3 

erfGllt die Behauptung. 

Es sei L das zu dem Divisor yQ gehSrende GeradenbGndel. 

L hat einen holomorphen Schnitt s, dernur in yo verschwindet, 

und zwar vonder Ordnung I. Die meromorphen Schnitte 

h| I in K~L -i, i=I,2, sind wegen (h)=2 holomorph und 
s-~ ~ o 

nichttrivial. Da die Paarungen 

H I (R, O(Li))• F(R, (9(K| <'">];C, i=I,2, 

nichtsingul~r sind, gibt es ein ~EH I (R, O(L)) mit 
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I I 

Wir repr~sentieren ~ vermSge des Dolbeault-Isomorphismus 

durch eine globale (O,1)-Form #~ F(R,~~ (L)). Dann wird 

su~ dutch s-~E F(R,~~ (L 2)) repr~sentiert, und es gilt 

R R 

I I, 

woraus su~O folgt, q.e.d. 

Wir w~hlen nun R,L,s und ~ wie im obigen Lemma. Es 

gibt dann offene Uberdeckungen~=(Ui)is Ivon R, so dab 

L und ~ durch Kozyklen in ZI(~,~) bzw. Z*(q~, ~(L)) 

dargestellt werden k6nnen. Es existieren also Funktionen 

fij s r(Uij, C9~), gijeF(Uij,O), fi ~ F(ui,O ), 

Uij=UiN Uj, mit 

fik = fij fjk' 

gij = -fji gji' 

fj = fij fi' 

gij-gik = -fji gjk" 

wegen s u ~O gibt es kein System holomorpher Funktionen 

his F(U i,~) mit 

hi-f~i hj = fi gij" 

Wir k6nnen ferner voraussetzen, dab die Uberdeckung ~ 

so fein ist, dab alle gij beschr~nkt sind:Igij(Y) I<M, 

YEUij, fur alle i,j ~I. 

Es sei nun ~ eine hinreichend kleine streng pseu- 

dokonvexe Umgebung des Nullschnittes E~R in dem nega- 

tiven GeradenbGndel p:L -I ) R. Wir bezeichnen die Fa- 

serkoordinate von ~ Gber U. mit u. und kSnnen ohne 
z z I 

Einschr~nkung annehmen, dab luil< ~ = ~ fGr alle 

(Y,Ui)s -I (Ui). Wir bilden dann 
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Zi=Xi• S, S={s~:]s] <I} 

und verkleben ~i mit Zj vermGge Hij (Y,Ui,S)= 

=(Y,hij (Y,Ui,S),S), wobei 

f~. (y) u 
hi j (Y,Ui, s) = ~l i ..... 

1"gij (y) ui~ 

Dies liefert einen Raum ~, da die hij in ~i~(p "I (Uij)~S) 

biholomorph und wegen 

f_. h..(y,u.,s) 
hjk (Y,hij (Y,Ui, s) s~ - Kj i~ i 

, ,-1-gjk hij (Y,Ui,S) 

f f [ gSji is] -I 
= kj j iui 1- 
1-gijuis 1-gijuis J 

_fkjfjiui _ fkiui 

1_(gij+fjigik)UiS - 1&gik I 

=hik (Y,Ui,S) 

die Vertr~glichkeitsrelationen auf dreifachen Durch- 

schnitten erfHllt sind. 

Die kanonische Abbildung ~:Z--,S ist lokal trivial 

und damit eine Deformation von ~-I(O)=X. Durch Verklei- 

nerung von Z und S kann man zudem noch voraussetzen, 

dab ~ 1-konvex ist. 

Aus der Potenzreihenentwicklung bzgl. der Faser- 

koordinaten u i erh~it man eine kanonische Injektion 

r(~,~): >G r(R,O(L t)). 
t=o 

Umgekehrt gibt jeder Schnitt aus F(R, ~(Lt)),t ~O, An- 

lab zu einer holomorphen Funktion auf ~. Insbesondere 

liefert ss O(L)) die durch 
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flp -I (Ui)=f i(y)U i 

definierte holomorphe Funktion. Wir zeigen jetzt: 

fist nicht zu einer holomor~hen Funktion F ~ F (Z, ~) 

for tsetzbar. 

W~re dies n~mlich der Fall, so g~be es Funktionen 

Fi=Fi(Y,Ui,S)~F(Zi, ~Zi~ ) mit 

fji(Y)U i 
Fi(Y'Ui'S)=Fj(y'~-gij(y)ui s' s) 

und Fi(Y,Ui,O)=fi(Y)U i. Wir entwickeln dann F i in eine 
Potenzreihe 

F i(y,ui,s)=ZFk(~)ui k s ~ 

mit holomorphen Funktionen Fk(i~)EF~Ui, ~R ) . Es folgt 

dann 

K,A 

1 (J)s +~ fT+K'IhF(J)-< T K+T I+T =~---~ FOI ~ K-I j <I zjigijui S 
i=o <>.I 

=~ F(j)~ ~ ' (min~k-1 

~=o o4 ~ -k~>o,~.>1 T=o 
) (k~1%~ (j) ~k-~ Thuk 

"~k-T,s Iji gij/ i 

(j) 
Insbesondere folgt f~r k=2, I=I wegen F1o fji=fj~ji=fi : 

F(i) 42 2~ =-jiF2 (j) +figij, 

und dies ist ein Widerspruch zu s~)~0, q.e.d. 

s ~ 
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