
Math. Ann. 192, 216---226 (t97t) 
© by Springer-Ver|ag 1971 

Halbstetigkeitss itze 
fiir 1-konvexe holomorphe Abbildungen 

OSWALD RIEMENSCHNEIDER ~t 

Einleitung 

In der letzten Zeit sind einige Anstrengungen unternommen worden, den 
Grauertschen Koharenzsatz ftir eigentliche Abbildungen auf sog. (p,-q)-  
konvexe Abbildungen zu tibertragen. Dies sind holomorphe Abbildungen 
f : X ~  Y komplexer Raume, deren Fasern Xr=f - l ( y ) ,  y e  Y, p-konvex und 
q-konkav im Sinne von Andreotti u. Grauert [1] sind. Sic treten z. B. im Falle 
p = q  = 1 in nattirlicher Weise bei dem Problem auf, koharente analytische 
Garben tiber analytische Ausnahmemengen hinaus fortzusetzen (vgl. z. B. [11]). 
In den ,,ungemischten" Fallen der q-konkaven (=(0,-q)-konvexen) und 
p-konvexen (= (p,0)-konvexen) Abbildungen sind die zu erwartenden 
Kohiirenzsiitze mittlerweile fast vollstandig von Siu [12] und Knorr [6] be- 
wiesen worden. 

Entsprechend dem eigentlichen Fall (vgl. [3], § 7, und [10]) sollten nun 
auch die folgenden Halbstetigkeitssdtze richtig sein (der Einfachheit halber 
beschr~nken wir uns bei der Formulierung auf p-konvexe Abbildungen): 

Es seien X und Y (nicht notwendi# reduzierte) komplexe Rdume mit abzdhl- 
barer Topologie, f :  X ~ Y sei eine p-konvexe holomorphe Abbildung, p> 1, 
und ~ sei eine f-platte kohdrente analytische Garbe fiber X. Es bezeichne Xy 
die Faser yon X fiber dem Punkt y ~ Y bezfiglich f u n d  Say die analytische Ein- 
schrdnkung yon 6e auf Xy. Dann gilt: 

(I) Die Funktionen 

d,(y) := dimcnq(xy, ~ ) ,  q = p , p +  1 .... 

si,A halbstetig nach oben auf Y. Ist Y fiberdies reduziert, so existiert eine nieder- 
dimensionale analytische Menge N in Y, so daft alle dq in Y'~N lokal konstant 
sind, q > p. 

(II) Ist Y reduziert und die Funktion d~ 3~r ein q > p lokal konstant, so ist 
die q-re direkte Bildgarbe f~ 6 a yon SP lokal frei. 

M6glicherweise lassen sich diese S~itze unter alleiniger Ausnutzung der 
Koharenz der Bildgarben beweisen. Man k6nnte dann die Bedingung der 
p-Konvexit~it ersetzen dutch die schwachere Bedingung der ,,cohomologischen" 
p-Konvexitat: Eine holomorphe Abbildung f : X-~ Y heil3t cohomotogisch 
p-konvex, wenn f ~  alle koharenten analytischen Garben 6 e tiber X die direkten 
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Bilder fqSP, q > p, koh~irent sind. Insbesondere gilt dann fiir jede Faser X r 
und jede koh~irente analytische Garbe ~ auf X r 

dimen~(xy, ~ )  < oo, 
q=p, p+ 1,. . . .  

Es war das Ziel des Verfassers, den obigen Satz mit den in 1,10] entwickelten 
Methoden zu beweisen. Dies ist bisher aber nur ffir den Fall p = 1 gelungen, 
der ohnehin eine Sonderstellung einnimmt: Man kann 1-konvexe Abbildungen 
zusammenblasen (Siu [131 Knorr u. Schneider [7], Markoe u. Rossi 1,8]). 
Beim Beweis der Halbstetigkeitss~itze ffir 1-konvexe Abbildungen wird diese 
Relativierung des bekannten Grauertschen Ergebnisses [4] entscheidend 
verwendet, Nichtsdestotrotz kann man weiter hoffen, auch den Fall p > 2 in 
~ihnlicher Weise zu behandeln. 

Wir stellen in § 1 einige Ergebnisse fiber 1-konvexe Abbildungen aus den 
Arbeiten [13] und [7] zusammen. In §2 zeigen wir, dab es bei 1-konvexen 
Abbildungen zu jedem Steinschen Kompaktum L C Y gewisse Kompakta 
K C f - 1  (L) gibt, die sich mit endlich vielen Steinschen Kompakta Ko .. . . .  Ki 
iiberdecken lassen, so dab der Komplex C" mit 

C ~ = 17 r(Kjo n ... nKjq, 6 e) 

~ihnliche Eigenschaften besitzt wie der in [10], (2.10) konstruierte Komplex 
im eigentlichen Fall. Der Beweis des Halbstetigkeitssatzes in §3 verl~uft 
dann w6rttich wie in [10]. 

Zusatz (nach AbschluB des Manuskripts). Inzwischen hat Yum-Tong Siu 
gezeigt [14], dab die Halbstetigkeitss~itze tats~ichlich unter alleiniger Ver- 
wendung der Koh~irenz gewisser Bildgarben gefolgert werden k6nnen. Ins- 
besondere ist die obige Vermutung fiber cohomologisch p-konvexe holomorphe 
Abbildungen richtig. Leider ist Siu's Arbeit insofern unvollstandig, als die 
Aussage (II) nur ffir Mannigfaltigkeiten Yhergeleitet wird. Die Schwierigkeiten, 
die man beim Beweis des AUgemeinfalles eines beliebigen Parameterraumes Y 
zu iiberwinden hiitte, entsprechen dem schwierigsten Teil in I10], der Indukfion 
in § 4. Trotzdem - oder gerade deswegen- sollte es m6glich sein, die Aussage (II) 
im Allgemeinfall auch mit Siu's Methoden zu behandeln. DaB dies jedoch 
nocht nicht geschehen ist und somit die Aussage (II) in dieser Arbeit starker ist 
als Siu's Satz im Falle 1-konvexer Abbildungen, mag es rechtfertigen, die 
vorliegende Arbeit der t3ffentlichkeit zu priisentieren. 

§ 1. i-konvexe holomorphe Abbildungen 

(1.0) Wir stetlen zun~ichst einige Ergebnisse aus den Arbeiten 1,13] und 1,7] 
zusammen, die im folgenden benutzt werden. Dieselben Resultate finder man 
auch in [8] ffir den Spezialfall holomorpher Abbildungen zwischen komplexen 
Mannigfaltigkeiten mit maximalem Rang. 
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(1.1) Definition. Eine holomorphe Abbildung f :  X - ~ Y  komplexer (nicht 
notwendig reduzierter) Riiume X und Y mit abzdhlbarer 7bpologie heiflt 1-konvex, 
wenn es zu jedem Punkt y e Y eine offene Umgebung U = U(y) C Y yon y, eine 
reellwertige C2-Funktion tp auf f - t ( U )  und eine Konstante c o ~ IR gibt, so daft 
folgendes gilt: 

i) tp l {x e f -  I(U) : tp(x) > Co} ist streng plurisubharmonisch, 
ii) ffir jedes c e ~ ist f t {x ~ f -  i (U) : tp(x) ~ c} eine eigentliche Abbildung. 

(1.2) Da wir in bezug auf Y lokale Aussagen beweisen wollen, k6nnen wit 
stets U = Y annehmen. Wir nennen dann ~p eine (globale) AusschSpfungs- 
funktion yon X, c o die Ausnahmekonstante, und bezeichnen fiir alle c e lR 
mit fc die Einschr~inkung yon f auf {x e X:  tp(x)< c}. fqAe bzw. fcqA a be- 
zeichnet die q-te direkte Bildgarbe einer Garbe 6 e auf X unter f bzw. f~. 

Jede Faser X r einer 1-konvexen Abbildung f :  X ~ Y ist ein streng pseudo- 
konvexer Raum (mit maximaler kompakter analytischer Teilmenge Ey). 

(1.3) Satz. Es sei f :  X ~ Y eine l-konvexe Abbildung mit Aussch6pfungs- 
funktion tp und Ausnahmekonstante c o. Dann sind f~r jede kohSrente analytische 
Garbe 6~ auf X und jedes c >  Co die Halme (f~q6e)y ffir q > 1 endlich erzeugt 
fiber t~r.y, y e Y beliebig. 

Dies ist Sifts Proposition 2.2 in [13] (vgl. auch [11]) oder ein Korollar aus 
Knorr's Koh~irenzsatz in [6] (Hauptsatz I). 

Hieraus gewinnt man das folgende Resultat ([13], Corollary 2.3): 

(1.4) Satz. Es sei f :  X -~  Y eine 1-konvexe Abbildung und K ein Kompaktum 
in einer Faser X r Dann existiert eine holomorph-konvexe Umoebung G yon K in X. 

Unter Benutzung eines Isomorphie-Lemmas ([6], Hauptsatz II) zeigen 
Knorr u. Schneider sofort mehr ([71 Satz 3.1): 

Ist  f :  X -~  Y eine 1-konvexe Abbildung, so ist fc ffir jedes c > c o eine holo- 
morph-konvexe Abbildung ; d. h. zujedem Punkt y ~ Y gibt es eine offene Umgebung 
U =  U(y)C Y, so dafl f , - l ( U )  holomorph-konvex ist. 

Indem man nun bei festem c > c o zu jedem y e Y eine holomorph-konvexe 
Umgebung Gy von Ky = {x E X : tp(x) ~ c} nXy findet, deren ,,Remmert- 
Quotienten" Q(Gy) bildet und diese Steinschen R~iume miteinander und aul3er- 
halb {tp __< c} mit X verheftet, erh~ilt man einen komplexen Raum Z mit den 
folgenden Eigenschaften: 

(1.5) f :  X -~  Y ldflt sich faktorisieren iJber Z:  

X , f , ~ Y  

Z , 

wobei die holomorphen Abbildurgten g : X ~ Z und h : Z--.  Y die folgenden Eigen- 
schafien besitzen: 

i) g ist eigentlich und biholomorph auflerhalb der Vereinigur~ E aller m a x i ~ l e n  
kompakten analytischen Mengen Ey C Xy, y e Y. 
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ii) h ist Steinsch, d. h. das Urbild einer offenen Steinschen Menge in Y ist 
wieder Steinsch. h I g(E) ist eine endliche holomorphe Abbildun#. 

Insbesondere folgt aus i) und ii): 

Dos Urbild f - l ( U )  jeder offenen Steinschen Menge U C Y ist holomorph- 
konvex in X. 

(1.6) Theorem. Sei f : X ~  Y eine l-konvexe holomorphe Abbildung mit 
Aussch6pfungsfunktion tp und Ausnahmekonstante c o. Dann gilt ffftr alle c > c o, 
q >_ 1 und alle kohiirenten analytischen Garben Sf auf X :  

i) fqSe ist kohiirent auf Y, 
ii) fqSa ~ fcqSf ist ein Garbenisomorphismus, 

iii) die natiirliche Abbildung Hq(f-l(U),~)-~r(U, fqS ~) ist bijektiv j~r 
alle offenen Steinschen Mengen U in Y. 

Beweis ([13], Proposition 3.3; [7], Theorem 3.5). Wir faktorisieren f 
gem~iB (1.5) tiber Z : f = h o g. Da h Steinsch ist, verschwinden fiir alle kohiirenten 
analytischen Garben 3- auf Z die direkten Bilder hqJ-, q ~ 1. Daraus folgt 
unmittelbar 

f q6 a = ho(gqSf ) , 

denn gqSe ist koh~irent fiber Z. Nun ist g bijektiv aul3erhalb E und also 
Tr(gq 6 a) C g(E) fiir q ~ t. Dann ist h 1 Tr (gq 6 e) endlich und folglich f ,  6 e kohiirent. 

Zum Beweis der Aussagen ii) und iii) verweisen wir auf [13] und [7]. 

§ 2. Angepaflte Komplexe und ~berdeckungen 

(2.0) Definition. Eine Teilmenge K eines komplexen Raumes X heiflt (semi- 
analytisches) Steinsches Kompaktum, wenn sie die folgenden Eigenschaften 
besitzt : 

i) K ist kompakt, 
ii) K ist semianalytisch, 

iii) es existiert eine Umgebungsbasis {Us : i ~ I} yon K in X,  die aus offenen 
Steinschen Mengen U, C X besteht. 

Genau wie in [10] werden wir im folgenden das Adjektiv ,,semianalytisch" 
stets fortlassen. 

(2.1) Definition. Es sei f :  X ~ Y eine 1-konvexe Abbildung, LC Y ein Stein- 
sches Kompaktum und A :=  F(L, 6 0 die noethersche C-Algebra der holomorphen 
Funktionen auf L; ferner sei cj eine f-platte kohiirente analytische Garbe iiber X. 
Ein nach oben beschrtinkter Komplex 

C" :... ~ C p ~P~ CP+ I --* ... --* Ct ~ O  --* ... 

von platten A-Moduln heiflt angepal3t, wenn die folgenden Bedin#ungen erj~llt sind : 
i) nq(c')~r(L, fq~e), q> 1, 

ii) ist y e L und my das zu y gehSrende maximale Ideal yon A, so #ilt 

m ( C ' ® A ( A / m , ) ) _ ~ m ( X . . ¢ , ) ,  q>-- 1. 
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Ist re(y) die zu y geh6rende maximale Idealgarbe, so gilt 

H'( C') ® A (A/m,) "~ F(L, f qSe)/mrF( L, f ~Se) 

~- F(L, f ,  5°/m (y) f ,  5 a) ~- (f ,  $°/m (y) f ,  5¢),. 

Man hat fiir jeden A-Modul M eirle kanonische Abbildung 

t~ : H ' (C ' )®M~H' (C '®M);  

auBerdem existiert ein kanonischer Homomorphismus 

t~ : (f~ 6a/re(y) f ~ ) ,  ~ ga(xy, ~ ) .  

Wir setzen dann zusiitzlich zu i) und ii) voraus, dab 
iii) das Diagramm 

Hq( C ") ® a(A/my) 

(f, se/m(y) f ,  se), 
kommutativ ist. 

, m 

Hierbei verstehen wir unter C'®M ftir einen beliebigen A-Modul M stets 
den Komplex 

. . . ~ C P ® M  ~p®id Cp+I®M__,.... 

(2.2) Folgerung. Ist zusdtzlich zu (2.1)fq~e f~r ein q> 1 lokal frei fiber L, 
so ist Hq(C ") ein platter A-Modul. 

D er Beweis ist wegen der I somorphie Hq(C ") _~ F(L, f~ 6e) trivial ([ 10], (2.16)). 
Wir notieren noch einige Ergebnisse der homologischen Algebra ffir an- 

gepaBte Komplexe: 

(2.3) Satz. Es sei C':...--*CP-I--,C p ~ ,  CP+I--*...-*CI~O-* ... ein an- 
gepaflter Komplex. Dann gilt: 

a) Es existiert ein Komplex D" mit D q = 0 f~r q > l und eine Komplex- 
abbildung ~': D'-o C" mit den folgenden Eigenschaften : 

i) Alle D ~ sind frei und f~r q > 1 sogar endlich erzeugt, 
ii) ffir jeden beliebioen A-Modul M sind die durch a" ® i d : D" ® M--. C" ® M 

induzierten Homomorphismen 

H~(D'®M)-*H~(C'®M), q e Z ,  
bijektiv. 

b) Sind alle Z q = ker5 ~ und B ~ = im3 ~-1 platte A-Moduln ffir q > 1, so 
existiert eine kanonische exakte Sequenz 

O__, H~( C') ® M '~,, nq( C" ® M)__, Tor~(nq+ l ( C'), M)_, 0 

fur alle q > i. 
c) Sind alle H~(C ") platte A-Moduln ffir q > 1, so sind die Abbildun#en 

tam : Hq(C')® M ~ Hq(C" ® M) 

f~r alle A-Moduln M und alle q >= 1 bijektiv. 
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d) Die folgenden Aussagen ffir ein q ~ Z sind /iquivalent: 
i) t~:  H ~ ( C ' ) ® M ~ H a ( C ' ® M )  ist bijektiv J~r alle A-Moduln M, 

ii) Z~+I(C') := coker6 ~ = C~+ I/B ~+1 ist ein platter A-Modul. 

Beweis. a) Wegen H~(C')~-F(L, fq6 e) und der Koh~irenz yon fqS~ f/ir 
q >__ I is t  H~(C ") ein endlicher A = F(L, tP~,)-Modul, q __> 1. Man kann dann wie in 
[5], (Ore, 11.9.1) beweisen, dab es einen Komplex D" und eine Komplex- 
abbildung ~': D" ~ C" gibt mit i) und H~(D ") ~, Hq(C ") ffir alle q e Z. Die Aussage 
ii) folgt dann aus [5], (III, 6.3.3) und (6.3.7). 

b) und c) lassen sich genau wie [10], Satz (1.7) und Satz (1.9) beweisen. 
d) ist eine Zusammenfassung yon [5], (III, 7.3.1) und (7.4.2). 

(2.4) Satz. Es sei f : X ~  Y eine 1-konvexe holomorphe Abbildung. Dann 
o 

gibt es zu jedem Punkt y ~ Y beliebig kleine Steinsche Kompakta L mit y ~ L, 
so daft folgendes gilt: Zu jedem solchen L und jeder f -platten koh/irenten analy- 
tischen Garbe ~ fiber X existiert ein angepaflter Komplex C" yon A = F(L, d~r)- 
Moduln. 

Beweis. Wir k6nnen zun~ichst ohne Einschr~inkung annehmen, dab Y 
Steinsch ist. Dann ist in der Faktorisierung (1.5) 

x f ~ y  

Z 

auch Z Steinsch. Es existiert somit auf Z eine reell-analytische streng plurisub- 
harmonische Funktion ~p mit {z ~ Z : ~p(z) < d} C C Z fiir alle d ~ IR (vgl. [9]). 
Es sei nun L C Y ein beliebiges Steinsches Kompaktum;  dann ist auch 
h- l(L)ng(E) ein Steinsches Kompaktum, da h l g(E) endlich ist (1.5). Infolge- 
dessen exi~tiert das Maximum do von lp auf h-  I(L) n g(E). Es sei nun d > do und 

L ' : =  h- l (L)n  {z ~ Z : ip(z) < d} . 

Da die Menge {~p <d'} f'tir al led'  > d relativ kompakt in Z liegt und Steinsch 
ist und heine Steinsche Abbildung ist, ist L' ein Steinsches Kompaktum in Z;  
es gilt offensichtlich 

h - I ( L ) n g ( E ) C L  ' . 

Wie in [10], (2.10) kann man dann K := g - l ( L ' ) c f - l ( L )  mit endlich vielen 
Steinschen Kompakta  K j, j = 0, ..., l, iiberdecken, da g eigentlich ist: 

1 

K = U K  j.  
j=O 

Wir setzen wie fiblich K j o . . j = K ) o n . . . n K j q  und C~= H F(K,o. . . , , ,~  ) 
und erhalten den formalen Komplex 

C" :... ~ O ~ C° --, CX ---* ...---*C~O--* . . . .  
16 Math, Ann. 192 
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Es gilt dann ([2], Th6or6me 5.2.4, Cor.): 

H ~ = Hq(C ") ~ H~(K, Se) 

ffir aUe q=0 .  DaB aUe C q platte A-Moduln sind, folgt wie in [10], (2.12) aus 
der Plattheit von 6~ fiber Y. 

Wir haben noch die Bedingungen i), ii) und iii) nachzuweisen: 
Da g eine eigentliche Abbildung ist, folgt 

n q = H,(K, &o) = l imn , (g - t (U , ) ,  6a) = lim F(U', gq6 °) 
U'~U' U'~U" 

= F(E, gq Se), 

wenn H' ein Fundamentalsystem von offenen Steinschen Umgebungen von L' 
bezeichnet. Nun ist Tr(g~S~)Cg(E) ffir q > l ,  h- l (L)c~g(E)=Eng(E)  und 
h I g(E) endtich. Daraus folgt 

H ~ = F(L', gq6 e) = r(Ec~g(E), gq~O ~) = F(L, ho(g~6e) ) 

= F(L, fqSP) , 

womit i) bewiesen wiire. 
Um ii) zu beweisen, rechnet man zun~ichst die folgende Identit~it aus: 

Cq® A(A/my) = FI F(K~o...iq, 6a)/myF(Kjo... jq, 6 p) 

= n r(K*o_.jq, ~ ) ,  

wobei K~o...j~ = Kjo. . . jnXy gesetzt ist und 6Py die analytische Einschr~inkung 
yon 6e auf X r bezeichnet. Da {K~ . . . .  , K*} eine Oberdeckung von K n X y  mit 
Steinschen Kompakta ist, folgt 

Ha(C" ® A(A/my)) = Hq(K c~ X~, 6ay) . 

Nun ist X = v2 ° g l Xy eine reeUwertige Funktion aufXy, die auBerhalb {~(x) < do} 
streng plurisubharmonisch ist. Es folgt daraus ffir alle d > do (vgl. [11): 

m({z(x)__< a}, ~) =~m({z(x) < a'}, ~) 

= m(x~, ~ ) ,  q ~_ 1. 

Wegen K n X y =  {x e X / Z ( x )  < d} ist dies gleichbedeutend mit ii). 
Die Aussage iii) ist wegen der kanonischen Konstruktionen trivial ein- 

zusehen. 
! 

(2.5) Wir nennen die Oberdeckung K = ~ Kj C f - ' ( L )  ebenfalls angepaflL 
1=0 

Im folgenden werden wir zeigen, dab sich diese angepM3ten Oberdeckungen 
in kanonischer Weise auf geliftete Familien vemrbon. Dies ist ~tscheidend 
fiir den Induktionsbeweis in § 3. 

(2.6) Es sei f :  X ~  Y eine 1-konvexe und ~: Y*--, Y eine beliebige holo- 
morphe Abbildung, 9 a sei eine f-platte kohiirente analytische Garbe fiber X. 
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Dann hat man fiir X * =  X x r Y* ein kanonisches kommutatives Diagramm 

X* I t  ~ Y* 

'1 1 
X f ~ Y, 

w o f *  eine i-konvexe holomorphe Abbildung ist ([6], Theorem 1.5). Die analy- 
tische Urbildgarbe 6e*=  6e®o,, d~x, yon 6 a bezfiglich /~ ist eine f*-pla t te  
kohiirente analytische Garbe fiber X*. Das System (X*, f* ,  Y*, b °*) heiBt die 
Liftung von (X, f ,  Y, 5 a) nach Y*. 

(2.7) Wir setzen im folgenden c~ zusiitzlich als endlich voraus. Ist Z wie in 
(1.5) beschaffen, so erhalten wir mit Z* = Z × rY* ein kommutatives Diagramm 

X* r ~ y ,  

X J I--~Y 

\ 1 /  
Z 

in dem ~, fl und 7 endliche Abbildungen sind. Wir k6nnen weiter annehmen, 
dab Y und Y* und damit auch Z und Z* Steinsch sind. g* ist eigentlich und 
auBerhalb E* = fl-l(E) biholomorph; h* ist Steinsch und h* I g*(E*) ist endlich. 
Somit erffillen f* ,  g* und h* dieselben Bedingungen, wie sie in (1.5) ffir f ,  g und h 
nachgewiesen worden sind. 

Es sei nun L C Y ein Steinsches Kompaktum und 

1 

K =  U K j = g - t ( E ) c  f - l ( L )  
./=0 

die in (2.4) konstruierte angepaflte 0berdeckung.  Wir wollen zeigen, dab mit 

L*=~-'(L), L*'=r-i(r), K*=#-'(K), KY=#-i(Kj) 
auch i 

K * =  U K*=O*-I(L*')cf*-~(L*) 
j =0  

eine angepaBte Oberdeckung ist. Da n~imlich • endlich ist, ist mit L aueh L* 
ein Steinsehes Kompaktum. Wie in [10], (2.20) folgt daraus 

C*~ = Cq®aA * , 

wobei A = F(L, Or), A* = F(L*, Or.) und C *~ analog zu C q gebildet ist. Da alle 
C~ platte A-Moduln sind, ist C *q ein platter A*-Modul fiir alle q. Genau wie 
im Beweis zu Satz (2.4) gilt 

n~(c * ") = H~(K *, 5"*) = F(L*, f*  5e*), q >- 1. 
16' 
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Auch die Aussage (ii) ist trivial nachzuweisen, da mit y*e  L*, y =  ~(y*) gilt 
(m~, ist das zu y* geh6rende maximale Ideal yon A*): 

H~(C*" ® (,4 *tin*.)) = H~(K * c', X~., 5ey *) 
= H~(Kc~X,, 6at) = Hq(X,, Soy) = H~(X~,, ~ * ) .  

SchlieBlich ist (iii) wegen der kanonischen Konstruktioncn offensichtlich. 

§ 3. Beweis des Hauptsatzes 

(3.1) Theorem. Es se i f :  X ~ Y eine 1-konvexe Abbitdung mit Aussch@fun#s- 
funktion q~ und Ausnahmekonstante c. Es sei 6 a eine koh~irente analytische Garbe 
fiber X,  deren Einschrfinkung 6e~L = 6~1 {¢p < cl} j~r ein cl > c fcL-platt sei. 
Dann oilt : 

(I) Die Funktionen 

d~(y):= dimcnq(xr,~), q>l ,  
sind halbstetig nach oben auf Y. Ist Y iiberdies reduziert, so existiert eine nieder- 
dimensionale analytische Menge N in Y, so daft alle dq in Y'. N lokal konstant sind. 

(II) Ist Y reduziert und die Funktion d~ ffir ein q > 1 lokal konstant, so ist 
die q-te direkte Bildgarbe fqY '  yon 6 e lokal frei. 

Der Beweis kann nach den Vorbereitungen in § 2 analog zu [10] gefiihrt 
werden. Wir bemerken zun~ichst 

(3.2) In den Voraussetzungen yon (3.1) kann ohne Einschrdnkung c I = ~  
anoenommen werden. 

Man kann n~imlich alle l~berlegungen in § 2 fiir f, ,  anstelle von f durch- 
fi~ren. Man erh~ilt dann fiir ein Steinsches Kompaktum L C Yeinen angepaBten 
Komplex C" von platten A-Moduln C q, A = F(L, Or), mit 

n ~ ( c  ") ~ F(L, f~qS¢) 
und 

H~(C'®(A/m,)) = H~(X,n {~ < c ,} ,  ~), y ~ L .  

Nun ist aber fc,~6 e ---f~6 a nach (1.6) und 

H,( X , n  { ~ < c, } , ~) ~- H~(X~, ~)  

wegen [1!. Daraus folgt die Behauptung. 

(3.3) Ist Y reduziert, so existiert eine niederdimensionale analytische Menge N 
in Y, so daft alle Funktionen d~ in Y \ N lokal konstant sind, q > 1. 

Beweis (w6rtlich wie I10], Satz (2.17)). Das System der nicderdimensionalen 
analytischen Mengen 

Nz = {y ¢ Y: (fqSP) r ist nicht frei fiber dg~,.y} 
o0 

ist lokal endlich und folglich N = U N~ eine niederdimensional¢ analytischc 

Menge in Y. q=l 
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o 

Es sci nun Yo e Y und L ein Steinsches K o m p a k t um mit Yo e LCLC Y'.N. 
Dic Funkt ioncn 

cgy( fe~  ) = dimc(fq J / re (y)  f~S~)y 

sind lokal konstant  tiber L. Ist C" ein angcpaStcr Komplcx, so ist wegcn 

Hq(C') ~ F(L, f~S ~) 

und der Plattheit yon F(L, fq5; °) (vgl. (2.2)) die Abbildung 

A 
nach (2.1), ii) und iii) und Satz (2.3), c) bijektiv. Folglich ist dq lokal konstant  
auf L fiir alle q > 1. 

(3.4) Die Aussagen (I) und (II) sind ffir Riemannsche Fliichen Y richtig. 

Beweis. Es sei ohne Einschr~inkung Y = C, L C Yein Steinsches Kompak tum 
und C" ein angepaBter Komplex. Da A =F(L, ¢Pr) ein eindimensionaler 
regul~irer Ring ist, sind alle Z a und B ~ als Untermoduln  der platten A-Moduln C a 
platt. Wegen (2.3), b) sind dann alle Abbildungen ~, y e L, q _> 1, injektiv und 
wegen (3.3) bijektiv auBerhalb einer diskreten Menge N C Y. Daraus folgt (3.4) 
unmittelbar wie in [10], (3.2) und (3.3). 

Ebenso wie in [10], (3.4) zeigt man:  

Ist L wie im Beweis zu (3.4) gew/ihlt und d a konstant auf L, so sind Z~(C') 
und Z~ + 1(C') platte A-Moduln. 

(3.5) Die Aussage (I) ist fla" beliebiges Y richtig. 

Beweis (dutch Indukt ion nach n= dim Y). W6rtlich wie in [10], (4.3). 
(3.6) U m  die Aussage (II) zu beweisen, leitet man indukfiv die folgende 

Aussage ab: 

Es sei f :  X--* Y eine l-konvexe holomorphe Abbildung, SP sei eine f-platte 
kohiirente analytische Garbe iiber X, es sei d,(y)= dim Ha(Xy, SPy) konstant 
auf Y und Y reduziert. Dann gibt es zu jedem Punkt Yo e Y ein Steinsches Kompak- 

o 

turn L omit Yo e L o, so daft J~r alle Steinschen Kompakta L C Lo ein angepaflter 
Komplex C" existiert, bei dem 

u,,t zF (c ") 

platte A = F(L, O~,)-Moduln sind. 

Man beweist dies wSrtlich wie in [10], (4.9), (4.10), (4.11) und (4.12), 
indem man die Liftung angepaBter Komplexe (2.7) und Satz (2.3), a) anwendet. 

(3.7) Die Aussage (II) ist J'ur beliebige reduzierte R/iume Y richtig. 

Beweis (vgl. [10], (4.6)). Man wlihle L = Lo und C" wie in (3.6). Die Plattheit 
yon Z~+I(C') impliziert dann gemiiB (2.3), d) die Bijektivit~it der Abbildungen 

~ : (f~Le/m(y) fq~)y ~ Hq(Xy, 9°y) , y e L .  
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W e g e n  d im H*(Xy, Sey)= const ,  bedeu te t  dies, d a b  der  C o r a n g  von fq 6e kon-  
s tan t  auf  L i s t ,  d. h. f e6a  ist loka l  frei in e iner  U m g e b u n g  eines j eden  Punktes  

Yoe Y. 

(3.8) Zusa tz  zu Theorem (H),  Ist Y reduziert und d e f ~  ein q > 1 lokal 
konstant, so sind die kanonischen Abbildungen 

~ : (ASe/m(Y) ASe)y'-* Hk(Xy, ~) 

fur alley e Y und k = q, m a x ( q -  1, 1) bijektiv. 

Fi i r  k = q ist  dies schon  in (3.7) bewiesen worden.  Der  Fa l l  k = q -  1 folgt 
wegen der  P la t the i t  von  Z~(C') (3.6) aus  (2.3), d). 
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