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Verschwindungssétze
fiir analytische Kohomologiegruppen
auf komplexen Raumen

HAaNs GRAUERT (Gottingen) und OswALD RIEMENSCHNEIDER (Princeton)

Einleitung

Es sei X eine kompakte Kihlersche Mannigfaltigkeit, K das kanoni-
sche Geradenbiindel von X und F— X ein positives komplex-analyti-
sches Geradenbiindel. Dann gilt, wie Kodaira [9] zeigte,

H'(X,FQK)=0, v=1,

wobei F bzw. K die Garbe der Keime von holomorphen Schnitten
in F bzw. K bezeichnet. Man kann einen entsprechenden Satz auch fiir
positive Vektorraumbiindel beweisen (Nakano [12]).

In der vorliegenden Arbeit soll eine Ubertragung dieses Resultates
auf kompakte komplexe Riume vorgenommen werden. Dazu ist es
zunichst notwendig, fiir beliebige komplexe Rdume X eine kanonische
Garbe K= K(X) zu definieren. Wir gehen folgendermaBen vor: Nach
Hironaka [7] gibt es zu jedem (reduzierten) komplexen Raum (mit
zusitzlichen Eigenschaften) eine eigentliche Modifikation (X,n), bei
der X eine Mannigfaltigkeit ist. Wir definieren dann die kanonische
Garbe K als das (nullte) direkte Bild n(o)(K) der kanonischen Garbe K
von X. K ist eine torsionsfreie kohirente analytische Garbe auf X, die
unabhingig von der Modifikation (X, m) definiert ist (§2.1). — Das
Hauptresultat liBt sich dann entsprechend dem Verschwindungssatz
von Nakano formulieren:

Es sei X ein MoiSezon-Raum, d. h. ein irreduzibler kompakter komplexer
Raum der Dimension n, der n unabhdngige meromorphe Funktionen besitzt,
es sei V— X ein positives Vektorraumbiindel und K die kanonische Garbe
von X. Dann gilt

H'(X,V®K)=0, vzl.

Wir beweisen sogar eine etwas allgemeinere Fassung (Satz 2.1):
V kann durch eine quasi-positive torsionsfreie kohédrente analytische
Garbe S auf X ersetzt werden (solche Garben werden in §1.2 definiert).
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Beim Beweis benutzen wir die (etwas verallgemeinerten) alten Resul-
tate fiir kompakte K&hlersche Mannigfaltigkeiten (Satz 2.2), die Hiro-
nakasche Desingularisation und ein Algebraisierungs-Theorem von
Artin [3]. Es ist wesentlich zu zeigen, daB fiir eine Desingularisation
n: X — X die direkten Bilder

ny(T*V®K), v=1,2,...,

verschwinden (Satz 2.3).

Die Bezichungen zwischen der Kohomologie auf X und der auf X
interessieren auch fiir den Fall, daB n: X — X eine eigentliche Modifika-
tion kompakter Kihlerscher Mannigfaltigkeiten X und X ist. Wir
untersuchen solche Abbildungen in §4.

In der Dualitédtstheorie komplexer Raume (Serre-Dualitit) wird
anstelle von K eine andere kanonische Garbe K* verwendet, die mit
Hilfe des Hom-Funktors definiert wird (vgl. §3). K und K* stimmen
natiirlich in regulidren Punkten iiberein; i.a. ist aber bei normalen kom-
plexen Rdumen K echt in K* enthalten. Wir zeigen an einem Beispiel,
daf} unser Verschwindungssatz mit K* als kanonischer Garbe i.a. nicht
gilt (§3.3).

Interessant wire noch zu wissen, ob der Verschwindungssatz auch
fiir gewisse nicht kompakte komplexe Rdume richtig ist, etwa fiir streng
pseudokonvexe Rdume X. Sind nur isolierte Singularitdten im Inneren
von X vorhanden, so folgt ein solcher Satz leicht aus dem entsprechenden
Ergebnis fiir streng pseudokonvexe Mannigfaltigkeiten ([6], Satz 7; wir
geben hier in einem Speziaifall einen neuen Beweis dieses Resultates,
vgl. das Korollar zu Satz 2.4). Der Satz diirfte auch richtig sein, wenn
der streng pseudokonvexe Raum X nicht-isolierte Singularititen besitzt.
Der Beweis wird jedoch viel schwieriger sein, da die Methoden von
Artin fiir diesen Fall i.a. keine Algebraisation, sondern nur eine alge-
braische Approximation erlauben.

Zum SchluB wollen wir noch erwihnen, daB3 die Resultate dieser
Arbeit in einer Note gleichen Titels angekiindigt wurden (Several
Complex Variables I. Maryland 1970. Lecture Notes in Mathematics 155.
Berlin-Heidelberg-New York: Springer 1970).

§ 1. Vorbereitungen

1. Es sei zundchst X ein beliebiger komplexer Raum und S eine
kohirente analytische Garbe iiber X. Der zu S gehorende lineare Raum
L=1(S) ist auf folgendem Wege erklirt: Es sei x,eX ein beliebiger
Punkt und U=U(x,)cX eine offene Menge, iiber der einc exakte

Sequenz
OP\U - 09U — S|U—0
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existiert. Es sei h,: I'(U, 0P) > I'(U, ) die durch h induzierte Abbildung
und Ly der durch

q
{(z, Wi, ..., w)eUX T Y f(2)w,=0,(f;,...,f)eim h*}
. v=1
definierte (nicht notwendig .reduzierte) Unterraum von U x % Die
Produktprojektion U x €C?— U definiert eine Abbildung =,: L,— U.
Ist V= V(x,) eine weitere Umgebung eines Punktes x,€ X mit den obigen
Eigenschaften, so hat man einen eindeutig bestimmten Isomorphismus
Ly\UnV=Ly|U~V. Man erhilt deshalb (bis auf Isomorphie) einen
komplexen Raum L zusammen mit einer holomorphen Abbildung
n: L— X. Die Fasern L,=n""(x) sind (reduzierte) komplexe Vektor-
rdiume €™, deren Dimension von x abhéngt.

Ist X ein zusammenhingender reduzierter komplexer Raum, so ist
diec Menge N der Punkte xe X, in denen S nicht frei ist, eine nieder-
dimensionale analytische Menge in X. AuBlerhalb von N ist S lokal
frei von einem festen Rang r. Wir nennen r=r(S) den Rang von §. Fiir
die oben definierten Dimensionen r(x) gilt stets r(x)=r. Die Zahl r(x)
ist genau dann gleich r, wenn S in x lokal frei ist.

2. Wir benutzen den linearen Raum L(S), um die Semi- bzw. Quasi-
Positivitit einer kohirenten analytischen Garbe S zu erklédren.

Es sei im folgenden X stets ein zusammenhdngender (reduzierter)
komplexer Raum, S eine kohédrente analytische Garbe iiber X und
L=1I[S)der zu S gehorende lineare Raum. Es sei ferner auf jeder Faser L,
eine positiv definite hermitesche Form A, gegeben. Wir nennen h= {h,}
eine hermitesche Form auf L, wenn es zu jedem xye X eine Umgebung
U=U(x,)= X, eine Einbettung von LIU in U x €* und eine positiv
definite hermitesche Form

auf U x €% mit in U beliebig oft differenzierbaren Funktionen h; ; gibt,
so daB h = h|L, fiir alle xe U.

Wir bezeichnen weiter mit R=R(X, S) die Menge der Punkte xe X,
in denen X reguldr und S lokal frei ist. X — R ist dann eine niederdimen-
sionale analytische Menge in X. L|R ist ein Vektorraumbiindel iiber der
Mannigfaltigkeit R.

Die Garbe S heifit semi-positiv (semi-negativ), wenn es eine her-
mitesche Form h aufdem linearen Raum L = L(S) gibt, so dafl das Vektor-
raumbiindel Lz =L|R zusammen mit der hermiteschen Form hp=h|Ly
semi-positiv (semi-negativ) im Nakanoschen Sinne ist, d.h. wenn es zu
jedem Punkt x,€R eine Umgebung U= U(x,)< R mit in x, verschwin-
denden Koordinaten z,, ..., z, und einen Isomorphismus 7: L|U — U x €"

19*
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gibt, so daB fiir die Matrix der h;; in x, gilt:
1) (h;;(x0))=(8;;) = Einheitsmatrix,
2) (dhij(xo))=0,

3) die hermitesche Form (x) ),
definit (positiv semi-definit).

Phij(xe) , 5 . . .
——L 2 £ & ist negativ semi-
aZV aZu élvéju g

Ein Vektorraumbiindel V iiber einer Mannigfaltigkeit X ist genau
dann semi-positiv im Sinne von Nakano, wenn die Garbe V der Keime
von holomorphen Schnitten in V semi-positiv ist.

Man beweist leicht:

Ist V ein Vektorraumbiindel iber einer Mannigfaltigkeit X, h eine
hermitesche Form auf V und X eine offene dichte Teilmenge von X, so
daf} V|X beziiglich h semi-positiv ist, so ist ganz V beziiglich h semi-positiv.

Wir nennen eine kohirente analytische Garbe S iiber einem kom-
plexen Raum X quasz-posttw (quasi-negativ ), wenn es eine hermitesche
Form h auf L= L(S) und eine offene dichte Teilmenge R<R(X,5) gibt,

‘so daB das Vektorraumbiindel L|R positiv (negativ) 1m Sinne von
Nakano ist. Dies bedeutet, dal man zu jedem Punkt xo€ R eine Koordi-
natenumgebung U <R und eine Trivialisierung LU~ U x C" finden
kann, so daB 1) und 2) erfiillt sind und auBerdem die hermitesche Form (x)
negativ definit (positiv definit) ist.

Jede quasi-positive Garbe ist semi-positiv.

3. Man kann beliebige Garben durch Modifikationen zu lokal
freien Garben (modulo Torsion) machen. Dies besagt der folgende

Satz 1.1 (Rossi [13], Theorem 3.5). Es sei X ein irreduzibler analyti-
scher Raum und S eine kohdrente analytische Garbe iiber X. Dann existiert
ein irreduzibler komplexer Raum X und eine eigentliche Modifikation
n: X — X mit den folgenden Eigenschaften:

i) Ist N<~:X die Menge der Punkte xe X, in denen S nicht lokal frei
ist, so ist m|X —n~Y(N) biholomorph,

ii) Die analytische Urbildgarbe S*=n*S von S ist bis auf Torsion
lokal frei, d.h.: bezeichnet T(S*) die Garbe der Torsionselemente von S*,
so ist S*/T(S*) lokal frei.

Rossi behauptet iiberdies ([13], Remarks, S.72), daB =*S schon
lokal frei ist fiir torsionsfreies S. Dies ist jedoch nicht richtig, wie das
folgende Beispiel zeigt: Es sei X =C2(x, y) und S=m(0) die maximale
Idealgarbe des Nullpunktes 0e€2. Man sieht dann sofort, daB die
Konstruktion von Rossi iibereinstimmt mit dem Hopfschen Sigma-
prozeB im Nullpunkt des €". Man kann also zu jedem Punkt zen~*(0)



Verschwindungssitze 267

Koordinaten u,v der Mannigfaltigkeit X mit u(z)=v(z)=0 finden, so
daB #,: Oy o— Oz, , durch #,(x)=u, #_(y)=u-v gegeben wird. Aus der
exakten Sequenz

Ox,0—" Oy, 0@ Oy, o—> m=14(0) >0

mit h(f)=(fy, —fx) und e(f],f,)=/1x+ f,y folgt dann eine exakte
Sequenz

Ox, .~ 03 . @ Og .~ (7% 5), =M @, ,O.:— 0
mit h(g)=(guv, —gu) und #(g,,2,)=x® g, +y®g,. Wir betrachten
nun das Element .
g*=E8uv, —DN=x®v—y®1.

g* ist von Null verschieden, denn sonst wiirde mit einem gewissen
Element g eine Gleichung (v, —1)=(guv, —gu) gelten, was nicht sein
kann. Man hat aber

u'g*=x®uv_y®u=x®ﬁz(y)"y®ﬁz(x)
=xy®@1l-xy®1=0,

d.h. 7* S hat in jedem Punkt von 7~*(0)=IP' Torsion!

Satz1.1 von Rossi fithrt uns dazu, die torsionsfreie Urbildgarbe
Som:=8%/T(S*), §* =7n* S, zu betrachten. Wir bemerken dann als erstes:

Satz1.2. Es sei m: Y— X eine holomorphe Abbildung komplexer
Riume X, Y, und es seien S eine beliebige und F eine lokal freie kohdirente
analytische Garbe iiber X. Dann gilt

SRF)on=Son)@n*F.
Beweis. Es sei S*=n*S und F*=n*F. Dann gilt per definitionem
S®F)on=(5*® F*)/T(S*® F*).

Ist ye Y ein beliebiger Punkt, so 148t sich jedes Element s*e S} ® E*
eindeutig als Summe '

- YIS

i=1

schreiben, wobei sf €S} und fi*, ..., £;* eine Basis des freien Oy ,-Moduls
E* ist. Daraus folgt unmittelbar

TS*@F*),=T(Sy@F"=T(S}))® F;"=(T(S*)® F*)y,
und also
(S®F)on=(S*® F*)/T(S*)® F*

=(S*/T(S*))®F*=(S om)Q@m*F,
w.z.b.w.
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Die in §2 auftretenden Abbildungen n: Y— X haben stets die Eigen-
schaft

(E) X und Y sind irreduzible komplexe Riume der Dimension n, T ist
in mindestens einem Punkt y,eY diskret.

Fiir solche Abbildungen ist das torsionsfreie Urbild nur fiir torsions-
freie Garben sinnvoll. Es gilt ndmlich

Satz 1.3. Die holomorphe Abbildung n: Y— X besitze die Eigenschaft
(E). Ist S eine kohdrente analytische Garbe auf X, so gilt

(S/T(S))om=Som.

Beweis. Die exakte Sequenz 0— T(S)— S — S/T(S)— 0 impliziert
eine exakte Sequenz

n*(T)— §% -2 (S/T)* -0,

wobei T=T(S), S*=n*S und (S/T)*=nr*(S/T) gesetzt ist. Nun besitzt T
als Torsionsgarbe einen niederdimensionalen Triger. Da aufgrund der
Figenschaft (E) das Urbild einer niederdimensionalen analytischen
Menge in X unter n wieder niederdimensional ist, ist auch

Tr (i*(n*(T))) < Tr (n*(T)) ==~ (Tr(T))

niederdimensional in Y, d.h. i*(r*(T))< T(S*), und folglich gilt wegen
(S/TY* = S*/i*(n*(T)):
S o m=S8*/T(S*)=(S/T)*/(T(S*)/ker @*).

Da ¢*: §* —(S/T)* surjektiv ist und ker ¢* in T(S*) enthalten ist, folgt
sofort

T((S/T)*)=T(S*)/ker o*
und damit nach Definition die Behauptung, w.z.b.w.

Korollar. Es seien p: Z— Y und n: Y— X zwei holomorphe Abbil-
dungen, von denen p die Eigenschaft (E) besitzt. Dann gilt fiir eine beliebige
kohiirente analytische Garbe S auf X das Transitivititsgesetz

(Sem)ep=>S§o(mop).
Beweis. Mit §*=n*S folgt aus Satz 1.3 unmittelbar

(Som)op=(S*/T(S*))o p="5*o p=p*S*/T(p*S*)

=(mo p)*S/T((xo pY*S)=S o (mo p),
w.z.b.w.
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Wir haben schlieBlich noch zu untersuchen, wie sich semi- und
quasi-positive Garben bei Bildung des torsionsfreien Urbildes verhalten.
Wir beweisen

Satz 1.4, Die Abbildung n: Y— X besitze die Eigenschaft (E). Ist dann
S eine torsionsfreie semi- ( bzw. quasi-) positive kohdrente analytische
Garbe auf X, so ist auch S o © semi- (bzw. quasi-) positiv.

Beweis. Es sei L=I(S) der lineare Raum zu S und U eine offene
Menge in X, fiir die eine Einbettung L|U < U x €? und eine hermitesche
Form ﬁzz ﬁijwi w; auf U x €7 existiert mit h|L=h, wobei h die semi-
positive hermitesche Form auf L bezeichnet. Da ein surjektiver Garben-
homomorphismus 7*S — S o 7 existiert, ist L(S o n) ein abgeschlossener

Unterraum von
L(n*S)=Lx 4Y.

Ist nun V' =n"1(U), so erhilt man eine Einbettung

LSom)|V—V x €4,
und die Einschrinkung hon der auf V x €? definierten hermiteschen
Form hor=3 hy;(r(y)) w; ;

auf I(S o n)|V liefert eine hermitesche Form auf L(§ o x).

Wir bezeichnen weiter mit M die Menge der Punkte ye Y, in denen n
kein lokaler Isomorphismus ist. M ist eine (abgeschlossene) analytische
Menge in Y. Da 7 in einer Umgebung von y, endlich ist, muBl M nieder-
dimensional sein.

Ist ye Y —M und x=m(y), so gilt also L(S o n),=L, und (hon),=h,.
Infolgedessen ist h o 7 semi-positiv auf dem Vektorraumbiindel

LSom)R(Y,Sem)nn="(R(X,S)—M.

Da n~'(X—R(X,S))uM eine niederdimensionale analytische Menge
in Y ist, ist dann auch hon auf L(Son)|R(Y,S on) semi-positiv und
folglich S o 7 eine semi-positive Garbe auf Y.

Wenn S sogar quasi-positiv ist, so gibt es eine offene dichte Teil-
menge ﬁcR(X ,S), so dal3 LlR ein positives Vektorraumbiindel iiber
der Mannigfaltigkeit R ist. Dann ist aber auch

LSen)RX,§nrnY(R)-M

ein positives Vektorraumbiindel, und R(X,8)nn~!(R)—M liegt offen
und dicht in R(X, S), w.z.b.w.
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4. Fin irreduzibler kompakter komplexer Raum X der (komplexen)
Dimension n heiBt nach Artin ein Moifezon-Raum, wenn er n unab-
hiingige meromorphe Funktionen besitzt. Es sei nun S eine torsionsfreie
kohdrente analytische Garbe iiber einem MoiSezon-Raum X. Nach
Satz 1.1 gibt es dann einen irreduziblen Raum X und eine eigentliche
Modifikation #: X — X, so daB S o # lokal frei ist. X ist als eigentliche
Modifikation eines MoiSezon-Raumes wieder ein MoiSezon-Raum.
Nach Moisezon [11], §2 besitzt X dann eine projektiv-algebraische
Desingularisation X, d. h. es existiert eine projektiv-algebraische Mannig-
faltigkeit X und eine eigentliche Modifikation n: X — X. Mit dem
Korollar zu Satz 1.3 und mit Satz 1.4 erhalten wir deshalb

Satz 1.5. Es sei X ein MoiSezon-Raum und S eine torsionsfreie kohdirente
analytische Garbe iiber X. Dann existiert eine projektiv-algebraische
Mannigfaltigkeit X und eine eigentliche Modifikation n: X — X, so dafs
S=Somn lokal frei ist.

Ist S zusdtzlich quasi-positiv, so auch S.

Eine wichtige Eigenschaft von Moi$ezon-Rdumen wurde von Artin
bewiesen (vgl. [3],§7):

Zu jedem Punkt x, eines MoiSezon-Raumes X gibt es einen affin-alge-
braischen Raum Y und eine offene holomorphe Abbildung ¢: Y— X, die
lokal biholomorph ist, so daff x,€ ¢ (Y) und fiir jede meromorphe Funktion f
auf X die Funktion fo ¢ rational ist (¢p: Y— X ist also ein morphisme
étale).

Man kann Y zu einem projektiv-algebraischen Raum Y vervoll-

stindigen und ¢ zu einer reguldren holomorphen Abbildung ¢: Y— X
fortsetzen. ¢ besitzt die Eigenschaft (E).

§ 2. Das Hauptresultat

1. Es sei X ein n-dimensionaler Moi$ezon-Raum und n: X — X
eine eigentliche Modifikation, bei der X eine projektiv-algebraische
Mangigfaltigkeii ist. Ist dann K = K(X) das kanonische Geradenbiindel
von X, so setzen wir

K=K(X):=m(K(X))
und erhalten damit eine torsionsfreie kohidrente analytische Garbe
iiber X.

K=K(X) ist unabhingig von der Desingularisation (X, n) von X

definiert.

Beweis. Es seien (X;,m), i=1,2, zwei Desingularisationen von X
mit projektiv-algebraischen Mannigfaltigkeiten X; und X,. Dann ist
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die Reduktion Y des Faserproduktes X,xy X, ein projektiv-alge-
braischer komplexer Raum, der vermoge der naturhchen Abblldungen
p;: Y— X, eine eigentliche Modifikation von X, und X, ist. Es sei schlieB-
lich (Z, p) eine Desingularisation von ¥ und ¢,=p0p;i=1,2:

X
Z X
X,
Wir brauchen jetzt nur noch zu zeigen, daBl

”1(0)(&()?1))2(”1 ° (P1)(0)(I_<(2))
gilt. Wegen (7, © ¢,)0,(K(2)) =110)(110)(K(Z))) geniigt es dazu sogar,

die Gleichheit . R
K(X)= (P1(0)(_I§(Z))

zu verifizieren. Wir schreiben X fir X, und ¢ fiir ¢, und bezeichnen
mit Ec Z die Entartungsmenge der eigentlichen Modifikationsabbil-
dung ¢. E=¢(E) ist dann mindestens 2-codimensional in X. Infolge-
dessen 148t sich jede holomorphe n-Form auf einer Menge U — E nach
ganz U fortsetzen, wenn U eine offene TeiImenge von X ist. Insbesondere
gilt dies fiir Formen (& U —E)o ', wobei & eine n-Form auf der offenen
Menge U=¢ " (U)cZ und ¢’ dle Elnschrankung von ¢ auf Z—E ist.
Dies bedeutet, daB jede holomorphe n-Form auf U von einer n-Form
auf U herkommt, w.z.b.w.

Wir nennen K = K(X) die kanonische Garbe von X. Ist X eine Mannig-
faltigkeit, so stimmt K natiirlich mit der Garbe der Keime von holo-
morphen Schnitten in dem kanonischen Geradenbiindel von X iiberein.

2. Die Garbe K(X) 4Bt sich auch ohne Verwendung der Desingulari-
sationstheorie definieren (X sei normal).

Es sei Nc X die (mindestens 2-codimensionale) analytische Menge
der singuldren Punkte von X. Wir betrachten dann zu jeder offenen
Menge U <= X den Modul

IL(U)={pel(U—-N,K(X - N)): §¢A¢<oo}

und zeigen, daB die durch die Praegarbe {I(U)} definierte Garbe auf X
mit der kanonischen Garbe K(X) iibereinstimmt.

Es sei pel'(U, K(X )) und V< < U beliebig. Wir nehmen dann eine
Desingularisation n: £ — X vor und setzen O=n-'(U), V=n"1(V)
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und N=7"1(N).Istnuny das ¢ entsprechende Element aus I' (U, K(X))=
I'(U, K(X)), so folgt sofort wegen Ve U:

[ orp= | lp/\lp=jl///\$<oo.
V—N 1 4

V-N V-N

Es ist also K(X) in der oben definierten Garbe enthalten. Um die Um-
kehrung zu zeigen, betrachten wir zunidchst X (lokal) als verzweigte
Uberlagerung iiber einem Gebiet G = C"(zy, ..., z,):

7. X -G,

¢ sei eine holomorphe n-Form auf der n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit X — N ; dann gilt

(*) p=a(x)(d3e1), di=dzyn---ndz,

wobei a(x) eine meromorphe Funktion auf X ist, die aullerhalb N
holomorph ist und auf N hochstens Polstellen besitzt.
Dies sieht man folgendermaBen ein: Uber Punkten, die nicht zum
. singuldren Ort S(4) des Verzweigungsortes 4G gehoren, besitzt X
nur Windungspunkte, d.h. X ist dort von der Form {w’—z,}. In diesen
Punkten ist die Gleichung (*) sofort nachpriifbar. Da S(A4) mindestens
2-codimensional in G liegt, erhilt man (x) wegen des Riemannschen
Hebbarkeitssatzes auf ganz X.
Es sei nun y=¢ o n, wobei 7: X — X wiederum eine Desingularisa-
tion von X ist. Dann gilt y =b(X) (d3 o Tom) mit b(X)=a(n(x)). Nun ist
d3oton von der Form h(X)d%, A --- AdX,, wobei h holomorph auf X

ist. Es ist also
Y=bR)h(Xydx; A AdX,

eine meromorphe Differentialform auf X. Sie hat hochstens Polstellen
auf N.Ist nun | @Ad<oo, so gilt auch | Y AP <oco. Dann kann

X-N X-N
aber b - h keine Polstellen besitzen. Andernfalls gibe es ndmlich einen
Punkt X,e X und Koordinaten &,, ..., ¢, in X, von X mit
N={=0}
e b,(©
b(&) h(&)=— bi(X0)#0, s21.

&’

Es folgt dann fiir eine kleine Umgebung U von %,:

bl'i)l l ro dr
= d g C e C>0,
glfn (1 &1 oj"2 !

NRZUE
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und also | ¥ AY=o0 im Widerspruch zur Voraussetzung. Somit ist
U-N

bh _holomorph in ganz X, d.h. y 4Bt sich zu einem Schnitt ¥ aus

I'(X, K(X)) fortsetzen, und ¢ ist die Einschrdnkung von i, aufgefaBt als

Schnitt in I'(X, K(X)), auf X —N, w.z.b.w.

3. Es sei jetzt X ein n-dimensionaler MoiSezon-Raum und S eine
torsionsfreie kohirente analytische Garbe iiber X. Es sei 7: X — X eine
eigentliche Modifikation von X, so daB Ser lokal frei iiber X ist. Die
kohirente analytische Garbe

S K(X):=n,((Som)@ K (X))

ist torsionsfrei iiber X. Man zeigt wie in Abschnitt 1, daB sie unabhingig
von der speziellen Wahl der Modifikation (X, =) definiert ist. Ist insbe-
sondere S lokal frei, so gilt S - K(X)=S® K(X).

Wir kénnen nun unser Hauptergebnis formulieren:

Satz 2.1. Es sei X ein n-dimensionaler irreduzibler kompakter komplexer
Raum, der n unabhdngige meromorphe Funktionen besitzt, und es sei S
eine quasi-positive torsionsfreie kohdrente analytische Garbe auf X. Dann
gilt
firvz1i.

Der Beweis zerfillt in zwei Teile, einen transzendenten und einen
algebraischen. Wir zeigen zunichst:

Satz 2.2. Es sei X eine kompakte Kdihlersche Mannigfaltigkeit und V
ein quasi-positives Vektorraumbiindel iiber X . Dann gilt:
H'(X,V®K(X))=0, v=12,...

Der Beweis besteht aus einer Kopie der Nakanoschen Idee im Falle
eines positiven Vektorraumbiindels [12]. Wir begniigen uns deshalb mit
einer kurzen Skizze:

Es bezeichne A? (V) den Vektorraum der Differentialformen vom
Typ (p, g) liber X mit Werten in dem Vektorraumbiindel V. Man hat
dann eine Anzahl von Operatoren, die in der iiblichen Weise definiert
sein sollen (V* bezeichnet das zu V duale Vektorraumbiindel):

d": APA(V)— AP+ (V)
% API(V) o> A" PA4(V%)
% APU(V)—> APIL(V)
L: A™3(V)— AP+La+1(p)
2 AP9(V)—> AP-La-1(y)
1 APA(V)— APFLEEL(Y),

H*(X,S-K(X))=0
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Ferner wird in A?%(V) vermoge
(@, 9):= o A7y
X

ein hermitesches Skalarprodukt erkldrt. Ist
HPAUV)={pe AP (V):d" p=0" =0}
der Vektorraum der harmonischen Formen aus 479, so gilt
HPUV)=HP(V):=HY (X, Y ®£"),

wenn QF die Garbe der Keime von holomorphen p-Formen auf X be-
zeichnet. Wegen K(X)=Q" haben wir also #™4(V), g2 1, zu betrachten.

Nach Nakano hat man nun fiir beliebiges g #77(V) bei beliebigem
Vektorraumbiindel V die Ungleichung

(xA"A@,0)20.

Andererseits ist die Definition der Quasi-Positivitdt von V gerade so
“gefaBt, daB fir pe A~4(V), 921, die (n, n)-Form

y~A"AdAeAxp=0

und in jedem Punkt x, aus der offenen dichten Teilmenge R<R(X, V)
echt kleiner als Null ist, wenn dort ¢ von Null verschieden ist. Infolge-
dessen muB jede Form pe#™4(V), g=1, auf R und damit auf ganz X
verschwinden, w.z.b.w.

Den zweiten Teil des Beweises von Satz 2.1 formulieren wir als

Satz 2.3. Es sei X ein projektiv-algebraischer Raum und S eine quasi-
positive torsionsfreie kohdrente analytische Garbe iiber X. Ferner sei
n: X > X eine Desingularisation von X derart, daf S=Son lokal frei
ist. Dann gilt

T (S®K(X)=0, v=1.

Beweis. Wir setzen K = K (X) und beweisen durch vollstindige Induk-
tion nach v, daf n(v)(§ ® K)=0 fiir alle v 1. Der Induktionsanfang v=1
wird dabei mit erledigt.

Es sei also v 1 und fiir 1 < pu<v schon bewiesen, daB 7,,,(S® K)=0
Wir wihlen dann eine Steinsche Uberdeckung U= {U,} von X und eine
Steinsche Uberdeckung B={V,} von X und setzen ff {U =n"Y(U,)}.
Wit bilden dann den zu den beiden Uberdeckungen Il und % gehorenden
Doppelkomplex {C"*=C"*({l, B); &, 5"}. Dabei sind Elemente aus
C™* nichts anderes als Kollektionen von Schnittflichen in Upo s

Veior=Un 0O, 0V, 0oV, & ist der beziiglich der Uber-
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deckung Il und §” der beziiglich B gebildete K orandoperator.Wir malen
uns das folgende Diagramm auf:

C0,0 4 Cl,O 4 C2.0 _)..___’CV.O d’ Cv+1,0 e
/// 5
//

CO,l Cl LI N CZ e CV 1 [ Cv+1,1 — e

LT T T

| | i~ l l
CO'V’“IL)CIVI I C2 1___) ___)CVV 1 & C""'l""l_.;

S B

CO,v Cl v’ .s C2

3 5 g 5

Da bei beliebigem ¥, _, das System finV, _, eine Steinsche {Jber-
deckung von V, . ist, sind alle waagerechten Sequenzen in dem obigen
Diagramm exakt. AuBerdem gilt fiir eine beliebige Steinsche Menge
U < X nach Induktionsvoraussetzung

H*(n~'(U),S®K)=I(U,n,S®K)=0; pu=1,...,v~1.
Infolgedessen sind auch die senkrechten Sequenzen
Cr,O 8 Cr,l o ... 0" Cr.v—l

fiir alle r exakt. Durch Treppensteigen erhiilt man dann in bekannter
Weise einen kanonischen Isomorphismus

H2.v—~1 :Hv+l,0

Wir werden nun zeigen, daB man ohne Einschrinkung H'+!:°=0 an-
nehmen kann. Da ndmlich X projektiv-algebraisch ist, existiert ein in
unserem Sinne quasi-positives komplex-analytisches Geradenbiindel
F — X Ist F=n*F, so folgt aus Satz 1.2 die Beziehung

~ ~ TN
SQF'=S®F)on=:S®F
und damit fiir alle u:
TVl o B S o B ron B
Tuw(S@F' ®K)=1, (SRR ®F)
=7f(u)(§®K)®f'-

Es verschwindet also 7,,,(S® K) genau dann, wenn n,,, (S@’@K) ver-
schwindet. S® F' ist eine quasi-positive kohiirente analytische Garbe.
Nach [5] existiert nun ein I, so daB fiir alle I= [, gilt:

HHI(X, n(n)(§®K)®F')=0



276 H. Grauert und O. Riemenschneider:

Also ist auch H**'(X, nw)(S@\f’(@K_)):O und wir konnen ohne Ein-
schrinkung

HV+1‘O=Hv+l(ﬁ,S@K)zHV+1(X, ﬂ(o)(§®g))=0
voraussetzen.

Angenommen, es wire 7,,(S® K)+0. Da wir wieder mit einer ge-
niigend hohen Potenz von F tensorieren diirfen, kOnnen wir ohne Ein-
schrinkung die Existenz eines globalen Schnittes gel (X , n(v)(ﬁ ® K)),
o0, voraussetzen.

Mit Hilfe von ¢ konstruieren wir nun eine nicht-verschwindende
Kohomologieklasse aus H ”()? S®K):

Wegen o|U,el'(U,, 1, (S®K)=H"(U,,S®K) gibt es Zyklen ¢,e
z'(U,ng, S®K) mit g, &, =0|U,. Man bilde nun (=6 {cp}eC1 v
Wegen 7,,{ =0 gibt es ein ye C1-*~! mit {=6"#. Nun ist §' ¢’ 7 =0 und
8"9n=05(=0und also §'neZ*>~1, Wegen H>*~!'=H"*1-0=0 ist je-
doch Z%*~1=B%v"1: ¢ gilt somit & e B>~ 1.

Im Falle v>1 gibt es also ein ye C**~2 mit §" &' y=¢"y. Da die
(v— 1)-te waagerechte Sequenz bei C'-*~1! exakt ist, gibt es schlieBlich ein
aeC%¥~1 5o daB n—56"y=8a. Wir setzen é*—é —d"0,, o ~oclU
Wegen 6'{{}}={—0"n=0ist {*={E*}e C*(B, S®K), und aus §” &=
0" ¢, folgt n(v)ﬁ*—a#O d.h.

H'(X,§®K)=*0.

Nun ist § jedoch nach Satz 1.4 und Voraussetzung die Garbe der Keime
holomorpher Schnitte in dem quasi-positiven Vektorraumbiindel V=
L(S). Wir haben somit einen Widerspruch zu Satz 2.2!

In etwas modifizierter Form kann man in gleicher Weise den Fall v=1
behandeln, w.z.b.w.

Nun zum Beweis von Satz 2.1! Nach dem in § 1.4 Gesagten gibt es
zu X eine projektiv-algebraische Desingularisation (X, n), so daB Son
eine quasi-positive lokal freie Garbe ist; auBerdem gibt es zu jedem
Punkt xye X einen projektiv-algebraischen Raum Y, eine holomorphe
Abbildung ¢: Y— X und eine algebraische Menge Ec ¥, sodall ¢|Y—E
lokal biholomorph und x,e¢@(Y—E) ist. Das gefaserte Produkt Y=
Y xy X ist dann ein projektiv-algebraischer Raum, der nach Hironaka
eine projektiv-algebraische Desingularisation Y besitzt!. Wir haben dann
das folgende kommutative Diagramm:

- X
Y- X.

! Wir nehmen immer nur diejenige irreduzible Komponente, die auf X abgebildet wird.
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Mit 7 ist auch o eine eigentliche Modifikation, und S =(Sen)oyy =(Se @)oo
ist eine quasi-positive lokal freie Garbe. Wegen Satz2.3 ist dann
00, (S®K(Y))=0 fiir v1. AuBerhalb E=0"!(E) ist ¢ lokal biholo-
morph, und es gilt xoen(llz(f’—E)). Daraus folgt das Verschwinden von
oy ((Sem)®@ K), K=K(X), in der Néhe von x, fiir alle v 1. Da dies fiir
beliebiges xoe X gilt, erhalten wir

T((Som)@K)=0, v21,
woraus A
H*(X,S-K)=H"(X,m,((Sem)® K))

=H'(X,Sem)®K)=0, vz1,

wegen Satz 2.2 folgt, w.z.b.w.

Da ein MoiSezon-Raum X eine projektiv-algebraische Desingulari-
sation X besitzt, trigt jeder MoiSezon-Raum eine quasi-positive torsions-
freie kohirente analytische Garbe vom Rang 1. Die Umkehrung dieser
Aussage ist offen:

Ist jeder (normale) kompakte komplexe Raum, der cine quasi-positive
torsionsfreie kohdrente analytische Garbe trdgt, ein MoiSezon-Raum?

4. In diesem Abschnitt leiten wir in einem Sonderfall den Ver-
schwindenssatz aus [6] fir streng pseudokonvexe Mannigfaltigkeiten
erneut her. Es sei X eine streng pseudokonvexe komplexe Mannigfaltig-
keit und E« X die maximale kompakte analytische Teilmenge. X ist
dann eigentliche Modifikation eines normalen Steinschen Raumes Y, der
nur endlich viele singuldre Punkte enthilt. Es sei z: X — Y die Modifika-
tionsabbildung. Wir zeigen zunichst

Satz 2.4. Es gilt n,,(K(X))=0 fiir vz1.

Beweis. Wir kOnnen uns auf den Fall beschriinken, da E zusammen-
hdngend ist. Y enthélt dann héchstens einen singuldren Punkt y,=n(E).
Es gibt somit nach Artin([2], Theorem 3.8) eine Umgebung U= U(y,)c Y,
die offene Teilmenge eines normalen projektiv-algebraischen Raumes ¥
ist. Wir diirfen ohne Einschriinkung U = Y annehmen. Sei ferner 71: X — ¥
eine Desingularisation von Y, so daB X offene Teilmenge von X und =
die Einschrinkung von 7 auf X ist. Ist dann F ein positives Geraden-
biindel iiber ¥, so folgt nach Satz 2.3

(K (X)® F =, (FOK (X)) =0

und also 7, (K(X))=0,v=1, w.z.b.w.
Da Y Steinsch ist, folgt aus Satz 2.4 sofort

H'(X, K(X))=H*(Y, 6, (K(X)))=0, vZ1.
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Wir erhalten also das

Korollar. Ist X eine streng pseudokonvexe komplexe Mannigfaltigkeit,
so gilt
& HY(X,K(X))=0, v=1.

Diese Aussage bleibt auch richtig, wenn man K= K(X) durch V& K
ersetzt, wobei V ein semi-positives Vektorraumbiindel auf X bezeichnet.
Daman jedoch bei dem obigen Beweis zeigen miiBite, daBl V Beschriinkung
eines semi-positiven Vektorraumbiindels von X ist, wird der Beweis
wesentlich schwieriger.

§ 3. Die kanonische Garbe von Grothendieck

1. Wir betrachten in diesem Paragraphen die von Grothendieck ein-
gefilhrte kanonische Garbe K*=K*(X), die in der Dualitdtstheorie
(Serre-Dualitit) von groBer Wichtigkeit ist.

Es sei X ein n-dimensionaler komplexer Raum. U sei eine offene
Menge in X, die biholomorph in ein Gebiet G des C" eingebettet sei, es
sei d=m—n die Codimension von U in G, @ die Strukturgarbe von U
und X die kanonische Garbe von G. Dann verschwinden die Garben

Extg(g)(@, K); i=0,...,d—1.
Wir setzen
K*(U)=Extg (0, K)|U.

K*(U) ist eine kohirente analytische Garbe auf U, deren Tréger ganz U
ist und die in den reguldren Punkten von U mit der gewohnlichen
kanonischen Garbe iibereinstimmt. Man kann zeigen, dal K*(U) von
der Einbettung U <> G unabhingig definiert ist. Infolgedessen kann man
die Garben K*(U) zu einer globalen Garbe K* auf X zusammenkleben.

2. Wir wollen nun zeigen, daB fiir einen normalen komplexen Raum
X mit Singularitdtenmenge A die kanonische Garbe K*(X) gleich dem
nullten direkten Bild der gewohnlichen kanonischen Garbe K(X — A4)
unter der Einbettungsabbildung X — 4— X ist. Insbesondere ist dann
die von uns definierte Garbe K(X) eine Untergarbe von K*(X).

Diese Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung aus dem néchsten
Satz, in dem X nicht normal zu sein braucht:

Satz 3.1 (2. Riemannscher Hebbarkeitssatz). Es sei A< X eine min-
destens 2-codimensionale analytische Menge in X. Dann ist die Beschrdn-
kungsabbildung

I'X,K*)—-TI'(X -4, K*)
bijektiv.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dal jede Schnittfliiche feI'(X — 4, K*)
lokal iiber 4 hinaus fortgesetzt werden kann.
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Es sei U eine offene Teilmenge von X, die biholomorph in ein Holo-
morphiegebiet G = €™ eingebettet sei. Die Symbole d, @ und K mdgen
dann dieselbe Bedeutung wie in Abschnitt 1 haben. Es gibt eine freie

Auflosung 0-F, > F->Fp—>0-0

von @ iiber G. Wegen Extlyom) (0, K)=0,i=1, ..., d—1, erhilt man hieraus
exakte Sequenzen

0— Hom(%,, K)—---— Hom(%;_;,K) > Im—0
0 — Im — Ker — Ext(0, K)=K*(U)— 0,
wobei Im das Bild des Homomorphismus Hom(%;_,, K)— Hom(#,, K)

und Ker den Kern von Hom(%;, K)— Hom(%,, ;, K) bezeichnet. Die
homologische Dimension hd(Im) ist also =d - 1, und folglich gilt fiir alle

UnA:
xevn (codim,, A —2)—hd, (Im)=1.
Dann ist nach Scheja ([14], Korollar zu Satz IT) die Einschrankungs-
bbild
abbildung H'(G, Im)— H'(G— A, Tm)

bijektiv und also wegen H!(G, Im)=0 auch H(G— A4, Im)=0. Aus der
zweiten Sequenz folgt dann mit Hilfe der exakten Kohomologiesequenz
die Surjektivitdt der Abbildung

Ir'(G—A,Ker)— I'(U— A4, K¥).

Die Schnittfliche feI'(U— A4, K*) kommt also von einer Schnittfliche
gel'(G— A, Ker) her. Nun ist aber Ker eine Untergarbe der freien Garbe
Hom(%;, K) und also g zu einer Schnittfliche geI'(G, Ker) fortsetzbar.
Das Bild f von § in I'(U, K*) setzt dann f nach U fort.

Die Existenz einer globalen Fortsetzung und die Injektivitit der
Restriktionsabbildung folgt aus

Satz 3.2. Es sei A eine mindestens 1-codimensionale analytische Menge
in X und feI'(X, K*) eine Schnittfliche mit Tr f = A. Dann ist f=0.

Beweis. Wir stellen dieselbe Situation wie im Beweis zu Satz 3.1
her. 1 ist dann Bild einer Schnittfliche geI'(G, Ker), fiir die
glG—Ael'(G— A, Im)

gilt. Ist Ker, der Kern der Abbildung Hom(%;_,, K) —» Hom(%;_,, K),
so hat man exakte Sequenzen

0 Hom(%,,K)—---— Hom(%,_,, K)— Ker, —» 0,
0— Ker, - Hom(#;_,,K)—Im—0

20 Inventiones math., Vol. 11
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und folglich fiir alle xeU ~ 4:
(codim, A —2)—hd, (Ker)=1.

Wie im Beweis von Satz 1 findet man dann eine Schnittfliche
hel(G— A, Hom(%,_,, K)), die auf g|G— A abgebildet wird. h kann zu
einem Schnitt el (G, Hom(&,_,, K)) fortgesetzt werden. Das Bild § von
hin der freien Garbe Hom(%;, K) stimmt auBerhalb von A mit g iiberein
und ist deshalb mit g identisch. Das bedeutet aber geI'(G, Im) und also
f=0, w.z.b.w.

3. Wir konstruieren nun das Beispiel eines normalen kompakten
komplexen Raumes X, fiir den unser Verschwindungssatz nicht gilt,
wenn man statt K(X) die kanonische Garbe K*(X) verwendet.

Es sei R <IP? eine singularitiitenfreie Kurve vom Grad d. Die analy-
tische Menge R ist dann eine Riemannsche Fliche vom Geschlecht

g=3(d—-1)(d-2).

Das Hopfsche Geradenbiindel iiber dem IP? besitzt eine nirgends ver-
schwindende meromorphe Schnittfléiche, die auBerhalb einer 1-dimen-
sionalen Ebene E holomorph ist und in jedem Punkt von E eine Pol-
stelle erster Ordnung besitzt. Da R genau d Punkte mit E gemeinsam
hat, ist die Chernsche Zahl der Einschrankung F des Hopfschen Biindels
auf R gleich —d.

Wir schlieBen jede Faser des Geradenbiindels F — R zu der Riemann-
schen Zahlenkugel IP' ab und erhalten auf diese Weise ein projektives
Faserbiindel F — R. Da F negativ ist, konnen wir die Nullschnittfliche R
in F zu einem Punkt zusammenblasen. Der auf diese Weise entstehende
normale Raum Y ist projektiv-algebraisch und hat genau eine Singulari-
tit; Y 14Bt sich in natiirlicher Weise als Unterraum des P> realisieren.
(Durch Zusammenblasen der Nullschnittfliche © in dem projektiven
Hopfschen Biindel iiber dem IP? entsteht der IP3. Wegen R< O ist dann
Y<IP?) Es sei weiter Hy=H das zu der Hyperfliche der unendlich
fernen Punkte von Y gehorende Geradenbiindel. Da Hy quasi-positiv ist,
ist auch das Urbild H von H beziiglich der eigentlichen Modifikation
F — Y quasi-positiv.

Wir beweisen nun als erstes:

Ist d=6, so existieren auf F 2-dimensionale meromorphe Differential-
Jormen mit Werten in dem quasi-positiven Geradenbiindel H, die auferhalb
R holomorph sind und in jedem Punkt von R eine Polstelle zweiter Ordnung
besitzen.

Beweis. Wir bezeichnen mit G das Geradenbiindel auf F, das zu dem
Divisor R = F gehért. Unsere Behauptung lautet dann

I(F,G* @ H® K (F))+0
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fir d=6. Betrachten wir dazu zunichst das Geradenbiindel F ® K(R).
Da K(R) genau g linear unabhingige holomorphe Schnittflichen be-
sitzt, folgt

dim IR, FOK(R)Zg+c(F)=g—d=53d(d-5)+1.

Ist nun V— F ein beliebiges Geradenbundel so hat man stets eine exakte
Sequenz

(*) 0-G'®V—>V—VIR—0,

wobei unter V| R genauer die triviale Fortsetzung nach F der analytischen
Einschrﬁnkung von V auf R zu verstehen ist. Die letzte Bemerkung be-
nutzen wir dazu, die Fortsetzbarkeit hinreichend vieler holomorpher
Schnitte in F® K(R) nach G2® H® K(F) zu verifizieren.

Es sei zundchst V= G®H®K(F) Da die Gleichheit G® K(F)|R =
K(R) besteht und H in einer Umgebung von R trivial ist, so folgt aus (%)
die exakte Sequenz

0 H®K({F)—»> G®H®K(F)— K(R)—0.
Nach Satz 2.1 gilt nun H*(F, H® K(F))=0 fiir v> 1 und somit
H'(F,GR H®K(F))=H"(R,K(R)), vzl

Setzt man in (x) V=G*® HQK(F) ein, so licfert die Kohomologie-
sequenz und die Beziehung G|R =F die exakte Sequenz

I'(F, G*® H® K(F)) - I'(R, FQ K(R))— H'(R, K(R)),
woraus wegen dim H*(R, K(R))=1 die Behauptung
dim I'(F, G’ @ H® K(F))2dim I'(R, FR K(R))—124d(d—5)=1

fir d=6 folgt, w.z.b.w.

Wir betrachten jetzt ein Geradenbiindel iiber dem IP* mit der Chern-
schen Zahl —c¢< —1 (also ohne Einschriankung =S¢, wenn S das Hopf-
sche Biindel iiber dem IP! ist). Da Y ein Kegel (mit der isolierten Singu-
laritiit als Zentrum) ist, operiert die multiplikative Gruppe C*=C -0
auf Y. Wir konnen also zu diesem Geradenbiindel das assoziierte Biindel
konstruieren, das Y zur Faser hat. Man erhilt dadurch einen 3-dimen-
sionalen normalen kompakten kompiexen Raum X, dessen Singulari-
titenmenge isomorph zu IP! ist.

Es sei nun Y der affin algebraische Raum Y—Y,, wobei Y, die
Menge der unendlich fernen Punkte von Y <IP? bezeichnet; es gilt also
Y = @3. Die Gruppe €* operiert auch auf €3. Wir konnen dann das zu
S¢ assoziierte Biindel V mit Fasern €2 konstruieren und erhalten sofort
XcV=8®S5®S". Nun ist $° ein negatives Geradenbiindel, so dall V
ein negatives Vektorraumbiindel ist. Nach [5], Satz 5, wird dann aus V
20*
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durch Niederblasen der Nullschnittfliche IP* = V ein affin algebraischer
Raum. Hieraus folgt nun unmittelbar:

Die Nullschnittfliche IP! = X lipt sich zu einem Punkt zusammenblasen.
Dabei entsteht aus X ein projektiv-algebraischer Raum X'. Insbesondere
ist X dann selbst projektiv-algebraisch.

Es sei H' das Geradenbiindel, das zu dem Divisor der unendlich
fernen Punkte von X’ gehort. Ist X' <IP”, so ist H’ als Einschrinkung
des zu IP! gehdrenden Geradenbiindels quasi-positiv. Das Urbild H von
H' beziiglich der eigentlichen Modifikation X — X' ist dann ebenfalls
quasi-positiv. H ist nichts anderes als das Geradenbiindel, das zu dem
Divisor der unendlich fernen Punkte der Fasern des Biindels X — IP!
gehort, d.h. es gilt H{Y=H,.

Wir kénnen nun beweisen, daB X (zusammen mit H) ein Beispiel der
gesuchten Art ist:

Es gilt HY(X, H® K*(X))+0.

Beweis. Wegen Satz 3.1 und § 2.2 konnen wir Schnitte
, ¢el'(Y, HQ K*(Y))
als meromorphe Schnittflichen in dem Biindel K(F)® H auffassen. Es
sei p die maximale Polstellenordnung aller Schnitte ¢ auf der Null-
schnittfliche R<F. Aufgrund des eingangs Bewiesenen gilt p=2 fir
d=6. Es sei I,<I'(Y, HQK*(Y)) der Untervektorraum der Schnitt-
flachen, die auf R eine Polstellenordnung < p besitzen. Da die Gruppe €*
auf I' operiert und I in I abbildet, operiert sie auch auf dem Quotien-
ten I'/I, . Ist &y, ..., &, I= 1, eine Basis von I'/I, so gilt, falls ¢ die Ab-
bildung €* — Aut(I'/I,) bezeichnet, fir A=1, ..., [

(&) p@&=a""1¢;,  aeC

Es sei nun n: X —»IP* und IT1=mn,,(H® K*(X)); ferner sei II, die
kohirente analytische Garbe auf IP!, die durch das Garbendatum

n,(U)={¢el(n ' (U), H® K*(X)): ¢|n~'(2)e, fiir alle ze U};

U cIP?, definiert ist. Jedes Element aus (I1/11,),, zeIP*, wird nach Triviali-
sierung X|U =~ U x Y reprisentiert durch eine holomorphe Abbildung
¢: U-T/IL(U=U(z)cIP! muB hinreichend klein sein). Sind f;; die
Ubergangsfunktionen von $° und g;; die Ubergangsfunktionen des
kanonischen Biindels K(IP"), so siecht man mittels (¥) unmittelbar, daB
sich ¢ vermdge der Funktionen g;;- f;Z~' transformiert. Es gilt folglich

mn,=v,

wobei das Vektorraumbiindel V die I-fache Whitney-Summe des Ge-
radenbiindels K(IPY)® S~V ist.
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Der Grad von V ist dann gleich
c(KR)~c(p—1))=—1{2+c(p—1))<0,
so daB I'(IP!, ¥)=0. Der Satz von Riemann-Roch liefert dann
dim H'(P, V)=1(2+c(p—1))—I=I(1+c(p—1))>0.
Da wegen H2(IP', I1,)=0 die Abbildung
H'(P', IT)— H'(IP*, I/I1,))

surjektiv ist, ist auch H'(IP', n,(H ® K*(X)))=H"(IP!, I1)#0. Daraus
folgt unmittelbar H'(X, H® K* (X))#0, w.z.b.w.

§ 4. Modifikationen von Mannigfaltigkeit zu Mannigfaltigkeit

1. Essei n: X — X eine eigentliche holomorphe Abbildung reduzier-
ter komplexer Rdume mit abzihlbarer Topologie; EcX und EcX
seien abgeschlossene anaiytische Teilmengen mit n(E)< E, so daB = eine
biholomorphe Abbildung X — E — X —E induziert. Wir wollen im fol-
genden eine exakte Sequenz herleiten, welche die Homologiegruppen
(mit Koeffizienten in einem Korper) von X, X, E und E miteinander
verkniipft. — Ahnliche Uberlegungen findet man fiir die Kohomologie
von Mannigfaltigkeiten X und X schon bei Aeppli [1].

Da man nach [4] und [10] beliebig feine Triangulierungen von X
finden kann, so da3 E Unterkomplex dieser Triangulierungen ist, so
ist E starker Deformationsretrakt beliebig kleiner (abgeschlossener)
Umgebungen U= U(E)< X. Fiir solche U ist die kanonische Abbildung

H(E)— H,(U)

ein Isomorphismus fiir alle /= 0. Das folgende kommutative Diagramm
mit exakten Zeilen

-+ —> Hy(E) — H(X) — H|(X, E) — H, 4(E) — H,_4(X) — -

N

- — H(U) — H(X) — H(X, U)— H,_,(U)—> H;_{(X) —> -~
liefert dann die Isomorphie
H\(X, E)—=> H,(X, U).

Sind U, < U, zwei Umgebungen von E mit der obigen Eigenschaft,
so ist dann auch die Abbildung
H(X,U)—H(X,U,)

bijektiv fiir alle . — Entsprechendes gilt auch fir X und E.
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Auigrund der Eigenschaften von n kann man nun abgeschlossene
Umgebungen U, = U von E und U, = U, von E finden, fiir die die obigen
Isomorphien gelten und die Relation

Uy~Ec0,—~EcU —EcO,—E

besteht. In dem kommutativen Diagramm

H(X —E, U,~E)~— H(X-E, U, - E)~* H(X -E,U,—E)— H(X - E, U,~ F)

| o

H(X,U,) = — H)(X, U))

HI(X9 Ul) = HI(X’ UZ)

sind die senkrechten Abbildungen wegen des Ausschneidungsaxioms
bijektiv. Also ist w ein Isomorphismus, und aus dem Diagramm

H(X~E 0~ E)—=> H(X, U) >~ H(X, E)

° J l

H(X—~E, U —E)-—=> H|(X, U))«>~ H(X, E)
erhalten wir fiir alle /=0 einen Isomorphismus
H(X, Ey—=- H(X, E).
2. Wir betrachten nun das folgende kommutative Diagramm mit
exakten Zeilen:

oo — Hy (X, B) - H(E) -5 H(X) -5 HY X, E) -5 H,_,(E)— -

(%) lé lpz lm 15 lmq
s Hyy (X, E) 2> H(E)—> Hy(X) ~L> Hy(X, E) 2 H,_ (E)— -,

und definieren als erstes

H(E):=ker(p,: H(E)— H/(E)).
Da es sich bei (*) um ein Diagramm von Vektorrdumen handelt, konnen
wir einen Untervektorraum H}(E) von H,(E) finden, so daB

H/(E)=HF(E)@im p,.

i bildet H¥(E) injektiv in H,(X) ab. Ist ndmlich £*€H*(E) ein Element
mit i(E*)=0, so gibt es ein e H,, (X, E) mit p, o d(%)=2(#) = &*, woraus
E*eHF(E)nim p;=0 folgt. — Wir fassen deshalb H¥(E) auch als Unter-
vektorraum von H,(X) auf.
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Fiir die Abbildung doj: H(X)—H,_ J(E) gilt p;_;000j=00j=0,
d.h. 1m(60 e HE 1 (E); auBerdem ist 0o Jj(i(H,(E)))=0. Infolgedessen
gibt J o j AnlaB zu einer Abbildung

o*: H(X)/H}E)— H¥ (E).
Wir beweisen nun

Satz4.1. Unter den Voraussetzungen von Abschnitt 1 existiert eine
exakte Sequenz

H}(E)—1 H(X) - H(X)/H}E) —Z> HF ((E)— --
- H¥(E)—" Ho(X) " Ho(X)/HE(E) — 0.

Beweis. An Hand des Diagramms (x) ist leicht einzusehen, dal} es
sich bei der obigen Sequenz um einen Komplex handelt, d.h. daB an
allen Stellen im cker gilt. Wir haben noch die umgekehrten Inklusionen
zu beweisen.

a) Sei EcH¥(E) mit 1(5) 0. Dann existiert ein {eH,, (X, E) mit
E=5(0), woraus 8(0)= pi(&)=0 folgt. Also gibt es ein neH,(X) mit
jm)={, so daB die Restklasse 7€ H,(X)/H¥(E) unter 0* auf £ abgebildet
wird.

b) Sei éeH,(X) mit 7#,(§)=0; dann gibt es ein CeH*(E) mit 7,(&)=i(0).
Es ist somit ](é)— joi({)=0, woraus die Existenz eines Elementes
e H,(E) mit i(f,)=E folgt. Weiter impliziert io p(f},)= n,(f)——z({) die
Existenz eines Elementes #,e H, , , (X, E) mit pl(nl) (= 6(112) pro 6(n2)
d.h. p,(n1~6(nzl)eH*(E)mlm p1=0. Mithin ist #:=#, —0(%,)e H¥(E),
und es gilt i(f)=i(H,)=¢.

¢} Sei e Hy(X) so beschaffen, daB fiir die Restklasse EeH(X )/H,*(E)
das ¢*-Bild gleich Null ist. Wegen 0o (&)= =0 gibt es dann ein
fi e H(X) mit j(&)=J(#,). Die Glelchungjon,(nl) J(é) liefert ein Element
(e H)(E) mit m;(f;)— £=i((). Wegen H,(E)=H{"(E)@® im p, gibt es weiter
Elemente {, e H¥(E) und #,e H(E) mit {={, ® p,(#,). Fir #: —nl—z(nz)e

H\(X) gilt dann () — £ =1(—#,(7,))= i((,)ei (HF (E)) und also m(A)=¢,
w.z.b.w.

3. Aus der exakten Sequenz in Satz 4.1 ziehen wir nun einige Folge-
rungen.

a) Es sei X eine Mannigfaltigkeit, = sei surjektiv und X besitze eine
Desmgularlsatlon Y (zB. sei X ein Moisezon- -Raum). Dann hat die
Abbildung ¥— X den Abbildungsgrad 1, so daB nach Hopf [8] die
kanonischen Abbildungen

H:(?)—’HI(X), 120,
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surjektiv sind. Dies impliziert die Surjektivitit der Abbildungen

. Hz(X')“’Hz(X),
was wiederum unmittelbar die Surjektivitit der Abbildungen

Pr: HI(E) — H(E)
nach sich zieht (man vgl. (¥) in Abschnitt 2). Folglich ist H¥*(E)=0, und
die Sequenz aus Satz 4.1 liefert, da 0 injektiv, exakte Sequenzen

0— H}(E)— H/(X)— H(X)—-0, [20.
Da auch die Sequenzen
0— H¥(E)— H(E) > H,(E)—>0

exakt sind, so erhalten wir fiir alle ! die Dimensionsformel von Aeppli
([1], Lemma 5):

dim H,(X)—dim H,(E)=dim H,(X)—dim H,(E).

b) Es sei n: X > X wie in Abschnitt 1; zusitzlich sei m surjektiv,
und es existiere eine singularititenfreie Menge M in einer Umgebung
U=U(E), so daB EcM. Ist dann M =n"1(M), so schlieBt man ent-
sprechend a), daB die Abbildungen

n: H(M)— H(M), 120,
und damit auch die Abbildungen
pr: H(E)— H(E), 120,

surjektiv sind. Es folgt somit H}¥(E)=0, und wir erhalten in diesem
Fall eine exakte Sequenz

v H¥E)— H(X) — H(X) —» H¥ ((E)— -
- — H¥(E) > Hy(X) > Ho(X)— 0.

Diese Sequenz gilt insbesondere fiir den Fall, das E selbst eine
Mannigfaltigkeit ist (wobei auch der Fall der Dimension 0 eingeschlossen
ist, d.h. E nur aus isolierten Punkten besteht).

4. Es sei jetzt n: X — X eine eigentliche Modifikationsabbildung,
X und X seien kompakte Kihlersche Mannigfaltigkeiten. Wir fiihren
folgende Bezeichnungen ein: A' = A4/(X) bzw. A' = A'(X) seien die Vektor-
riume der I-dimensionalen C®-Differentialformen auf X bzw. X.
Z'=2Z!(X) bzw. Z!, = Z,(X) seien die geschlossenen [-Formen auf X bzw.
die geschlossenen I-Formen auf X, deren Perioden auf H¥(E)=
ker(H,(E) — H,(E)) verschwinden. Wir setzen B'=B'(X)=dA'~!(X) und
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B'=B'(X)=dA'"'(X)< Z\,(X). Die Abbildung x induziert Homomor-
phismen Z(X)— Z!(X) und B'(X)— B'(X) und einen Isomorphismus
H'(X) = H{(X),
wobei H'(X)=Z'/B' und H',(X)=Z,/B".
Es sei nun A” 9= A4?%(X) der Vektorraum der (p, q)-Formen auf X,
d: AP?— AP*19 ynd d": AP%— AP?*! seien die iiblichen Operatoren,
und es sei
Zri={peA™?: d"@=0}, Bri=d'A»1

Dann gilt
HP 4= HYX, QP)= 7P 9/BP4,

In jeder Klasse aus H”? gibt es genau eine harmonische Form. Diese
ist d-geschlossen. Setzen wir DP*%:=ZP4nZ' |=p+¢q, so gilt also

Hl’vq:Dl”‘l/DP»(l(\BP-‘I~

Es sei nun geAP9nZ'. Wegen der Kihlerstruktur von X gilt die
Hodge-Zerlegung
Alszl—1@5A1+1@fl

und folglich fiir ¢ eine Darstellung
Q= dwo + h s

wobei YoeA' ! und he#? 1 i, ist von der Form y; + i, mit ;e 4P~ 19,
Y,eAP " und d"y; =0, d' Y, =0, und es gilt

(p:d'l/]l +d”l/12+h.
Aufgrund der Zerlegung

Ap—l.q=d~Ap~1.qn1@5/!Ap—1.q+1®9fp—1,q

und d" ¢, =0 4Bt sich y, schreiben in der Form d"y + h, mit ye4?~1-2-1
und harmonischem h,,. Es folgt wegen d' hy=0

o=d"(y,—d'y)+h.
Nun ist d'(y;—d'7)=0 und h harmonisch. Infolgedessen gilt mit
Y=y,—dy , 1
o=dy+hdy=0 YeAP11.
Ist ¢ zusitzlich in B”4, so folgt @ =d" . Man erhilt somit

DP9 BPa=d"Ker(d': 471! gp+1a-1
=D""nB, I=p+q.
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Dies impliziert H?%=D? /D> Bl Es gilt also unabhingig von der
Kihlermetrik H”9c H'. Entsprechendes gilt auch fiir A4 =H"9(X)
und A'=H'(X). Nun bildet = den Vektorraum H?7 in H?7 ab. Setzen
wir jetzt

HE4(X)=H"%(X)n Hy (X)),

so folgt aus der (von der Kédhlermetrik unabhingigen) Isomorphie

H(X)= Y Hr9X)

p+a=1
und dem eingangs Gesagten der

Satz 4.2. Die Abbildung n: X — X induziert einen Isomorphismus
HY(X)— HL(X),
der H?%(X) isomorph auf H2 %(X) abbildet. Es gilt

HY(X, Oz @ H(R),

p+a=1

HYO(X)=H"°(X), HY'(X)=H"'(X).

5. Es sei X eine streng pseudokonvexe komplexe Mannigfaltigkeit.
Es sei Ec X die maximale kompakte analytische Teilmenge. X ist dann
eigentliche Modifikation eines normalen Steinschen Raumes Y. Wir
bezeichnen mit n: X — Y die Modifikationsabbildung. Die Menge
D=rn(E) besteht nur aus endlich vielen Punkten.

Definition. X heifit eine Sur-Steinmannigfaltigkeit, wenn Y eine
Mannigfaltigkeit ist.

Eine Sur-Steinmannigfaitigkeit liegt also iiber einer Steinschen
Mannigfaltigkeit. Es sei e H4(X, Q°) eine Kohomologieklasse mit gz 1.
Wir zeigen

Satz4.3. Ist X eine Kihlersche Sur-Steinmannigfaltigkeit, so wird &
reprisentiert durch eine Form @eZ?4(X) mit dp=0. Die Perioden von ¢
auf H,, (E) sind eindeutig bestimmt. (Der Grundkérper von H,, (E)
sei jetzt R.)

Beweis. a) Da Y ein Steinscher Raum ist, gilt H4(X, Q)= I'(Y, ,,(2")).
Der Triger von 7, (Q?) ist in D={y,, ..., y;} enthalten. Wir wihlen in
bezug auf lokale Koordinatensysteme um y, Hyperkugeln Y, mit y, als
Zentrum, so daBl Y, Y, =0 fiir v#u. Es sei X,=n"1(Y,). Die offenen
Mengen X,< X sind dann streng pseudokonvex, die Y, selbst sind
Steinsche Mannigfaltigkeiten. Gibt es nun d-geschlossene Formen
9,€Z74(X,), die ¢|X, reprdsentieren, so kann man den Kozyklus
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U=, =0, 0on !Y,nY,} mit Yo=Y —D betrachten. Dieser ist ein-
dimensional und hat Koeffizienten in der Garbe Q%2 der d-geschlossenen
Formen vom Typ (p, g). Da Y eine Steinsche Mannigfaltigkeit ist, hat
man einen Isomorphismus H'(Y, Q89— H'*P*4(Y, C). Dieser kom-
mutiert mit der Urbildbildung nach X. Deshalb ist das Bild von ¢ in
H'*?+4(X, €) gleich null. Nach Hopfist jedoch die Abbildung H'(Y, C) —
H'(X, C) injektiv fiir alle . Also ist das Bild von y in H'*P*9(Y, )
gleich null. Das bedeutet Yy =0 {y,} mit y,eI'(Y,, Q%) und ¢p=¢,—y,o7n
ist eine d-geschlossene Form vom Typ (p, q) auf X, derart, dalB ¢}X,
(in bezug auf d und d”) dic Kohomologieklasse £|X, fiir v=1,...,s
reprisentiert. Da dann 7, (¢)=m,,(¢) gilt, folgt, dal ¢ auf ganz X die
Klasse ¢ reprisentiert. Wir diirfen also fortan o.E.d.A. voraussetzen,
dall Y <" eine Hyperkugel um den Nullpunkt und D= {0} ist.

b) Wir schlieBen den €" zum IP* ab und betrachten die Uberdeckung
V={Y,, Y;} mit Yo=IP"—- {0}, Y, =Y des IP". Wir verheften X und Y,
vermoge n und erhalten eine geschlossene komplexe Mannigfaltigkeit X,
die durch eine holomorphe Abblldung #: X —IP" auf den IP" abgebildet
ist. Man hat X< X, #a|X=nund #: X—E—=>Y,. Es sei X y="N(Y,).
Das System {X,, X, } =X ist dann eine offene Uberdeckung von X.

Es sei o€ ZP % X,). Wir setzen ag; =(¢|X o0 X;) o n ! und bezeichnen
mit Q%% die Garbe der Keime von d”-geschlossenen Formen von Typ
(p, @) Es ist dann {05, }€Z" (P, Q9. Ferner hat man einen Isomorphis-
mus H'(IP", Q%% - H'*9(IP", Q) wie auf jeder komplexen Mannig-
faltigkeit. Da H'*9(IP", Q?)%0 nur fiir [4+q=p, ist {aq,} hochstens fir
p=q-+ 1 nicht kohomolog 0. Andererseits gilt fiir g=n—1 stets o, =d"
mit feAP 1 1(Y,n Y;), weil Y, Y, eine Kugelschale ist. Da =, —f,
mit B,eA” 47 Y(Y,), ist {ay;} kohomolog 0. Im Falle p=n, g=n—1 folgt
aus dem Verschwindungssatz ¢ =d" f, der Kozyklus {a,,} ist dann eben-
falls kohomolog null. Wir konnen also immer schreiben ag, =0, — o
mit a,el'(Y,, Q%% und =@ +og o T=0, ist dann eine Fortsetzung der
Kohomologieklasse von ¢ nach X. Es gilt also ®|X v ¢ in bezug auf d".

c) Nach dem spéter bewiesenen Satz 4.6 (Zusatz) kann man jede
geschlossene Form we A”%(X) von einer Umgebung X'(E)c < X aus
nach X fortsetzen. Es sei w die Form vom Typ (1,1), die zu der Kihler-
metrik von X gehort. Durch Fortsetzung von w und folgender Addition -
eines hinreichend grofBen positiven Vielfachen des Urbildes einer Kdhler-
metrik auf IP" erhilt man eine positiv definite Kéihlermetrik auf X.
Unsere Mannigfaltigkeit X ist also eine Kihlersche Mannigfaltigkeit.
Die Form ¢ ist zu einer harmonischen d-geschlossenen Form { vom
Typ (p, q) kohomolog und die d’-Kohomologicklasse von ¢ wird durch
Y| X reprisentiert.

Ist ¢ bereits d-geschlossen, so kann man nach Satz4.6 (modulo
Kohomologie) direkt ¢ zu einer d-geschlossenen Form ¢ vom Typ (p, ¢)
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fortsetzen. ¢ und ¥|X sind dann d”- und d-kohomolog, sie haben also
auf H, ,(E) die gleichen Perioden. Damit ist auch die Eindeutigkeits-
aussage bewiesen.

Nach der Theorie der Kdhlerschen Mannigfaltigkeiten gibt es zu
vorgegebenen Perioden auf H,(X)=H,(E)® H,(IP") genau eine harmo-
nische d- und d’-geschlossene Form = Y ¢P% auf X. p* 9, @9

+q=1
sind holomorph bzw. antiholomorph ung deshalb Urbild von eben-
solchen Formen auf dem IP". Thre Perioden verschwinden deshalb auf
H(E). Es folgt:

1) Jede Periode auf H/(E) wird durch eine Form
p= ) o™ed(X)

p+q=Lp.qz1
realisiert, die d- und d"’-geschlossen ist.
2) Ist @ eine solche Form mit verschwindenden Perioden, so gilt
(pp.q=d”wp~q-l’ lﬁ""’“leA"'q”l(X)_
Die Fortsetzung ¢ von ¢ nach X ist namlich in diesem Fall kohomolog
einem Urbild einer d- und d”-geschlossenen Form des IP”.

3) Ist %1€ Z%9(X), so gilt 9*1=d" %11, y®1-1e 4% 9-1(X).

Nach Abschnitt a) aus dem Beweis des vorigen Satzes gelten diese
Aussagen auch, wenn D aus mehreren Punkten besteht.
Man hat also:

Satz 4.4. Die Kohomologiegruppe H'(E, €), |2 1 ist kanonisch isomorph

Zu
@ HPY(X).
P+q=1
p.qz1

Es gilt H”Y(X)=H*?(X), H*Y(X)=0.2 Eine Kohomologieklasse
(e H"Y(X), g2 1, verschwindet genau dann, wenn ihre Perioden auf H,(E)
null sind.

Es bleibt zu erwidhnen, dal bei streng pseudokonvexen Mannig-
faltigkeiten, die nicht ,,sursteinsch® sind, das Verschwinden von K ohomo-

logieklassen ¢ e H” %(X) im allgemeinen nicht zu topologischen Bedingun-
gen dquivalent ist.

6. Wir haben noch den Satz 4.6 aufzufithren. Wir zeigen zuniichst:

Satz 4.5. Es sei X eine kompakte Kihlersche Mannigfaltigkeit. Dann
ist die Abbildung H (X, Q&%) — H"(X, 12 *9) injektiv.

Dabei bezeichnet IT2*9 die Garbe der Keime von d-geschlossenen
Formen der Dimension p+q.

2 Die Verschwindungseigenschaft war bereits Hironaka bekannt.
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Beweis. Es sei U={U;: 1=1,...,1,} eine offene Uberdeckung von
X und o={¢,,}eZ' (4, Q%9 ein Kozyklus. Gilt ¢,, =y, —y, mit
Y, el(U, I12:9), so 14Bt sich schreiben y,= )y~

v+u=p+q
Es gilt Y2 =y"H U, " e A" #(X),falls (v,‘;z)#(p, q). Aus der Theorie
der Kihlerschen Mannigfaltigkeiten folgt:

Y Yrt=dat Y RUE4yP

) ¥, 9 v, w*(p.q)

wobeidie h*# harmonisch sind. Y} =y, —da~Y h"*=yP? — yP%istalso
d-geschlossen und vom Typ (p, q). Es gilt ¢ =6 {{y*}. Also reprisentiert ¢
auch in H'(X, Q% 9) die Nullklasse. Hieraus folgt unmittelbar der Satz 4.5.

Wir {ibernehmen jetzt wieder die Bezeichnungsweise des Abschnitts S
und zeigen

Satz4.6. Es sei oeAP(X) eine d-geschlossene Form. Dann gibt es
eine d-geschlossene Form (peAP4(X) mit p|X ¢ (in der d- und d"-Ko-
homologie ).

Beweis. Wir betrachten die injektive Abbildung

HY(X, IL(X)—H'*(X, C)
und ebenso ~
HY(IP", 1L (X)) =~ H'*1 (IP", ©).

Beide Abbildungen kommutieren mit der Urbildbildung. Der Homo-
morphismus H'*'(IP", €) — H'+*'(X, €) ist nach Hopf injektiv. Es sei

E={plXon X, e Z! (X, IT}(X))
£={(1Xon Xy o i1} e Z} (D, ITL(1P").

Der K ozyklus & ist kohomolog null, das Bild in H'*+*(X, €) verschwindet.
Also ist auch das Bild von ¢ in H'*1(IP", €) gleich null. Es folgt, daB &
kohomolog null ist: E=¢&, —¢&, mit &,el(Y,, IT,(IP"). Nach dem vor-
stehenden Satz 4.5 kann man sogar ¢,eI'(Y,, Q24(IP") wihlen. Es gilt,
da Y; eine Hyperkugel ist, £, 0 und mithin &, c n¢n0. Im Falle p+¢g=0
konnen wir & =0 wihlen. Es ist dann ¢=¢— ¢, on=—¢, 0.

und

Zusatz. Sind p=1, g=1, so lapt sich sogar ¢ =@ in der Nihe von E
erreichen.

Beweis. In Y, gilt ¢, =d'd"n mit ne AP~ 12-}(Y)). Ist t eine Testfunk-
tion in ¥, mit t{U(0)=1, UQ)c c Y}, so schreiben wir {F=d'd"(1-t)n
und & =¢f —E=¢, in €"— {0} bzw. IP"— U. Die &* etfiillen den gleichen
Zweck wie die &,. Verwendet man &F anstelle der &,, so folgt p=¢ in
einer Umgebung von E.
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