Math. Ann. 187, 40-—55 (1970)
© by Springer-Verlag 1970

Uber die Anwendung algebraischer Methoden
in der Deformationstheorie komplexer Rdaume

OswALD RIEMENSCHNEIDER

Abstract. Es handelt sich um einen Beweis der folgenden Sitze, die zuerst von Grauert an-
gegeben wurden (Publ. Math. LH.E.S. No. 5, 1960; vgl. dies Zbl. 100, 80 (1963)):

Es sei f: X — Y eine eigentliche holomorphe Abbildung komplexer Raume, & sei eine f-platte
kohidrente analytische Garbe iiber X; es bezeichne X, die Faser von f iiber einem Punkt ye Y
und ¥, die analytische Einschriinkung von & auf X,. Dann gilt: (I} Die Funktionen d,(y} = dimgH?
(X,, &) sind halbstetig nach oben. (II) Ist fiir ein g € Z die Funktion d (y) konstant und Y reduziert,
so ist die g-te direkte Bildgarbe von & unter f lokal frei {iber Y. (III) Die Euler-Poincaré-Charak-
teristik x(y) = Z(~ 1)fdim HY(X,, &,) ist lokal konstant iiber Y. — Der Beweis benutzt systematisch
den Begriff des ,,Steinschen Kompaktums® (= kompakte semianalytische Menge mit Steinscher
Umgebungsbasis). Mit Hilfe der von Frisch bewiesenen Tatsache, daB die Algebra der Schnitte
in der Strukturgarbe eines komplexen Raumes iiber einem Steinschen Kompaktum noethersch
ist (Invent. Math. 4, 118138 (1967); vgl. dies Zbl. 167, 68 (1969)), gelingt es, die Grothendieckschen
Methoden im algebraischen Fall (EGA III) auf die analytische Situation zu iibertragen.

Einleitung

In dem abschlieBenden Paragraphen seiner bekannten Arbeit ,,Ein Theorem
der analytischen Garbentheorie und die Modulriume komplexer Strukturen™
[4] gibt Grauert einige Folgerungen aus dem groflen Kohirenzsatz an, die
man folgendermaBen formulieren kann (vgl. auch [5], p. 74f):

Theorem. Es seien X und Y (nicht notwendig reduzierte) komplexe Riume,
S XY sei eine eigentliche holomorphe Abbildung und & sei eine f-platte
kohdrente analytische Garbe iiber X. Es bezeichne X, die Faser von X iiber
dem Punkt y € Y beziiglich [ und ¥, die analytische Einschrinkung von & auf
X,. Dann gilt

(I) Die Funktionen

d,(y)=dim  HY(X,, %), q=0,1,..,

sind halbstetig nach oben. Ist Y iiberdies reduziert, so existiert eine nieder-
dimensionale analytische Menge N in ¥, so daf alle d, in Y\N lokal konstant
sind.

(1) Ist die Funktion d, fiir ein q konstant und Y reduziert, so ist die g-te
direkte Bildgarbe f,$ von & lokal frei.

(I11I) Die Euler-Poincaré-Charakteristik

1) = 20(-—— 11 dim, H(X,, %))

ist lokal konstant auf Y.
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Der Beweis dieses Satzes wurde in [4] nur angedeutet und bisher m. W.
nirgends vollstiindig durchgefiithrt. Mit der vorliegenden Arbeit soll diese Liicke
geschlossen werden.

AuBer dem Grauertschen Kohirenzsatz, der natiirlich wesentlich eingeht,
verwenden wir die von Frisch [2] bewiesene Aussage, da3 die €-Algebra der
holomorphen Funktionen auf einem Steinschen Kompaktum noethersch ist.
Wir folgen dabei einer Bemerkung von Kiehl aus der Arbeit [9], in der ein
Teil des obigen Theorems fiir rigid-analytische Rdume bewiesen wurde. Es
gelingt damit, die Grothendieckschen Methoden im algebraischen Fall
(EGA 1III) auf die analytische Situation zu libertragen. Die zu dem obigen
Theorem analogen Sitze der algebraischen Geometrie werden wir jedoch nicht
direkt anwenden (vgl. dazu die SchluBbemerkung (4.13)). Da wir die Kenntnis
von EGA III nicht voraussetzen wollen, werden wir die benutzten Hilfsmittel
etwas breiter darstellen; insbesondere wird der Beweis des Theorems fiir den
Fall einer Riemannschen Fliache Y (fast) vollstindig durchgefiihrt.

Zum Aufbau dieser Arbeit sei kurz folgendes gesagt: In den Paragraphen 1
und 2 stellen wir Ergebnisse iiber formale Cohomologietheorie bzw. Steinsche
Kompakta zusammen. In § 3 leiten wir mit Hilfe dieser Ergebnisse das Haupt-
theorem fiir den eindimensionalen Fall her und fithren in §4 den Beweis fiir
den Allgemeinfall durch vollstindige Induktion.

Es sei mir gestattet, an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. H. Grauert fiir sein Interesse und die stete
Forderung zu danken, die er dieser Arbeit zuteil werden lieB. Ferner schulde ich den Herren
W. Baurichter und P. Pflug Dank fiir viele aufschluBreiche Diskussionen.

§ 1. Formale Cohomologie
(1.1) Es sei im folgenden A stets ein kommutativer noetherscher Ring und
Ceen Q918 ca ¥ ot
ein formaler Komplex von A-Moduln. Wir setzen wie iiblich

Zi=74C)=keré?,

B?=B{C)=im "},

Zi=Z%C)=coker$? ! = CYB1,

H¢=H*C)=ZYB".

H* heif3t bekanntlich die g-te Cohomologiegruppe des Komplexes C .
{1.2) Mit den Bezeichnungen von (1.1) hat man die exakten Sequenzen

0-H'—»Zi-B1*1 50,
0—~Bi->Z%->H*>0,
0-Z1-5Ci» B >0.



42 O. Riemenschneider:

(1.3) Ist M ecin beliebiger A-Modul, so verstehen wir unter C' QM den
durch
s QM ER  ct QM

definierten formalen Komplex. Im folgenden interessieren wir uns fiir die
Beziehungen zwischen HYC') und HY{(C ® M).

(14) Es seien u: Z4i@M—B*"'QM,v""1:B*" '\ QM ->Z" Q@M und
witl Z4T QM > CTM P @M die aus (1.2) gewonnenen Homomorphismen.
Dann gilt

HYC @ M)=ker(wi*1op1*1oyd),
denn es ist
HY(C @ M) =ker(0*®id)/im(67 ' ®id)
=ker(C*@M/im(8* ' ®id))— C*"* @ M)
=ker(ZIQM-Ci* 1 @M),
wobei die letzte Gleichung aus der Rechtsexaktheit des Funktors .@ M folgt.
(1.5) Wegen (1.2) erhidlt man die folgenden exakten Sequenzen:
Tord(B*!, M)» HIQ M- 21 M~ »B1* '\ Q M -0,
Tor{(Z9* !, M)~ Torf(H*"* ', M)» B ' @ ML 297 L@ M,
Tor{(B**2, M)»Z4" '@ M- C1" @M .

(1.6) Da im#{; = keru? Cker(w?** o 7% 1 o y%) = HY(C ® M), so hat man stets

eine kanonische Abbildung
t4,: H(C)YQM — HY(C ®M).

(1.7) Satz. Sind alle Z% und B? platte A-Moduln, so existiert fiir alle q eine

kanonische exakte Sequenz
0— HYC)Q M- HYC @ M)— Tori(H* 1, M)>0.
Insbesondere sind alle ti, injektiv.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzungen verschwinden in (1.5) alle links
stehenden Torsionsmoduln. Folglich ist w?*! injektiv. Man erhilt dann die
exakte Sequenz

O—keru?—ker(v?* ! o uf)—kerv?* ' -0,

die wegen
keru? =H'®M,
ker(w?*1-uf)= H(C' Q@ M),
kerp?t! =Tor{(H**1, M)

mit der Behauptung iibereinstimmt.
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(1.8) Bemerkung. Ist A ein eindimensionaler regulirer Ring (d. h. ist die
Lokalisierung von A4 nach einem beliebigen maximalen Ideal ein diskreter
Bewertungsring), so ist jeder Untermodul eines platten A-Moduls M platt.
Infolgedessen sind die Voraussetzungen von (1.7) in diesem Fall schon er-
fiillt, wenn alle C? platt sind.

(1.9) Satz. Es sei C ein nach oben beschrinkter Komplex von platten A-
Moduln (d. h. es existiere eine natiirliche Zahl m, so daff C*=0 fiir alle g>m).
Ferner seien alle H® platt. Dann ist fiir alle q und alle A-Moduln M die Abbildung

t  HI@M - HYC' @ M)
bijektiv.
Beweis. Wir zeigen zuniichst durch absteigende Induktion, daf} alle Z4
und B? platte A-Moduln sind. Fiir 4> m ist dies jedenfalls wegen Z9=B?=0

richtig. Seien nun fiir festes g die Moduln Z? und B? als platt nachgewiesen;
dann folgt aus der exakten Sequenz

0211 C4 1 »BI-0
die Plattheit von Z9"! und damit aus der exakten Sequenz
0—BI" ' »Z1" 1 5 HI" 50

die Plattheit von B~
Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus (1.7) wegen Tor{(H?**, M)=0.
(1.10) Ist D" ein weiterer Komplex und ¢ : D'— C" ein Komplexhomomor-
phismus, so hat man kanonische Abbildungen

HY(D)— HY(C)).

Der niichste Satz gibt an, unter welchen Voraussetzungen man die C? durch
endliche (= endlich erzeugte) A-Moduln D? ,ersetzen” kann:

(1.11) Satz. Es sei C ein nach oben beschrinkter Komplex von A-Moduln
mit C4==0 fiir g>m. Ferner seien alle H?= HYC") endliche A-Moduln. Dann
existiert ein Komplex D" und eine Komplexabbildung o : D> C’ mit den folgen-
den Eigenschaften:

i) Alle D3 sind endliche freie A-Moduin, und es gilt D*=0 fiir g>m.

i) Die kanonischen Abbildungen HY(D")— HY(C'} sind bijektiv fiir alle q.

Der Beweis ist elementar, aber langwierig. Wir verweisen deshalb z. B.
auf [6], (O, 11.9.1) und (11.9.2).

(1.12) Satz. Es seien C" und D" nach oben beschrinkte Komplexe von platten
A-Moduln, und o : D'—C’ sei ein Komplexhomomorphismus, so daf8 die indu-
zierten Abbildungen H4(D)— H¥(C") bijektiv sind. Dann sind fiir einen beliebigen
A-Modul M auch alle von o ®id: D" @M —C ®M induzierten Abbildungen

HYD'@M)—HY(C'®M)
bijektiv.
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Der Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus [6] (I1L, 6.3.3) und (6.3.7);
vgl. auch (0y, 11.9.3). Im eindimensionalen reguldren Fall kann man leicht
folgendermaBen schlieBen: Wegen (1.7) und (1.8) hat man ein kanonisches
kommutatives Diagramm

0— HYD)® M — H{(D @ M) - Tor}(H** {(D), M)—0
L4} o2 @3

0— HY(C)® M - HY(C ® M) - Tor(HT*}(C"), M)>0

mit exakten Zeilen, in dem ¢, und ¢; bijektiv sind. Dann ist aber auch ¢,
ein Isomorphismus.

{1.13) Satz. Es sei D' ein Komplex von platten A-Moduln. Dann sind die
folgenden Aussagen fiir ein g e Z dquivalent:

i) 14, H(DY® M — HYD ® M) ist bijektiv fiir alle A-Moduln M,

iy Z9* YD) ist ein platter A-Modul,

iii) Es existiert ein Komplex C von platten A-Moduln mit §9=0:C%— C1*!
und ein Komplexhomomorphismus D" —C’, so daf alle induzierten Homomor-
phismen H*(D'® M)— H*(C' @ M), k e Z, bijektiv sind.

Dieser Satz ist eine Zusammenfassung von [6], (111, 7.3.1) und (7.4.2).

(1.14) Folgerung. EsseiC :--—0—->C° > C' 5.« C" 1 5 C" >0 -
ein endlicher Komplex von platten A-Moduln, so daf alle H? endliche A-Moduln
sind. Dann existiert ein Komplex

P:oioo50->Pls.c.c P" 50

von endlichen platten A-Moduln P? und ein Homomorphismus o' : P'— C', so
daf fiir alle A-Moduln M die kanonischen Homomorphismen
HYP' @M)-H{(C QM)

bijektiv sind.

Man setze mit den Bezeichnungen von (1.11) PA=D% g=1, P{=0,9< —1,
P°=Z%D).

Zum SchluB notieren wir noch den bekannten

(1.15) Satz. Essei V' : -0 V% ... 5 V™0 .- ein endlicher Komplex
von endlichen Vektorriiumen iiber einem Kérper k. Dann gilt

3 (= 1fdim H(V) = 3 (= 1)tdim, V7.
q=0 g=0

§ 2. Steinsche Kompakta

(2.0) In den folgenden Nummern (2.1) bis (2.8) geben wir eine konzentrierte
Darstellung einiger Ergebnisse von Frisch [2]; vgl. dazu auch Kiehl [8].

(2.1) Definition. Eine Teilmenge K eines komplexen Raumes X =(X, 0)
heift Steinsches Kompaktum, wenn sie die folgenden drei Eigenschaften besitzt:
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1) K ist kompakt,
il) K ist semianalytisch,
iii) Es existiert eine Umgebungsbasis {U,:1e€ [} von K, die aus offenen
Steinschen Unterrdumen von X besteht.

(2.2) Theorem (Frisch [2]). Fiir jedes Steinsche Kompaktum K C X ist
A=TI{K, ©) eine noethersche €-Algebra.

(2.3) Ist % eine kohdrente analytische Garbe iiber X und K C X ein Steinsches
Kompaktum, so ist I'(K, &) ein endlicher A=TI'(K, O)-Modul.

Beweis. Mit Theorem A und B (vgl. etwa [7], Chap. VIIIA, Theorem 17).
(2.4) Unter den Voraussetzungen von (2.2) existiert eine bijektive stetige
Abbildung

K—Specm A4 .

Dabei bezeichnet Specm A die mit der Zariski-Topologie versehene Menge aller
maximalen Ideale von A =I'(K, 0). Diese Abbildung wird gegeben durch x—m,,
wobei m, das Ideal aller in x € K verschwindenden Funktionen aus I'(K, ) ist.

(2.5) Es sei X ein parakompakter topologischer Raum, & eine Garbe iiber
X, K C X eine abgeschlossene Menge und U ein Fundamentalsystem von (offenen)
Umgebungen von K. Dann gilt fiir alle q:

HYK, #)=im HY(U, &).

Uell

Zum Beweis vgl. [3], Théoréme 4.11.1.
(2.6) Unter den Voraussetzungen von {2.3) gilt { falls X parakompakt ist):

HIK, ¥)=0, g=z=1.

(2.7) Es sei a CI'(K, &) ein Ideal. Dann ist a5 eine kohdrente analytische
Garbe in einer Umgebung von K, und es gilt

I'K, /e =T{K, #)al'(K, ¥).

Beweis. Da A=1TI'(K, 0) noethersch ist, wird a von endlich vielen Funk-
tionen erzeugt, die in einer Umgebung von K holomorph sind. Folglich ist
a¥ kohirent in einer Umgebung von K. Aus der exakten Cohomologiesequenz

0-I'(K,a)>T(K, #)->T'K,¥/aF)>H (K, aF)=0
folgt dann mit I'(K, ¢ %)= al'(K, &) die Behauptung.
(2.8) Fir jedes x € K besteht eine kanonische Isomorphie

T'K, D= 5.

vonm=@x-Moduln. Hierbei bedeutet ~ die Komplettierung beziiglich
der m A, - bzw. m(0 )-adischen Topologie.
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Man hat némlich, wenn m(x) die zum Punkte x € K gehbrende maximale
Idealgarbe bezeichnet, eine kanonische Isomorphie

S S =T(K, S /mx)&)=IK, L)l (K, F).

(2.9) Es sei nun im folgenden f: X — Y eine eigentliche holomorphe Ab-
bildung komplexer Riume, & sei eine kohirente analytische Garbe iiber X,
L ein Steinsches Kompaktum in Y und A =I'(L, Oy).

(2.10) Wir studieren die Cohomologie von K: = f ~1(L) mit Werten in &
Man kann K mit endlich vielen Steinschen Kompakta K, j=0, ..., m, iiber-
decken, da K kompakt ist. Es gilt dann

K=JK, K;=Kj;nK.

J

s

=0

Wir wollen zeigen, dal} die K; wieder Steinsche Kompakta sind: Zunichst
ist K; als Durchschnitt der kompakten semianalytischen Mengen K und K
kompakt und semianalytisch. Ist U’ eine offene Umgebung von K, so existiert
eine Steinsche Umgebung U, von K; und eine Steinsche Umgebung U, von
L,sodaB U=U,nf (U, CcU" Da f eigentlich ist, ist mit U, auch f ~1(U,)
holomorph-konvex. Infolgedessen ist U holomorph-konvex und als offener
Teil von U, auch holomorph-separabel, d. h. Steinsch.

(2.11) Wir haben somit eine endliche Uberdeckung {K,, ..., K,} von K
mit Steinschen Kompakta konstruiert. Da endliche Durchschnitte Steinscher
Kompakta wieder Steinsch sind, ist diese Uberdeckung wegen (2.6) azyklisch.
Man kann daher die Cohomologiegruppen HYK, &) folgendermaBen aus-
rechnen (Satz von Leray, vgl. [3], Théoréme 5.24, Cor.):

Man setzt wie iblich K, ; =K; n...nK; und C'=I1T(K;, e , &), und
erhilt wie in der Cech- Theone den formalen Komplex

C:oiiar0aC% e 5> C* 0 o

Es gilt dann
H?=HYC)=HYK, &).

(2.12) Ist & f-platt, so sind alle C? platte A-Moduln.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB jeder A-Modul M=I'(K, ;%) platt
ist. Es sei B=T(K,, ;,0y) und ¢:A— B die natiirliche Abbildung. Dann
geniigt es zu bewelsen (vgl [1], Chap. 2, § 3, Prop. 15), daB fiir alle maximalen
Idealen=m,, xe K; ; ,der Modul M, platt iiber 4, ist, wom=m,, y= f(x).
Diesist aber glemhbedeutend mit der Plattheit von M, = &, iiber A, = @Y L,
Chap. 3, § 5, Prop. 4), was aus der Plattheit von &, iiber Oy, folgt

(2.13) Unter den Voraussetzungen von (2.9) sei ye L und C;=C= A4/m,.
Dann gilt

HY(X,, #,)= HY(C' ®C,).
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Beweis. Es sei {K,,...,K,} die in (2.11) konstruierte Uberdeckung von
K=f"YL)mit Stemschen Kompakta. Dann ist {K} = K;n X} eine endliche
Uberdeckung von X, mit Steinschen Kompakta, s. d. H (X,, &,) gleich der
g-ten Cohomologlegruppe des Komplexes D’ mit

D=NTI(K} ;.

Jq’ y)
ist. Aus
Di=NTI(K}, ;.S my) &)

—HF(KO .jg? y)/myr(KmM,
=C1QC,
folgt die Behauptung (vgl. hierzu auch (2.21)).

(2.14) Bezeichnet f, die g-te direkte Bildgarbe von & und m(y) die maximale
Hdealgarbe von y€ Y, so gilt

HIQC, = (f,2),/(m() - f,F),
Beweis. Es gilt H*®C,= H?/m,H* und
Hi= H'(K, #)=lim H(f ~\(U), &) = im (U, £, )= T (L. [, /) ,

UDL UDL

)

wobei die mittlere Gleichung aus 4], § 2, Satz 5 folgt. Hieraus ergibt sich mit (2.7)
Hq®‘]:)’ = F(L’ fqy)/myr(l" fqy) = F(Ly fqy/m(y) fqy)
=(f; L)/ - [,F), -

(2.15) Wegen (1.6}, (2.14) und (2.13) hat man fiir alle y € L einen C-Vektor-
raumhomomorphismus

33 = téy : (fqy)y/(m(y) ‘fqy)y”)Hq(Xya yy) .

Man sieht leicht, da3 ¢ nur von y abhéngt. ¢} stimmt mit der von Grauert
in [4] mit 4, bezeichneten Abbildung iberein.

Ist Y eine Riemannsche Fliche, so sind alle Z4(C") und BY(C’) als Unter-
moduln des platten Moduls C? platt. Infolgedessen (1.7) ist in diesem Fall 4
stets injektiv.

(2.16) Ist £, lokal frei iiber L, so ist H'= H(f ~"'(L), #) ein platter A-
Modul.

Beweis. Es gilt HY=T'(L, f,%) und daher fir m=m,, yel: H" —m
Da ( fqy) ein freier Oy -Modul ist, ist (T’V\) ein freier (OY ,-Modul. Folglich
ist H? ein freier A,-Modul fiir alle mammalen Ideale m und also H? ein platter
A-Modul.

(2.17)Satz. Es sei f: X > Y eine eigentliche Abbildung, Y reduziert und &
eine f-platte kohdrente analytische Garbe iiber X. Dann gibt es eine nieder-
dimensionale analytische Menge N in Y, so daf t} fiir alle q und alle ye Y\N
bijektiv ist und alle Funktionen d (y) = dim HY(X,, &) lokal konstant auf Y\N
sind.
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Beweis (vgl. Kiehl [9], Satz 5.5, und Grauert [4], § 7, Satz 2). Da das System
der niederdimensionalen analytischen Mengen N, = {y € Y: f,.% ist nicht lokal
frei in y} lokal endlich ist, ist N ={ ] N, eine niederdimensionale analytische
Menge in Y. ,

Es sei nun yo€ Y und L ein Steinsches Kompaktum mit y,eLCLCY\N.
Da alle £, lokal frei iiber L sind, ist

cg,(fo) = dimy(f,&),/(m(y) - /,5),
lokal konstant iiber L fiir alle g. AuBerdem sind alle
15: (o)) - f,.5),~ H(X,, &)

nach (1.9) bijektiv, d. h. d,(y) ist lokal konstant auf Y\N fiir alle 4.
(2.18) Mit (2.17) ist der zweite Teil von Theorem (I) schon bewiesen.
{2.19) Bei dem Induktionsbeweis in § 4 benStigen wir einige Aussagen iiber
geliftete Familien. Es sei also f: X - Y eine eigentliche und g: Y'Y eine
beliebige holomorphe Abbildung, & sei eine f-platte kohdrente analytische
Garbe iiber X. Dann hat man fiir X' = X x ,Y'ein kanonisches kommutatives

Diagramm
X/ »i_) Y/

1

X LY,

wo f' eine eigentliche holomorphe Abbildung ist. Die analytische Urbildgarbe
I'=FR®e, Oy von & beziiglich ¢’ ist eine f’-platte kohirente analytische
Garbe tiber X'. Wir nennen das System (X',f', Y, ") die Liftung von
(X,f,Y,%)nach Y'.

(2.20) Wir setzen im folgenden zusitzlich voraus, daB g eine endliche Ab-
bildung ist. Ist dann L ein Steinsches Kompaktum in Y, so ist =g~ 1(L)
ein Steinsches Kompaktum in Y und A'=I(L, Oy)=T(L, g,0y) ist eine
endliche A=T(L, Oy)-Algebra. Es besteht also eine kanonische Isomorphie

A'=A[T, ..., T]/a,

a=(a,...,a)CA[T;, ..., T.]. Ist KC f~*(L) ein Steinsches Kompaktum, so
auch K'==K x; L, und es gilt offenbar mit B=TI'(K, Oy) und B'=I'(K’, 0y.):

B'=B[T,,..., T/,
wobei b=(a;°f,...,a,of)-B[Ty, ..., T,]. Daraus folgt unmittelbar
B=B®,A.

(2.21) Unter den Voraussetzungen von (2.20) rechnet man sofort nach,

dafl man
I'K',¥)=IK, ¥)®B
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hat, was wegen B'=B® , A’ die wichtige Gleichung
I'K,#)=T'K,)®44'

impliziert.

§ 3. Der eindimensionale Fall

(3.1) Es sei im folgenden Y eine Riemannsche Fliche, L C Ysei ein Steinsches
Kompaktum, das in einer Karte (mit der Koordinate y) enthalten sei. Dann
ist fiir jedes y, € L die Funktion y — y, ein Element von I'(L, 0y); sic erzeugt
mA,, wobei m=m,, und (m(y,)- Oy),,. Insbesondere ist A, ein diskreter
Bewertungsring und folglich A4 ein eindimensionaler reguldrer Ring im Sinne
von (1.8).

(3.2) Die Funktionen d (y)=dimcHYX,, &) sind halbstetig nach oben.

Beweis, Da die Aussage lokaler Natur ist, k6nnen wir uns auf die Be-
trachtung einer Koordinatenumgebung U eines Punktes y, € Y beschrinken.
Wegen der Halbstetigkeit der Corangfunktion

cg, (/) = dimg(f,.F)/(m() - 1,7),

konnen wir U so klein wihlen, daB fiir alle ye U die Ungleichung cg,(f,)
< cg,,(f, &) besteht. Ferner konnen wir wegen (2.17) annehmen, daB ¢ bijektiv
ist fiir alle y e U\y,. Daraus folgt fiir y= y,, da t4 nach (2.15) injektiv ist:

dim H(X,, %) = cg,(f, &) < g, (/%) S dim HI(X,, ).

(3.3) Ist d (y) fiir ein q € Z konstant auf Y, so ist [, eine lokal freie Garbe,
und 1 ist bijektiv fiir alle ye Y.

Beweis. Wir wihlen die Umgebung eines Punktes y, €Y wie im Beweis
zu (3.2). Es folgt dann wegen dim HY(X , &) = dim HY(X, , ¥, ) sogar cg (f,)
=cg, (f, &) fir alle yeU, d. h. f, & ist lokal frei iiber U.

Da 1t stets injektiv ist und auBerdem cg,(f,¥)=dimH (X,, %) gilt, so
ist t2 sogar bijektiv.

(3.4) Zur Durchfithrung des Induktionsbeweises in § 4 bendtigen wir noch:

Ist L wie in (3.1) gewdhlt und d (y) konstant, so sind ZHC’) und Z¢*'(C’)
platte A-Moduln.

Beweis. Wegen der exakten Sequenzen 0— H*—Z* 5 B**1 50 k=g, q+1,
und der Plattheit von B2*! und B?*2 ist die Behauptung dquivalent zu der
Plattheit von H? und H?*'. Da nach (3.3) f,.# eine lokal freie Garbe ist, so
ist H? wegen (2.16) ein platter 4-Modul. Weiter hat man fiir alle ye L eine
exakte Sequenz

0~ (£, AWM - £,9)—2> HUX,, &) - Torf (HT*1,€,) 0.
Da t4 nach (3.3) bijektiv ist, erhalten wir also
Tor{(H**!,C,)=0, yelL.

4 Math. Ann. 187
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Es sei nun yge L fest und y—y,: A— A die Multiplikation von A mit
der Funktion y—y,. Da das maximale Ideal m=m, von y-y, erzeugt
wird, hat man eine exakte A-Sequenz

0—A-L7225 4 —A/m, =C, »0.
Durch Tensorieren mit H¢*! bekommt man daraus
0=Tor{(H" ', C, )~ HI* ' 22, att,

Da schlieBlich 4,, ein platter A-Modul ist und H''=H"*"'® ,4,, gilt, so
ist auch die Abbildung

y=yo: Hi ' > HL
injektiv. Nun erzeugt y — y, das maximale Ideal mA4,, des diskreten Bewer-
tungsringes A,,. Folglich ist die Abbildung mA4, ® HL' ' —»mHY ! injektiv,
d.h. He+? ist platt fiir alle maximalen Ideale m von A.

(3.5) Folgerung. Unter den Voraussetzungen von (3.4) gilt: Alle Abbildungen
tH'QM-HC ®M),
k=g—1, g, sind bijektiv. Insbesondere ist neben t% auch t‘}‘,“ bijektiv fiir alle
yel.
Der Beweis folgt unmittelbar aus (1.13).
(3.6) Die Euler-Poincaré-Charakteristik y(y) ist lokal konstant auf Y.
Beweis. Es sei yoe Y und L ein Steinsches Kompaktum mit y, € L. Dann

kann man den Komplex C" von platten A-Moduln nach (1.14) ersetzen durch

einen Komplex
P‘:.-..W)O.._)PO__).-.._)PM_)O_.)...

von endlichen platten A-Moduln, s.d. H{(C ® M)= HYP QM) fiir alle 4-
Moduln M. Es gilt dann fir ye L wegen (1.15):

=3 (= 1rdim HI(X,, )= Y (= 1)*dim HY(C ®C,)

q=0 4=0
= § (— 1pdim H(PRC) = 3 (- 1rdim(P1OT,).
q=0

q=0
Weiter hat man eine kanonische C-Isomorphie P*QC, = P4/m, P*= P}, /m P ,

so daB schlieBlich m
x)= Y (—=1)icgPL,
q=0

folgt. Da A noethersch ist, sind die endlichen platten 4-Moduln P? projektiv
{[1], Chap. 1, §2, Lemme 8 (ii) und Chap. 2, §5, Th. 1, Cor. 2). Fiir endliche
projektive Moduln P ist aber die Funktion p~>cgP, lokal konstant in Spec 4
(vgl. [1], Chap. 2, § 5, Th. 1). Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

(3.7) Bemerkung. Der vorstehende Beweis gilt wortlich auch ohne Einschran-
kung an Y.
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§ 4. Beweis der Hauptsiitze

(4.1) Wir verwenden die Bezeichnungen von (2.19) fiir die vermégeg: Y'— Y
nach Y’ geliftete Familie (X', f, Y', &"). Fiir jeden Punkt y € Y’ sind dann
die Rdume X, und X,, y=g()'), analytisch dquivalent, ebenso die Garben
&y =S'1X, und &, =%|X,. Setzt man

L) = dimg (X, 7).
so gilt also d(g(y))=d ().

(4.2) Ist g eine endliche surjektive Abbildung, so folgt aus der Halbstetigkeit
von d, die Halbstetigkeit von d,. Ist d, konstant, so auch d;,. Wir werden diese

Bemerkung anwenden fiir den Fall, da g die kanonische Abbildung red Y- Y
oder die Normalisierungsabbildung Y'— Y bei reduziertem Y ist.

(4.3) Theorem. Ist f: X — Y eine eigentliche holomorphe Abbildung komplexer
Réiume, & eine f-platte kohdrente analytische Garbe iiber X, so ist die Funktion
d,(y) auf Y halbstetig nach oben.

Beweis (durch Induktion nach n=dimY). Es sei n=1. Wegen der Be-
merkung (4.2) konnen wir Y als reduziert voraussetzen. Dann ist die Normali-
sierung Y’ von Y eine Riemannsche Fliche, s. d. fiir die nach Y geliftete Familie
(X', f', Y', &) die Funktion d; halbstetig nach oben ist (3.2). Daraus folgt
die Halbstetigkeit von d,.

Es sei nun n>2; die Behauptung sei schon fiir alle Familien (X', f”, Y’, &)
mit dim Y £n — 1 nachgewiesen. Wir kdnnen Y wiederum als reduziert voraus-
setzen. Dann gibt es nach (2.17) eine niederdimensionale analytische Menge
Y'CY, so daB d, auf Y\Y' lokal konstant ist. Wir konnen uns daher auf die
Betrachtung eines Punktes y, e Y’ beschranken. Zu jeder der endlich vielen
an y, angrenzenden Zusammenhangskomponenten V; von Y\Y’ findet man
dann eine Umgebung U, von y, und eine eindimensionale analytische Menge
Y,"C U, mit den folgenden Eigenschaften:

) YN Y = {yo},
i) Y\{yo} C Vi,
i) d(0)=dy(yo), V' eYNU,
dg(y" ) Sdy(yo), V' €Y.
Istnun y € ¥V,n U, so existiert ein y” € ¥;" mit d (y) = dy(y"), also ist d () £ d (y)-
Daraus folgt d,(y) < d,(y,) fir alle ye U= U..

(4.4) Bemerkung. Die Konstanz der Euler-Poincaré-Charakteristik kann
man nach demselben Verfahren aus dem eindimensionalen Fall (3.6) herleiten
(vel. jedoch (3.7)).

(4.5) Um Theorem (II) zu beweisen, werden wir induktiv die folgende
Aussage verifizieren:

Es sei f: X —Y eine eigentliche holomorphe Abbildung, & sei eine f-platte
kohdrente analytische Garbe iiber X, es sei d (y)= dim H%(X,, &,) konstant auf
Y und Y reduziert. Dann gibt es zu jedem Punkt y, € Y ein Steinsches Kompaktum

4
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Ly mit y, €Ly, s. d. Jiir alle Steinschen Kompakta L C L, gilt: Ist C" der in (2.11)
zu L konstruierte Komplex von A =TI'(L, Oy)-Moduln, so sind

Z4C) und Z2Y(C)
platte A-Moduin.

{4.6) Wir wollen zun#chst zeigen, dall Theorem (II) aus (4.5) folgt. Wir
wihlen L=L,; dann impliziert die Plattheit von Z2"!(C’) nach (1.13) die
Bijektivitdt aller Abbildungen t%, ye L,. Wegen dimHY(X,, )= const. be-
deutet dies, daB der Corang von f,% konstant auf L, ist, d. h. f,.% ist lokal
frei in einer Umgebung eines jeden Punktes y,e Y.

(4.7) Genau wie in (3.5) folgt aus (4.5) auBerdem:

Unter den Voraussetzungen von Theorem (1) sind auch die Abbildungen

4 ([t OYMO) - foey Sy~ HI (X, 5)),

y e Y, bijektiv.

(4.8) In (4.5) kann man den letzten Satz noch folgendermaBen abschwichen:

Ist D" ein beliebiger Komplex von platten A-Moduln und o': D'—C" ein
Komplexhomomorphismus, so daf fir alle A-Moduln M die induzierten Ab-
bildungen HY(D'® M)— HXC ® M), ke Z, bijektiv sind, so sind Z%(D') und
Z$ YD) platte A-Moduin.

Man hat namlich ein kommutatives Diagramm

HYD)Y®M — HYD ® M)

l !
HYC)®M-H"C'®M),

k=g,q—1, in dem die beiden senkrechten Pfeile und der obere waagerechte
Pfeil Isomorphismen bezeichnen, woraus wegen (1.13) die Plattheit von Z4(C")
und Z7Y(C) folgt.

(4.9) Wir beweisen nun:

i) Die Aussage (4.5) gilt fir allgemeine reduzierte Riume Y, wenn sie in
bezug auf normale Riume Y bewiesen ist.

ii) Die Aussage (4.5) folgt fiir normale komplexe Riume Y, wenn sie fiir
aligemeine reduzierte komplexe Riume von kleinerer Dimension als Y richtig ist.

Da (4.5) fir Riemannsche Flidchen in (3.4) bewiesen wurde, ist hiermit
eine volistindige Induktion gegeben, die Theorem (II) beweist.

(4.10) Beweis von (4.9.i): Es seien (X, f, ¥, &) wie in (4.5) gegeben, es sei
g: Y’ — Y die Normalisierungsabbildung von Y und (X', f', Y’, ¥’) die nach
Y’ geliftete Familie. Ferner sei y, € Yein fester Punkt und g™ (yo) = (o1, Yo}
Da die Konstanz von d, impliziert, dal3 auch d;, konstant ist, so gibt es nach
Voraussetzung zu jedem yy; ein Steinsches Kompaktum L, ; mit den Eigen-
schaften aus (4.5). Da g endlich ist, konnen wir die L, ; iiberdies so klein
wihlen, dall L, ;nL, =90, 1°§ j<k=t Es existiert dann ein Steinsches
Kompaktum L, in Y mit y, €L, s.d.

t
Ly=g 'Ly U Ly ;-
=1
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Fir jedes Steinsche Kompaktum LC Ly ist L' =g~ (L) ein Steinsches Kom-
paktum, das in endlich viele disjunkte Steinsche Kompakta zerlegt werden
kann:

t
= UL, L=Lok,

Es sei nun {K,, ..., K,,} eine Uberdeckung von K = f (L) mit Stein-
schen Kompakta. Dann sind auch {Ki;=K;x L;:i=0,...,m} bzw.
{K;=K;x,L:i=0,...,m} ebensolche Uberdeckungen von f ’“‘(L’ ) bzw.
f '“’(L’). Setzen wir noch

A;=I(L;, 0y) und A =TI(L,0y),
so gilt wegen (2.21)
I'K; ;,#)=T'K; )R 4A4;
und entsprechend
'K, #V=I{K,, YR 44".

Esseinun Cf =TT (K, ) und Di=C'®, A, bzw. D*=C*® ,A". Nach
dem eben Bewiesenen sind D; bzw. D" die zu den Steinschen Kompakta L;
bzw. L gehorenden Komplexe. Aufgrund der Voraussetzung sind Z“(D)
und ZI*1(D) platte A;-Moduln, j=1,...,t, woraus wegen A=@® A; und
Di=@ Di unmlttelbar d1e Plattheit von Z‘I(D) und Z¢*1(D’) iiber A4 folgt.

Wir ersetzen nun den Komplex C' gemilB (1.14) durch einen endlichen
Komplex P’ von endlichen platten A-Moduln P4 Da fiir jeden A-Modul M’
die kanonischen Homomorphismen

Hk((P’®AA’)®4,M’)—»H"(D‘@AM’)

bijektiv sind, sind nach (4.8) auch ZI(P'®,4’) und ZI*'(P'®4A") platte
A’-Moduln.

Nun gilt aufgrund der Rechtsexaktheit des Tensorproduktes stets
ZNP' ®,A4)=ZP)®, 4. Es geniigt daher, die folgende Aussage zu be-
weisen:

(4.11) Es seien A und A’ wie in (4.10). Ist M ein endlicher A-Modul, so daf
M® A platt iiber A' ist, so ist M ein platter A-Modul.

Beweis. Es sei yeL, g~ '()=1{y,..., s}, m=m, mj=m,, j=1,.

Wir setzen B;= 0y ,,, B=0y , und M,=M, ® ,, B. Da nach Voraussetzung
M@, Ay, em platter A, -Modul ist und offensxchthch

M®,A);=M,®;5B;
gilt, so ist auch M; = M, ®B; ein platter B-Modul, j=1,...,s. Es seien nun

Py, ..., P, die minimalen Primideale von B. Da Y’ die Normalisierung von Y
ist, ist s=t, und bei geeigneter Numerierung ist B; diec Normalisierung von
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B/p;in Q;=Q(B/p;.,j=1, ..., t. Daher gilt
M, ®3(B/m(B))=M;Q4,(B;/m(B)),
M,®5Q;=M;®5,0;.
Da M; ein freier B;-Modul ist, gilt
dimC(Mj ®B,-(Bj/m(Bj )= dimQj(Mj®Bj a),
woraus mit den vorstehenden Gleichungen
dime(M, ®p(B/m(B)) = dimgy (M, ®30)),

j=1,...,t folgt. Da B reduziert ist, ist dies aber nach [1], Chap. 2, § 3, No. 2,
Prop. 7 glexchbedeutend mit der Freiheit von M, éiber B. Wegen M =M,
und B = A folgt daraus die Freiheit von M,, iiber A und somit die Plattheﬂ:
von M uber A.

(4.12) Beweis von (4.9.i). Es sei Y ein normaler Raum der Dimension
nz2, yoe Y sei fest. Dann gibt es eine offene Umgebung U von y, und eine
endliche offene holomorphe Abbildung von U auf ein Gebiet G im C"; ins-
besondere ist Y in U rein n-dimensional. Es sei d, konstant auf U; ferner sei
(4.5) schon fiir alle reduzierten Riume Y’ der Dimension <n— 1 bewiesen.

Es sei dann L C U ein Steinsches Kompaktum und C’ der {ibliche Komplex.
Wir ersetzen C’ wieder durch den Komplex P’ von endlichen platten A-Moduln
und werden beweisen, daB Z(P’) und Z?*!(P’) platte A-Moduln sind. Es sei
M einer dieser beiden Moduln, m=m,, yo€ L, und e, ..., ¢, sei ein minimales
Erzeugendensystem von M, iiber 4,,. Angenommen, es existierte eine Relation

1
-Z1hjej:0’ hie A, j=1,..,1,
=

mit h; £0. Dann ist N(h;)={ye Y:h,(y) =0} eine niederdimensionale ana-
Iytische Menge in einer Umgebung von y, mit y, € N(h). Aufgrund der Wahl
von U findet man einen eindimensionalen reduzierten Unterraum Y’ von U,
der in der Nihe von y, die Menge N (h,) nur in y, trifft. Wir setzen L'=LNY’;
L ist ein Steinsches Kompaktum. Wie in (4.10) sicht man, daB mit 4 = I'(L, €y)
und A'=T(L, 0y) wegen (2.21) P ® A’ der zu der eingeschrankten Familie
(X', 1, Y, 9 iiber L' gehérende Komplex ist. Nach Voraussetzung sind also
ZHP ®4A4)=ZKP)® 4 A platte A'-Moduln fir k=¢q,q+1; d h. M® 4’ ist
ein platter A-Modul.

Bezeichnet man nun mit m’ das zu y, gehérende maximale Ideal von 4’,
so ist M' =M, ® 4. A, ein freier 4, -Modul. Wegen

M’ @ g (A /M A = My @ (/M Ar)

ist aber cgy, M'=cg, M,=t Da diec ¢,®1, j=1,...,t, den Modul M’ er-
zeugen, bilden sie folghch eine Basis von M’ s.d. aus Z h;e;=0 unmittelbar
h, =0 folgt, wenn der Querstrich das Bild von k, in A, bezelchnet Das be-
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deutet aber h,|Y' =0 in einer kleinen Umgebung von y, im Widerspruch
zur Wahl von Y.

(4.13) Schlufbemerkung. Man kann die Theoreme (I) und (III) nach den

Vorbereitungen in § 2 auch unmittelbar aus den Grothendieckschen Satzen
[6], (11, 7.6.9 (1)) und (7.9.3) gewinnen. Dagegen scheint man Theorem (II)
aus (I11, 7.6.9 (ii)) nicht direkt herleiten zu k6nnen.

pn
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