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Uber die Anwendung algebraischer Methoden 
in der Deformationstheorie komplexer R iume 

OSWALD RIEMENSCHNEIDER 

Abstract. Es handelt sich urn einen Beweis der folgenden S~itze, die zuerst von Grauert an- 
gegeben wurden (Publ. Math. LH.E.S. No. 5, 1960; vgl. dies Zbl. 100, 80 (1963)): 

Es sei f :  X ~ Y eine eigentliche holomorphe Abbildung komplexer R~imne, 5 g sei eine f-platte 
koh~irente analytische Garbe fiber X; es bezeichne Xy die Faser yon f fiber einem Punkt y e Y 
und Se r die analytische Einschr~nkung yon 5 a auf X r Dann gilt: (I) Die Funktionen d,~(y) = dirncH ~ 
(X~, 6¢y) sind halbstetig nach oben. (II) Ist fiir ein q e Z die Funktion d,~(y) konstant und Y reduziert, 
so ist die q-te direkte Bildgarbe von b a unter f lokal frei ~iber Y.. (Ill) Die Euler-Poincar6-Charak- 
teristik Z(y)= Z ( -  l)qdim Hq(X~,, Say) ist lokal konstant fiber Y - Der Beweis benutzt systematisch 
den Begriff des ,,Steinschen Kompaktums" (= kompakte semianalytische Menge mit Steinscher 
Umgebungsbasis). Mit Hilfe der yon Frisch bewiesenen Tatsache, dab die Algebra der Schnitte 
in der Strukturgarbe eines komplexen Raumes fiber einem Steinschen Kompaktum noethersch 
ist (Invent. Math. 4, 118-138 (1967); vgl. dies Zbl. 167, 68 (1969)), gelingt es, die Grothendieckschen 
Methoden im algebraischen Fall (EGA III) auf die analytische Situation zu fibertragen. 

Einleitung 
In  d e m  absch l ie l3cnden  P a r a g r a p h e n  sciner  b e k a n n t e n  Arbe i t  , ,Ein T h e o r e m  

der  a n a l y t i s c h e n  G a r b e n t h e o r i c  u n d  die M o d u l r ~ i u m e  k o m p l e x e r  S t r u k t u r e n "  
[4]  g ib t  G r a u e r t  e in ige  F o l g e r u n g e n  aus  d e m  groBen Koh~irenzsa tz  an ,  die  
m a n  f o l g e n d e r m a B e n  f o r m u l i e r e n  k a n n  (vgl. a u c h  [5] ,  p. 74f.): 

Theo rem.  Es seien X und Y (nicht notwendig reduzierte) komptexe Rfiume, 
f :  X ~  Y sei eine eigentliehe holomorphe Abbildun9 und 5 p sei eine f-platte 
koh;~rente anatytisehe Garbe fiber X. Es bezeiehne Xy die Faser yon X fiber 
dem Punkt y ~ Y beziiglieh f u n d  5~y die analytische Einschri~nkun9 yon 5t ~ auf 
X r Dann oilt 

(I) Die Funktionen 

dq(y) = d ime  H~(Xr, 5~y), q = O, 1 . . . . .  

sind halbsteti9 nach oben. Ist Y i~berdies reduziert, so existiert eine nieder- 
dimensionale analytisehe Menge N in Y, so daft alle dq in Y \ N  lokal konstant 
sind. 

(II)  1st die Funktion dq J~r ein q konstant und Y reduziert, so ist die q-te 
direkte Bildgarbe f~ ~ yon Y lokal frei. 

(III)  Die E u l e r - P o i n c a r S - C h a r a k t e r i s t i k  

Z(y) = ~ ( -  1 ) "d i n ~  Hq(Xy, 5¢y) 
q=O 

ist lokat konstam auf Y 



Algebraische Methoden in der Deformationstheorie 41 

Der Beweis dieses Satzes wurde in [4] nur angedeutet und bisher m. W. 
nirgends vollst~indig durchgeffihrt. Mit der vorliegenden Arbeit soU diese Lficke 
geschlossen werden. 

AuBer dem Grauertschen Koharenzsatz, der natfirlich wesentlich eingeht, 
verwenden wir die von Frisch [2] bewiesene Aussage, dab die C-Algebra der 
holomorphen Funktionen auf einem Steinschen Kompaktum noethersch ist. 
Wir folgen dabei einer Bemerkung von Kiehl aus der Arbeit [9], in der ein 
Teil des obigen Theorems fiir rigid-analytische R~iume bewiesen wurde. Es 
gelingt damit, die Grothendieckschen Methoden im algebraischen Fall 
(EGA III) auf die analytische Situation zu fibertragen. Die zu dem obigen 
Theorem analogen S~itze der algebraischen Geometrie werden wit jedoch nicht 
direkt anwenden (vgl. dazu die SchluBbemerkung (4.13)). Da wir die Kenntnis 
von EGA III nicht voraussetzen wollen, werden wir die benutzten Hilfsmittel 
etwas breiter darstellen; insbesondere wird der Beweis des Theorems ffir den 
Fall einer Riemannschen Flache Y (fast) vollst~indig durchgefiihrt. 

Zum Aufbau dieser Arbeit sei kurz folgendes gesagt: In den Paragraphen 1 
und 2 stellen wir Ergebnisse fiber formale Cohomologietheorie bzw. Steinsche 
Kompakta  zusammen. In § 3 leiten wir mit Hilfe dieser Ergebnisse das Haupt- 
theorem ffir den eindimensionalen Fall her und fiihren in § 4 den Beweis fiir 
den Allgemeinfall durch vollst~indige Induktion. 

Es sei mir gestattet, an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. H. Grauert f/Jr sein Interesse und die stete 
F6rderung zu danken, die er dieser Arbeit zuteil werden lieB. Ferner schulde ich den Herren 
W. Baurichter und P. Pflug Dank Kit viete aufschluBreiche Diskussionen. 

§ 1. Formale Cohomologie 

(1.1) Es sei im folgenden A stets ein kommutativer noetherscher Ring und 

C' : - . . - -*C q-1 ~-~ ~C q '~ ~Cq+l--* .-. 

ein formaler Komplex von A-Moduln. Wir setzen wie iiblich 

Z q = Zq(C  ") = ker6 ~ , 

B q = Bq(C .) = im6q- 1, 

Z~ = Z~(C') = coker 6 q- 1 = Cq/B ~ ' 

H ~ = Hq(C ") = Z q / B  q . 

H q heiBt bekanntlich die q-te  Cohomolog iegruppe  des K o m p l e x e s  C'.  

(1.2) Mit den Bezeichnungen von (1.1) hat man die exakten Sequenzen 

O..-} H~--.  Z ~  Bq+ I ~ O  , 

O_~ Zq_~ C ~  Bq+ 1 ~ 0 .  
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(1.3) Ist M ein beliebiger A-Modul, so verstehen wir unter C ' ® M  den 
durch 

. . . ~ C q ® M  ,~,®icl ,Cq+ I ® M  ~ . . .  

definierten formalen Komplex. Im folgenden interessieren wir uns fiir die 
Beziehungen zwischen Hq(C ") und Hq(C '® M). 

(1.4) Es seien u q : Z~ ® M ~ B q + 1 ® M,  v q + ~ : B ~ + 1 ® M ~ Z q + ~ ® M und 
w q + l : Z q + ~ ® M ~ C q + l ® M  die aus (1.2) gewonnenen Homomorphismen.  
Dann gilt 

H q(C" ® M) = ker (w q + 1 o v~ + 1o uq); 

denn es ist 

Hq(C" ® M) = ker(6 q ® id)/im (6 q- 1 ® id) 

= ker ((C q ® M / i m ( 6  q-1 ® id)) ~ C q+l ® M )  

= ker(Z~ ® M ~  C q+ 1 ® M ) ,  

wobei die letzte Gleichung aus der Rechtsexaktheit des Funktors .  ® M folgt. 

(1.5) Wegen (1.2) erh~ilt man die folgenden exakten Sequenzen: 

T o ~ ( B q + I , M ) . . , H q ® M  t~, , Z ~ ® M  ~" , B q + I ® M ~ 0 ,  

Tora (Z q + 1, M ) - -  T o G ( H  q + 1, M ) - *  B q + ~ ® M -v~ , Z q + ~ ® M ,  

Torla(Bq+2, M)..e, Zq+ I ® M w~+~ ~Cq+ I ® M . 

(1.6) Da  im t~ = kerua C ker(w ~+ 1 o vq+ ~ o u ~) = H q ( C . Q M ) ,  so hat man stets 
eine kanonische Abbildung 

t~  : H a ( C ' ) ® M - ~  H q ( C ' ® M ) .  

(1.7) Satz. Sind alle Z q und B a platte A-Moduln ,  so exist iert  f~r  alle q eine 
kanonische exak te  Sequenz 

O_, H ~ ( C . ) N M  ~ ,Hq(C.NM)__ ,  Tor~(Hq+ 2, M ) ~ O .  

Insbesondere sind alle t~  injektiv. 

Beweis. Aufgrund der Voraussetzungen verschwinden in (1.5) alle links 
stehenden Torsionsmoduln. Folglich ist w q+~ injektiv. Man  erhNt dann die 
exakte Sequenz 

0--, ker ua ~ ker(v q+ 1 o uq)~kerv~+ 1 __, O, 

die wegen 

keru  q = H'~® M , 

ker (v ~ + 1 o u q) = H e (C" ® M),  

k e r r  ~+1 = T o r ~ ( H ~ + I , M )  

mit der Behauptung iibereinstimmt. 
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(1.8) Bemerkung. Ist A ein eindimensionaler regulfirer Ring (d. h. ist die 
Lokalisierung yon A nach einem beliebigen maximalen Ideal ein diskreter 
Bewertungsring), so ist jeder Untermodul eines platten A-Moduls M ptatt. 
Infolgedessen sind die Voraussetzungen yon (1.7) in diesem Fall schon er- 
ffillt, wenn alle C q platt sind. 

(1.9) Satz. Es sei C" ein nach oben beschrSnkter Komplex yon flatten A- 
Moduln (d. h. es existiere eine natiirIiche Zahl m, so daft C q = 0 fur aIle q > m). 
Ferner seien alte H ~ platt. Dann ist f~r aUe q und atte A-Moduln M die Abbildung 

tqM : H q ® M - * H q ( C ' ® M )  

bijektiv. 

Beweis. Wir zeigen zun~ichst durch absteigende Induktion, dab alle Z q 
und B q platte A-Moduln sind. Ffir q > mis t  dies jedenfalls wegen Z q = B q = 0 
richtig. Seien nun ffir festes q die Moduln Z q und B ~ als platt nachgewiesen; 
dann folgt aus der exakten Sequenz 

0 ~ Z  q- 1 ~ C q- 1 _~Bq~O 

die Plattheit von Z q- 1 und damit aus der exakten Sequenz 

O~ Bq-I  ~ Z q - l  ~ H q - l  ~ O  

die Plattheit yon B q- 1. 
Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus (1.7) wegen Tor~l (H q+ 1, M) = 0. 
(1.10) Ist D" ein weiterer Komplex und a ' : D ' ~  C" ein Komplexhomomor-  

phismus, so hat man kanonische Abbildungen 

Hq(D') _.~ Uq(C'). 

Der n~ichste Satz gibt an, unter welchen Voraussetzungen man die C a durch 
endliche (=  endlich erzeugte) A-Moduln D q ,,ersetzen" kann: 

(1.11) Satz. Es sei C" ein nach oben beschri~nkter KompIex yon A-Moduln 
mit C q = 0 ffir q > m. Ferner seien alle H q = H q ( C  ") endliche A-Modutn. Dann 
existiert ein Komplex D" und eine Komplexabbildung a" : D" ~ C" mit den folgen- 
den Eigenschafien : 

i) AIle D q sind endliche freie A-Moduln, und es gilt D q = 0 j~r q > m. 
ii) Die kanonischen Abbildungen Hq(D')~ Hq(C ") sind bijektiv jar alle q. 

Der Beweis ist elementar, aber langwierig. Wir verweisen deshalb z.B. 
auf [6], (0m, 11.9.1) und (11.9.2). 

(1.12) Satz. Es seien C" und D" nach oben beschr?Jnkte Komplexe yon platten 
A-Moduln, und a': D'---*C" sei ein Komplexhomomorphismus, so daft die indu- 
zierten Abbildungen Hq(D ") ~ Hq(C ") bijektiv sind. Dann sind J~r einen beliebigen 
A-Modul M auch alle yon a" ® id : D" ® M ~ C" ® M induzierten Abbildungen 

Hq(D" ® M ) ~  Hq(C" ® M) 

bijektiv. 
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Der Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus [6] (III, 6.3.3) und (6.3.7); 
vgl. auch (0 m, 11.9.3). Im eindimensionalen regul~iren Fall kann man leicht 
folgendermaBen schlieBen: Wegen (1.7) und (1.8) hat man ein kanonisches 
kommutatives Diagramm 

0 ~ Hq(D ") ® M ---, Hq(D '® M)  ~ Torf  (H q + ~ (O'), M) ~ 0 

0 ~ H' (C ' )  ® M ~ Hq(C" ® M) -~  Tor~ (H q + ~ (C'), M) ~ 0 

mit exakten Zeilen, in dem ~o 1 und q% bijektiv sind. Dann ist aber auch ~o 2 
ein Isomorphismus. 

(1.13) Satz. Es sei D" ein Komplex  yon f la t ten  A-Moduln.  Dann sind die 
folgenden Aussagen j~r  ein q ~ Z iiquivalent : 

i) tqM : H q ( D ' ) ® M  ~ H q ( D ' Q M )  ist bijektiv f~r  alle A-Moduln  M ,  
ii) Z~ + I(D') ist ein platter A-Modul ,  

iii) Es existiert ein Komplex  C" yon platten A-Moduln  mit 5q=0: Cq-~ C q+l 
und ein Komplexhomomorphismus D ' ~  C', so daft alle induzierten Homomor- 
phismen Hk(D" @ M )  ~ Hk(c" ® M), k ~ Z, bijektiv sind. 

Dieser Satz ist eine Zusammenfassung yon [6], (III, 7.3.1) und (7.4.2). 

(1.14) Folgemng. Es sei C" : ... ~ 0 -~ C o ~ C 1 ~ ... ~ C m- 1 ~ Cm ~ 0 ~ ... 
ein endlicher Komplex  yon platten A-Moduln,  so daft alle H q endliche A-Moduln  
sind. Dann existiert ein Komplex  

p ' :  . . . ~ O ~  po ~. . ._.+ pm ~ o ~ . . .  

yon endlichen platten A-Moduln  P~ und ein Homomorphismus ~t" : P ' ~  C', so 
daft j~r  alle A-Moduln  M die kanonischen Homomorphismen 

Hq(P" ® M )  ~ Hq(C" ® M )  
bijektiv sind. 

Man setze mit den Bezeichnungen yon (1.I1) Pq = D q, q ~ 1, Pq = 0, q =< - I, 
po= ZO(O). 

Zum SchluB notieren wir noch den bekannten 

(1.15) Satz. Es sei V": ... ~ 0 ~ V ° ~ . . .  ~ V "  ~ 0 ~ . . .  ein endlicher Komplex  
yon endlichen Vektorriiumen fiber einem K f r p e r  k, Dann gilt 

( -  1)qdimkHq(V') = ~, - 1)qdimk Vq. 
q=O q=0 

§ 2. Steinsche Kompakta 

(2.0) In den folgenden Nummem (2.1) bis (2.8) geben wir eine konzentrierte 
Darstellung einiger Ergebnisse yon Frisch [2]; vgl. dazu auch Kiehl [8]. 

(2.1) Definition. Eine Teilmenge K eines komplexen Raumes X = ( X ,  (9) 
heiflt Steinsches Kompaktum, wenn sie die folgenden drei Eigenschaften besitzt : 
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i) K ist kompakt, 
ii) K ist semianalytisch, 

iii) Es existiert eine Umgebungsbasis {U,:z e 1} yon K, die aus offenen 
Steinschen Unterr~umen yon X besteht. 

(2.2) Theorem (Frisch [2]). Fiir jedes Steinsche Kompaktum K C X  ist 
A = F(K, (9) eine noethersche ff~-Algebra. 

(2.3) Ist ~9 ~ eine kohiirente anaIytische Garbe fiber X und K C X ein Steinsches 
Kompaktum, so ist F(K, 5¢) ein endlicher A = F(K, C)-Modul. 

Beweis. Mit Theorem A und B (vgl. etwa [7], Chap. VIIIA, Theorem 17). 
(2.4) Unter den Voraussetzungen yon (2.2) existiert eine bijektive stetige 

Abbildung 

K--, Specm A. 

Dabei bezeichnet SpecmA die mit der Zariski-Topologie versehene Menge aller 
maximalen Ideale yon A = F(K, (9). Diese Abbildung wird gegeben dutch x~-~ m x, 
wobei m~ das Ideal aller in x ~ K verschwindenden Funktionen aus F(K, (9) ist. 

(2.5) Es sei X ein parakompakter topologischer Raum, 5¢ eine Garbe iiber 
X,  K C X eine abgeschlossene M enge und H ein Fundamentalsystem yon ( offenen) 
Umgebungen yon K. Dann gilt ff~r alle q: 

Hq(K, 6 ~) = !im Hq(U, ~9~) . 
U~II 

Zum Beweis vgl. [3], Th6or6me 4.11.1. 
(2.6) Unter den Voraussetzungen yon (2.3) gilt (falls X parakompakt ist) : 

H q (K, S a) = 0, q => 1. 

(2.7) Es sei a C F(K, (9) ein Ideal. Dann ist a ~  eine kohiirente analytische 
Garbe in einer Umgebung yon K, und es gilt 

r ( K ,  ~ / a ~ )  -- r(K, ~)/ar(K, ~ ) .  

Beweis. Da .4 = F(K, C) noethersch ist, wird a yon endlich vielen Funk- 
tionen erzeugt, die in einer Umgebung von K holomorph sind. Folglich ist 
aSa koharent in einer Umgebung yon K. Aus der exakten Cohomologiesequenz 

0 --, r ( K ,  a ~e) ~ r ( K ,  .2 ~) --, r ( K ,  6 e / a ~ )  ~ n I (g ,  aSf)  = 0 

folgt dann mit F(K, a ~ )  = aF(K, 6 e) die Behauptung. 

(2.8) Fiir jedes x ~ K besteht eine kanonische lsomorphie 

v o n ~  = ~x-Moduln. Hierbei bedeutet ~ die Komplettierung beziiglich 
der mxA,~ Z bzw. m((9x)-adischen Topologie. 
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Man hat namlich, wenn re(x) die zum Punkte x e K geh6rende maximale 
Ideatgarbe bezeichnet, eine kanonische Isomorphie 

G / r n ( x ) i , G  = r(K, ae/m(xy ~)= r(K, Y)/mlr(K, ~) . 

(2.9) Es sei nun im folgenden f :  X - ,  Y eine eigentliche holomorphe Ab- 
bildung komplexer R~iume, ~ sei eine kohiirente analytische Garbe fiber X, 
L ein Steinsches Kompaktum in Y und A = F(L, (gr). 

(2.10) Wir studieren die Cohomologie yon K:  = f - ~ ( L )  mit Werten in 5<. 
Man kann K mit endlich vielen Steinschen Kompakta  K}, j = 0 . . . . .  m, fiber- 
decken, da K kompakt  ist. Es gilt dann 

K =  0 Ki ,  K j = K ~ K .  
j=O 

Wir wollen zeigen, dab die K i wieder Steinsche Kompakta  sind: Zun~ichst 
ist K i als Durchschnitt der kompakten semianalytischen Mengen K} und K 
kompakt und semianalytisch. Ist U' eine offene Umgebung von K j, so existiert 
eine Steinsche Umgebung U1 von Kj und eine Steinsche Umgebung U 2 yon 
L, so dab U =  U i c ~ f - l ( U 2 ) C  U'. Da f eigentlich ist, ist mit U 2 auch f - l ( U z )  
holomorph-konvex. Infolgedessen ist U holomorph-konvex und als oftener 
Teil von U 1 auch holomorph-separabel, d. h. Steinsch. 

(2.11) Wir haben somit eine endliche Oberdeckung {Ko, . . . ,Ks} von K 
mit Steinschen Kompakta  konstruiert. Da endliche Durchschnitte Steinscher 
Kompakta  wieder Steinsch sind, ist diese Oberdeckung wegen (2.6) azyklisch. 
Man kann daher die Cohomotogiegruppen H q K ,  :.9 °) folgendermaBen aus- 
rechnen (Satz yon Leray, vgl. [3], Th6or6me 5.2A, Cot.): 

Man setzt wie tiblich Kjo...~ ~ = K j o n . . . c ~ K i  ~ und C q = H  F(Kjo...j~, 5P), und 
erhalt wie in der Cech-Theorie den formalen Komplex 

Es gilt dann 

C" : " " -+ O -+ C° -+ " " -+ cm -'+ O -+''" • 

H ~ = Hq(C ") = H~(K, ~9~), 

(2.12) Is t  Y '  f-platt,  so sind alle C q platte A-Moduln.  
Beweis. Es gentigt zu zeigen, dab jeder A-Modul M = F(/~o..O,, 5 e) platt 

ist. Es sei B=F(K~o. . . j , , (gx)  und q~:A-+B die natfirliche Abbildung. Dann 
genfigt es zu beweisen (vgl. [1], Chap. 2, § 3, Prop. 15), dab ffir alle maximalen 
Ideale rt = m:,, x e Kio... j,, der Modul M. platt fiber A,, ist ,wo m -~ mr, .y = f ( x ) .  
Dies ist aber gleichbedeutend mit der Plattheit yon M, = 5P~ fiber A~, = (gr.r ([1], 
Chap. 3, § 5, Prop. 4), was aus der Plattheit yon 5Px tiber dPr,y folgt. 

(2.t3) Unter den Voraussetzungen yon (2.9) sei y E  L und Cr=C=A/m~, .  
Dann gilt 

Hq(Xy, 5ey) = H*(C" ®Cy)  . 
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Beweis. Es sei {Ko, ..., Kin} die in (2.11) konstruierte ~berdeckung von 
K = f -  ~ (L) mit Steinschen Kompakta.  Dann ist {K* = K i ca Xy} eine endliche 
Uberdeckung yon Xy mit Steinschen Kompakta,  s. d. Hq(X r, ~ )  gteich der 
q-ten Cohomologiegruppe des Komplexes D" mit 

ist. Aus 

• D q = H F(Kjo...j~, 

= H F(Kjo...~ q, SQ/mrF(Kjo.. . j:  S~) 

= C q ®C~ 

folgt die Behauptung (vgl. hierzu auch (2.21)). 
(2.14) Bezeichnet f q ~  die q-te direkte Bildgarbe yon ~ und mO~) die maximale 

Idealgarbe yon y e 7(, so ffitt 

H q ® C y :  (fqS,°~)/(m(y) • fqSP)y. 

Beweis. Es gilt H q ® C v =  Hq/mvH q und 

U q = U q (K, ~ )  = ~ U ~ ( f -1 (U), ~ )  = ~ / "  (U, J; ~c~) = F (L, fq ~ ) ,  
UDL U3L 

wobei die mittlere Gleichung aus [4], § 2, Satz 5 folgt. Hieraus ergibt sich mit (2.7) 

n ~ ® er  = F(L, f ,~e ) /m , f (L ,  f q ~ )  = F(L, fq~9~/m(y) • fqSp) 

= (fqse)/(m(y). f j ) , .  

(2.15) Wegen (1.6), (2.14) und (2.13) hat man fox a l ley e L einen tl;-Vektor- 
raumhomomorphismus 

t~ = t~y : ( f ~ ) r / ( m ( y )  . f~A")r~ Hq(Xy, ~9~y) . 

Man sieht leicht, dab t~ nur yon y abhgngt, t~ stimmt mit der von Grauert 
in [4] mit 2, bezeichneten Abbildung iiberein. 

Ist Y eine Riemannsche Fl~tche, so sind alle Zq(C ") und Bq(C ") als Unter- 
moduln des platten Moduls C q platt. Infolgedessen (1.7) ist in diesem Fall t~ 
stets injektiv. 

(2.16) Ist f~St lokal frei iiber L, so ist H q = H q ( f - ~ ( L ) , ~ )  ein platter A- 
Modul. 

Beweis. Es gilt H q = F(L, f q ~ )  und daher ffir m = m , , y  e L:  H/~ = ( f ~ r  
Da (fq~)y ein freier ~gr,:Modul ist, ist ~ ein freier ¢0r,:Modul. Folglich 
ist H~ ein freier A , :Modul  ffir alle maximalen Ideate m u n d  also H q ein platter 
A-Modul. 

(2.17) Satz. Es sei f : X ~ Y eine eigentliche Abbitdung, Y reduziert und 
eine f-platte kohfirente analytische Garbe iiber X. Dann gibt es eine nieder- 
dimensionale analytische Menge N in Y, so daft ~ J~r alle q und al ley e Y \ N  
bijektiv ist und alle Funktionen dq(y)= dimH~(X r, ~r) lokaI konstant auf Y \ N  
sind. 
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Beweis (vgl. Kiehl [9], Satz 5.5, und Grauert [4], § 7, Satz 2). Da das System 
der niederdimensionalen analytischen Mengen Nq = {y E Y: fq5 ,° ist nicht lokal 
frei in y} lokal endlich ist, ist N = U Nq eine niederdimensionale analytische 
Menge in Y. 

Es sei nun Yo ~ Y und L ein Steinsches Kompaktum mit Yo E/~CLC Y \ N .  
Da alle j~5 ~ lokal frei fiber L sind, ist 

cgy(fqS:) = dimc( f ~Y)r/(m(y ) • f qSe)y 

lokal konstant fiber L ffir alle q. Aul3erdem sind alle 

t~ : (fqSa)y/(m(y) • f ,  St~),--* Us(x, ,  5:,) 

nach (1.9) bijektiv, d. h. dq(y) ist lokal konstant auf Y \ N  ftir alle q. 
(2.18) Mit (2.17) ist der zweite Teil van Theorem (I) schon bewiesen. 
(2.19) Bei dem Induktionsbeweis in § 4 ben6tigen wir einige Aussagen fiber 

geliftete Familien. Es sei also f : X - - *  Y eine eigentliche und g: Y ' ~  Y eine 
beliebige holomorphe Abbildung, 5: sei 
Garbe fiber X. Dann hat man ffir X ' =  X 
Diagramm 

X'  :' ,Y '  

,J l: X : 

eine f-platte koh~irente analytische 
x rY' ein kanonisches kommutatives 

wo f '  eine eigentliche hotomorphe Abbildung ist. Die analytische Urbildgarbe 
5: '=Se®ox(9  x, van 5P bezfiglich g' ist eine f ' -plat te  koh/irente analytische 
Garbe fiber X'. Wir nennen das System (X ' , f ' ,  Y',5:') die Liftun 9 van 
(X, f ,  Y, 5 0  nach Y'. 

(2.20) Wir setzen im folgenden zus~itzlich voraus, dab g eine endliche Ab- 
bildung ist. Ist dann L ein Steinsches Kompaktum in Y, so ist E = g-1(L) 
ein Steinsches Kompaktum in Y' und A' =F(I2, d) r )=F(L ,  go(gr) ist eine 
endtiche A = F(L, Cr)-Algebra. Es besteht also eine kanonische Isomorphie 

A ' = A [ ~ ,  ..., Tr]/a, 

a = (al . . . . .  as) C A [Ti . . . .  , Tr]. Ist K C f -  1 (L) ein Steinsches Kompaktum, so 
auch K ' =  K x L E ,  und es gilt offenbar mit B = F ( K ,  d)x) und B'=F(K ' ,  (gx,): 

B ' =  BIT, . . . . .  T,]/b, 

wobei b = (a t of, .... aso f ) .  B[T~, ..., T,]. Daraus folgt unmittelbar 

B ' = B ® A A ' .  

(2.21) Unter den Voraussetzungen van (2.20) rechnet man sofort nach, 
dab man 

F(K', se,) = F(K, ~ )  ®aB' 
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hat, was wegen B'= B ®AA' die wichtige Gleichung 

F(K', 5:') = F(K, 5Q ® aA' 

impliziert. 
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§ 3. Der eindimensionale Fall 

(3.1) Es sei im folgenden Yeine Riemannsche Ftiiche, L C Ysei ein Steinsches 
Kompaktum, das in einer Karte (mit der Koordinate y) enthalten sei. Dann 
ist fiir jedes Yo ~ L die Funktion y - Yo ein Element von F(L, 6or); sie erzeugt 
mare, wobei m = taro, und (m(yo). 6or)yo- Insbesondere ist A,, ein diskreter 
Bewertungsring und folglich A ein eindimensionaler regulgrer Ring im Sinne 
von (1.8), 

(3.2) Die Funktionen dq(y)= dim~H~(X r, 5:~,) sind halbstetig nach oben. 
Beweis. Da die Aussage lokaler Natur ist, k6nnen wir uns auf die Be- 

trachtung einer Koordinatenumgebung U eines Punktes Yo e Y beschriinken. 
Wegen der Halbstetigkeit der Corangfunktion 

cgy(fqSQ = dimg:(fqSQ/(m(y)- jqS:)s 

kSnnen wir U so klein w/ihlen, dab ffir a l ley  e U die Ungleichung cgr(fqS: ) 
< cgro(fqSe ) besteht. Ferner kSnnen wir wegen (2.17) annehmen, dab ~ bijektiv 
ist fiir alle y e  U~y 0. Daraus folgt ffir y4=yo, da t~o nach (2.15) injektiv ist: 

dimHq(Xy, "-~r) = cgy(fqg0 < Cgro(fqSQ < dim Hq(Xro, c5 to). 

(3.3) Ist dq(y) J~r ein q e Z konstant auf Y, so ist f q ~  eine lokal freie Garbe, 
und ~ ist bijektiv jhr alley ~ Y. 

Beweis. Wir w~ihlen die Umgebung eines Punktes Yo e Y wie im Beweis 
zu (3.2). Es folgt dann wegen dim Hq(Xy, @)= dim H~(Xyo, 0~o) sogar cgy(f~5:) 
= Cgyo(fqSQ fiir alle y E u ,  d. h. fqS: ist lokal frei fiber U. 

Da trq stets injektiv ist und auBerdem cgy0Cq5 :) =dimH~(Xr,  Sey ) gilt, so 
ist tq r sogar bijektiv. 

(3.4) Zur Durchffihrung des Induktionsbeweises in § 4 benStigen wir noch: 
Ist L wie in (3.1) gewiihlt und dq(y) konstant, so sind Z~(C') und Z~+I(C ") 

platte A-Moduln. 
Beweis. Wegen der exakten Sequenzen O~ Hk--. Z~--. B k+ 1 --*0, k = q, q + 1, 

und der Plattheit yon B ~+I und B q+2 ist die Behauptung aquivalent zu der 
Plattheit von H q und H q÷l. Da nach (3.3) fqS: eine lokal freie Garbe ist, so 
ist H q wegen (2.t6) ein platter A-Modul. Weiter hat man fiir alte y e L eine 
exakte Sequenz 

O-.(fqS:)/(m(y). fqS:)y ~ ,Ha(Xy, 5:y)--+ Tor~(H q+ 1, IEr)~0.  

Da t~ nach (3.3) bijektiv ist, erhatten wir also 

Torla(Hq+ 1, lily) = 0 ,  y e L .  
4 Math. Ann, 187 
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Es sei nun Yo ~ L fest und y -  yo:A ~ A  die Multiplikation von A mit 
der Funktion y - Y o -  Da das maximale Ideal m = myo von y - Y o  erzeugt 
wird, hat man eine exakte A-Sequenz 

0 ~ A  Y-Y° ".A~A/mro=lEro~O. 

Dutch Tensorieren mit H q+l bekommt man daraus 

0 = Tor~ (H q + t, ~ y o ) - ~  Hq + 1 y -  Y0>H q + 1 .  

Da schlieNich A.~ ein platter A-Modul ist und Hq,. +1 = H q + I ® A A  m gilt, so 
ist auch die Abbildung 

Y - Yo : Hq+ x ~ Hq+ 1 

injektiv. Nun erzeugt y - Y 0  das maximale Ideal mAr, des diskreten Bewer- 
tungsringes A,,. Folglich ist die Abbildung m A , , ® H ~ + ~ m H  q+l injektiv, 
d. h. H q+ I ist platt ffir alle maximalen Ideale m von A. 

(3.5) Folgerung. Unter den l, braussetzungen yon (3.4) gilt: Alle Abbildungen 

t~ " H~ ® M-* Hk(C" ® M) , 

k = q -  1, q, sind bijektiv. Insbesondere ist neben t~ auch ~-1 bijektiv ]~r aIte 
y e L .  

Der Beweis folgt unmittelbar aus (1.13). 
(3.6) Die Euler-Poincar6-Charakteristik Z(Y) ist lokal konstant auf Y. 
Beweis. Es sei Yo ~ ¥ und L ein Steinsches Kompaktum mit Yo ~ L. Dann 

kann man den Komplex C" von platten A-Moduln nach (1.14) ersetzen durch 
einen Komplex 

p ' : . . . ~ 0 ~ p ° ~ . . . - , p m ~ 0 ~ . . .  

yon endtichen platten A-Moduln, s.d. Hq(C'®M)=Ha(P'®M) ffir alle A- 
Moduln M. Es gilt dann fiir y e L  wegen (t.15): 

X(Y) = ~ ( -  1Fdim Ha(Xy, 6ey) = ~ ( -  1)adimHa(C'®Cy) 
q=O q=O 

= ~ (-- 1)qdimHa(p'®lEy)= ~ ( -  1)qdim(Pq®¢y). 
q=O q=O 

Weiter hat man eine kanonische II;-Isomorphie Pq®lEy = Pq/m~Pq= I~,/myP~,, 
so dab schlieBlich 

X(Y~ = ~ ( -  1)acgP~, 
q=0 

folgt. Da A noethersch ist, sind die endlichen platten A-Moduln pa projektiv 
([1], Chap. 1, § 2, Lemme 8 (ii) und Chap. 2, § 5, Th. 1, Cor. 2). Fiir endliche 
projekfive Moduln P ist aber die Funktion p~-+cgPp lokal konstant in SpecA 
(vgl. [1], Chap. 2, § 5, Th. 1). Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. 

(3.7) Bemerkung. Der vorstehende Beweis gilt wfrtIich auch ohne Einschriin- 
kun9 an Y. 
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§ 4. Beweis der Haupts~itze 

(4.1) Wir verwenden die Bezeichnungen von (2.19) fiir die vermSge g: Y '~  Y 
nach Y' geliftete Familie (X', f ' ,  Y', 5:'). Ffir jeden Punkt y ' e  Y' sind dann 
die R~ume X'y, und Xy, Y=g(Y'), analytisch ~iquivalent, ebenso die Garben 
~ ' ,  = 5:'[X¢, und 5:y = 5:lXy. Setzt man 

• q ! i d'q(y') = dlmeH (X;,, G ' ) ,  

so gilt also dq(g(y')) = d'q(y') . 

(4.2) Ist g eine endliche surjektive Abbildung, so folgt aus der Halbstetigkeit 
yon d'q die Halbstetigkeit v o n  dq. Ist dq konstant, so auch d'~. Wir werden diese 
Bemerkung anwenden ffir den Fall, dab g die kanonische Abbildung red Y~ Y 
oder die Normalisierungsabbildung Y'-~ Y bei reduziertem Y ist. 

(4.3) Theorem. Ist f "  X ~ Y eine eigentliche holomorphe Abbildun 9 komplexer 
Ri~ume, 5: eine f-platte kohiirente analytische Garbe ftber X, so ist die Funktion 
d~(y) auf Y halbstetig naeh oben. 

Beweis (dutch Induktion nach n = dim Y). Es sei n = 1. Wegen der Be- 
merkung (4.2) kSnnen wit Y als reduziert voraussetzen. Dann ist die Normali- 
sierung Y' yon Y eine Riemannsche Fl~iche, s. d. ffir die nach Y' getiftete Familie 

r (X', f ' ,  Y', 5:') die Funktion dq halbstetig nach oben ist (3.2). Daraus folgt 
die Halbstetigkeit yon dq. 

Es sei nun n >__ 2; die Behauptung sei schon ffir alle Familien (X', f ' ,  Y', 5 e') 
mit dim Y__< n - 1 nachgewiesen. Wir k6nnen Y wiederum als reduziert voraus- 
setzen. Dann gibt es nach (2.17) eine niederdimensionale analytische Menge 
Y'C Y, so dab dq auf Y \ Y '  lokal konstant ist. Wir kSnnen uns daher auf die 
Betrachtung eines Punktes Yo ~ Y' beschr~inken. Zu jeder der endlich vielen 
an Y0 angrenzenden Zusammenhangskomponenten V~ yon Y \ Y '  findet man 
dann eine Umgebung U i yon Yo und eine eindimensionale analytische Menge 
Y/'C U i mit den folgenden Eigenschaften: 

i) Y/ '~Y'--  {Yo}, 
ii) Y[' \{Yo} C V~, 

t iii) d'q{y') ~ da(yo), y' e Y' n U,., 
d~ (y") <= dq . . . .  (Yo), y" e Yi". 

" " " " al " < Ist nun y ~ V~ n Ui, so existiert ein y e Yi mit dq(y) = dq(y ), so 1st da(y)= dq(yo). 
Daraus folgt dq(y) <= dq(yo) ffir a l ley  e U = ~ U i. 

(4.4) Bemerkung. Die Konstanz der Euler-Poincar6-Charakteristik kann 
man nach demselben Verfahren aus dem eindimensionalen Fall (3.6) herleiten 
(vgl. jedoch (3.7)). 

(4.5) Um Theorem (II) zu beweisen, werden wit induktiv die folgende 
Aussage verifizieren: 

Es sei f :  X ~ Y eine eigentliche holomorphe Abbildung, Sf sei eine f-platte 
kohfirente analytische Garbe fiber X,  es sei dq(y)= dimH4(Xy, 5:r) konstant auf 
Y und Y reduziert. Dann 9ibt es zu jedem Punkt Yo ~ Y ein Steinsches Kompaktum 

4 *  
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Lo mit Yo d~o, s. d. J~r atle Steinschen Kompakta L C Lo gilt: 1st C" der in (2.11) 
zu L konstruierte Komplex yon A = F(L, d)r)-Moduln, so sind 

Zqc(C" ) und zcq+ 1 (C ") 
platte A-Modutn. 

(4.6) Wir wollen zun~chst zeigen, dab Theorem (II) aus (4.5) folgt. Wir 
w~hlen L = L o ;  dann impliziert die Plattheit von Z~+I(C ") nach (1.13) die 
Bijektivit~t atler Abbildungen t~, iV ~ Lo. Wegen dimHq(Xy, ~ ) - -  const, be- 
deutet dies, dab der Corang yon fqSt konstant auf Lo ist, cl. h. f q ~  ist lokal 
frei in einer Umgebung eines jeden Punktes Yo ~ Y. 

(4.7) Genau wie in (3.5) folgt aus (4.5) aul3erdem: 
Unter den Voraussetzungen ~,on Theorem (II) sind auch die Abbildungen 

~ -  ' : (f~_ , ~)j(m(y)  . fq_ , S~),~ Hq- ' (Xy,Sty), 
y e Y, bijektiv. 

(4.8) In (4.5) kann man den letzten Satz noch folgendermal3en abschwiichen: 
Ist D" ein beliebiger Komptex yon flatten A-Moduln und or': D'~C" ein 

Komplexhomomorphismus, so daft far alle A-Moduln M die induzierten Ab- 
bildungen Hk(D'®M)~Hk(C'®M), ks;E,  bijektiv sind, so sind z~O') und 
Z~+ 1 (D') platte A-Moduln, 

Man hat n~imlich ein kommutatives Diagramm 

Hk(D')® M ~ Hk(D" ® M) 

Hk(C)® M--, Hk(C" ® M) , 

k = q, q -  1, in dem die beiden senkrechten Pfeile und der obere waagerechte 
Pfeil Isomorphismen bezeichnen, woraus wegen (1.13) die Plattheit yon Z~(C') 
und zq+I(C ") folgt. 

(4.9) Wir beweisen nun: 
i) Die Aussage (4.5) #ilt fiir allgemeine reduzierte R~ume Y, wenn sie in 

bezug auf normale Ri~ume Y bewiesen ist. 
ii) Die Aussage (4.5) folgt j~r normale komplexe Riiume Y, wenn sie j~r 

allgemeine reduzierte komplexe R~ume yon kleinerer Dimension als Y riehtig ist. 
Da (4.5) ftir Riemannsche Fl~ichen in (3.4) bewiesen wurde, ist hiermit 

eine vollst~indige Induktion gegeben, die Theorem (II) beweist. 
(4.10) Beweis yon (4.9.i): Es seien (X,f,  Y, ~ )  wie in (4.5) gegeben, es sei 

g: Y ' ~  Y die Normalisierungsabbildung yon Y und (X', f ' ,  Y', 6 e') die nach 
Y' geliftete Familie. Ferner sei Yo s Yein fester Punkt und g -  1 (Yo) = {Y'ol,..., Y'ot}. 
Da die Konstanz yon d~ impliziert, dab auch d'q konstant ist, so gibt es nach 
Voraussetzung zu jedem y~j ein Steinsches Kompaktum E'o, ~ mit den Eigen- 
schaften aus (4.5). Da g endlich ist, k6nnen wit die L'o, j tiberdies so klein 
w~ihlen, dab L 'o, /~Eo. ,=0,  lo<=J<k<=t. Es exisfiert dann ein Steinsches 
Kompaktum L o in Y mit Yo eLo, s.d. 

L'o=#-1(Lo)C ~J L'0 d. 
j=l  
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Ffir jedes Steinsche Kompaktum LC L o ist L' =g -~ (L)  ein Steinsches Kom- 
paktum, das in endlich viele disjunkte Steinsche Kompakta  zerlegt werden 
kann: 

t 

1_2= U L'j, L'] = lZ n L'o,j . 
j = l  

Es sei nun {Ko, ..., K,,} eine Oberdeckung von K = f - I ( L )  mit Stein- 
schen Kompakta.  Dann sind auch {.K'i,j = Ki x L E) : i = 0 . . . .  , m} bzw. 
{K~ = Ki x LE : i = 0 , . . . ,  m} ebensolche Oberdeckungen yon f ' -  I(L)) bzw. 
f , -  1 (E). Setzen wir noch 

so gilt wegen (2.21) 

und entsprechend 

! 

A~ = F(I@ (gr,) und A' = F(E, (Or'), 

F(K[j,  5~')=F(Ki,  SQ®aA)  

F(K~, 5 e ) = F(K~, 5 e ) ® a A .  

Es sei nun C q = H F(Kjo...~, 5 ~) und D~ = CqQaA~ bzw. D q = Cq®aA '. Nach 
dem eben Bewiesenen sind D) bzw. D" die zu den Steinschen Kompakta L~ 
bzw. L' geh6renden Komplexe. Aufgrund der Voraussetzung sind Z~(Dj) 
und Z~+I(Dj) platte AfModuln ,  j =  1 . . . . .  t, woraus wegen A = ~ A j  und 
D q= • D~ unmittetbar die Plattheit von Z~(D') und Z~+X(D ") fiber A folgt. 

Wir ersetzen nun den Komplex C gem~il3 (1.14) durch einen endlichen 
Komplex P" von endlichen platten A-Moduln Pq. Da ffir jeden A'-Modul M' 
die kanonischen Homomorphismen 

Hk ((P" ® a A ') ® a' M') ~ H k (D" ® A M') 

bijektiv sind, sind nach (4.8) auch Z~(P'QAA'  ) und Zqc+I(P'QAA') platte 
A'-Moduln. 

Nun gilt aufgrund der Rechtsexaktheit des Tensorproduktes stets 
Z~(P'QAA')=Z~(P')QAA' .  Es genfigt daher, die folgende Aussage zu be- 
weisen: 

(4.11) Es seien A und A' wie in (4.10). Ist M ein endlicher A-Modul, so daft 
M ®AA' platt fiber A' ist, so ist M ein platter A-Modut. 

Beweis. Es sei y ~ L, g -  1 (y) = {y~ . . . .  , Y's}, m = m r, m~ = mrS, j = 1 . . . .  , s. 
Wir setzen Bj = d)r.,y~, B =  Cr, y und M r = Mm®AmB. Da nach Voraussetzung 
(M®aA'),,~ ein platter A~i.-Modul ist und offensichtlich 

( M  a = 

gilt, so ist auch Mj = My ®nBi ein platter Bj-Modul, j = 1 . . . . .  s. Es seien nun 
Pl . . . . .  p, die minimalen Primideale yon B. Da Y' die Normalisierung von Y 
ist, ist s = t, und bei geeigneter Numerierung ist B# die Normalisierung von 
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B/pj in Qj = Q(B/Pi), j = 1,..., t. Daher gilt 

My = M r 

My®sQr= Mj®s, Oj. 

Da M rein freier BfModul  ist, gilt 

dim¢:(Mj ®Bj (Bi/m (B j)) = dimoj (M j ®/~j Qfl, 

woraus mit den vorstehenden Gleichungen 

dime (Mr ®B (B/m(B)) = dimq~ (My ®sQ~), 

j = 1 . . . . .  t, folgt. Da B reduziert ist, ist dies aber nach [1], Chap. 2, § 3, No. 2, 
Prop:7 gleichbedeutend mit der Freiheit yon My fiber B. Wegen My= iV/,, 
und B = A m folgt daraus die Freiheit yon M., fiber A,, und somit die Ptattheit 
yon M fiber A. 

(4.12) Beweis yon (4.9.ii). Es sei Y ein normaler Raum der Dimension 
n ~ 2, Yo • Y sei fest. Dann gibt es eine offene Umgebung U von Yo und eine 
endliche offene holomorphe Abbildung von U auf ein Gebiet G im ([Y; ins- 
besondere ist Y in U rein n-dimensional. Es sei d~ konstant auf U; ferner sei 
(4.5) schon ffir alle reduzierten R/iume Y' der Dimension < n -  1 bewiesen. 

Es sei dann L £ U ein Steinsches Kompaktum und C der fibliche Komplex. 
Wir ersetzen C" wieder durch den Komplex P" von endlichen platten A-Moduln 
und werden beweisen, dab Z~(P') und Z~+I(P ") platte A-Moduln sind. Es sei 
M einer dieser beiden Moduln, m = my o, Yo • L, und e,,  ..., et sei ein minimales 
Erzeugendensystem von M,, fiber A,,. Angenommen, es existierte eine Relation 

t 

~h2er=O, hr•A,,, j = l  . . . . .  t ,  
j = l  

mit hi ~0.  Dann ist N(h l )=  {y~ Y:hl(y)=O} eine niederdimensionale ana- 
lytische Menge in einer Umgebung yon Yo mit Yo • N(h,). Aufgrund der Wahl 
von U findet man einen eindimensionalen reduzierten Unterraum Y' von U, 
der in der N~ihe von Y0 die Menge N(h~) nur in Yo trifft. Wir setzen E = Lc~ Y'; 
E ist ein Steinsches Kompaktum. Wie in (4.10) sieht man, dab mit A = F(L, St) 
und A'=F(L', (gr,) wegen (2.21) P'®AA' der zu der eingeschr~inkten Familie 
(X', f ' ,  Y', Se') fiber E geh6rende Komplex ist. Nach Voraussetzung sind also 
Z~(P'®AA')= Z~(P')®AA' platte A'-Moduln ffir k = q, q + 1; d. h. M®AA' ist 
ein platter A-Modul. 

Bezeichnet man nun m i t m '  das zu Y0 geh6rende maximale Ideal von A', 
so is( M'= M,, ®A,,,A', ein freier A' .-Modul.  Wegen 

M' ®A~, (A'm'/m'A',,') = M,, ®A,,(A,,/mA,,) 

ist aber cgA~,,M'=CgAmM,~=t. Da die e j®l ,  j =  1, . . . , t ,  den Modul M' er- 
zeugen, bilden sie folglich eine Basis yon M', s.d. aus ~ hre r = 0  unmittelbar 
hi = 0 folgt, wenn der Querstrich das Bild yon h, in A~,, bezeichnet. Das be- 
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deutet aber hllY' = 0  in einer kleinen Umgebung von Yo im Widerspruch 
zur Wahl von Y'. 

(4.13) Schluflbemerkung. Man kann die Theoreme (I) und (III) nach den 
Vorbereitungen in § 2 auch unmittelbar aus den Grothendieckschen S~itzen 
[6], (III, 7.6.9 (i)) und (7.9.3) gewinnen. Dagegen scheint man Theorem (II) 
aus (III, 7.6.9 (ii)) nicht direkt herleiten zu kSnnen. 
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