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Uber den Fl~icheninhalt analytischer Mengen 
und die Erzeugung k-pseudokonvexer Gebiete 

OSWALD RIEMENSCHNEIDER (G6ttingen) 

Die Eigenschaften des F1/icheninhalts einer reindimensionalen analy- 
tischen Menge in einem Gebiet des C" sind schon seit etwa drei Jahr- 
zehnten Gegenstand von Untersuchungen. Gerade in den letzten Jahren 
aber wurden dabei einige interessante Kriterien entdeckt. Man denke z. B. 
an die Stollsche Bedingung fiir die Algebraizit/it einer analytischen Menge 
im ~" (s. [I0]) oder an die Arbeit [I] von BISHOP. Eine zusammenfassende 
Darstellung dieser Ergebnisse findet man in den Lecture Notes, Bd. 19, 
v o n  STOLZENBERG (S. [12]). 

Die meisten Arbeiten fiber den F1/icheninhalt analytischer Mengen 
wurden - zumindest indirekt - von der Okaschen Note [5] aus dem 
Jahre 1934 angeregt. OKA hatte dort  in der Absicht, analoge Siitze zu den 
Ergebnissen tiber Normalitiitsgebiete von Familien holomorpher bzw. 
meromorpher Funktionen mehrerer Ver/inderlicher zu erhalten, das Nor- 
malit/itsgebiet Go einer Familie ~ '=(A j : j~J}  yon rein-l-dimensionalen 
analytischen Mengen in einem Gebiet G des C 2 definiert und die folgen- 
den Siitze angekfindigt: 

(A) Die Familie ~ ist genau dann normal in einem Punkte yon G, 
wenn es eine Umgebung U dieses Punktes gibt, so daft die Menge 
{F(Aj, U): j~J} beschriinkt ist. (Hierbei bedeutet F(Aj, U) den Fliichen- 
inhalt yon A~ c~ U.) 

(B) Go ist pseudokonvex in G. 

OKA hat ein ~ihnliches Problem erst wieder 1962 in der Arbeit [7] be- 
handelt. Die obigen S~itze wurden 1950 und 1962 in den Arbeiten [8] von 
RUTISHAOSER und [4] von NISHINO bewiesen. Auch fiir rein-l-codimen- 
sionale analytische Mengen in einem Gebiet G des (E" konnten die ent- 
sprechenden Aussagen hergeleitet werden. STOLLS Montel-Theorem ([11], 
S. 188) besagt, dab eine Familie ~r = {vj:j~J} von nicht-negativen Divi- 
soren in einem Gebiet G des C" genau dann normal ist, wenn sie lokal 
beschriinkt ist (im Sinne von Satz (A)). Dabei definiert man den Fl~ichen- 
inhalt eines Divisors v mit Hilfe der eindeutigen Zerlegung 

#=1 
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wo die a u positive ganze Zahlen und die vu Primdivisoren sind, verm6ge 

F(v, U)= ~ a u �9 F ( A , ,  U), 
u = l  

wenn U c G  und A~ der Tr/iger von v~ ist. Auch die von OKA in [5] 
definierte Normalit~it ist eine Normalit/it von Divisoren gem/iB der Defi- 
nition von STOLL. Das Analogon zu (B) ffir Familien von Divisoren in 
Gebieten des ~E" bewies FUJITA ohne Verwendung des Montel-Theorems 
in der Arbeit [2]. 

FaBt man die S~itze (A) und (B) zusammen, so erh~ilt man die folgende 
Aussage: 

(C) Sei G ein Gebiet im II~ z, ~ r = { A j : j e J }  eine Familie yon rein- 
l-dimensionalen analytischen Mengen in G und Go die (offene) Menge der 
Punkte aus G, fi~r die es eine Umgebung U c  G und eine positive reelle 
Konstante K gibt, so daflfi~r alle j gilt: F(Aj ,  U)< K. Dann ist Go pseudo- 
konvex in G. 

Dieser Satz wird im folgenden in mehrfacher Hinsicht verallgemeinert: 
Es sei G ein Gebiet im r n > 2, {A~, je f f )  eine Familie rein-k-dimensio- 
naler analytischer Mengen in G, 1 < k_< n - 1, {ej : j e J )  eine Familie nicht- 
negativer reeller Zahlen und G o = Go (A~, ej)j~s die (offene) Menge aller 
Punkte aus G, fiir die es eine Umgebung U =  G und eine positive reelle 
Konstante K gibt, so dab ffir die (komplex-) k-dimensionalen Fl/ichenin- 
ha re  der analytischen Mengen A~ c~ U gilt: F(A~, U) < K .  e j, j eJ .  Dann 
lautet der Hauptsatz dieser Arbeit: 

Theorem. Go = Go (A~, ej)i~ s ist k-pseudokonvex in G. 

Ffir k = n - 1  = 1 wurde dieser Satz 1962 von OKA in [7] bewiesen. 
Daraus konnte FUJITA 1965 in der Arbeit [3] den Fall k = n -  1, n>2,  
induktiv herleiten. Einen anderen Beweis, der das Okasche Ergebnis 
nicht verwendet, kann man in der Dissertation von BARTH (Notre Dame. 
1966) finden. Dieses Ergebnis liefert zusammen mit dem Stollschen 
Montel-Theorem einen weiteren Beweis ffir die n-dimensionale Version 
yon Satz (B). 

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaBen aufgebaut: Im w 1 werden 
allgemeine S/itze fiber den Fliieheninhalt analytiseher Mengen zusammen- 
gestellt, soweit sie sp/iter ben6tigt werden. Rein integrationstheoretische 
Probleme werden dabei iibergangen. 

I m w  2 werden k-pseudokonvexe Gebiete im tE" definiert und neue 
Figuren (H, P )  angegeben mit der folgenden Eigenschaft: Sei G ein Ge- 
biet im C" und G O eine offene Teilmenge von G. G o ist genau dann 
k-pseudokonvex in G, wenn die beiden folgenden Aussagen erfiillt sind: 

i) Ist (H, P)  beliebig, H = G o  und P c G ,  so ist P=Go.  
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ii) Die Eigensehaft i) ist invariant gegeniiber biholomorphen Trans- 
formationen yon Umgebungen beliebiger Punkte aus G. 

Die als (k, n)*-Hartogsfiguren bezeichneten Paare (H, P )  besitzen 
weitere Eigenschaften, die allgemein bei Induktionsbeweisen niitzlich sein 
werden. 

I m w  3 wird das obige Theorem bewiesen. Grundlegend fiir diesen 
Beweis ist eine Verallgemeinerung eines Okaschen Lemmas (s. [7], S. 11): 

Lemma. Sei ( H, P)  eine (k, n) *-Hartogsfigur, der Polyzylinder Po liege 
relativ-kompakt in P. Dann existiert eine positive reelle Konstante K= 
K ( H, P, Po) mit der f olgenden Eigenschaft : Ist A k eine rein-k-dimensionale 
analytische Menge in P und existiert der Fliieheninhalt F(A k, H) yon 
A k ~ 1t, so ist der Flgicheninhalt yon A k ~ Po h6chstens gleieh K .  F ( A  k, H). 

Der Beweis dieses Lemmas wird in mehreren Schritten gefiihrt. Beim 
ersten Schritt (Hilfssatz 2) werden einige geometrische Ideen aus der 
Arbeit [7] auf den Fall rein-l-dimensionaler analytischer Mengen im ~E" 
fibertragen. Hilfssatz 3 ist eine Qbertragung yon Hilfssatz 2 auf rein- 
k-dimensionale analytische Mengen im C" und wird durch vollst/indige 
Induktion nach k bewiesen. Dabei werden vor allem die Eigenschaften 
der (k, n)*-Hartogsfiguren verwendet. Mit einem weiteren geometrischen 
Verfahren wird dann der Beweis des Lemmas im Hilfssatz 4 abgeschlossen. 

Herrn Professor H. GRAUERT m6chte ich ftir die Anregung zu dieser Arbeit danken. 

w 1. Der Flicheninhalt analytischer Mengen 

Sei M k eine k-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und z (~ ein 
beliebiger Punkt aus M k. Es existiert dann eine Umgebung V= V(z (~ 
yon z (~ in M k, ein Gebiet U im k-dimensionalen Zahlenraum der kom- 
plexen Variablen u 1 . . . . .  uk und eine biholomorphe Abbildung g yon U 
auf V. Ein solches Paar (U, g) heiBt ein System yon lokalen Koordinaten 
yon M k im Punkte z (~ Sei ~ eine alternierende Differentialform vom 
Doppelgrad (k, k) auf M k und (U, g) ein System yon lokalen Koordina- 
ten. Dann gibt es eine Funktion a(u)=a(u; ~, g), u=(ul . . . . .  Uk)e U, mit 
der Eigenschaft: 

~o g=a(u).eo,  co= .du~ ^ dFq ^ ... ^ duk ^ dffk. 

Die Form , heiBt reell (nicht-negativ, positiv), wenn es zu jedem 
z(~ k ein System (U, g) von lokalen Koordinaten gibt, so dab die 
Funktion a(u) reell (nicht-negativ, positiv) ist. Diese Definition ist unab- 
h~ingig yon der Auswahl der lokalen Koordinaten. Man verwendet fiir 
nieht-negative bzw. positive Formen :r die Symbole ~ > 0 bzw. a > 0. 

22* 
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Ist M '  eine Teilmenge yon M k, (U, g) ein System von lokalen Koordi- 
naten und V=g(U),  so definiert man 

S ~x:= S a ( u ) . o ,  
M '  c~ V g - - l ( M '  c~ V)  

sofern das rechts stehende Integral existiert. Mit Hilfe von ,,Dieudonn6- 
Zerlegungen" (Teilung der Eins) kann man dann ein globales Integral 

M" 

erkl[iren (s. z.B. [9], w 1, S. 118). 

Sei weiter 1 <k<_n-  1, G ein Gebiet in dem n-dimensionalen Zahlen- 
raum der komplexen Variablen z~ . . . . .  z , ,  A = A  k eine rein-k-dimensio- 
nale analytische Menge in G, M(A)  die k-dimensionale komplexe Man- 
nigfaltigkeit der gewShnlichen Punkte yon A, ea: M ( A ) ~  G die Einbet- 
tungsabbildung, a eine alternierende Differentialform vom Doppelgrad 
(k, k) in G und aA:= ~ o ea die vermSge e a yon G nach M(A)  transpor- 
tierte Differentialform. a heiBt positiv definit bzw. positiv semidefinit, 
wenn fiir alle rein-k-dimensionalen analytischen Mengen A in G ~a eine 
positive bzw. nicht-negative (k, k)-Form auf M(A)  ist. Man schreibt in 
diesem Fall ebenfalls a > 0 bzw. ~ > 0. Da die Menge der (k, k)-Formen 
in G auf nattirliche Weise einen tE-Modul bilden, ist mit ~1 und az auch 
a 2 -  ~1 eine (k, k)-Form. Man schreibt ~1 < a2, wenn ~ 2 -  cq positiv semi- 
definit ist. 

Ist A' eine Teilmenge yon A, so definiert man 

~ - ' =  ~ aA, 
A" A'  c~ M (A)  

sofern das rechts stehende Integral existiert. Es gilt (s. [9], S. 153 (Satz 11)): 

Satz 1. Sei a eine stetige alternierende Differentialform vom Doppel- 
grad(k, k) in einem Gebiet G des IE n (1 < k < n -  1), sei A eine rein-k-dimen- 
sionale analytische Menge in G und liege das Gebiet Go relativ-kompakt in 
G. Dann existiert das lntegral 

A n G o  

Das oben definierte Integral besitzt die iiblichen Linearit~itseigen- 
schaften. Mit a~ _<_ ~z ist 

< Y 
A f~ Go A n Go 

und fiir a > O, A c~ Go �9 r gilt: 

a > 0 .  
A f~ Go 
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Sei wei te r f=  (fa . . . . .  f , )  eine biholomorphe Abbildung des Gebietes G 
auf das Gebiet G*, sei A eine rein-k-dimensionale analytische Menge in G 
und e* eine (k, k)-Form in G*. Dann ist A* =f(A)  eine rein-k-dimensio- 
nale analytische Menge in G* und e = ~ * o f  eine (k ,k)-Form in G. 
Existiert eines der Integrale 

.[e bzw. Se*, 
A A* 

so existiert auch das andere und ihre Werte sind gleich. Es gilt n~imlich 
(c~ * o ea.) o / =  (e * of )  o e A = ~ o eA und f (M(A))  = M(f(A))  = M(A *). Dar- 
aus folgt 

~ct*= ~ ~ *oe a .=  I a* o Oea.= ~ (c~* e a , ) o f =  ~ a o e A = ~ a .  
A* M (.4*) f (M (A))  M ( a )  M (A) A 

Ist a * > 0  bzw. ->0 in G*, so ist auch a=a*of>O bzw. > 0  in G. 

Es sollen nun spezielle Differentialformen im n-dimensionalen Zah- 
lenraurn der komplexen Variablen zl . . . . .  z, eingefiihrt werden. Sei 
i =  l ,  . . . ,  n und 

i 
daj:=-~ .dz j  ^ dzj.  

Mit z j=x j+iy j ,  xj und yj reell, ist daa=dx j^dy  j. Weiter sei 

d t r :=  daj und k 1 A d a  ( l < k _ < n - 1 ) .  
j=~ q) =-k-T.~ i=,  

q)k ist das (komplex-)k-dimensionale Fliiehenelement im ~". Schliel31ieh 
sei mit l ~ / q < - . .  < / tk<n:  

~~ ...... u~:=da~ ^ ... ^ daub. 

Alle q / u n d  9,~ ..... ~ sind stetig im C" und vom Doppelgrad (k, k); ~o k 
ist positiv definit, die ~0u ...... u~ sind positiv semidefinit. Durch einfaches 
Ausrechnen folgt: 

(2) Y . . . . .  

1 <=lJ, < . . .< l i ken  

Ist G ein Gebiet im C", A eine rein-k-dimensionale analytische Menge 
in G und Go ein Teilgebiet yon G, so definiert man 

F(A, Go):= I q~k, 
A n  Go 

Fm ..... ,k( A, Go) := .[ q~u~ ..... uk" 
A ~ G o  

Nach Satz 1 existieren diese Integrale, wenn Go relativ-kompakt in 
G liegt. F(A, Go) ist der Flacheninhalt der analytischen Menge A c~G o, 
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F# ...... #~(A, Go) der Fliicheninhalt der Projektion von A n G  o in die k- 
dimensionale (z# . . . . .  , z#k)-Ebene. 

Satz 2. Sei 1 <_ k < n -  1, G ein Gebiet im C" und A eine rein-k-dimen- 
sionale analytisehe Menge in G. F(A, G) existiert genau dann, wenn fi~r 
alle (Pl . . . .  ,Irk) mit l < / q < - . - < # k < n  die Integrale Fu~ ..... uk(A, G) 
existieren, und es gilt dann : 

F(A,  G) = Z F m ..... uk(a, G). 
1 "<#1 < "'" < # k < n  

Das heiflt: Der Fliicheninhalt yon A ist gleich der Summe der Flgichenin- 
halte aller Projektionen yon A in die k-dimensionalen Koordinatenebenen 
des C". 

Beweis. Wegen der Additivit~it des Integrales und der Formel (1) ist 
nur  zu zeigen: Existiert F(A, G), dann existieren auch alle F#, ..... uk (A, G). 
Sei ex: M(A)--* G die Einbettungsabbildung, so ist nach Voraussetzung 
r o e a integrierbar auf M(A).  Weiter ist 0 < q)u ...... #~ o ea < q~k o ea und 
q~#~ ..... #koea stetig, also insbesondere meBbar auf M(A).  Folglich ist 
nach einem Satz der Integrationstheorie (s. [9], S. 122 (Satz 3.7)) auch 
~o,, ..... #~oea integrierbar fiber M(A) ,  d.h.  es existiert das Integral 
F m ..... ,~(A, G). 

Der n~ichste Satz ist ein Spezialfall des allgemeinen Satzes von FUBINI 
ffir komplexe Mannigfaltigkeiten (s. z.B. [9], S. 133 (Satz 7)). 

Satz 3. Sei 1 <_k<_n-1, G1 ein Gebiet der komplexen z:Ebene,  G2 
ein Gebiet der (n-1)-dimensionalen komplexen (z2 . . . .  , z,)-Ebene und A 
eine rein-k-dimensionale analytische Menge in G:=G1 • G2. Fi~r alle 
z(l~ G 1 werde A (z(l~ A n {z t = z (~ aufgefaflt als analytisehe Menge 
in G2. Es existiere das Integral 

S d t r t ^  "'" A d•  k .  
A 

Dann gibt es eine Nullmenge N in Gx mit den folgenden Eigenschaften: 
Ist z t~  so ist A(z~ ~ entweder leer oder eine rein-(k-1)-dimen- 
sionale analytisehe Menge in G2. I~t .4 (z(l ~ nicht leer, so ist im Falle k = 1 
die Anzahl I ( ~  ~ der Punkte yon A (z t~ endlich, und im Falle k > 1 existiert 
das Integral 

I(z(l~ = S d~ A .-" ^ dtr k. 
.4C~(xo)) 

Setzt man noch I(z~~ wenn A(z (~ leer ist, so ist die Funktion I(za) 
auf G~ - N  bezi~glieh dax integrierbar, und es gilt: 

Id , ^ . . .  ^ 
A G t  - - N  
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Zum SchluB soll noch ein Satz fiber das Verhalten der F1/icheninhalte 
analytischer Mengen bei biholomorphen Abbildungen angegeben werden. 

Satz 4. Sei G ein Gebiet im C ~ und f eine biholomorphe Abbildung yon 
Gauf  das Gebiet G*. Liegt das Gebiet G o relativ-kompakt in G, so gibt es 
zu jedem natiMichen k mit 1 <-k <_ n -  1 eine positive reelle Konstante K= 
K ( f ,  Go, k) mit der folgenden Eigenschaft: Ist A eine rein-k-dimensionale 
analytisehe Menge in G, so gilt 

F(f(A),f(Go))<=K �9 F(A, Go). 

Beweis. Sei r das k-dimensionale F1/ichenelement in G, 9k .  das ent- 
sprechende Element in G*=f(G). Nach frfiheren Bemerkungen sind ~pk 
und ~pk*of stetige, positiv-definite (k, k)-Formen in G. Mit einem 
Satz von STOLE (S. [ /0 ] ,  S. 168 (Lemma 7.17)) folgt: Es gibt eine positive 
reelle Konstante K =  K(tp k * of ,  q~*, Go) = K ( f ,  G o, k) mit der Eigenschaft 
~pk. o f < K .  ~pk fiir zeG o. Nun ist A* =f(A) rein-k-dimensional in G*=  
f(G),  und das Gebiet G~' =f(Go) liegt relativ-kompakt in G*. Also existiert 
das Integral 

S (pk*, A* c~ G~ 
und es gilt: 

F(f(A) , f (Go))= I r I q)k, of<= I K . q ~ k = K . F ( A ,  Go). 
A *  ta G ~  A r Go A r~ Go 

w 2. k-pseudokonvexe Gebiete im ~" 

Definition 1. Sei 1 <-k<_n- 1, G ein Gebiet im ~", Go ein (nicht not- 
wendig zusammenhiingender) Teilbereich yon G und E= G - G o .  Go heiflt 
k-pseudokonvex in G, wenn die beiden folgenden Aussagen erfi~llt sind: 

(i) (Kontinuitiitssatz der Ordnung k im On). Sei z <~ = (z(1 ~ ..., z(n~ 
und fftr ein r > 0 sei die Menge 

{(z l , . . . , z , ) :  Zl=Z(1 ~ . . . . .  Zk=Ztk ~ 0 <  max Izj-z(~~ 
j = k + l , . . . , n  

enthalten in Go. Dann existiert ein r 1 > 0  mit der folgenden Eigenschaft: 

Zu jedem k-tupel (z'l . . . . .  z~) mit 

max [zj.-z~~ I < r  1 
j =  l,  . . . ,  k 

existiert ein (n-k)- tupel  (z~+ 1 . . . .  , z') mit 

max Iz~-z t j~  und (z'~ . . . .  , z D ~ E .  
j = k +  l ,  . . . .  n 

(ii) Die Eigenschaft (i) ist invariant gegeniiber biholomorphen Trans- 
formationen yon Umgebungen beliebiger Punkte aus G. 
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Go heiBt k-pseudokonvex (schlechthin), wenn G=C" .  G O heiBt 
pseudokonvex On G oder scblechthin), wenn Go ( n -  1)-pseudokonvex (in 
G oder schlechthin) ist. Ist 1 <k  1 <k z < n -  1 und Go k2-pseudokonvex in 
G, so ist Go kl-pseudokonvex in G; denn der Kontinuitgtssatz der Ord- 
hung kz impliziert den der Ordnung kl.  

Es werden nun mehrere Figuren im C" eingefiihrt, von denen sp~iter 
gezeigt wird, dab sie zur Definition der k-Pseudokonvexit~it verwendet 
werden kSnnen. Sei 1 <_k<_n-I, s eine natiirliche Zahl mit 1 <_s<_k-1 
und ( ~  . . . . .  G) ein s-tupel natiirlicher Zahlen mit l < a l < - . - < G < k .  
Dann werde (zl . . . . .  %) = N(a l  . . . .  , G) definiert durch 

{z, . . . .  , %} va {or, . . . .  , G}  = {1, . . . ,  k},  {vx, . . . ,  ,,} c~ {~-,, . . . ,  G} = 0  

und 1 < z, <---  < z, < k. Sei weiter 0 < r,  < r und 0 < r] < r'. Man definiert 
dann die folgenden Mengen im Raum der Variablen z~ . . . . .  z,: 

P \ n ' r ' ] : = { l  max lz j l< , ' ,  max I z j [ < r ' } ,  
j = l  . . . . .  k j = k +  l ,  . . . , n  

t Q n [ r , , r '  :={ max t z j i < r , r , <  max lz~.I<r'} 
I j = l  . . . . .  k j = k + l  . . . . .  n 

Q ... . . . . . .  \ n [  r' 1 :={  max l z , j l < r ,  max IG, l < r , } x  
/ j = l ,  . . . , s  1 = 1 ,  . . . , t  

! 

x{  max I z j l < r ' } ,  
j = k + l  . . . . .  n 

' ' r '  .In,? 
�9 u U e ~ ....... k l r ~ ' - r ~ .  

Alle diese Figuren besitzen als Mittelpunkt den Ursprung im G". Die 
entsprechenden Figuren mit einem beliebigen Mittelpunkt z(~ 
(z~ ~ . . . . .  z{, ~ e C" sollen mit 

[klr] 
P=(o, \ n  [r'] 

usw. bezeichnet werden. Werden mehrere Variablensysteme nebenein- 
ander benutzt, so wird das Symbol 

ersetzt, damit keine MiBverstiindnisse entstehen. 
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Definition 2. Fin System (H s, P) mit 

n l , . r  ' 

0 < r  1 <r, 0<r~ <r ' ,  O < s < k < n - 1 ,  heiflt eine (s, k, n)-Hartogsfigur. 

Definition 3. Sei O < s < k < n -  1, G ein Gebiet im tE n und Go ein (nicht 
notwendig zusammenhiingender) Teilbereich yon G. G O heiflt (s, k)-pseudo- 
konvex in G, wenn die beiden folgenden Aussagen erfiillt sind: 

(i)~,k. Ist ( H s, P)  eine (s, k, n)-Hartogsfigur mit H~ c Go , P e G ,  so ist 
P c  Go. 

(ii)s,k. Die Eigenschaft (i)s,k ist &variant gegenfiber biholomorphen 
Transformationen yon Umgebungen beliebiger Punkte aus G. 

Or:A bewies in der Arbeit [6], dab G O genau dann pseudokonvex in G 
ist, wenn G O (0, n -  1)-pseudokonvex in Gist. Durch analoge t0berlegun- 
gen bewies TADOKORO in der Arbeit [13], dal3 Go genau dann k-pseudo- 
konvex in Gist ,  wenn G O (0, k)-pseudokonvex in Gist .  Daraus folgert 
man leicht: Endliche Durchschnitte und Zusammenhangskomponenten 
k-pseudokonvexer Gebiete in G c C ~ sind wieder k-pseudokonvex in G. 
Ist Go k-pseudokonvex in G, G k-pseudokonvex (schlechthin), so ist auch 
Go k-pseudokonvex. 

Es wird nun gezeigt, dab die ( k - 1 ,  k, n)-Hartogsfiguren dasselbe 
leisten wie die (0, k, n)-Hartogsfiguren, die auch als (k, n)-Figuren be- 
zeichnet werden sollen. Die Paare (H s, P)  mit 0 < s < k - 1  sind nur zur 
Vereinfachung dieses Beweises definiert worden. 

Satz 5. Sei O < s < k < n -  1 und G O ein Teilbereich des Gebietes G c C " .  
G O ist genau dann k-pseudokonvex in G, wenn Go (s, k)-pseudokonvex in 
G ist. 

Nach der obigen Bemerkung sind k- und (0, k)-Pseudokonvexit~t 
~iquivalente Eigenschaften. Sei weiter G O (0, k)-pseudokonvex in G, und sei 
(H k - l ,  p )  eine ( k - 1 ,  k, n)-Hartogsfigur mit H k- l c G o, P c G .  Es sei 

1 r) tr  r und 1 
' I r l , 7 '  " 

Dann ist (H ~ P) eine (0, k, n)-Hartogsfigur mit H ~  O und 
folglich P c  Go. Go ist somit ( k -  1, k)-pseudokonvex in G. Satz 5 ist dann 
bewieserl, wenn man gezeigt hat, dab die folgende Hilfsaussage richtig ist. 

Hilfssatz. Sei 1 < s +  1 < k < n -  1, G O ein (s+ 1, k)-pseudokonvexer 
Teilbereich in dem Gebiet G c C  n und (H s, P)  eine (s, k, n)-Hartogsfigur 
mit HS~Go,  P = G .  Dann ist P c G  o. 
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Beweis. Es sei ohne Einschrtinkung z(~ . . . .  , 0 ) e ~ " ,  

zk+ 1, -.-, z, J r i ,  zk+ 1, .-- , z, J 

Man sieht leicht ein, dab es gen/igt, den Fall r I = �89 zu behandeln. Es sei 

I~= {(zi , -- . ,  ~,): ( e l , - - . ,  z t ) = ~ ( c q ,  " . , a s ) ,  1 < a l  < " "  <%=<k},  s > 0 ,  

I o  = { ( ~ l ,  . . . ,  ~ , ) = ( 1  . . . . .  k ) } ,  

und im Falle s = 0 : { 1  < a l  < "" < a s < k } = r  Man definiert dann zu jedem 
t-tupel (z 1 . . . .  , zt) e l ,  eine biholomorphe Abbildung # ....... ,, des Raumes 
der Variablen zl,  . . . ,  z, auf den Raum der Variablen w: . . . . .  w, verm6ge 

, i = " , " ~ " 

mit der t-reihigen quadratischen Matrix (2 < t < k): 

- I  ! . 1 

A,= ! - i  ... 1 

Z --1 ... - 1  (11 
0 1 ... 0 

A ,  - ~  = � 8 9  �9 . . . 

0 0 ... 1 - 

1 0 . . .  0 

Sei nun O < d ' < r  beliebig. Dann gibt es ein ~ ' > 0  mit g < m i n ( r l ,  d') 
und d'  + e' < r. Sei (H ' ,  P ' )  die (s + I, k, n)-Hartogsfigur 

( . . . .  ( ) H,=HS+I  w__Al'_ Wk] Bt, , P ' = P  wl,  . . . , w k l  d' . 
. , .  ~ r r ! Wk+l, Whirl, \Wk+l, ,Wn[~- 

Es ist fiir beliebiges/~=P~I ........ (zl,  . . . ,  "ct)eI,: 

U'=f,(H~)=~,(ao), P'=.(P)=.(6). 

Da Go ( s + l ,  k)-pscudokonvex in G i s t ,  ist P ' c # ( G o ) .  Dicsc Aussage 
gilt fiir alle d '  mit 0 < d ' < r .  Sei also 

,o--,( ...,,Ir) 
\wk+l , . . . ,wn[r '  ' 
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so folgt: 

U ...... (eo)C6o. 
( t l  . . . . .  "rt) e I s  

Sei schliel31ich d mit 0 < d < r  beliebig. Dann gibt es ein e > 0  mit 
e<min ( r  1, d) und d + k  e<r. Sei (H1, P1) die (s+ 1, k, n)-Hartogsfigur 

. . .  ~ v r v ~ ' - - - -  zk+l, z, I rl, Zk+l,...,z,[~" " 

Dann ist Pa cPcG und 

H1 c U #<~ ...... (Po)cGo . 
( r l ,  . . . ,  ~ t )  e I s  

Also folgt P1 e G o ,  und da d<r beliebig war: P e G  o. Q.e.d. 

Im folgenden werden nur die ( k -  1, k, n)-Hartogsfiguren gebraucht, 
die als (k, n)*-Hartogsfiguren bezeichnet werden. Das Symbol H k- t wird 
durch H ersetzt. Es soll noch erlfiutert werden, warum man diese Figuren 
bei Induktionsbeweisen mit besonderem Vorteil verwenden kann. 

Im Falle k =  1 stimmen die (k, n)- und (k, n)*-Hartogsfiguren iiberein. 
Fiir k > 2 sei 

, H = H  , und P = P ~ n l r ,  ] .  

Es ist dann H ~ echt enthalten in H. Weiter sei j eine nattirliche Zahl mit 
1 <]<k  und z~l)e~; mit lzj(t) 1 <r .  Die Mengen 

H(z(jl)):=H c~ {zj=z(jl)}, P(z~l))=P n {zi=z(jl) } 

sollen aufgefal3t werden als Gebiete im (n-1)-dimensionalen Zahlen- 
raum der komplexen Variablen z 1 . . . . .  zi_ 1, zj+ 1 . . . . .  z,. In demselben 
Raum sei (H/, P J) die ( k -  l, n - 1)*-Hartogsfigur: 

HJ=H ( Z l '  ""'z_!'_ .... zk [ r~'r ) 
. . . . .  z .  lr' ,r' ' 

p j = p  ( zl, . . . , Z j , . . . , Z  k r 

, z . [ r '  " 

Dann ist P(z~I))=P -~ und 

H(z~l))=~ Hi, rl <lz~')l <r 
[PJ, 1 z~l)] < rl- 

Jeder Schnitt von H mit einer (n-1)-dimensionalen Ebene {z j=~)} ,  
[ z~ 1) ] < r, enth~ilt also wieder eine ( k -  l, n - 1)-Hartogsfigur, was bei den 
(k, n)-Hartogsfiguren nicht richtig ist. 
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Eine ~ihnliche Aussage gilt auch im Falle 1 < k < n - 2 .  Sei (H, P) eine 
(k, n)*-Hartogsfigur, j eine natiirliche Zahl mit k +  1 <j<n und z~l)~C 
mit Iz~l)l <r'.  Die Mengen H(z(; ~) und P(z~ I~) seien wie oben erkl/irt. 
Es sei (H~, P~) die (k, n - 1)*-Hartogsfigur 

- [ t Y 
\ Z k + l ~  . . . ~ Z j ~  . . . ~ Z  n Fl~ 

. . . ,  I 

/ze/ / 

/ /  I ,  
/ /  b / 
Ii 

/ 

Fig. 2. (k ,n )=( l ,3 )  Fig. 1. (k,n)=(1,2)  

/Z3/, 

/ 
I /  / I 

/I I 

, /  
Fig. 3. (k,n)=(2,3)  

/z;/ 
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Dann ist P(z~ 1)) = P~ und 

t H  j Iz} ')]<rl  Z(1) _ 1, 

H( j ) -  ~-lui, r '1 < I z~l)l <r ' .  

Noch allgemeiner gilt: [st (H, P) eine (k, n)*-Hartogsfigur, 1 < j <  k, 
k + 1 < l<  n, E eine zur (zy, z3-Ebene parallele 2-dimensionale Ebene und 
H ' =  H r~ E, P ' =  P n E. Dann ist entweder P '  leer oder ein 2-dimensiona- 
ler Polyzylinder, und im zweiten Falle ist entweder H ' =  P '  oder (H',  P ' )  
eine (1, 2)-Hartogsfigur. 

Eine Skizze yon 

H = H  
t / d  

findet man ffir die F/ille (k, n)=(1, 2), (1, 3) und (2, 3) in den Fig. 1 -3 .  

w 3. Verallgemeinerungen der S~itze yon Oka 

Sei G ein Gebiet im n-dimensionalen Zahlenraum der komplexen 
Variablen z 1 . . . . .  zn, sei k eine natiirliche Zahl mit 1 < k < - n -  1, J eine 
beliebige Indexmenge, {AJ: j e J }  eine Familie rein-k-dimensionaler analy- 
tischer Mengen in G und ( c j : j eJ }  eine Familie nicht-negativer reeller 
Zahlen. Ein Punkt z(~ (z] ~ . . . . .  z~ ~ aus G heiBe yon erster Art, wenn 
es eine Umgebung U= U(z (~ und eine positive reelte Konstante K =  K(U) 
gibt, so dab fiir a11ej~J gilt: 

F (A k, U) < K .  cj. 

Diese Definition ist im Falle (k, n )=  (1, 2) bis auf unwesentliche Details 
die gleiche wie bei OKA (S. [7], S. 11). Die Gesamtheit der Punkte erster 
Art werde mit G o = Go (A~, cj)j~j bezeichnet. Dann gilt das 

Theorem. Die (offene) Menge Go = k Go (A i ,  cj)y, j der Punkte erster 
Art ist k-pseudokonvex in G. 

Grundlegend ftir den Beweis des Theorems ist ein Analogon zu OKAS 
Lemma aus der Arbeit [7]: 

Lemma. Sei 1 < k < n - 1, ( H, P)  mit 

Zg+l, z , [ r l ,  r '  ' P = P  �9 . ,  , ' Z k + l  ~ . . .  ~ Z n  

0 < r l  <r ,  0<r~ <r ' ,  eine (k, n)*-Hartogsfigur, und 

z lro) 
Z k  + l ~ " " ~ Z n  [ r o  
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liege retativ-kompakt in P (d.h.: O<ro<r ,  O<r'o <r'). Dann gibt es eine 
positive reelle Konstante 

t r K = K(H, P, Po)= K(k, n; r, r , ,  ro, r ,  r~, r;) 

mit der folgenden Eigenschaft: Ist A k eine rein-k-dimensionale analytische 
Menge in P und existiert F(A k, H), so ist 

F( Ak, Po) < g .  F(A k, n ) .  

Der Beweis dafiir, dab das Theorem aus dem Lemma folgt, ist der 
gleiche wie bei OKA in [7]: Sei Go -- Go (A~, cj)j~s die oben definierte Teil- 
menge des Gebietes G im IE", dann ist G o offensichtlich eine offene Menge. 
Sei welter (H, P)  mit 

' r '  ' t n  1 / !  F/ I r l ~  

und O<r,  <r, O<r~ <r '  eine (k, n)*-Hartogsfigur, und es gelte HcGo,  
P C  G. Sei ohne Einschr/inkung 

z~~ (zl ~ . . . . .  z~ ~ =(o,  . . . ,  o)e  r  
und 

z(1)-rz ~i) z(~))ep. 

Dann gibt es positive reelle Zahlen r2, r3, round r~, r~, r~) mit den Eigen- 
schaften: 

O<r2<rl<ro<rs<r ,  O<r'1<r'z<r'o<r'a<r' , 

max Iz~l)l<ro und max ]z}l)l<r ~. 
j =  1, . . . .  k j = k  + 1, .. . ,  n 

Sei 

(._ ) [ k ! r3~  und P o = p [ k l r ~  H,=H klrz'r3 P~=P\nl,.3 ! ~nlr,o ! 
n 1 6 , 4  " 

Dann ist ( n .  e , )  eine @, n)*-Hartogsfigur, und es gilt H~ C HcGo, 
z~162 Zu jedem w=(w~ ..... w . )e~ gibt es also eine Um- 
gebung U=U(w)r und eine Konstante K=K(U), s o  dab die Un- 
g l e i c h u n g  

F (A~, U) =< K (V)- c l 

ffir a l l e j e J  erffillt ist. Da H 1 kompakt ist, kann man endlich viele Punkte 
w o), ..., w (~ finden mit 

t 

H~ ~ U G, u,= U(w("). 
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Sei K=K(H1, PI, Po) die nach dem Lemma existierende Konstante, sei 

K*:= ~K(U~) und K1. '=K.K*.  

Dann ergibt sich ffir a l le jeJ:  
t 

F(AJ, eo)<=K. F(A , HO<__K. Z r(a , v3<=K. Z K(U,).cj 
~ = 1  1 : = i  

= K .  K* . cj=K1, c~. 

Also folgt z(~ und da z(1)r beliebig war, ist P=G o. Somit ist die 
Eigenschaft (i)k-1,k ffir k-pseudokonvexe Gebiete nachgewiesen. 

Aus Satz 4 schliel3t man unmittelbar, dab die Definition von G O in- 
variant ist gegeniiber biholomorphen Transformationen. G O besitzt also 
auch die Eigenschaft (ii)k_ 1,k" 

Man kann sogar noch mehr beweisen: 

Hiffssatz 1, Die Aussagen des Theorems und des Lemmas sind bei 
gleichem k und n iiquivalent. 

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, dab das Theorem das Lemma im- 
pliziert. Seien H, P, Po wie im Lemma gegeben, sei #- die Familie der 
rein-k-dimensionalen analytischen Mengen in P, deren F1/icheninhalt in 
H existiert, und sei cA..=F(A, H), A~~176 Man bilde die Menge Go = 
Go (A, ca)A~-. Wegen der Aussage des Theorems ist Go k-pseudokonvex 
in P, und da offensichtlich H in Go enthalten ist, ist Go =P. Das heiBt 
also: Ffir alle zeP  gibt es eine Umgebung U= U(z)~P und eine Kon- 
stante K=K(U) mit der Eigenschaft: 

F(A, U)< K(U) . c ~=K(U).  F(A, 1t) 

ftir alle A ~ .  Da Po relativ-kompakt in P liegt, kann man Po mit endlich 
vielen solchen Umgebungen Us, ..., Ut tiberdecken. Es folgt ffir alle A E~- 
mit 

K.'= ~ K(U3---K(H, P, Po): 

F(A, Po)<=K �9 F(A, H). 
Q.e.d. 

Zum Beweis des Lemmas sind drei Schritte nStig. Der erste beruht 
auf einer geometrischen Idee von OKA, die auf rein-l-dimensionale ana- 
lytische Mengen im fly iibertragen wird. 

Hilfssatz 2. Sei k = 1 und (H, P, Po) wie im Lemma gegeben. Dann gibt 
es eine positive reel& Konstante 

t t 
Ko =Ko(r, rl, ro, r ,  r I, r~) 
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mit der folgenden Eigenschaft: 1st A eine rein-l-dimensionale analytische 
Menge in P und existiert F(A, H), so ist der Fliicheninhalt Ft (A, Po) der 
Projektion yon A c~ Po in die zl-Ebene hi~chstens gleich K o . F(A, H). 

Beweis. Seien Po und p' positive Zahlen mit po<r und p'<r'.  Sp/iter 
wird Po festgehalten, p' bleibt variabel. Es sei 

illpo  A ( p ~  ~n [p' ] '  

dAl(p ' ) :=Am {Iz l l=po ,  max [ z j l<p ' } ,  
j = 2 ,  . . . , n  

aAj(p'):=Ac~Cj(p'), j = 2 ,  . . . , n ,  

Cj(p'):={lz~l<po, max Izzl<lzjl=p'}, j = 2 , . . . , n ,  
l = 2 ,  . . . , n  

14:j 

aA(p ' ) :=An  aP [ 1 ]Po ] " 
n l P' ] =y=iU aAj(p'). 

Sei weiter 3 '=  r ' - m a x  (r~, r~). Da die Menge der singuliiren Punkte von 
A h6chstens nulldimensional ist, kann man einen Radius Po mit r o <Po < r  
und eine offene Menge I in {r' - �88 6' < p' < r' - �88 6'} vom MaBe �88 6' linden, 
so dab aA(p') ftir alle p ' e I  in der Mannigfaltigkeit M(A) der gewBhn- 
lichen Punkte yon A enthalten ist. 

A soil vorerst noch die zusiitzliche Bedingung erfiillen, daBjede Menge 
Ac~{zy=z~P)}, j = l ,  . . . ,n ,  h6chstens nulldimensional ist. Es sei qj die 
Projektion von A in die zfEbene.  Dann gibt es eine h6chstens nulldimen- 
sionale analytische Menge N c  A rnit der folgenden Eigenschaft: Zu jedern 
Punkt z ( ~  gibt es eine Umgebung U= U ( # ~  so 
dab fiir j e d e s j =  1 . . . . .  n qj[ U eine topologische Abbildung von U auf ein 
Gebiet Vy der z fEbene  ist und alle Abbildungen (qt[ U)o (q:l U)-1 holo- 
morph auf Vj sind. Dutch 

f j l U : - -  . ( (q l [U)~  ) o(qj lU),  j = 2 , . . . , n  

werden dann in eindeutiger Weise stetige Funktionen f2 . . . .  , f ,  auf 
M ( A ) -  N definiert, und es gilt dort:  

dal o ea=l f jl 2. dajo eA. 

Fiir reelles a ist stets a < �89 2 + 1) wegen (a-- 1) 2 > 0. Also folgt: 

l f j l .  d~j o eA<�89 (Ifjl 2 + 1). d~j o ea 

= � 8 9  I + do'j) o e~. 
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Schliel31ich werde noch definiert: 

Dj:= U Cj(p'), j = 2  . . . .  , n .  
p ' e l  

Die Dj sind paarweise disjunkte Bereiche in H. Da die Integrale 

S (dzz+d%)oeA 
A ~ D i  

existieren und die Nr~Dj  endliche Punktmengen sind, existieren wegen 
der obigen Ungleichung auch die in der folgenden Zeile links stehenden 
lntegrale, und es gilt: 

n 

j=2  A n D j  j = 2  Ac~Dj 

n 

<�89 ~ ~--<~ I ~=�89 
j = 2  A ~ D j  A a H  

OA (p') besteht aus endlich vielen stfickweise analytischen geschlosse- 
nen Kurven. Die Teilkurven aAj(p') ,  ] = 2 ,  ..., n, werden so orientiert, 
dab die Projektion qj (0 Aj (p')) den gleichen Umlaufssinn besitzt wie der 
positiv orientierte Kreisrand {1 zjl =p'}. Fiihrt man dann verm6ge 

z j = p ' ,  eia~ 

Polarkoordinaten ein, so ist d a j = p ' d p ' ^ d O j ,  und mit dem zu Satz 3 
analogen Satz yon FUmNI ftir reelle Mannigfaltigkeiten folgt: 

I I,,I aa, . ' a . =  I J,,l 
~A~ (p') j = 2 A c~ Dj 

I hat nach Voraussetzung das MaB �88 5'. Infolgedessen gibt es einen 
Radius p'ocI mit 

I p o ' l f j l  < ' ' - j=2 ~aj(.'o) ' d O j = K  2 �9 F(A,  H) ,  K2:= 2 

Sei nun 

Bj:=qt(OAj(o'o)) und B=  ~, Bj. 
j = 2  

B ist eine endliche Summe von orientierten, stiickweise analytischen Kur- 
yen in P1 (Po):={[ zt]<Po}, die geschlossen sind oder diese Kreisscheibe 
von Rand zu Rand durchziehen. Sie sind mit Vielfachheit zu z/ihlen ge- 

23 Inventiones math., Vol. 2 
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m/il3 der Anzahl der Punkte aus 

n 

U aAj(p;), 
j = 2  

die fiber einem Punkt z I e P  1 (Po) liegen. Ffir das Lfingenelement dlj yon 
B~ erh~ilt man: 

dl I o qt =P'o " Ifil" dOj. 

Also existieren die Liingen L(Bj) der Kurven Bj, und fiir die Gesamt- 
lange L(B) yon B ergibt sich: 

j =  2 j = 2  q l  (OAj (P'o)) 

= i ~ p 'o .U) IdOj<Ki .F(A ,H) .  
1 = 2 oa~ (p'o) 

Es sei nun ffir z i e P  1 (Po) b(zl) die Anzahl der Punkte von A(po, p~)) 
fiber zp Nach den oben an A gestellten Forderungen ist die Funktion 
b(z 0 auf ganz Pi(Po) erklart. Es sei z l= p . d  a und Pi(Pl,p2)= 
{zl : Pi < [zl[ <P2}- Dann ergibt sich: 

T1 

I (. b(zi)dal 
�89 1"1 ( �89  

( [1  , r , ) )  
=< {lzdS<,l} b(zl)d~l =F1 A, P \ n [ P'o 

<Fx(A, H)<=F(A, H), 

und folglich existiert ein Radius Pl mit �89 < P ,  < r l  und 

2= 2 
b(pl" e ~) "Pa dS<=K'3. F(A, H), K'3 : = - - .  

0 I"1 

Man daft annehmen, dab ri<ro(<r) ist; denn anderenfalls erffillt 
die Konstante K 1 = 1 die Behauptung des Hilfssatzes. Sei dann z t = 
PdaeP1 (Pl, ro) und S(zl) der Strahl vom Ursprung der zl-Ebene durch 
z I. Ein Schnittpunkt yon S(zl) mit B heil3e positiv (bzw. negativ), wenn 
S(zi) die (orientierte) Kurve B in diesem Punkt von rechts nach links 
(bzw. umgekehrt) durchdringt. Sei zerO= Pl e~ der Schnittpunkt von S(zi) 
mit dem Kreisrand {] zl [ = P 1}, s + (z l) die Anzahl der positiven Schnitt- 
punkte yon S(zl) mit B zwischen z(l O (einschlieBlich) und z 1 (ausschlieB- 
lieh) und s (zl) die Anzahl der negativen Schnittpunkte zwischen z~ *) 
(aussehlieBlich) und zx (einschlieSlich). Dann ist 

b (Zl) = b (Ple '  a) + (s+ ( z t ) -  s_ (za)) 

2 ~  

dp S b(Pd~)P dO= 
0 
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und 

S b(zl)dal= S (b(ple'a)+s+(zl)-s-(zl))pdp ^d~9, 
P1 (el,  to) PI (el,  to) 

21 =p �9 e i a. 

Nach OKA (s. [7], S. 10 (Probl~me)) nimmt das rechts stehende Integral 
sein Maximum an, wenn sich die Kurve B auf dem Kreisrand {[z~] = e l  } 
befindet und entgegengesetzt zum positiven Umlaufssinn dieses Kreis- 
randes orientiert ist. Damit ergibt sich die folgende Absch/itzung: 

to b(p,.e'a)+ L(B) ~ d~ pdp 
P1 (el,to) 0 Z / l T p ,  /I 

t 

ro - Pl . F (A, H).  <(K3§ 
- -  \ P l  Pl  / 2 

Sei schlieBlich 
2 

/ r o  t I Kl:=l  +-- (K2+K3) .  
T,  

K~ hfingt nur yon den gegebenen Radien ab, und es gilt: 

F'(A'P~ 'P \n IP'o]J ~l=,lJ'<toi b(za)da~ 

< j b(z,)da,+ I b(z,)d~r, 
(Izl l  < t l }  /'~ (e l ,  to) 

2 

~F~(A, H)+-~ (K'2 + K'3)F(A, H) 

<=K'I. F(A, H). 

Es muB noch gezeigt werden, dab man die einschr/inkenden Bedingun- 
gen an A fallen lessen kann. Sei zun/ichst A eine rein-l-dimensionale 
irreduzible analyfische Menge in P, und es existiere F(A, H). Ist .4 in 
keiner ( n -  1)-dimensionalen Ebene {zj = z~ ~ enthalten, so ist der Durch- 
schnitt yon .4 mit einer solchen Ebene h6chstens nulldimensional, und 
nach dem oben Bewiesenen ist dann 

FI(A, Po)<=K'~ �9 F(A, H). 

Sei also A in einer Ebene {Zj--~-Z(j 0)} enthalten. Man kann 2<j<n an- 
nehmen, denn f i i r j=  1 ist F1 (A, Po)=0. Sei 

Ko.'=max 71" 
23* 
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Ist n = 2, so ist notwendig A = {z2 = z(z ~ c~ P, und offenbar gilt: 
2 

FI(A, P o ) < ~  . F(A, H). 

Also ist ftir n = 2 und irreduzibles A stets F1 (A, Po) < Ko " F(A, H). 
Sei diese Aussage fiir n - 1 > 2 schon bewiesen. Ist dann A c {z i = z(~ 

2<_j<n, so kann man nach der Bemerkung auf S. 318 A auffassen als 
rein-l-dimensionale irreduzible analytische Menge in einer (1, n - 1 ) * -  
Hartogsfigur, die durch die gleichen Radien wie (H, P)  definiert wird. 
Folglich ist auch 

F,(A, Po)< Ko. F(A, H). 

Diese Ungleichung gilt also fiir beliebige rein-l-dimensionale irreduzible 
analytische Mengen in P c  C ~. 

Sei schliefllich A eine beliebige rein-l-dimensionale analytische Menge 
in P und 

oo 

A =  UA~ 
a = l  

die Zerlegung von A in irreduzible Komponenten A~. Von diesen haben 
nur endlich viele (ohne Einschr~inkung A, . . . . .  A~) einen nicht-leeren 
Durchschnitt mit Po. Dann ergibt sich 

FI(A, Po)= ~. Fx(A~, Po)<=Ko ~ F(A~,, H)<Ko.  F(A, H). 
a = l  a = l  

Q.e.d. 

Beim n/ichsten Schritt werden die Eigenschaften der (k, n)*-Hartogs- 
figuren und Satz 3 verwendet. 

Hiffssatz 3. Sei 1 <_k<__n-1, und seien die Figuren H, P und Po wie 
im Lemma gegeben. Sei Ko= Ko(r, ri, ro, r', r'l, r'o) die positive reelle 
Konstante aus Hilfssatz 2. Dann gilt: Ist A eine rein-k-dimensionale analy- 
tische Menge in P und existiert F(A, H), so ist 

Vl ..... k(A, Po)< Ko �9 F(A, H), 

wobei FI ..... k( A, Po) der Fliieheninhalt der Projektion yon Ac~ Po in die 
(zl, ..., z~)-Ebene ist. 

Der Beweis wird dutch vollstandige Induktion nach k geffihrt. Ffir 
k = 1 und beliebiges n > 2 wurde die obige Aussage schon im Hilfssatz 2 
verifiziert. Sei die Aussage fiir k -  1 > 1 und beliebiges n > k -  1 schon be- 
wiesen; es sei (H, P)  eine (k, n)*-Hartogsfigur ( 2 < k < n - 1 )  und Po g P- 
Es sei weiter (H*,  P*)  die ( k -  1, n -  1)*-Hartogsfigur 

. . _ _ . (  . . . .  . . . .  
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und 

, : : _ _ ,  ( .... .Jro) 
Sei schlieBlich noch P1 = {I zll < ro}, so folgt: 

Pl x H* ~ H , Pl x Pg = e o . 

Da die folgenden Integrale 

dcr 1 A.. .  ^ dcr  k und ~ da~ ^ dtrj~ ^ . . .  ^ dtrj~ 
A n Po A ~ (P1 x 1t*) 

(2<:j2<...<jk<=n) 

alle existieren, gibt es wegen Satz 3 Nullmengen N,, Nj ...... j~ in P~, so 
dab for alle 

z~~162 U U Nj~ ..... j. 
2<=j2<. . .<jk<n 

A(z~ ~ eine rein-(k-1)-dimensionale analytische Menge in P* ist und 
dab gilt: 

d a l ^ ' " ^ d a k =  ~ da l" (  ~ d a 2 A ' " A d a k ) ,  
A ca eo  P1 - N  A (Zl) t~ Pg  

I da,  A d a J 2 A ' " A d a i . =  [. da l " (  $ da.i~A'"Aaajk)" 
A m (P~ x H*) P1 - N  A (z D n H* 

Nun ist nach Induktionsvoraussetzung ffir alle z~ e P ~ -  N: 

E I 
A ( z l )  c~P~ 2 < j 2 < . . . < j k ~ _ n  A ( z D c ~ H *  

und folglich ist: 

El ..... k(A, Po) = ~ d a l A ' " A d a k  
A Ca Po 

= ~ dal(  S dtr2 ^' '" ^dak)  
P1 - N  A (z l )  n P~ 

2 < j 2 < - " < j k < = n  P I - - N  A ( z l ) n H *  

=Ko"  ~ ~ dal A daj~ A "'" ^ daj~ 
2_~j2< . . .  < j k < n  A c~ (P1 • 

~Ko" ~ ~ da . i~A '"Adai  k 
l < j ~ < . . . < j k < n  A t a H  

=Ko . F (A ,H) .  

Q.e.d .  
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H i l t s s a t z  4 .  Sei 1 < k < n -  1, m a x ( 2 k - n ,  0) < s < k ,  (1-1, P)  eine (k,  n)*-  
Hartogsfigur, und Po liege relativ-kompakt in P. Dann gibt es eine positive 
reelle Konstante 

Kk_~=K~_~(r, r 1, r o , r ' ,  r~, r~) 

mit der folgenden Eigenschaft: Ist A eine rein-k-dimensionale analytische 
Menge in P und existiert F(A, H), so gilt fi~r jedes k-tupel (Jl . . . . .  Jk) mit 

l < j l < . . . < j , < k ,  k + l < j s + x < . . . < j k < n :  

Fj~ ..... jk(A, eo)<=Kk_s �9 F(A, H).  

D e r  Beweis  is t  be i  f e s t em k u n d  n i n d u k t i v  v o n  s +  1 n a c h  s. Sei s=k .  
D a n n  ist  n o t w e n d i g  (Jx . . . . .  Jk) = (1 . . . . .  k ) , u n d  d ie  K o n s t a n t e  K o aus  d e m  
v o r i g e n  Hi l f s sa t z  erf i i l l t  d ie  B e h a u p t u n g .  Sei a l so  d ie  ob ige  B e h a u p t u n g  
s c h o n  f i i r  s + 1 m i t  m a x  (2 k -  n, 0) < s + 1 < k bewiesen ,  u n d  sei (J l  . . . . .  Jk) 
m i t  1 --<Jl < "'" <is--< k,  k + 1 < .~+  1 < " "  <Jk < n v o r g e g e b e n .  M a n  k a n n  
o h n e  E i n s c h r i i n k u n g  a n n e h m e n :  

( j~ . . . . .  j s ) = ( 1  . . . . .  s ) ,  (J ,+ 1, - - . ,  J k ) = ( k +  1, . . . ,  2 k - s ) .  

Es is t  k(E{]~ . . . . .  j ,}  u n d  k +  l e { L + l  . . . . .  A}. 

Sei 

7~ 
0 < ~ < - ~ - .  

D ie  A b b i l d u n g  z § = (z ~,  . . . ,  T +)  des  R a u m e s  de r  V a r i a b l e n  z = (z 1 . . . .  , z , )  
in den  R a u m  d e r  V a r i a b l e n  z §  (z~- . . . . .  z + )  w e r d e  de f in i e r t  d u r c h :  

I s t  

z + = z f ( z ) : = z j ,  j = l , . . . ,  n ;  j # k , k + l .  

+ = ~ (z)." = (cos  ~) zk + (sin e) ZK+ 1, Z k 

+ + 
zk + t = % + l (z)"  = - (s in e) z k + (cos  5) z k + x- 

+ i + 
do'~ = - f d z j  A d z  + u n d  d o ' + =  ~ d o ' f ,  

d=l  

so is t  d a  + o z + = do'. z + is t  a l so  e ine  l ineare ,  i s o m e t r i s c h e  T r a n s f o r m a t i o n .  

Sei we l t e r  z -  = (z~- . . . .  , z~-) = -c- (z), w o b e i  z -  d ie  A b b i l d u n g  ist ,  d ie  
m a n  erh/i l t ,  w e n n  m a n  in  d e r  D e f i n i t i o n  y o n  z + e d u r c h  - e  ersetz t .  Es  
fo lg t  d a n n :  

do'~ o ~+ + do'~ o z = 2 ( c o s  2 e) d o ' k + 2 ( s i n  2 e) do'k+ 1, 
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und daraus ergibt sich: 
1 

(1) da t+ l<K ~(d a ~o z+  + d a k O Z - ) ,  K ~ = ~ .  

Es existiert nun ein e=e(r, r~, ro,r ' ,  r'l, r~)>0 mit der folgenden 
Eigenschaft: Es gibt Radien p, p, ,  Po, P', P~, P~, die nur von e abh~ingen, 
und Gebiete: 

( z ~ , . . . , z  + I p, ,p ) 
H+'=H \-z~-+---~----~ z. + lP ; ,P ' -  ' 

e + = = e  :~+T-,, ,~:1  " ' 

,0+ : : .  I_ o) 
t z++,,  , ~+  , 

so dab mit z + =  ~+ die folgenden Enthaltenseinsrelationen erfiillt sind: 

n+ ~z+ (H),  P+ c z+  (P), P~'~'c+ (Po). 

Die entsprechenden Aussagen gelten, wenn man das ,, + "-Zeichen durch 
das , , - " -Ze ichen  ersetzt. 

Sei 
~+ : = d ~  ^ . . .  ^ d ~ +  ^ d~+  ^ d~++~ ^ .-- ^ d~2,_=+ 

und a -  die entsprechende (k, k)-Form im Raum der Variablen z i- . . . . .  z~-. 
Ffir diese Formen ist nach Induktionsvoraussetzung schon alles bewiesen; 
d.h. es gibt eine Konstante 

K ' =  Kk-(~+ l)(p, Pl, Po, P', P'l, P'o) 

mit der Eigenschaft: 
k+ I = + -  -<K'' I ~ , 

A + n p ~  A + c ~ H  + 

wobei A + eine beliebige rein-k-dimensionale analytische Menge in P § 
ist, ffir die der Fl/icheninhalt 

A + n H  + 

von A § ~ H + existiert. Aus (1) folgt: 

daj, A ... ^ dtTj ,=dal A ... A d a , ^  dak+ 1 A ... A d a 2 k _  ~ 

<= K, (d~ ,  ^ . . .  ^ d~, ^ ( d ~ o  ~+ + d~;o  ~-) ^ 

^ dak+2 ^ . . .  ^ da2k_,) 

=K~(0~+o ~+ + ~ - o , - ) .  
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Sei schlieBlich Kk_~..-----2-K~. K'. Kk-~ h/ingt nur von den Radien 
' ' ' ab, und es gilt mit #+ = (-c+) - 1, # -  = (~ - ) -  1 : r~ irl~ r 0 ~ / "  ~ r l ~  r 0 

Fj, ..... .i~(A, Po)= .[ d a j , ^ . . . ^ d a s ~  
A ~ P o  

=<K~.( ; ~+o~++ ; ~-o~-) 
A n Po A ,'~ Po 

=K~.( ; ~++ ; ~-) 
v+(A) ~ z+(Po) v--(A) n ~--(Po) 

__<K~.( ; ~++ ~ ~-) 
v+(A) n P~ v--(A) n Pff 

=<~o.K'( ~ ~++  ~ ~-) 
r+(A) n H + ~--(A) n H - -  

=�89 ; ~k+o~++ ; ~-o~-) 
A ~ # + ( H  +) A n #--(H--)  

__<�89 y ~ +  i ~) 
A n H  A n H  

-- Kk-,-  F(A, H) .  

Q.e.d. 

Damit ist aber auch das Lemma bewiesen. Wegen Satz 2 und Hilfs- 
satz 4 ist niimlich 

F(A,  Po) <= a~,.~. Kk-s �9 F(A, H),  
s=max  - n ,  0) 

wobeJ a~,,~ die Anzahl der k-tupel (j~ . . . . .  A) mit l < j t < . . . < j ~ < k ,  
k+  1 <=js+ ~ < ... <jk <n ist, also: 

a n _ [ k ]  n - k  

".~-,sl (k-s)" 
Die Konstante 

K = K ( H , P ,  Po)=K(k,n;  r, rl, ro, r', r'1, r'o) 
k 

:= Y~ a~,s. Kk-s 
s = m a x  (2 k - n ,  0) 

erffillt die Bedingungen des Lemmas. Wegen Hilfssatz 1 ist auch das 
Theorem bewiesen. 

Umgekehrt kann man mit denselben Argumenten wie beim Beweis 
von Hilfssatz 1 aus dem Theorem folgern, dab die Aussage des Lemmas 
richtig bleibt, wenn man die (k, n)*-Hartogsfigur (H, P )  durch die ent- 
sprechende (k, n)-Hartogsfigur (H ~ P)  und die Konstante K= K(H, P, Po) 
durch eine andere Konstante K'=  K' (H ~ P, Po) ersetzt. 
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