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Uber den Fliicheninhalt analytischer Mengen
und die Erzeugung k-pseudokonvexer Gebiete

OswALD RIEMENSCHNEIDER (GoOttingen)

Die Eigenschaften des Fliacheninhalts einer reindimensionalen analy-
tischen Menge in einem Gebiet des €" sind schon seit etwa drei Jahr-
zehnten Gegenstand von Untersuchungen. Gerade in den letzten Jahren
aber wurden dabei einige interessante Kriterien entdeckt. Man denke z. B.
an die Stollsche Bedingung fiir die Algebraizitiit einer analytischen Menge
im €” (s. [10]) oder an die Arbeit [/] von BisHop. Eine zusammenfassende
Darstellung dieser Ergebnisse findet man in den Lecture Notes, Bd. 19,
von STOLZENBERG (s. [12]).

Die meisten Arbeiten iiber den Flicheninhalt analytischer Mengen
wurden — zumindest indirekt — von der Okaschen Note [5] aus dem
Jahre 1934 angeregt. Ok A hatte dort in der Absicht, analoge Sédtze zu den
Ergebnissen iiber Normalitdtsgebiete von Familien holomorpher bzw.
meromorpher Funktionen mehrerer Verdnderlicher zu erhalten, das Nor-
malititsgebiet G, einer Familie # ={4;: jeJ} von rein-1-dimensionalen
analytischen Mengen in einem Gebiet G des C? definiert und die folgen-
den Sitze angekiindigt:

(A) Die Familie & ist genau dann normal in einem Punkte von G,
wenn es eine Umgebung U dieses Punktes gibt, so daf} die Menge
{F(A;, U): jeJ} beschrinkt ist. (Hierbei bedeutet F(A;, U) den Flichen-
inhalt von 4;0U.)

(B) G ist pseudokonvex in G.

OkKaA hat ein dhnliches Problem erst wieder 1962 in der Arbeit {7] be-
handelt. Die obigen Sitze wurden 1950 und 1962 in den Arbeiten [8] von
RuUTISHAUSER und [4] von NISHINO bewiesen. Auch fiir rein-1-codimen-
sionale analytische Mengen in einem Gebiet G des €C" konnten die ent-
sprechenden Aussagen hergeleitet werden. StoLLs Montel-Theorem ([11],
S. 188) besagt, daB eine Familie # ={v;: jeJ} von nicht-negativen Divi-
soren in einem Gebiet G des € genau dann normal ist, wenn sie lokal
beschriinkt ist (im Sinne von Satz (A)). Dabei definiert man den Flichen-
inhalt eines Divisors v mit Hilfe der eindeutigen Zerlegung

o]

V=3 d,V,,
p=1
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wo die a, positive ganze Zahlen und die v, Primdivisoren sind, verm&ge
F(v,U)= Y a,-F(4,,U),
g=1

wenn UcG und 4, der Triger von v, ist. Auch die von Oka in [5]
definierte Normalitiit ist eine Normalitdt von Divisoren gemif der Defi-
nition von StoLL. Das Analogon zu (B) fiir Familien von Divisoren in
Gebieten des C" bewies Funta ohne Verwendung des Montel-Theorems
in der Arbeit [2].

Fafit man die Sétze (A) und (B) zusammen, so erhélt man die folgende
Aussage:

(C) Sei G ein Gebiet im C*, F={A;: jeJ} eine Familie von rein-
I-dimensionalen analytischen Mengen in G und G, die (offene) Menge der
Punkte aus G, firr die es eine Umgebung Uc G und eine positive reelle
Konstante K gibt, so dap fiir alle j gilt: F(A;, UY< K. Dann ist G, pseudo-
konvex in G.

Dieser Satz wird im folgenden in mehrfacher Hinsicht verallgemeinert:
Es sei G ein Gebiet im €", n22, {4%, jeJ} eine Familie rein-k-dimensio-
naler analytischer Mengen in G, 1 £k <n—1, {c;: jeJ} eine Familie nicht-
negativer reeller Zahlen und Go=G,(4%, ¢));., die (offene) Menge aller
Punkte aus G, fiir die es eine Umgebung UcG und eine positive reelle
Konstante K gibt, so daB fiir die (komplex-) k-dimensionalen Fldchenin-
halte der analytischen Mengen A% U gilt: F(4%, U)K - ¢ i, J€J. Dann
lautet der Hauptsatz dieser Arbeit:

Theorem. Go =G, (A5}, ¢;);; ist k-pseudokonvex in G.

Fir k=n—1=1 wurde dieser Satz 1962 von OKA in [7] bewiesen.
Daraus konnte Funra 1965 in der Arbeit [3] den Fall k=n—1,n22,
induktiv herleiten. Einen anderen Beweis, der das Okasche Ergebnis
nicht verwendet, kann man in der Dissertation von BARTH (Notre Dame.
1966) finden. Dieses Ergebnis liefert zusammen mit dem Stollschen
Montel-Theorem einen weiteren Beweis fiir die #-dimensionale Version
von Satz (B).

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut: Im §1 werden
allgemeine Sitze iiber den Fldcheninhalt analytischer Mengen zusammen-
gestellt, soweit sie spiter bendtigt werden. Rein integrationstheoretische
Probleme werden dabei libergangen.

Im §2 werden k-pseudokonvexe Gebiete im C" definiert und neue
Figuren (H, P) angegeben mit der folgenden Eigenschaft: Sei G ein Ge-
biet im €" und G, eine offene Teilmenge von G. G, ist genau dann
k-pseudokonvex in G, wenn die beiden folgenden Aussagen erfiillt sind:

1) Ist (H, P) beliebig, H=G, und P<=G, so ist P<G,.
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i1) Die Eigenschaft 1) ist invariant gegeniiber biholomorphen Trans-
Jformationen von Umgebungen beliebiger Punkte aus G.

Die als (k, n)*-Hartogsfiguren bezeichneten Paare (H, P) besitzen
weitere Figenschaften, die allgemein bei Induktionsbeweisen niitzlich sein
werden.

Im §3 wird das obige Theorem bewiesen. Grundlegend fiir diesen
Beweis ist eine Verallgemeinerung eines Okaschen Lemmas (s. [7], S. 11):

Lemma. Sei (H, P) eine (k, n)*-Hartogsfigur, der Polyzylinder P, liege
relativ-kompakt in P. Dann existiert eine positive reelle Konstante K=
K(H, P, Py) mit der folgenden Eigenschaft: Ist A* eine rein-k-dimensionale
analytische Menge in P und existiert der Flicheninhalt F(A*, H) von
A* N H, so ist der Flicheninhalt von A* "\ Py hichstens gleich K - F(4*, H).

Der Beweis dieses Lemmas wird in mehreren Schritten gefiihrt. Beim
ersten Schritt (Hilfssatz 2) werden einige geometrische Ideen aus der
Arbeit [7] auf den Fall rein-1-dimensionaler analytischer Mengen im C*
iibertragen. Hilfssatz 3 ist eine Ubertragung von Hilfssatz 2 auf rein-
k-dimensionale analytische Mengen im C" und wird durch vollstindige
Induktion nach k bewiesen. Dabei werden vor allem die Eigenschaften
der (k, n)*-Hartogsfiguren verwendet. Mit einem weiteren geometrischen
Verfahren wird dann der Beweis des Lemmas im Hilfssatz 4 abgeschlossen.

Herrn Professor H. GRAUERT michte ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit danken.

§1. Der Fliicheninhalt analytischer Mengen

Sei M* eine k-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und z(© ein
beliebiger Punkt aus M*. Es existiert dann eine Umgebung V=V (z(®)
von z® in M*, ein Gebiet U im k-dimensionalen Zahlenraum der kom-
plexen Variablen u,, ..., #, und eine biholomorphe Abbildung g von U
auf V. Ein solches Paar (U, g) heifit ein System von lokalen Koordinaten
von M* im Punkte z(®. Sei « eine alternierende Differentialform vom
Doppelgrad (k, k) auf M* und (U, g) ein System von lokalen Koordina-
ten. Dann gibt es eine Funktion a(u)=a(u; e, g), u=@,, ..., 4)eU, mit
der Eigenschaft:

-\ k
oo g=a(u)- w, w=(é—) ~dug Adug A Adu A duy.
Die Form o heil3t reell (nicht-negativ, positiv), wenn es zu jedem
e M* ein System (U, g) von lokalen Koordinaten gibt, so daB die
Funktion a(u) reell (nicht-negativ, positiv) ist. Diese Definition ist unab-
hingig von der Auswahl der lokalen Koordinaten. Man verwendet fiir
nicht-negative bzw. positive Formen o die Symbole a0 bzw. «>0.

22+
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Ist M’ eine Teilmenge von M¥, (U, g) ein System von lokalen K oordi-
naten und V=g(U), so definiert man
fo= | aw-o,
M nV g~ UM AV)
sofern das rechts stehende Integral existiert. Mit Hilfe von ,,Dieudonné-
Zerlegungen® (Teilung der Eins) kann man dann ein globales Integral

fa
e
erkliren (s. z.B. [9], §1, S. 118).

Sei weiter 1 <k<n-1, G ein Gebiet in dem r-dimensionalen Zahlen-
raum der komplexen Variablen z,, ..., z,, A= A* eine rein-k-dimensio-
nale analytische Menge in G, M(4) die k-dimensionale komplexe Man-
nigfaltigkeit der gewohnlichen Punkte von 4, e,: M(4) — G die Einbet-
tungsabbildung, « eine alternierende Differentialform vom Doppelgrad
(k, k) in G und a :=coe, die vermoge e, von G nach M(A4) transpor-
tierte Differentialform. o heilit positiv definit bzw. positiv semidefinit,
wenn fiir alle rein-k-dimensionalen analytischen Mengen A in G «, eine
positive bzw. nicht-negative (k, k)-Form auf A (A4) ist. Man schreibt in
diesem Fall ebenfalls a>0 bzw. «>0. Da die Menge der (%, k)-Formen
in G auf natiirliche Weise einen C-Modul bilden, ist mit «; und a, auch
o, —a, eine (k, k)-Form. Man schreibt «, <a,, wenn a, — o, positiv semi-
definit ist.

Ist A’ eine Teilmenge von A, so definiert man

ja:: J. aA!
A’ A’ "M (4)

sofern das rechts stehende Integral existiert. Es gilt (s. [9], S. 153 (Satz 11)):

Satz 1. Sei o eine stetige alternierende Differentialform vom Doppel-
grad (k, k) in einem Gebiet G des C" (1 Lk <n—1), sei A eine rein-k-dimen-
sionale analytische Menge in G und liege das Gebiet G, relativ-kompakt in
G. Dann existiert das Integral

[ a.

AnGo

Das oben definierte Integral besitzt die iiblichen Linearititseigen-
schaften. Mit o; <« ist
.[ oy é j. as,
AnGo AnGo
und fiir >0, 4Gy, gilt:
| a>0.

AnGo
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Sei weiter f=(f, ..., f,) eine biholomorphe Abbildung des Gebietes G
auf das Gebiet G*, sei A4 eine rein-k-dimensionale analytische Menge in G
und a* eine (k, k)-Form in G*. Dann ist 4*=f(A4) eine rein-k-dimensio-
nale analytische Menge in G* und a=ua*of eine (k, k)-Form in G.
Existiert eines der Integrale

jcc bzw. frx*,
A A

so existiert auch das andere und ihre Werte sind gleich. Es gilt ndmlich
(a*oe s)of=(a*cof)oe,=aoe, und f(M(A))=M(f(4)=M(4*). Dar-
aus folgt
Jo*= [ a*oen= [ a¥oep= [ (a¥oeg)of= [ aoe,=]a.
A M (4% £ (M (4)) M (4) M(4) 4
Ist a*>0 bzw. =0 in G*, so ist auch a=a*of >0 bzw. 20in G.

Es sollen nun spezielle Differentialformen im n-dimensionalen Zah-
lenraum der komplexen Variablen zi, ..., z, ecingefithrt werden. Sei
j=1, ..., nund

d0j==*;— 'de A dEj.
Mit z;=x;+iy;, x; und y; reell, ist do;=dx; Ady;. Weiter sei

do:= Y do; und o¢*=

Jj=1

P> =

1
o Ado  (1sksn-1).

o* ist das (komplex-) k-dimensionale Flichenelement im €. SchlieBlich
sei mit 15, < - <y Znm:

Pprs o=y, A - A do,.

Alle ¢* und ¢, ., sind stetig im €" und vom Doppelgrad (k, k); ¢*
ist positiv definit, die ¢, ,. sind positiv semidefinit. Durch einfaches
Ausrechnen folgt:

) o= ¥ Puts oo e

1=u;<...<uxsn
Ist G ein Gebiet im €", 4 eine rein-k-dimensionale analytische Menge
in G und G, ein Teilgebiet von G, so definiert man
F(As GO):= j q’ky

A n Gg

FI‘l:---yﬂk(A’ GO):= j DPuyy s i

AN Go

Nach Satz 1 existieren diese Integrale, wenn G, relativ-kompakt in
G liegt. F(4, G,) ist der Fldcheninhalt der analytischen Menge A NGy,
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F,,... u(d4, Go) der Flicheninhalt der Projektion von AnG, in die k-
dimensionale (z,,,, ..., z,,)-Ebene.

Satz 2. Sei 1<k<n—1, G ein Gebiet im C" und A eine rein-k-dimen-
sionale analytische Menge in G. F(A, G) existiert genau dann, wenn fiir
alle (pys ..., ) mit 1=5p<--<w<n die Integrale F,  ,.(4,G)
existieren, und es gilt dann:

F(4,G6)= 2 Fpupy (4, 6).
1S <--<pesSn
Das heifit: Der Flicheninhalt von A ist gleich der Summe der Flichenin-

halte aller Projektionen von A in die k-dimensionalen Koordinatenebenen
des C".

Beweis. Wegen der Additivitit des Integrales und der Formel (1) ist
nur zu zeigen: Existiert F(4, G), dann existieren auch alle F,, |, (4, G).
Sei e : M(A)— G die Einbettungsabbildung, so ist nach Voraussetzung
¢*oe, integrierbar auf M(4). Weiter ist 0<¢,,, ,oe,S¢*ce, und
@u,,... .m0 €4 Stetig, also insbesondere meBbar auf M(4). Folglich ist
nach einem Satz der Integrationstheorie (s. [9], S. 122 (Satz 3.7)) auch
Oy, ,m0€q integrierbar iiber M(4), d.h. es existiert das Integral

Fup, o4, G)-

Der nichste Satz ist ein Spezialfall des allgemeinen Satzes von FUBINI
fiir komplexe Mannigfaltigkeiten (s. z. B. [9], S. 133 (Satz 7)).

Satz 3. Sei 1<k<n-1, G, ein Gebiet der komplexen z,-Ebene, G,
ein Gebiet der (n—1)-dimensionalen komplexen (z,, ..., z,)-Ebene und A
eine rein-k-dimensionale analytische Menge in G:=G,xG,. Fiir alle
VeG, werde A(ZPV):=An{z,=2"} aufgefaPt als analytische Menge
in G,. Es existiere das Integral

fdoy A - Adoy.
A

Dann gibt es eine Nullmenge N in G| mit den folgenden Eigenschaften:
Ist ZDeG,—N, so ist A(ZD) entweder leer oder eine rein-(k-1)-dimen-
sionale analytische Menge in G,. Ist A(z\")) nicht leer, so ist im Falle k=1
die Anzahl 1(z\>) der Punkte von A(z'Y) endlich, und im Falle k> 1 existiert
das Integral

1Z”)= | doy A Ada,.
A(z{07)

Setzt man noch 1(z{®) =0, wenn A(z\?) leer ist, so ist die Funktion I1(z,)
auf G, — N beziiglich do, integrierbar, und es gilt:

IdalA"‘Ade= j d0'1~1(21).
A Gy—N

1
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Zum SchluB soll noch ein Satz iiber das Verhalten der Fliacheninhalte
analytischer Mengen bei biholomorphen Abbildungen angegeben werden.

Satz 4. Sei G ein Gebiet im C" und f eine biholomorphe Abbildung von
G auf das Gebiet G*. Liegt das Gebiet G, relativ-kompakt in G, so gibt es
zu jedem natiirlichen k mit 1<k <n—1 eine positive reelle Konstante K=
K(f, Gy, k) mit der folgenden Eigenschaft: Ist A eine rein-k-dimensionale
analytische Menge in G, so gilt

F(f(A),f(Go))SK - F(4, Go).

Beweis. Sei ¢* das k-dimensionale Fliachenelement in G, ¢* * das ent-
sprechende Element in G*=f#(G). Nach friiheren Bemerkungen sind ¢*
und ¢**of stetige, positiv-definite (k, k)-Formen in G. Mit einem
Satz von StoLL (s. [10], S. 168 (Lemma 7.17)) folgt: Es gibt eine positive
reclle Konstante K=K(g**of, ¢*, Gy)=K(f, G,, k) mit der Eigenschaft
Q**of< K- ¢ fiir zeG,. Nun ist A*=f(A) rein-k-dimensional in G*=
J(G), und das Gebiet G§ =f(G,) liegt relativ-kompakt in G*. Also existiert
das Integral

k*

@,
A% G
und es gilt:
F(flA.f(G))= [ o= [ ¢"ofs [ K. ¢"=K-F(4,Gy).
A* NG A nGo AnGp

§ 2. k-pseudokonvexe Gebiete im C”

Definition 1. Sei 1<k<n-1, G ein Gebiet im C", G, ein (nicht not-
wendig zusammenhdngender) Teilbereich von G und E=G—G,. G, heifit
k-pseudokonvex in G, wenn die beiden folgenden Aussagen erfiillt sind:

(i) (Kontinuitdtssatz der Ordnung k im C*). Sei 2=z, ..., zD)eE,
und fiir ein r>0 sei die Menge

~(0) (0)

{(z4s szt 2y=2, oo, z=2", 0< max |z;—zV|<r}

j=k+1,..,n
enthalten in Go. Dann existiert ein r, >0 mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jedem k-tupel (2%, ..., zi) mit

max |z;—z{V|<r,
Jj=1,...,k
existiert ein (n—k)-tupel (z+ 1, ..., z;) mit
max |zj—zPl<r und (2, ...,z;)€E.
j=k+1,...,n

(ii) Die FEigenschaft (i) ist invariant gegeniiber biholomorphen Trans-
Jormationen von Umgebungen beliebiger Punkte aus G.
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G, heiBt k-pseudokonvex (schlechthin), wenn G=C". G, heifit
pseudokonvex (in G oder schlechthin), wenn G, (n— 1)-pseudokonvex (in
G oder schlechthin) ist. Ist 1<k, <k, <n-—1und G, k,-pseudokonvex in
G, so ist Gy k,-pseudokonvex in G; denn der Kontinuitédtssatz der Ord-
nung k, impliziert den der Ordnung k.

Es werden nun mehrere Figuren im C” eingefiihrt, von denen spiter
gezeigt wird, daB sie zur Definition der k-Pseudokonvexitdt verwendet
werden konnen. Sei 1 £k<n—1, s eine natiirliche Zahl mit 1 <s<k—1
und (o, ..., 0,) ein s-tupel natiirlicher Zahlen mit 1<6,<--- <0,Zk.
Dann werde (z4, ..., 7)) = #(64, ..., o,) definiert durch

{Tis oo Tp V{0 ooy 05t ={1, ..., k}, {71, ...t} 0 {0y, ..., 05}=0

und 17, < --- <1,Zk. Sei weiter 0 <r, <r und 0<r{ <r’. Man definiert
dann die folgenden Mengen im Raum der Variablen z,, ..., z,:

P(k—tr—,):{ max |z;|<r, max |z;|<r},
n l r iz, k Jj=k+1,enn

ki r ,
Q(——lﬁ)::{ max |z;i<r, Fi< max |z;i<r'},
n|ryr J=1, .k J=k+1,..n

ki{ry,r
Qa'l,...,o's( |ror ):—_—{ max [z, |<r, max |z, [<r}x
J=1,..4s 1=1,..,1
’

x{ max |z;]<r},
J=k+1,..,n

Ho(k r,,r)'_Q(k r >UP(k[r1)
nlr,r/] n|r,r n|r )’

e (lmr) o (FLr )y y g (),
nlry,r n |, 7 ) 1sei< <oz n ] r
Alle diese Figuren besitzen als Mittelpunkt den Ursprung im €". Die

entsprechenden Figuren mit einem beliebigen Mittelpunkt z(®=
0, ..., zM)eC” sollen mit

Pz(o) (ir/)
n l r

usw. bezeichnet werden. Werden mehrere Variablensysteme nebenein-
ander benutzt, so wird das Symbol

(v

ersetzt, damit keine MiBBverstindnisse entstehen.

durch (_Zl’_’zk_

Zk+l’ cee ,Zn
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Definition 2. Ein System (H®, P) mit

H'=H0 (M), P=P.o (,k_l_r7>,

n|ry,r n|r
O<ry<r,0<ri<r,0<s<k=n—1, heifit eine (s, k, n)-Hartogsfigur.

Definition 3. Sei 0<s<k=n—1, G ein Gebiet im C" und G, ein (nicht
notwendig zusammenhdngender ) Teilbereich von G. G, heifst (s, k)-pseudo-
konvex in G, wenn die beiden folgenden Aussagen erfiillt sind:

(s, 5. Ist (H°, P) eine (s, k, n)-Hartogsfigur mit H*<G,, P<G, so ist
PcG,.

(ii);,;. Die Eigenschaft (i),,, ist invariant gegeniiber biholomorphen
Transformationen von Umgebungen beliebiger Punkte aus G.

OkA bewies in der Arbeit [6], dal G, genau dann pseudokonvex in G
ist, wenn G, (0, n— 1)-pseudokonvex in G ist. Durch analoge Uberlegun-
gen bewies TADOKORO in der Arbeit [13], daB G, genau dann k-pseudo-
konvex in G ist, wenn G, (0, k)-pseudokonvex in G ist. Daraus folgert
man leicht: Endliche Durchschnitte und Zusammenhangskomponenten
k-pseudokonvexer Gebiete in G C" sind wieder k-pseudokonvex in G.
Ist G, k-pseudokonvex in G, G k-pseudokonvex (schlechthin), so ist auch
G, k-pseudokonvex.

Es wird nun gezeigt, daB die (k—1, k, n)-Hartogsfiguren dasselbe
leisten wie die (0, k, n)-Hartogsfiguren, die auch als (k, #)-Figuren be-
zeichnet werden sollen. Die Paare (H*, P) mit O0<s<k—1 sind nur zur
Vereinfachung dieses Beweises definiert worden.

Satz 5. Sei 0=s<k=n—1und Gy ein Teilbereich des Gebietes G = C".
G, ist genau dann k-pseudokonvex in G, wenn G, (s, k)-pseudokonvex in
G ist.

Nach der obigen Bemerkung sind k- und (0, k)-Pseudokonvexitit
dquivalente Eigenschaften. Sei weiter G (0, k)-pseudokonvex in G, und sei
(H*', P) eine (k—1, k, n)-Hartogsfigur mit H*"'<G,, P<G. Es sei

Hk—1=Hk—1(klr19r) und H0=H0(k}r1’r).

nlr'l,r’ n[r'l,r’

Dann ist (H®, P) eine (0, k, n)-Hartogsfigur mit H°c H* 1< G, und
folglich PGy . G, ist somit (k— 1, k)-pseudokonvex in G. Satz 5 ist dann
bewiesen, wenn man gezeigt hat, dal die folgende Hilfsaussage richtig ist.

Hilfssatz. Sei 1<s+1<k=<n-—1, G, ein (s+1, k)-pseudokonvexer
Teilbereich in dem Gebiet G<C" und (H*, P) eine (s, k, n)-Hartogsfigur
mit H*<G,, P<G. Dann ist P<Gy.
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Beweis. Es sei ohne Einschriinkung z(9=(0, ..., 0)eC",

H‘=Hs( zy, ...,zklrl,r)’ P=P( Z4, ...,zk|r)'

! ! 4
Ziats oo s Zn | F1s T Zists s Zn | T

Man sieht leicht ein, daB es geniigt, den Fall r, =4 zu behandeln. Es sei
L={{ty, .., 1) (tg, e s T)=ZR(0y, ..., 6), 1 S0y < <0, Sk}, >0,
Iy={(zrys ..., )=, ..., k)},

und im Falle s=0: {1<0, < --- <6,<k}=9. Man definiert dann zu jedem
ttupel (z4, ..., T,) €1, eine biholomorphe Abbildung g, . des Raumes
der Variablen z,, ..., z, auf den Raum der Variablen w, ..., w, vermdge

w z,

N Wo, Zg, Wi+1 Zr+1
D=4 ] = ) o=
w,, z,, W,, z W, z

os n

mit der t-reihigen quadratischen Matrix 2<t=<k):

1 1 ... 1 1
-1 1 .. 11
a= : o)
-1 -1 ... 11
-1 -1 ... -1 1
1 -1 .. 0 O
0 1 ... 0 0
aft=g| i L
0 0 ... 1-1
1 0 .. 0 1

Sei nun 0 <d’<r beliebig. Dann gibt es ein &’>0 mit ¢’ <min(ry, d')
und d'+¢&' <r. Sei (H', P’) die (s+ 1, k, n)-Hartogsfigur

7 7 [
H,_Hsﬂ( Wi, ...,wkla,d) P’—P( Wy, ...,wkld)
= N =\
Wit 15 oo s Wy | T10 1 Wik ts oo s Wo | T

Es ist fiir beliebiges p=p,,, ..., (tq, ..., TYEL:

H' cp(H)cp(Gy), P ep(P)cu(G).

Da G, (s+1, k)-pseudokonvex in G ist, ist P’ u(G,). Diese Aussage
gilt fiir alle d' mit 0<d’<r. Sei also

Wis ees Wi | T
P0=P( L 4 kl ,))
Wity ooes Wy | T
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so folgt:
U I‘c_l,l...,r,(Po)CGo-

(t1, ey ) €ls

Sei schlieBlich d mit O0<d<r beliebig. Dann gibt es ein £>0 mit
e<min(r,, d) und d+k e<r. Sei (H,, P,) die (s+1, k, n)-Hartogsfigur

H1=Hs+1( Zy5 "'9Zk|8’ d) P1=P( Zys ...,Zkld).

’ ’ i
Zysts e s Zn | T T PAAL

Dann ist Pyc PcG und
H,= U ”;}...,r,(PO)CGO'

(t1y .., )€l
Also folgt P, =G, und da d<r beliebig war: P=G,. Q.e.d.

Im folgenden werden nur die (k—1, k, n)-Hartogsfiguren gebraucht,
die als (k, n)*-Hartogsfiguren bezeichnet werden. Das Symbol H*™! wird
durch H ersetzt. Es soll noch erldutert werden, warum man diese Figuren
bei Induktionsbeweisen mit besonderem Vorteil verwenden kann.

Im Falle k=1 stimmen die (k, n)- und (k, n)*-Hartogsfiguren iiberein.
Fiir k=2 sei

HO—H° (Ll__) HeH (_kl_z_> und P—P (k_l.t)
nlry,r n|ry,r n|r

Es ist dann H° echt enthalten in H. Weiter sei j eine natiirliche Zahl mit
1£j<k und Z{VeC mit | V| <r. Die Mengen
H(ZP):=Hn{z;=2"}, PEM)=Pn{z;=2"}

sollen aufgefaft werden als Gebiete im (n— 1)-dimensionalen Zahlen-
raum der komplexen Variablen z,, ..., z;_4, 24y, ..., Z,. In demselben
Raum sei (H’, PY) die (k—1, n—1)*-Hartogsfigur:

A
i z veesZig e, 2ty T
J__ 1 3Ly v kl 1>

H —H( ),

! ’
Zg+1s ey anrh"

A
i z cee s Zig e Zp | T
) 1s s 4js s kI
P —P( )

Zr+1s (AR ] anr

Dann ist P(z{")=P’ und
H, rlglz§1)| <r

H(ZW)=1"
@) {P’, 1z <ry.

Jeder Schnitt von H mit einer (n—1)-dimensionalen Ebene {z;=2z{"},
[2{"] <7, enthilt also wieder eine (k— 1, n—1)-Hartogsfigur, was bei den
(k, n)-Hartogsfiguren nicht richtig ist.
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Eine dhnliche Aussage gilt auch im Falle 1 £k <n—2. Sei (H, P) cine
(k, n)*-Hartogsfigur, j eine natiirliche Zahl mit k+1<j<n und z{VeC
mit [P|<r". Die Mengen H(z{") und P(z{") seien wie oben erklart.
Es sei (H#4, P}) die (k, n—1)*-Hartogsfigur

H"::H( 21, -A“a zklrl’r>

’ ’
Zyd1s s ZjseensZn ] ry,r

Pf:P( Z4, cees zklr).

zkﬂ,...,zj,...,z,,{r

/Z,/ 1
| |
| |
E 4/ I
12,/ | | j
£ -
| 7/ /
/%-..‘_ T T
/7 4
el /
yd
7/
/
s
/s
A 12,/
Fig. 1. (k,n)=(1,2) Fig. 2. (k,m)=(1,3)
/.7,/T
|
i
i
i
I
i
i
T/
pd I
/! |
I
)—————————-—-——————- -
/ 12,/
d
7
/s
/s
s/
/
77,/

Fig. 3. (k,m)=(2,3)
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Dann ist P(z{)=P] und

H (zg-l)) = {

j 1
Hi, [ZV1<r
j 1
P, ri<|z{M|<r.

Noch allgemeiner gilt: Ist (H, P) eine (k, n)*-Hartogsfigur, 1<j<k,
k+1=I<n, E eine zur (z;, z;)-Ebene parallele 2-dimensionale Ebene und
H'=HNE, P'=PnE. Dann ist entweder P’ leer oder ein 2-dimensiona-
ler Polyzylinder, und im zweiten Falle ist entweder H'= P’ oder (H', P’)
eine (1, 2)-Hartogsfigur.

Eine Skizze von

HeH ( klry,r )

n|ry,r

findet man fiir die Fille (k, n)=(1, 2), (1, 3) und (2, 3) in den Fig. 1-3.

§ 3. Verallgemeinerungen der Sitze von Oka

Sei G ein Gebiet im n-dimensionalen Zahlenraum der komplexen
Variablen z,, ..., z,, sei k eine natiirliche Zahl mit 1<k<n—1, J eine
beliebige Indexmenge, {Aﬁ: jeJ} eine Familie rein-k-dimensionaler analy-
tischer Mengen in G und {c;: jeJ} eine Familie nicht-negativer reeller
Zahlen. Fin Punkt z(®=(z{, ..., z(9) aus G heiBe von erster Art, wenn
es eine Umgebung U= U(z'”’) und eine positive reclle Konstante K= K(U)
gibt, so daB fiir alle jeJ gilt:

F(45,U)SK -c;.

Diese Definition ist im Falle (k, n)=(1, 2) bis auf unwesentliche Details
die gleiche wie bei Oka (s. [7], S. 11). Die Gesamtheit der Punkte erster
Art werde mit Go= G, (4%, ¢;);c; bezeichnet. Dann gilt das

Theorem. Die (offene) Menge Gy=Go(A%, c;);cy der Punkte erster
Art ist k-pseudokonvex in G.

Grundlegend fiir den Beweis des Theorems ist ein Analogon zu OxAs
Lemma aus der Arbeit [7]:

Lemma. Sei | <k<rn—1, (H, P) mit

H=H( Z4, ...,zk[rl,r), P=P< Z4, ...,zklr,)’

’
zHl,...,z,,[rl,r’ zk+1,.4.,zn|r

O<r,<r,0<r<r', eine (k, n)*-Hartogsfigur, und

P0=P< Z4, ...,zklro)

’
Zht1s ove s Zn l ry
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liege relativ-kompakt in P (d.h.: O0<ro<r, 0<ro<r'). Dann gibt es eine
positive reelle Konstante

K=K(H,P,P))=K(k,n;r,ri,vo, ", ri, ¥5)

mit der folgenden Eigenschaft: Ist A* eine rein-k-dimensionale analytische
Menge in P und existiert F(4%, H), so ist

F(4, P))<K-F(4% H).

Der Beweis dafiir, daBl das Theorem aus dem Lemma folgt, ist der
gleiche wie bei OKA in [7]: Sei Go= G, (4%, c;); ., die oben definierte Teil-
menge des Gebietes G im €, dann ist G offensichtlich eine offene Menge.
Sei weiter (H, P) mit

H=Hz(0) (Ll’l;) s P=Pz(0) (k_t"‘T)

n|ry,r n|r

und O0<r;<r,0<ry<r’ eine (k, n)*-Hartogsfigur, und es gelte H=G,,
Pc<G. Sei ohne Einschrdnkung

2=, ..., 2" =(,...,0)eC"
und
2ZP=0W, ..., zMeP.

Dann gibt es positive reelle Zahlen r,, r5, ro und 15, %, ri mit den Eigen-
schaften:
O<r,<ri<rg<ry<r, 0O<ri<ry<ro<rz<r’,

max |z{V|<r, und max |z |<rp.
Jj=1,..,k Jj=k+1,..,n
Sei
kir,,r» k|r kir
H1=H( ',2’ ,3), P1=P( |,3) und P0=P( !f’).
nlry,r nl|r nl|ry

Dann ist (H,, P,) eine (k, n)*-Hartogsfigur, und es gilt H, € HcG,,
zZWeP, € P=G. Zu jedem w=(w,, ..., w)eH, gibt es also eine Um-
gebung U=U(w)c= Gy und eine Konstante K=K(U), so daB die Un-
gleichung

F(45, U)SK(U)-¢;

fiir alle jeJ erfiillt ist. Da H, kompakt ist, kann man endlich viele Punkte
w, ., w® finden mit

_ t
H,cy U, U=UW?.
=1
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Sei K=K(H,, P, P;) die nach dem Lemma existierende Konstante, sei
t
K*:=3 K(U,) und K,:=K-K*
=1

Dann ergibt sich fiir alle jeJ:
t t
F(A', P)<K -F(4, H)<K-Y F(4%, U)<K-Y K(U,)-¢;
=1 t=1

=K-K*.¢;=K;-¢c;.
Also folgt z("eG,, und da z*e P beliebig war, ist P<G,. Somit ist die
Eigenschaft (i), -, , fiir k-pseudokonvexe Gebiete nachgewiesen.

Aus Satz 4 schlieBt man unmittelbar, daB3 die Definition von G, in-
variant ist gegeniiber biholomorphen Transformationen. G, besitzt also
auch die Eigenschaft (i), -y ;.

Man kann sogar noch mehr beweisen:

Hilfssatz 1. Die Aussagen des Theorems und des Lemmas sind bei
gleichem k und n dquivalent.

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, daf3 das Theorem das Lemma im-
pliziert. Seien H, P, P, wie im Lemma gegeben, sei & die Familie der
rein-k-dimensionalen analytischen Mengen in P, deren Flacheninhalt in
H existiert, und sei ¢ :=F(A4, H), Ac%. Man bilde die Menge G,=
Go (A, c) e 7. Wegen der Aussage des Theorems ist G, k-pseudokonvex
in P, und da offensichtlich H in G, enthalten ist, ist Gy=P. Das heiBt
also: Fiir alle ze P gibt es eine Umgebung U= U(z)c P und eine Kon-
stante K= K(U) mit der Eigenschaft:

F(4, U)SK(U)- c,=K(U)- F(4, H)
fiir alle 4e #. Da P, relativ-kompakt in P liegt, kann man P, mit endlich

vielen solchen Umgebungen U, ..., U, iiberdecken. Es folgt fiir alle Ae #
mit

t
K:=Y K(U)=K(H, P, P,):
=1

F(A,P,))<K-F(A,H).
Q.e.d.

Zum Beweis des Lemmas sind drei Schritte nétig. Der erste beruht
auf einer geometrischen Idee von Oka, die auf rein-1-dimensionale ana-
Iytische Mengen im €" iibertragen wird.

Hilfssatz 2. Sei k=1 und (H, P, P,) wie im Lemma gegeben. Dann gibt
es eine positive reelle Konstante

r r ’
Ko=Ky(r,ry, 1, ¥, 11, 15)
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mit der folgenden Eigenschaft: Ist A eine rein-I-dimensionale analytische
Menge in P und existiert F(A, H), so ist der Flicheninhalt F, (A4, P,) der
Projektion von A P, in die z-Ebene hichstens gleich Ky - F(A, H).

Beweis. Seien p, und p’ positive Zahlen mit py<r und p’<#’. Spiter
wird p, festgehalten, p’ bleibt variabel. Es sei

A IIPO
Ao, 9= P (1152,

04,(p):=An{lz]=po, max |z;|<p'},

J=2,..
aAj(p’)::Aij(p’)9 j=2’ e R,
Ci(p):={lzil<po, max |z;|<|z;=p"}, j=2,...,n,
=2,

.
1+

0A(p)i=A A OP (i #Z?): U 04,(0)-

Sei weiter ' =r'—max (rg, r}). Da die Menge der singuldren Punkte von
A hochstens nulldimensional ist, kann man einen Radius p, mit ry<p,<r
und eine offene Menge 7in {r' — 36’ <p' <r'—40'} vom MaBe £ &' finden,
so daBl 8 A(p’) fiir alle p’el in der Mannigfaltigkeit M(A) der gewShn-
lichen Punkte von 4 enthalten ist.

A soll vorerst noch die zusitzliche Bedingung erfiillen, daB jede Menge
A n{zj=z§.°)}, j=1, ..., n, hochstens nulldimensional ist. Es sei g; die
Projektion von A in die z;-Ebene. Dann gibt es eine hochstens nulldimen-
sionale analytische Menge N < 4 mit der folgenden Eigenschaft: Zu jedem
Punkt z(¥eM(A)— N gibt es eine Umgebung U= U(z'9)c M(4)— N, so
daB fiir jedes j=1, ..., n ¢;{U eine topologische Abbildung von U auf ein
Gebiet V; der z;-Ebene ist und alle Abbildungen (g,[U)° (g,| U)~* holo-
morph auf V; sind. Durch

U= (G @V @ 07) o (@0, =2

werden dann in eindeutiger Weise stetige Funktionen f,, ...,f, auf
M(A)— N definiert, und es gilt dort:

do.loeA=]fjl2'de° eA.
Fiir reelles a ist stets a<4(a*+1) wegen (a—1)220. Also folgt:

[fil-dojoe 23(1f;1P+1)-dajoey
=%(d0'1+d0'})0 eA'
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SchlieBlich werde noch definiert:

=UC), =2,

p'el
Die D; sind paarweise disjunkte Bereiche in H. Da die Integrale

| (do,+dopoe,

AnD;j

existieren und die NN D; endliche Punktmengen sind, existieren wegen
der obigen Ungleichung auch die in der folgenden Zeile links stehenden
Integrale, und es gilt:

Z | 1filde;=% Z | do,+do))

j=2 AnDj j=2 4AnDy
<1y | 951 | ¢=1F(4H).
j=2 AnDj AnH

0 A(p’) besteht aus endlich vielen stiickweise analytischen geschlosse-
nen Kurven. Die Teilkurven 84;(p’), j=2, ..., n, werden so orientiert,
daB die Projektion ¢;(04;(p")) den gleichen Umlaufssinn besitzt wie der
positiv orientierte Kreisrand {|z;| =p’}. Fiihrt man dann vermdoge

r 48
Z]=p -7

Polarkoordinaten ein, so ist do;=p’dp’ Ad3;, und mit dem zu Satz 3
analogen Satz von Fusini fiir reelle Mannigfaltigkeiten folgt:

(X, 1 114s) pdr=3 | 151do;.
I \j=224;(p") j=247D;

I hat nach Voraussetzung das MaB 1§’. Infolgedessen gibt es einen
Radius poel mit

> , , , 2

Z .f pO'llesjéKz'F(A,H)’ KZ::.-—..._

r
7=2 24, (o) 0

Sei nun

B;=q,(04,(p)) und B=.ZZB1"
s

B ist eine endliche Summe von orientierten, stiickweise analytischen Kur-
ven in P, (po):={lz,] <po}, die geschlossen sind oder diese Kreisscheibe
von Rand zu Rand durchziehen. Sie sind mit Vielfachheit zu zdhlen ge-

23 Inventiones math., Vol. 2
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miB der Anzahl der Punkte aus

U 04;(po),
j=2
die liber einem Punkt z, € P, (p,) liegen. Fiir das Lingenelement d/; von
B; erhilt man:

dljoqy=po-1fil-d9;.
Also existieren die Lingen L(B;) der Kurven B;, und fiir die Gesamt-
lange L(B) von B ergibt sich:

LB-YLB)=Y, | d

J=2 q1 (04; (pp))

=Y [ po-1f;14%5K;-F(4, H).
i=2 04;(py)

Es sei nun fiir z,e P, (p,) b(z,) die Anzah! der Punkte von 4 (p,, p})
iiber z;. Nach den oben an A gestellten Forderungen ist die Funktion
b(z,) auf ganz P (p,) erklirt. Es sei z;=p ¢&'® und P;(p,,p.)=
{z1: p; <|z:| <p,}. Dann ergibt sich:

LS

| dp[bpepds= [ bGdo,

3rs Pi(3ri,r1)
1 I ry
é j b(Zl)dO-1=F1 A,P 7
(Izi<ry n|py
—_<—_F1(A1H)§F(Aa H)9

und folglich existiert ein Radius p; mit 1r; <p, <r, und

2z
(b1 p1d9SKs - F(AH),  Kymo.

Man darf annehmen, daB r; <ry,(<r) ist; denn anderenfails erfiillt
die Konstante K, =1 die Behauptung des Hilfssatzes. Sei dann z, =
pet®eP,(p,, ro) und S(z,) der Strahl vom Ursprung der z,-Ebene durch
z,. Ein Schnittpunkt von S(z,) mit B heille positiv (bzw. negativ), wenn
S(z,) die (orientierte) Kurve B in diesem Punkt von rechts nach links
(bzw. umgekehrt) durchdringt. Sei z{" = p, e® der Schnittpunkt von S(z,)
mit dem Kreisrand {|z,|=p,}, 5, (z;) die Anzahl der positiven Schnitt-
punkte von S(z,) mit B zwischen z{ (einschlieBlich) und z, (ausschlieB-
lich) und s_(z,) die Anzahl der negativen Schnittpunkte zwischen z{»
(ausschlieBlich) und z; (einschlieBlich). Dann ist

b(z1)=b(ps €' *)+(s+ (z1)—5-(2))
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und
j b(zy)doy= j (b(plei8)+s+(zl)—s_(zl))pdp/\dS,

Pi{p1,ro) Py (ps1, ro)
l9

zZ,=p-é
Nach OxaA (s. [7], S. 10 (Probléme)) nimmt das rechts stehende Integral
sein Maximum an, wenn sich die Kurve B auf dem Kreisrand {|z,]=p,}
befindet und entgegengesetzt zum positiven Umlaufssinn dieses Kreis-
randes orientiert ist. Damit ergibt sich die folgende Abschatzung:

[ bzy)dos I(I"(b(pl '“)+L“) )dp

Py (p1,ro)
K3 Klz) ro—P1
<(=2+=2). .F(4,H).
(P1 P1 2 ¢ )

Set schiieBlich
r2

~1+ (K2+K3)

K{ hdngt nur von den gegebenen Radien ab, und es gilt:

Fi(4,P)<F, (A’P (}—]—r(,)—)>= f b(zy)da,
nlpo!) dni<ro

£ | bG@pde+ | b(z)doy
{lzi] <r} P; (p1,70)
2
<F,(4, H)+ (K2+K3)F(A H)

<K, F(4, H).

Es muB noch gezeigt werden, daB man die einschrinkenden Bedingun-
gen an A fallen lassen kann. Sei zunichst 4 eine rein-1-dimensionale
irreduzible analytische Menge in P, und es existiere F(A4, H). Ist 4 in
keiner (n— 1)-dimensionalen Ebene {z;=2{"} enthalten, so ist der Durch-
schnitt von A4 mit einer solchen Ebene hichstens nulldimensional, und
nach dem oben Bewiesenen ist dann

Sei also A in einer Ebene {z;=2z{"} enthalten. Man kann 2<j<n an-
nehmen, denn fiir j=1 ist F, (4, Py)=0. Sei

r2

’ [

Ky:=max ( 1s ——2—) .
r

23+
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Ist n=2, so ist notwendig 4 ={z, =2z} N P, und offenbar gilt:
2
Fy(4, P)<% . F(4, H).
ry
Also ist fiir n=2 und irreduzibles A4 stets F, (4, Py)< K, - F(4, H).

Sei diese Aussage fiir n—12>2 schon bewiesen. Ist dann 4 < {z; =z§°’},
2<j<mn, so kann man nach der Bemerkung auf S. 318 4 auffassen als
rein-1-dimensionale irreduzible analytische Menge in einer (1, n—1)*-
Hartogsfigur, die durch die gleichen Radien wie (H, P) definiert wird.
Folglich ist auch

F(A,P)SK,-F(4,H).
Diese Ungleichung gilt also fiir beliebige rein-1-dimensionale irreduzible
analytische Mengen in P C".
Sei schlieBlich A eine beliebige rein-1-dimensionale analytische Menge
in P und
A4=U 4,
=1
die Zerlegung von A4 in irreduzible Komponenten 4,. Von diesen haben
nur endlich viele (ohne Einschrinkung A, ..., 4;) einen nicht-leeren
Durchschnitt mit Py. Dann ergibt sich

Fy(4, Po)= ¥, Fi(4,, ) =Ko

Q.e.d.

Beim nichsten Schritt werden die Eigenschaften der (k, n)*-Hartogs-
figuren und Satz 3 verwendet.

Hilfssatz 3. Sei 1<k<n—1, und seien die Figuren H, P und Py wie
im Lemma gegeben. Sei Ko=Ky(r,ry, ro, ¥, ri, ro) die positive reelle
Konstante aus Hilfssatz 2. Dann gilt: Ist A eine rein-k-dimensionale analy-
tische Menge in P und existiert F(A4, H), so ist

XS:F(A«,H)§K0'F(A, H).
=1

a

weis

wobei F, (A, Po) der Flicheninhalt der Projektion von AnP, in die
(z4, ---5 z3)-Ebene ist.

Der Beweis wird durch vollstindige Induktion nach & gefithrt. Fiir
k=1 und beliebiges n=2 wurde die obige Aussage schon im Hilfssatz 2
verifiziert. Sei die Aussage fiir k— 1> 1 und beliebiges n>k —1 schon be-
wiesen; es sei (H, P) eine (k, n)*-Hartogsfigur 2<k<n—1) und P, € P.
Es sei weiter (H*, P*) die (k—1, n—1)*-Hartogsfigur

H*:=H( Z3 ...,zklrl,r) Pro_p (__Zi’ ...,zklr)

7 '
Zk+1,...,2n|r1,r Zk+1,...,Z,,,r
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und

Pr.=p (_Zz_il_O)

Zjrts s Zn | FO
Sei schlieBlich noch Py ={|z,| <r,}, so folgt:
P xH*cH, P/ xPf=P,.
Da die folgenden Integrale

[ doyA--Ando, und | doyadej,n--ndg,
4~ Py A0 (P xHY)

(2=j<--<jp=n)
alle existieren, gibt es wegen Satz 3 Nullmengen N, N;, . ; in Py, so

daB fir alle
ZgO) ¢ N:':Nl U U

25j2<-<jksn

§ P
A(ZY) eine rein-(k — 1)-dimensionale analytische Menge in P* ist und
daf} gilt:
[ dogn-ndo= | do,-( [ doyn--nday),
P;i—N

AnPo A(z1) n P}

do‘l/\d()'jz/\“-/\dajk= j dO'I-( j dO'j A"'/\do'jk).
An (P XHY) Py —-N A (z1) n H*
Nun ist nach Induktionsvoraussetzung fiir alle z,e P, — N:

doy A rdo 2K, Y { doj,n-Ado

J2 Jk®
4(z1) n P§ 25 j2<<jeSn A(z1) nH*

und folglich ist:
Fi, «(4,P)= [ do a--Ado,
AnPy

=1 j. dgl( 5 dO’ZA"'AdO’k)
P{—~N

A(Zl)nPg
'S——KO' Z I dJl( j‘ do'jz/\.../\da-jk)
2%j2<--<jksn P1—N A(z1) 0 H*
=Ko % | doyndo, A ndoy,
28 ja<e<jEn 4 n(PyxH%)
éKo' z j dO'j!/\--'AdO'jk

1Sj1<<ju<n AAH
=K, -F(4,H).
Q.e.d.
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Hilissatz 4. Sei 1<k <n—1,maxQk—n,0)ss<k, (H, P) eine (k, n)*-
Hartogsfigur, und Py, liege relativ-kompakt in P. Dann gibt es eine positive
reelle Konstante

Kk—s:‘Kk—s(ra Fy,To, r, r,l, 7'6)

mit der folgenden Eigenschaft: Ist A eine rein-k-dimensionale analytische
Menge in P und existiert F(A, H), so gilt fiir jedes k-tupel (j,, ..., j,) mit

1§j1<‘"<js§k9 k+1§js+1<”'<jk§n:

Fil, -‘-rjk(A’ Po)éKk—s' F(AsH) .

Der Beweis ist bei festem & und » induktiv von s+1 nach s. Sei s=k.
Dann ist notwendig (jy, ..., i) =(1, ..., k), und die Konstante K, aus dem
vorigen Hilfssatz erfiillt die Behauptung. Sei also die obige Behauptung
schon fiir s+ 1 mit max(2k—n, 0)<s+ 1 <k bewiesen, und sei (j,, ..., ji)
mit 15j, < <j; =k, k+1=j,,<--- <j,=n vorgegeben. Man kann
ohne Einschrinkung annehmen:

Gosooor 3=y s 8)y Uargs oo j)=(k+1, ..., 2k—5).

Es ist ké{j;, ..., Jp und k+1€{j4 1, -..» Ji}-
Sei

T
0<e<—2—.

Die Abbildung t* =(z7, ..., t}) des Raumes der Variablen z=(z,, ..., z,)
in den Raum der Variablen z* =(z{, ..., z;) werde definiert durch:

Z;-=T;—(Z):=Zj, j=1’---sn; ]:*:k9k+1
zy =15 (2):=(cos &) z,+(sin &) z, 4 4,
Zie 1 =Ter 1(2) 1= —(5in £) Z+(COS &) 24 1.

Ist
i — n
dof =5 dzj Adz} und do*= Zlda;’,
j=
soistda® o ¥ =do. vt ist also eine lineare, isometrische Transformation.
Sei weiter z7 =(z, ..., z, )=1" (z), wobei ©~ die Abbildung ist, die
man erhilt, wenn man in der Definition von 7% ¢ durch —¢ ersetzt. Es
folgt dann:

doy ottt +doy ot =2(cos’e) do,+2(sin’e) doy . 4,
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und daraus ergibt sich:

- - 1
1) dows 12K, (doy ot +dog 017), Ke=5oory

Es existiert nun ein g=e¢(r, ry, ro, ¥, ry, r5)>0 mit der folgenden
Eigenschaft: Es gibt Radien p, p,, po, £, P}, p5s die nur von ¢ abhdngen,

und Gebiete:
H+==H( Z;,...,Z: lplsp)
zk+1;---52: Ipll’p,

+ +

P+_P( 21 5.5 Zg p)
= —+ _FT1 )
Zk+1s+0-92n | P

+ +
+ Z1 525 Z | Po
Py = F e K
Zp+1s+--3Zn | Po

so daB mit t¥ =1 die folgenden Enthaltenseinsrelationen erfiillt sind:
H et (H), P ct™(P), Pyt (R).
Die entsprechenden Aussagen gelten, wenn man das ,, + “~Zeichen durch
das ,,—~“-Zeichen ersetzt.
Sei

ati=dof Ando] Ada! Adof A Adog

und o™ die entsprechende (k, k)-Form im Raum der Variablenz, ..., z, .
Fiir diese Formen ist nach Induktionsvoraussetzung schon alles bewiesen;
d.h. es gibt eine Konstante

KI:Kk-—(s+1)(pJ P11 Po’Pla p,la pZ))

mit der Eigenschaft:
«f<K'- | oM,

A*tnP§ A*nH?Y

wobei A* eine beliebige rein-k-dimensionale analytische Menge in P*

ist, fiir die der Flacheninhalt
k+

A*tnHY

von AT~ H* existiert. Aus (1) folgt:

do;

aAeAado,=dog A Ado AdOp A ANd Oy

<K, (do A-Adoa(dof ot +dootT)A
Ad0‘k+2/\ b /\dazk_s)

=K, (@tott+a"o17).
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Sei schlieflich Kj_;:=2-K,- K’. K,_, hingt nur von den Radien
r,ry, Fo, ¥, 1, 1 ab, und es gilt mit pt =(z*) ", um=(z7)"1:

Fjl,...,jk(A5P0)= j dO'jl/\"-Adojk

An Py
<K,-( | ator*+ [ aTor?)
An Py AnPy
=K,-( | at + { «”)
t+(4) At (Po) t—(4) n t—(Pp)
éKe'( j “++ j a_)
t+(4) n P§ t—(4) n Pg
SK-K( ] o+ | ¢
tH(A)n H* t—(AynH—
=3Kis-( [ ¢ett+ [ ¢*orT)
Anp*tH?Y) Anp—(H™)
= O O N )
AnH AnH
=Ky, F(A,H).

Q.e.d.
Damit ist aber auch das Lemma bewiesen. Wegen Satz 2 und Hilfs-

satz 4 ist ndmlich
k

FUP)S( Y ah K] F(AD),
s=max (2k—n, 0)

wobei aj ; die Anzahl der k-tupel (jy,...,j) mit 157, < <j <k,
k+1=Sjoe < <jpSnist, also:

aho=(g) (i 2)

K=K(H,P,P)y=K(k,n;r,r, 1o, 1,1, Fo)
k
= Z a;:,s'Kk—s
s=max (2k—mn, 0)

Die Konstante

erfiillt die Bedingungen des Lemmas. Wegen Hilfssatz 1 ist auch das
Theorem bewiesen.

Umgekehrt kann man mit denselben Argumenten wie beim Beweis
von Hilfssatz 1 aus dem Theorem folgern, daBl die Aussage des Lemmas
richtig bleibt, wenn man die (k, n)*-Hartogsfigur (H, P) durch die ent-
sprechende (k, n)-Hartogsfigur (H°, P) und die Konstante K= K(H, P, P,)
durch eine andere Konstante K'=K'(H°, P, P,) ersetzt.
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