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UBUNGEN ZU MATHEMATIK 1

Aufgabe 1 (Eigenschaften von Relationen, 8 Punkte):

Wir betrachten nun folgende Beispiel-Relationen (R; mit der Teilbarkeitsrelation ,|*):

Ry € Rel(Ny), mRin : <= (2n)|m fiir m,n € Ny,

R, € Rel(Ny), mRon : <= 6m > 5n fiir m,n € Ny,

R; € Rel(Z), YyR3z : <= 2y < z fir y, z € Z,

R, € Rel(Z), yRyz i < y+z =4 fiir y, 2z € Z,

Rs € Rel(Z), yRsz : <= (y = z oder (z,y) = (5,6)) fir y, z € Z,

Rg € Rel(R?), rRgs : <= (r; > 51 oder (1] = 51,75 < 89)) fiir r, 5 € R?,

R;7 € Rel(R?), TR7S : <= 11479 < S1+59 fir r, s € R?,

Rs € Rel(P(N\{0}), MRgN : <= MNN # 0 fir M, N € P(N)\{0}

Untersuchen Sie diese Relationen jeweils auf die Eigenschaften Reflexivitéit, Symmetrie,
Asymmetrie, Antisymmetrie, Transitivitdt. Begriinden Sie die Giiltigkeit jeder Eigenschaft
kurz, oder geben Sie Gegenbeispiel-Elemente an, fiir die sie scheitert.

(Hinweis: Dass sich Eigenschaften ausschlieen oder einander implizieren, diirfen Sie natiirlich
nutzen, um ein paar Félle ganz schnell zu erledigen.)

Aufgabe 2 (Ordnungsrelationen, 14+1+2+2+2+3 Punkte):
(a) Zeigen Sie, dass die Teilbarkeitsrelation ,,|*“ eine Ordnungsrelation auf N ist.

Bestimmen Sie nun jeweils die kleinste obere und gréfite untere Schranke in Q, Z? bzw. N,
das grofite und kleinste Element sowie die maximalen und minimalen Elemente (sofern diese
existieren) fiir ...

(b) die Mengen Q; := {—2%2 | n € N} und @, := {z € Q | z > 1 und 2? < 2} beziiglich
der Kleiner-Gleich-Relation ,,<“ auf Q.

(c) die Menge P :={(2,0),(2,3),(0,—4),(—3,-3), (2, —5)} beziiglich der lexikographischen
Ordnung <., auf Z2.

(d) die Menge S :={2,6,10,12,16,36} beziiglich der Teilbarkeitsrelation ,|* auf N.

BITTE WENDEN!



(e) Entscheiden Sie, welche der Mengen
(16},  {2,6,36},  {2,6,12,36},  {2.6,12,16,36}

beziiglich der Teilbarkeitsrelation ,,|“ total geordnet sind. Entscheiden Sie gegebenenfalls
auch, ob es sich um maximale beziiglich ,,|“ total geordnete Teilmengen von S aus (d)
handelt, d.h. genauer, um beziiglich der Mengen-Inklusion ,,C“ maximale Elemente des
Mengensystems K := {T" € P(S) | T ist beziiglich ,,|* total geordnet}.

(f) Beweisen Sie allgemein: Ist < eine Totalordnung auf X', so ist die komplementére Relation
<€ eine strikte Totalordnung auf X'. Und ist < eine strikte Totalordnung auf X, so ist
die komplementéare Relation <¢ eine Totalordnung auf X

Lehramtsaufgabe (242 Punkte)

Im Zuge der ,Neuen Mathematik®, die Sie bereits auf Blatt 3 kennenglernt haben, wurden
auch Aquivalenzrelationen im mathematischen Schulunterricht behandelt. Folgende Definiti-
on und Aufgabe stammen aus einem Schulbuch aus dieser Zeit:

Ein Pfeildiagramm beschreibt eine .&.qllj\'{l]ul])rﬂ]{l!iﬂ!), wenn gilt:

1 jedes Element besitzt einen Ringpfeil (Reflexivitit);

2. zu jedem Pleil zwischen zwei Elementen gibt es emen Gegenpfeil
{Symmetrie);
3 zu zwel aufeinanderfolgenden Pfeilen gibt es stets einen

Uberbriickungspfeil ( Transitivitit).

Beispiele: hat dieselbe Quersumme wie™; hat ebenso viele Teiler wie™
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a.) Untersuche, wo in den beiden dargestellien Abbildungen Ringpfeile,

Gegenpfeile und Uberbriickungpfeile aufireten.

b.) Welche der beiden dargestellien Relationen ist gleichzeitig reflexiv,
transitiv und symmetrisch.

(a) Vergleichen Sie diese Definition der Aquivalenzrelation mit der Definition, die Sie in der
Vorlesung kennengelernt haben. Welche Vor- und Nachteile hat die jeweilige Definition?

(b) Warum kann es sinnvoll sein, das Konzept der Aquivalenzrelation auch im mathemati-
schen Schulunterricht zu behandeln?



