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Aufgabe 16 Kreuzen Sie nur jeweils eine Antwort an, geben Sie keine Begriindung an. Fiir jede korrekte Antwort

Aufgabe 17

Aufgabe 18

Aufgabe 19

Aufgabe 20

gibt es einen Punkt, fiir jeden Fehler einen Minuspunkt; insgesamt aber schlimmstenfalls 0 Punkte. Im
Folgenden sei K ein beliebiger Korper.
richtig falsch
Essei J={f € K[X]|f(1x) = 1x}. Dann ist J ein Ideal in K[X]. O O
Fiir ein Polynom f € K[X] der Form f = a,, X™ +...+ a1 X + ag
sei die Ableitung definiert als f/ = ma,, X™ ' +... +a;. Dann

ist J = {f € K[X]|f =0} immer ein Ideal in K[X]. O O
Uber F, ist jede quadratische Matrix trigonalisierbar. 0 d
Fiir alle A € M(n x n; K) mit n > 1 ist der Grad von m4(X) positiv. O O
Es sei A' = —A € M(n x n;R), dann sind die Nullstellen von P4(X) immer reell. O O
Es sei A" = A € M(n x n;R), dann sind die Nullstellen von P4(X) immer reell. O O
1 1 0 2 00
a) Bestimmen Sie fiir die Matrizen A= |0 2 0] und B= [0 2 2| jeweils das charakteristische
0 0 1 0 0 1

Polynom und das Minimalpolynom.

b) Beweisen Sie den Satz von Cayley-Hamilton fiir 2 x 2-Matrizen iiber einem beliebigen Korper K
elementar, d.h. weisen Sie durch Einsetzen nach, dass P4(A4) = 0 gilt.

4+4 Punkte
Es sei K ein Korper. Fiir f,g € K[X] heifit ein Polynom ¢ € K[X] der grifite gemeinsame Teiler von
f und g, falls ¢ sowohl f als auch g teilt und falls ein p € K[X] ebenfalls f und g teilt, so teilt p das
Polynom ¢. Abkiirzend schreibt man ggT(f,g) fir den groiten gemeinsamen Teiler der Polynome f
und g. (Ist der ggT eindeutig?)

a) Beweisen Sie, dass es Polynome hq, ho € K[X] gibt, so dass hy f + hog = ggT(f,g) gilt.

b) Zeigen Sie, dass jedes Ideal im Ring der ganzen Zahlen ein Hauptideal ist, d.h. fiir alle Ideale I C Z
gibt es eine ganze Zahl n, so dass I = nZ = (n) ist. (Sie miissen nur den Beweis von 5.3 nachmachen.
Anstelle des Grades von Polynomen kénnen Sie den Absolutbetrag verwenden.)

¢) Besitzt der Ring Z/47Z ein Ideal I, das {0} # I # Z/4Z erfiillt? Begriinden Sie Thre Antwort.
44442 Punkte
0o -1 -1
Trigonalisieren Sie die komplexe 3 x 3-Matrix A= 2 -3 =2
-1 1 0
4 Punkte
Zeigen Sie, dass Z[X] kein Hauptidealring ist, d.h. zeigen Sie, dass es ein Ideal {0} # I in Z[X] gibt,
welches nicht von der Form h - Z[X] ist fiir ein h € Z[X].
6 Punkte



