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Einleitung

Diese Arbeit auf dem Gebiet der Algebra und algebraischen Topologie beschéftigt sich
mit zwei sehr unterschiedlichen Interpretationen der Hopfalgebra QSymm der quasisym-
metrischen Funktionen. QSymm ist eine Verallgemeinerung der Hopfalgebra Symm der
symmetrischen Funktionen und enthélt diese als Unterhopfalgebra.

Symm ist ein Objekt, das in verschiedenen Gestalten in unterschiedlichen mathemati-

schen Gebieten anzutreffen ist. Ein Beispiel hierfiir sind Darstellungen der symmetrischen
Gruppen X,,:
Um die Klasse der endlich erzeugten Z[¥,]-Moduln zu verstehen, betrachtet man die
zugehorige Grothendieckgruppe Go(Z[%,]). Mithilfe von Induktion und Restriktion von
Moduln lassen sich eine Multiplikation und eine Komultiplikation auf der direkten Sum-
me Gy(X) der abelschen Gruppen Gy(Z[%,]) konstruieren, die Gy(X) zu einer Hopfalgebra
machen. Man kann zeigen, dass Gy(X) isomorph zu Symm ist.

In dieser Arbeit besprechen wir eine analoge darstellungstheoretische Interpretation
von QSymm: Die ¢g-Hecke-Algebren H,(q) zur Gruppe ¥, sind iiber ¢ parametrisierte
Deformationen der Gruppenalgebra Z[%,]. Wir werden zeigen, dass die direkte Summe
Go(H) der Go(H,(0)) ebenfalls eine Hopfalgebra und als solche isomorph zu QSymm ist.
Die Darstellungen der Deformationen H,,(0) von Z[3,] entsprechen also der Verallgemei-
nerung QSymm von Symm.

Diese Behauptung findet sich in [12], in der Literatur haben wir aber nur einen unvollstian-
digen Beweis fiir einen Spezialfall gefunden. Unser Ziel ist es, diese Liicke zu schliefen.
In Abschnitt 1 tragen wir die nétigen Begriffe zusammen, bestimmen die einfachen H,,(0)-
Moduln und definieren dadurch einen Isomorphismus zwischen den abelschen Gruppen
Go(H) und QSymm. Danach definieren wir in Abschnitt 2 eine Multiplikation und eine
Komultiplikation auf Go(H) und zeigen, dass der Isomorphismus aus Abschnitt 1 ein Iso-
morphismus von Hopfalgebren ist.

Eine andere Verallgemeinerung von Symm ist die Hopfalgebra NSymm der nichtkom-
mutativen symmetrischen Funktionen. QSymm ist graduiert dual zu NSymm, und wir
zeigen in Abschnitt 3, dass sich diese Dualitét darstellungstheoretisch interpretieren lésst:
Die Hopfalgebra Gy(H) ist graduiert dual zur Hopfalgebra Ko(H), der direkten Summe
der O-ten algebraischen K-Gruppen Ko(H,(0)), und Ko(H) ist isomorph zu NSymm. Teile
unseres Beweises sind angelehnt an den Artikel [4], in dem jedoch einige Probleme {iber-
gangen werden.

In den Abschnitte 4 und 5 beschéftigen wir uns mit der Verallgemeinerung einer an-
deren Sichtweise auf symmetrische Funktionen: Die Hopfalgebra Symm ist isomorph zur
Homologie und Kohomologie des klassifizierenden Raums BU von U, und die Hopfalge-
brastruktur von Symm ist induziert von Abbildungen auf Raumniveau.

Symm besitzt neben der Hopfalgebrastruktur noch zwei weitere Komultiplikationen,
eine rein algebraisch definierte und eine von einer Abbildung BU x BU — BU induzierte.
Der Ring Symm ist darstellendes Objekt eines Funktors, des universellen Lambdarings
A. Da Symm eine Hopfalgebra ist, ist A ein Funktor in die Kategorie der Gruppen, und



obwohl die beiden zusétzlichen Komultiplikationen nicht iibereinstimmen, induzieren bei-
de dieselbe Multiplikation auf A und machen A schlieflich zu einem ringwertigen Funktor.

Baker und Richter haben in [3| eine topologische Interpretation der Hopfalgebren

NSymm und QSymm als Homologie und Kohomologie des Raums Q>XC P> bewiesen. Des
weiteren haben sie auch auf QXCP> eine zweite Multiplikation ¢ definiert. Dies bespre-
chen wir in Abschnitt 4.
Das algebraisch definierte zweite Koprodukt auf Symm lésst sich zu einem zweiten Ko-
produkt auf QSymm verallgemeinern. Es ist unklar, in welchem Zusammenhang dieses
und das durch ¢ auf QSymm induzierte Koprodukt miteinander stehen. Wir versuchen in
Abschnitt 5, die beiden Koprodukte mittels topologischer K-Theorie ineinander zu iiber-
fithren.

An Kenntnissen setzen wir fiir die Abschitte 1 bis 3 grundlegendes Wissen iiber Ringe,
Algebren und Moduln voraus, wie sie etwa in [I5] zu finden sind. Um den Abschnitten 4
und 5 folgen zu konnen, sollten Grundkenntnisse in Topologie und algebraischer Topologie
tiber CW-Komplexe und singuliare Homologie und Kohomologie vorhanden sein[9].

Mein allererster Dank gilt Prof. Birgit Richter, die mich stets in kiirzester Zeit mit gedul-
digen Erklarungen, Ratschldgen, Ideen und Literaturhinweisen versorgt hat. Wann immer
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danken.
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Aufserdem bedanke ich mich bei Hannah Koénig, Marc Lange und Hermann Soré fiir viele
aufmunternde und hilfreiche Gesprache und bei Marc Lange zusétzlich fiir etliche inspi-
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1 Die abelsche Gruppe Gy(H)

1.1 Gy und Ky von Ringen

Mochte man einen Ring A besser verstehen, so ist eine Moglichkeit, die Moduln tiber A
zu betrachten. Jedem Ring lassen sich die beiden Gruppen Gy(A) und Ky(A) zuordnen:
abelsche Gruppen, erzeugt von Isomorphieklassen endlich erzeugter bzw. endlich erzeugter
projektiver A-Moduln, modulo einer Relation, die ein sinnvolles Subtrahieren von Moduln
ermoglicht.

Ist ein Resultat und sein Beweis der Literatur entnommen, so findet sich die Quellen-
angabe am Anfang des Beweises. Stammt nur das Resultat aus der Quelle, so ist diese in
der Behauptung angegeben.

Definition 1.1. Es sei C eine Unterkategorie der A-Linksmoduln, die ein kleines Skelett
S besitze. Es gebe also eine Unterkategorie S von C, deren Objekte eine Menge bilden, die
ein Objekt jeder Isomorphieklasse von C enthélt und alle Morphismen zwischen Objekten
aus S erbt, die es in C gibt. Es sei F'(S) die freie abelsche Gruppe mit Basis S und U die
Untergruppe von S, die von

{M — N — L € F(S)| es gibt eine kurze exakte Sequenz 0 — L — M — N — 0 in S}

erzeugt wird. Dann heifit Ko(C) := F(S)/U die Grothendieckgruppe von C (siehe [19, S.
84]).

Die Betrachtung eines Skelettes ist hier notig, um die freie abelsche Gruppe bilden zu
konnen. Wir werden im Folgenden die mengentheoretischen Feinheiten meist vernachlas-
sigen und einen Modul mit dem ihm entsprechenden Element in S identifizieren, ohne
dies explizit zu erwahnen. Alle hier betrachteten Kategorien besitzen ein Skelett.

Ist also M € C ein Modul und N € C ein Untermodul von M, so dass auch der Quotient
von M und N in C liegt, so identifizieren wir M mit der Summe des Untermoduls und
des Quotienten.

Beispiel 1.2. Es sei K ein Korper und M(K) die Kategorie der endlich erzeugten K-
Moduln, also der endlichdimensionalen K-Vektorrdaume. Die Abbildung, die jedem K-
Vektorraum seine Dimension zuordnet, induziert einen Isomorphismus Co(M(K)) — Z
[19, S.88].

Betrachte andererseits die Kategorie C aller abzéhlbar erzeugten A-Moduln fiir einen
beliebigen Ring A. Es ist o(C) = 0: Fiir jeden A-Modul M gibt es eine kurze exakte

Sequenz
0—>M—>€BM—>@M—>O,
ieN ieN

also ist —M = @, M — P,y M — M € U [19, S.86].
Definition 1.3. (siehe [19], S.86])

(i) Es sei M(A) die Kategorie der endlich erzeugten A-Linksmoduln. Dann setzen wir
Go(A) = Ko(M(A)).



(ii) Fir die Kategorie der endlich erzeugten projektiven A-Linksmoduln P(A) definieren
wir Ko(A) := Ko(P(A)). Die Gruppe Ky(A) heifst die 0-te algebraische K-Gruppe
von A.

Im Folgenden betrachten wir ausschlieflich endlich erzeugte A-Linksmoduln und be-
zeichnen diese kurz als A-Moduln.
Hat ein Modul M einen Untermodul N, so liefern Inklusion und Projektion eine kurze
exakte Sequenz 0 — N — M — M/N — 0. Dies legt die Vermutung nahe, dass die
elementaren Bausteine von Gy(A) die einfachen A-Moduln sind.

Erinnerung 1.4. (siehe [19, S.653ff])

(i) Eine Kompositionsreihe eines A-Moduls M ist eine absteigende Kette von A-Untermoduln
M:Mlj...DMnDMn+1:0,

so dass M;/M;, einfach ist, die Kette also keine Verfeinerung besitzt. Die Faktor-
moduln M;/M;,; heifsen Faktoren der Kompositionsreihe. Zwei Kompositionsreihen
heifsen dquivalent, wenn es eine Bijektion zwischen den Faktoren der Reihen gibt,
so dass einander zugeordnete Faktoren isomorph sind.

(ii) Nicht jeder Modul besitzt eine Kompositionsreihe. Hat M aber eine Kompositions-
reihe, so sind alle anderen Kompositionsreihen nach dem Satz von Jordan-Holder
aquivalent.

(iii) Ist A ein linksartinscher Ring, so existiert eine Kompositionsreihe fiir jeden endlich
erzeugten A-Modul M: Man verfeinert sukzessive die Reihe M D 0. Da M artinsch
iiber A ist, erhélt man nach endlich vielen Schritten eine Kompositionsreihe.

Satz 1.5. Es sei A linksartinsch und D die Kategorie, deren Objekte die einfachen A-
Moduln und der Nullmodul sind. Dann ist

Go(A) = Ko(D) = @ Z.

XeZ(D)\{0}

Beweis. (siche [19, S.89ff]) Wir schreiben [M] fiir die durch einen A-Modul M in Gy(A)
definierte Klasse. Ist M einfach, so sei das durch M in ICo(D) repréisentierte Element mit
[M]p bezeichnet.

Jeder A-Modul M besitzt eine Kompositionsreihe 0 = My, C ... C M, = M. Die Iso-
morphieklassen der Faktoren zweier Kompositionsreihen von M sind bis auf Umordnung
gleich und nur von der Isomorphieklasse von M abhéngig. Betrachte

n

J: Go(A) = Ko(D),  [M] Y [Xi]p,

=1

wobei X1, ..., X, die Faktoren einer Kompositionsreihe von M seien. Die Abbildung j ist

wohldefiniert: Es sei ( L ! M= N 0 eine kurze exakte Sequenz in D und

O=MyC..CM,=f(L)c..CM,=M



eine Kompositionsreihe von M. Dann ist
0=f""My))=LoC..Cf (M)=:Lp=1L
eine Kompositionsreihe von L und
0=g(Mg)=:NoC..CNyp:=g9(M,)=N
eine Kompositionsreihe von N. Weiter ist L;/L;1 = M;/M;_; fir i = 1,...,k und
Ni/Ni—y = (Misr/ L) [ (Miy—1 /L) = Mgk /My

fire=1,..,n — k. Es ist also

MIe) = (0Ek) = 3Ne) = DM/ Mol = Y IEa/ Ll = YN/ Nl
n n—k
= [M;/M;_1]p Z Miy/Miyr—1]p
i=k+1 i=1

Wir zeigen, dass j und die Abbildung
i Ko(D) = Go(A),  [M]p — [M].

zueinander invers sind: Offensichtlich ist j o4 = idg,p). Da fiir beheblges M e M(A)
mit Kompositionsreihe 0 = My C ... C M, = M und fiir alle : = 1,...,n die Folge
0— Mi—l - Mz - Mi/Mi—l — 0 exakt iSt, ist

n

ioj([M]e) = Z[Mi/Mi—l]C

also ist 7 0 j = ide und damit ICo(C) = Gy(A).
Um zu zeigen, dass Ko(D) = @XeZ(D\{o}) 7 ist, geniigt es,

{cl(M)—cl(N)—cl(L) € F(Z(D))|es gibt eine exakte Sequenz 0 - L — M — N — 0} =0

nachzuweisen. Da aber Homomorphismen zwischen einfachen Moduln entweder bijektiv
oder die Nullabbildung sind, ist fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — L — M — N — 0
in D entweder L = 0 und damit M = N oder L = M und dann N = 0. Damit ist die
Behauptung bewiesen. O



1.2 0-Hecke-Algebren

Eine Coxetergruppe (W, S) besteht aus einer Gruppe W, die eine Présentierung mit Er-
zeugendensystem S und Relationen

=1, (st)™D =1

besitzt, wobei auch m(s,t) = oo, also keine Relation zwischen s und ¢ méglich ist. Die
Erzeuger sind demnach selbstinvers, und alle anderen Relationen entstehen aus Relationen
zwischen zwei Erzeugern.

Beispiele fiir solche Gruppen sind die Weyl-Gruppen halbeinfacher Lie-Algebren. Uns wird
im Folgenden die symmetrische Gruppe auf n Elementen, ¥,,, beschéftigen, die Weyl-
Gruppe der einfachen Lie-Algebra vom Typ A,_; [14].

Bemerkung 1.6. Bezeichne o; die Transposition (i,i+1) € 3,,. Die symmetrische Gruppe
Y, hat eine Prasentierung mit n — 1 Erzeugern oy, ...0,_1 und Relationen

(1s) o?=1firallei e {1,..,n— 1},
(22) (O'Z'O'i_‘_l)g = 1, also 0i0;+10; = 0,410,041 fur alle 7 € {]_, e — 2},
(3s) (0y0;)* =1, also 0,0; = oj0; fiir alle i,j € {1,....,n — 1} mit |i — j| > 1.

Die Gruppe ¥, ist also eine Coxetergruppe.

Es sei R ein kommutativer Ring. Jede Coxetergruppe W mit Erzeugendensystem S
definiert eine von einer Unbestimmten ¢ abhéngige Familie von R-Algebren, die g-Hecke-
Algebren vom Typ (W, S) [5]. Fiir ¢ = 1 erhdlt man beispielsweise die Gruppenalgebra
von W. Wir werden uns im Folgenden mit der O-Hecke-Algebra zur Coxetergruppe X,
befassen.

Definition 1.7. Die 0-Hecke Algebra H,, := H,(0) vom Typ A,,_; iiber dem Korper K ist
die assoziative unitire K-Algebra erzeugt von n—1 Elementen T, ..., T,,_; mit Relationen

(1) T?=-T, firalleie {1,...n— 1},
(2) EE+1E - E+1Eﬂ+1 fur aﬂe Z € {1, ...,n — 2}7
(3) T.T; = T,T, fir alle 4,5 € {1,...,n — 1} mit |i — j| > 1,

siehe [24]. Wir definieren zusétzlich und in Einklang mit ¥y = {0} = ¥, dass Hy(0) := K
sel.

Um eine Basis von H,, zu finden und die Multiplikation beziiglich dieser Basis zu ver-
stehen, bendtigen wir ein besseres Verstdndnis von ¥, als Coxetergruppe. Hierfiir sind
reduzierte Ausdriicke und Abstiege von grofer Bedeutung:

Definition 1.8. Betrachte eine Permutation o € 3,,. Wir bezeichnen die Menge {1, ...,n—
1} mit n — 1.

(i) Es sei k minimal mit der Eigenschaft, dass es i1, ..., 4, € n — 1 gibt mit 0 = 0;,...0;,.
Dann heifst [(0) := k die Lange von ¢ und (o, , ..., 0, ) ein reduzierter Ausdruck fiir
.



(ii) Die Menge der Abstiege von o ist definiert als
Des(o) :={ien—1|o(i) >o(i+1)}.

Lemma 1.9. Es gibt genau dann einen reduzierten Ausdruck (o, ..., 0;,) fiir o € X,, mit
o;, = o, wenn l(oo;) < 1(0) ist. Es ist 1(c0;) =1(0) £ 1.

Beweis. Offensichtlich ist 1(c0;, ) < 1(0). Ist andererseits o; mit 1(c0;) < 1(0) gegeben und
ist (0j,,...,04,) ein reduzierter Ausdruck fiir ooy, so ist 0 = ooy0; = 0,...0;,,01, und der
rechte Ausdruck hat héchstens Léange m+1 < 1(o). Also ist (03,, ..., 0, 01) ein reduzierter
Ausdruck fiir o.

Zul(oo;) =1(0) £ 1: Es sei (04, ..., 04, ) ein reduzierter Ausdruck fiir 0. Ist 1(c0;) < 1(0),
also i =, so ist (0y,,...,04,_,) wieder ein reduzierter Ausdruck, denn andernfalls liefte
sich ein reduzierter Ausdruck einer Lange kleiner % fiir o konstruieren. Wegen o;,...0;, |, =
0i,...04,_,0101 = 0oy hat ooy Lange k — 1.

Andererseits ist wegen Bemerkung [I.6] klar, dass ooy nicht die gleiche Lénge wie o; haben
kann, denn die einzige Relation, die einen Ausdruck verkiirzt oder verlangert, ist (1yx).
Ist schlieblich 1(ooy) > 1(0), so ist (o4, ..., 04, 07) €in Ausdruck fiir oco; der Lange k + 1.
Damit folgt die Behauptung. O]

Lemma 1.10. Fiir o € %, ist [ € Des(o) genau dann, wenn [(c0;) < (o) ist.

Beweis. Es sei | ¢ Des(0), es sei weiter 0 = 0y,...0;, mit I(¢) = k. Angenommen, es ist
ir = [. Dann betrachte das maximale s mit | ¢ Des(o;,...0;,). Setze o := oy,...04,, 3 =
iy -0y, - Dann ist also a(l) < a(l + 1) und B(I) > B(I + 1). Man sieht leicht, dass dann
o;, = ogqy und B(1 + 1) = B(l) + 1 sein muss.

Setze 7 = 0y, ,...04, ,. Dann gilt fiir ¢ # [,1 + 1, dass
B(@) = Oiir--03, (@) = Oipyr--00,_, (@) = T(q),

B(q) = 7(q) wegen B(1+1) = (1) + 1.

also a(q) = op)6(q) =
=a(l+1)und 7(I+ 1) = a(l), so wire

Wiéire nun 7(1)
a(l) =070, (1) = 0y, 701(1) = o;,a(1) = B(I)

und analog a(l+1) = B(I+1), Widerspruch. Es ist also «(l) = 7(I) und a(l+1) = 7(I+1),
also insgesamt o = 7. Dies ist unméglich, da [(«) # [(7) ist. Damit kann nicht i = [
gewesen sein, es gibt also keinen reduzierten Ausdruck fiir o, der auf o; endet, und es ist
l(ooy) > (o).

Nun nehmen wir umgekehrt an, dass | € Des(o) ist und o = 0y,...0;, mit (o) = k. Es ist
ooi(l) = o(l+ 1) und ooy(l + 1) = o(l), also | ¢ Des(c0;), nach dem oben Gezeigten ist
also (o) = l(ooy07) > l(00y). O

Lemma 1.11. (siche siehe [24]) Ist (0, ..., 04, ) €in reduzierter Ausdruck fiir o € %, so
definieren wir 7, := T;,...T;, . Weiter setzen wir Tiq := 1.
Es gilt: T, ist unabhéngig vom gewéhlten reduzierten Ausdruck fiir o, und es ist

[ -T,, fallsi€ Des(c7!),
Tilo = { T, falls i ¢ Des(o~)).



Beweis. Es sel 0 = 0,...04, = 0j,...05, mit [(0) = k. Dann lésst sich o;,...0;, durch
endlich viele Anwendungen der Relationen (25) und (3y) in 0j,...0;, {iberfithren, denn
die Anwendung von (2yx) und (3x) auf einen reduzierten Ausdruck liefert wiederum einen
reduzierten Ausdruck, und ist die Anwendung von (1yx) auf einen Ausdruck moglich, so
ist der Ausdruck nicht reduziert. Wendet man analog die Relationen (2) und (3) auf
T;,...T;, an, erhélt man Tj,...T},. Die Formel fiir T;T,, folgt sofort aus der eben gezeigten
Wohldefiniertheit und Lemma [L.100 O

Satz 1.12. Die Familie (7} ),cx, ist eine K-Basis von H,, fiir n € Ny.

Beweis. (siehe [20, S.6]) Wegen ist klar, dass die T, ein Erzeugendensystem von H,
bilden.

Es sei V ein K-Vektorraum mit Basis (€,)yes,. Wir werden H,, als Unteralgebra von
Endg (V) auffassen und damit die lineare Unabhéngigkeit der T, beweisen.

Fir 1 <i<n—1sei0(T;) :=0; € Endg (V) gegeben durch

0:(c0) €005 falls 1(o;0) > 1(0)
i\€o) ‘=

—e,, falls 1(0;0) < 1(0).
Es ist klar, dass 0;(6;(e,)) = —6;(e,) ist. Um zu zeigen, dass obige Vorschrift tatséchlich
einen wohldefinierten Homomorphismus H, — Endg (V) liefert, ist wegen und
nur zu zeigen, dass 6;,....0;, (e,) = 0;,...0;, (e,) ist, falls (04, ..., 04,) und (o, ..., 0, ) zwei
reduzierte Ausdriicke fiir w € ¥, sind.
Definiere v; € Endg (V') durch

Diles) = ooy, falls l(ooy) > 1(0)
—e,, fallsl(oo;) <1(0).
Dann ist ; o ¥; = ¥, o 6;: Man unterscheide hierzu nach Lange von o;0,00; und o,00;.
Beispielsweise ist fiir 1(c;0) < 1(0) < 1(o0;)
0;00(es) = bi(egs,) und ;06i(e;) = —V(es) = —€qq,-
Mit Lemma [1.9]ist 1(c;00;) < l(0;0) +1 < 1(0) + 1, aber auch 1(g;00;) > 1(00;) — 1 >
(o) — 1, also ist 1(o;00;) = 1(0) < 1(00;) und damit 6;(ess,) = —€oo,-
Analog zeigt man 6; o ¥,(e,) = U, 0 6;(e,) in allen anderen moglichen Féllen.
Wir zeigen nun die Wohldefiniertheit von 6(e,) durch Induktion nach l(¢): Fiir o = id ist
0;,...0;, (e:a) = e, fiir jeden reduzierten Ausdruck (o, ..,0y,) fiir w, da ausschlieklich Fall
1 der Definition von 8, eintritt.
Ist 0 € ¥, mit 1(o) > 0, so gibt es ein o, mit 1(co,,) < (o). Damit ist
02-1....9%(60) = 911....9,-k19m(emm)
= ﬁmenelk (eaam)
= ﬁmgjl...ﬁjk(ewm)
= le...ﬁjkﬁm(ewm)
9]'1 ij (65).
Also ist 6: H,, — Endg (V') ein wohldefinierter Homomorphismus von Algebren.
Sind nun A\, € K mit > __ A,T, = 0, so ist auch

0=00>_AT,)(e1) = Y Aseo,

oeEX oeY

ceY

also miissen alle A\, = 0 sein, da die e, linear unabhéngig sind. O

10



1.3 Darstellungen von H,

Wir bestimmen nun die einfachen H,-Moduln. Nach Satz kennen wir dann die Grup-
penstruktur von Go(H,), denn H, ist als endlichdimensionaler K-Vektorraum linksar-
tinsch. Die Faktoren einer Kompositionsreihe von H,, sind nach Definition einfache H,,-
Moduln. Umgekehrt erhélt man jeden einfachen H,-Modul auf diese Weise:

Lemma 1.13. Es sei A eine R-Algebra. Jeder einfache A-Modul M ist isomorph zu einem
Faktor einer Kompositionsreihe von A.

Beweis. Betrachte fir m € M, m # 0 die Abbildung 7: A — M,a — am. Wegen 1m =
m # 0 ist Im(7) # 0, also Im(7) = M, da M einfach ist. Damit ist M = A/ker(r) als
A-Modul.

Die Kette ker(7) C A ldsst sich zu einer Kompositionsreihe von A verfeinern. Da A/ker(7)
einfach ist, ist ker(7) ein maximales Linksideal von A, also ist A/ker(7) ein Faktor dieser
Kompositionsreihe. O]

Definition 1.14. Fiir I C n — 1 definieren wir eine Darstellung A\;: H,, — Endg(K)

durch
—idg, 1€,

M(T) = { 0,i¢l,

siche [24]. Man sieht leicht, dass A; wohldefiniert ist, beispielsweise ist A\;(T;)? = idgx =
—)\](ZE) firi e I.
Der durch A; definierte H,,-Modul sei mit C; bezeichnet

Satz 1.15. Fiir n > 1 gibt es genau 2" ! verschiedene irreduzible Darstellungen von H,,,
und zwar A\;, [ Cn —1.
Die einzige irreduzible Darstellung von Hj ist A\g = (1 — idg).

Beweis. (siehe [24]) Es sei 3, = {s1,...8p} mit I(s;) < I(s;41) und J; C H, das von
{T,,...,Ts, } erzeugte Ideal. Dann ist

O:ZJn_HCJnC...CJl:Hn

eine Kompositionsreihe von H,, mit eindimensionalen Faktoren, folglich sind nach Lemma
alle einfachen H,-Moduln bzw. alle irreduziblen Darstellungen von H,, eindimensional
tiber K. Umgekehrt ist natiirlich jede Darstellung H,, — Endg(K) aus Dimensionsgriin-
den irreduzibel.
Es sei ¢: H, — Endg(K) = K eine beliebige Darstellung. Da ¢ ein Homomorphismus
von Algebren ist, ist ¢ durch die Werte ¢(7;) =: a; € K bereits vollstdndig bestimmt.
Wegen

—a; = ¢(=T)) = ¢(T7") = ¢(T3)* = of
muss jedes a; gleich 0 oder —1 sein, also ist ¢ = A\; fiirein I Cn — 1.
Es bleibt zu zeigen, dass fiir I # J auch A\; # A\, ist. Wir nehmen ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit an, dass ¢ € I\ J ist. Angenommen, es gibt ein f € Endg(K) mit
foAr(h) = A;s(h)o f fir alle h € H,. Dann ist

0=fo(k—=0)=fod(Ti)=M(T)o f=—idgcof=—f

also ist f = 0, also kein Isomorphismus. O
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1.4 Nichtkommutative symmetrische und quasisymmetrische Funk-
tionen

Die direkte Summe €D, -, Go(Z[X,]) besitzt eine Hopfalgebrastruktur und ist isomorph zur
Hopfalgebra Symm der symmetrischen Funktionen. Wir werden spéter zeigen, dass ana-
log die direkte Summe der Gy(H,,) eine Hopfalgebra ist, die isomorph zu der Hopfalgebra
der quasisymmetrischen Funktionen QSymm ist, die Darstellungen der aus Deformati-
on von Z[X,] erhaltenen 0-Heckealgebren entsprechen also einer Verallgemeinerung der
symmetrischen Funktionen. Zunéchst sammeln wir einige Fakten iiber Hopfalgebren.

Definition 1.16. Es sei R ein kommutativer Ring. Eine R-Koalgebra ist ein R-Modul C'
zusammen mit R-linearen Abbildungen

A:C— C®rC (Komultiplikation) und €: C — R (Koeins)

so dass die Diagramme

C 2 C®rC und C
lA \Lidc®A > A S
Copr 2 00, CapC RoprC LY 00,0 0 onR

kommutieren. Die Koalgebra C' heiftt kokommutativ, wenn 7o A = A ist, dabei ist
Tc®d) =d®ec.

Sind C' und D R-Koalgebren, so heiftt ein R-Modulhomomorphismus f: C' — D ein
Homomorphismus von Koalgebren, wenn die Diagramme

c—7' -p und c—t-p
o - T
ConC?L DerD R—-R

kommutieren. Das Konzept der Koalgebra und der damit verwandten Begriffe ist also dual
zu dem der Algebra: Die Definitionen entsprechen den Definitionen fiir Algebren in der
dualen Kategorie.

Bemerkung 1.17. (siehe [23])

(i) Jeder kommutative Ring R ist eine kokommutative Koalgebra mit Komultiplikation
Ag(r) :==r ® 1 und Koeins idg.

(ii) Sind A und B R-Algebren, so ist A @ B eine R-Algebra mit Multiplikation
fass = (pa ® pp) o (ida ® T ® idp).
Sind A und B unitér, so ist A ® B unitdr mit Eins nagp := (14 ® np) o Ag.

(iii) Dual dazu gilt: Sind C' und D R-Koalgebren, so gibt es auf C ® g D eine koassoziative
Komultiplikation
AC@D = (ldc X T X ldD) O (AC & AD)

und Koeinsen von C' und D liefern eine Koeins €cgp := g o (€ ® €p).
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Definition 1.18. (i) Eine unitdre R-Algebra B mit Multiplikation x4 und Eins 7 heifst
R-Bialgebra, wenn B gleichzeitig eine Koalgebra mit Komultiplikation A und Koeins
€ ist und eine der beiden folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(a) w und n sind Homomorphismen von Koalgebren.

(b) A und € sind Homomorphismen von unitdren Algebren.

Ein Bialgebrahomomorphismus ist ein Homomorphismus von unitidren Algebren, der
gleichzeitig ein Koalgebrahomomorphismus ist.

(ii) Eine R-Bialgebra H heift Hopfalgebra, wenn es eine R-lineare Abbildung x: H — H
gibt, so dass das Diagramm

Hop H Hop H
AT lu
€ n
H R H
Al Tu
Hop H—Y _ Heon,H

kommutiert. Sind G und H Hopfalgebren, so heifst ein Homomorphismus von Bi-
algebren f: G — H ein Homomorphismus von Hopfalgebren, falls foxg = xgo f ist.

Beispiel 1.19. Die Gruppenalgebra R[G] einer Gruppe G ist eine R-Hopfalgebra mit
Komultiplikation ¢ — ¢ ® g und Koeins g — 1 € R fiir g € G. Die Antipode ist gegeben
durch g — g~' (siehe |27, S.72]).

Definition 1.20. Eine R-Algebra A heift graduiert, wenn A = P, . A, ist als abel-
sche Gruppe und A;A; C Asys sowie RA, C A, ist fiir alle s,t. Insbesondere ist dann
Analog heifst eine R-Koalgebra C' graduiert, wenn C' = @neNO C, ist als abelsche Grup-
pe und A(C,) C B}, C; @ C,_; sowie RC,, C C, ist fiir alle n. Insbesondere ist dann
e(c) =0 fiir alle ce @,,., Cy.

Ein Homomorphismus graduierter (Ko-)Algebren ist ein (Ko-)Algebrahomomorphismus
f: A— Bmit f(A,) C B,.

Eine Hopfalgebra H heifst graduiert, wenn sie als Bialgebra, also als Algebra und Koalge-
bra graduiert ist und x(H,) C H, gilt.

Bemerkung 1.21. Eine graduierte R-Bialgebra B heifst zusammenhéngend, wenn n: R —
By und €: By — R Isomorphismen sind. Man kann zeigen , dass dann

G(B,B) :={f € Homg(B, B)| fiz,: Bo — By ist ein Isomorphismus }

mit fx g := po (f ®gg) oA eine Gruppe mit Einselement 7e ist, siche zum Beispiel
[23, S.259]. Ein Blick auf das definierende Diagramm fiir Antipoden zeigt, dass (id)~! die
eindeutig bestimmte Antipode von B ist, jede zusammenhéngende Bialgebra besitzt also
genau eine Hopfalgebrastruktur.

Bemerkung 1.22. Es sei H eine Hopfalgebra mit Antipode x. Dann ist x ein Antiho-
momorphismus, d.h. fiir g,h € H ist x(gh) = x(h)x(g) (siche [27, S.74]).
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Bevor wir die Hopfalgebra NSymm und die zu NSymm duale Hopfalgebra QSymm ken-
nenlernen, werfen wir einen kurzen Blick auf die Hopfalgebra der symmetrischen Funk-
tionen Symm, die durch NSymm und QSymm verallgemeinert wird. Fiir einen weiter-
gehenden Uberblick iiber das elegante Zusammenspiel dieser drei Hopfalgebren sei auf
Hazewinkel [12] verwiesen.

Die Elemente in Symm sind unter bestimmten Vertauschungen invariante, im Grad
beschriankte Potenzreihen:

Definition 1.23. Es seien X, Xs, ... abzdhlbar viele kommutierende Unbestimmte. Eine
Potenzreihe in X, X5, ... mit Koeffizienten in R ist eine Abbildung

f AT cPM)| 1| =k} x N*) > R,

k>0

jedem Monom Xgll...Xf: wird also ein Koeffizient aus R zugeordnet. Man schreibt auch

FXL X )= > f{in e}, (i o i) X2 X

i< .. <i
(51 +--»d1) ENF

Der Grad deg(f) von f sei definiert als das Supremum aller Grade von Monomen mit
nichttrivialem Koeffizienten. Beispielsweise ist deg(} 72, X ) = oo und deg(3°°, X;) = 1
Die Menge aller Potenzreihen in X, X, ... mit Koeffizienten in R sei mit R{(X, Xs,...))
bezeichnet. Die Menge aller Potenzreihen in R{(X;, Xs,...)), deren Grad beschrinkt, also
ungleich oo ist, bezeichnen wir mit R°((X;, Xs, ...)).

Fir f,g € R{(X1, Xs,...)) definieren wir wie iiblich f + g durch punktweise Addition und
f - g durch

(fg)(Xl,XQ,) = Z f({il,...,ik},(jl,...,jk))g({Tl,...,Tl},(81,...,Sl))Xgll...Xg:Xfll...Xfll

i1 <...<ig,r1<...<my
(G15e-dk)(515000557)

Mit diesen Verkniipfungen bildet R({X, X5, ...)) einen Ring mit Eins, und R*((X1, X, ...))
ist ein Unterring von R{(X1, Xs,...)).

Definition 1.24. Eine Potenzreihe

von beschranktem Grad heift symmetrisch, wenn gilt: Fiir alle n € N, fiir alle o € %, ist

f(Xl, Xg, ) — f(Xa(l)a ceey Xa(n)7 Xn+1, )

Eine Potenzreihe von beschréanktem Grad ist also symmetrisch, wenn sie invariant unter
Vertauschung endlich vieler Variablen ist. Summe und Produkt symmetrischer Potenz-
reihen von beschrianktem Grad sind wieder symmetrisch, der Ring der symmetrischen

Potenzreihen in R*((X, Xy, ...)) wird mit Symm(R) bezeichnet [13].
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Bemerkung 1.25. (siehe [12]) Fiir n € N definieren wir symmetrische Potenzreihen
durch

Zn(X17X27'-') = Z X21X1n>
1<i1<...<inp
20 = 1.

Die z, heiffen elementarsymmetrische Polynome. Der Fundamentalsatz iiber symmetri-
schen Polynome (siehe [18, S.21|) liefert , dass Symm(R) = R[z1, 22, ...] ist, jede symme-
trische Potenzreihe von beschranktem Grad ist ein Polynom in den z,.

Fir n € Ny sei Symm, (R) := {f € R[z,29,..]| f ist homogen vom Grad n}. Dann ist
Symm(R) = D, ¢y, Symm,, (R) eine zusammenhiingende graduierte Hopfalgebra mit Ko-
multiplikation

Ag: Symm(R) — Symm(R) ®pg Symm(R), =z, +— Z 2 @ Zp_i
i=0
und Koeins  €g: Symm(R) — R, =z, +— 0.

Wie eben beschrieben lésst sich Symm(R) auch ganz ohne den Hintergrund symme-
trischer Potenzreihen als die Algebra der Polynome in abzihlbar vielen kommutierenden
Unbestimmten auffassen. Betrachtet man stattdessen Polynome in nichtkommutieren-
den Unbestimmten, so erhélt man mit analog definierten Operationen die Hopfalgebra
NSymm(R). Monome in nichtkommutierenden Unbestimmten entsprechen Kompositio-
nen:

Definition 1.26. Eine Komposition von n € Ny ist ein Tupel o = (ay, ..., a) mit a; € N
und Zle a; = n. Wir schreiben dafiir kurz a = n. Das Gewicht von « ist wt(a) := n,
die Lange der Komposition ist I(«) := k. Fiir die leere Komposition () setzen wir wt(()) =
1(()) = 0.

Eine Komposition § = (by, ..., ;) heifst feiner als «, kurz § > «, wenn | > k ist und es
l=g< 1 < ... <1 = l glbt mit bij + bi]-—i-l + ...+ bi].+1_1 = Qj+1 fur ] = 0,...,]€ — 1.
Durch > ist eine partielle Ordnung auf der Menge aller Kompositionen definiert.
Beispielsweise ist (1,1,1,1) = (1,2,1) = (3,1) = (4), aber nicht (1,1,2) = (3,1).

Definition 1.27. Es sei NSymm(R) := R(Zy, Z,...) der Ring der Polynome in den ab-
zahlbar unendlich vielen nichtkommutierenden Unbestimmten Z,,,n € N. Fiir eine Kom-
position a setze Z, := Z,,...Z,,, weiter sei Z( := 1.

Bezeichnet NSymm, (R) die von den Monomen {Z,|wt(a) = n} in NSymm(R) erzeugte
(freie) abelsche Gruppe, so ist NSymm(R) = @ NSymm,,(R) ein graduierter Ring.
Fiir NSymm(Z) schreiben wir kurz NSymm.

n€eNg

Satz 1.28. Bezeichne pn: NSymm(R) ® g NSymm(R) — NSymm(R) die Multiplikation
von Polynomen in NSymm(R) und ny: R — NSymm(R) die tibliche Einbettung von R
in NSymm(R). Definiere R-Algebrahomomorphismen durch

Ay: NSymm(R) — NSymm(R) ®g NSymm(R),  Z, — Z Zi Q@ Lin—i,
i=0
eN: NSymm(R) — R, Zp — Oon
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sowie einen Antihomomorphismus von R-Algebren durch

x~: NSymm(R) — NSymm(R), Z,— Z (—1)@ 7,

o Komposition,
wt(a)=n

Dabei sei Zy := 1. Dann ist (NSymm(R), un,nn, AN, €n, Xn) eine graduierte zusammen-
héngende Hopfalgebra [12].

Beweis. Man rechnet Koassoziativitdt und die Eigenschaft der Koeins leicht auf den 7,
nach. Es gilt fiir n > 1

pyvo(i[d®@xs) o An(Zy) = Y Zow(Zui) =), >, (-1)¥zZ,
=0

1=0 o Komposition,
wt(a)=n—1

-y (_1)1<Q>ZOZQ+§: > (-1)®zz,

a Komposition, 7=1 o Komposition,

wt(a)=n wt(a)=n—1
= > (=D)'@Wz,+ > (—1)ihg,
a Komposition, a Komposition,
wt(a)=n wt(a)=n
= 0

und
HN © (1d X XN) 9] AN(Z()) = ZOXN<ZO) =1.
O

Eine andere Verallgemeinerung von Symm erhélt man, indem man die Bedingung
der Symmetrie abschwécht: Eine Potenzreihe ist symmetrisch, wenn der Koeffizient eines
Monoms nur von der Anzahl der darin auftretenden Variablen und den auftretenden
Potenzen abhéngt, insbesondere aber nicht davon, welche Potenz zu welcher Variable
gehort. Bei quasisymmetrischen Potenzreihen hingegen ist genau das nicht egal:

Definition 1.29. Eine Potenzreihe
f = Z 7"{1’1,...,ik},(jh...,jk)Xgll Cat Xz]: S Rb<<X1,X2, >>

i1 <...<ip
(15 jn)GNk
von beschrinktem Grad heift quasisymmetrisch, falls gilt: Fiir alle (jy, ..., jx) € N¥, fiir
alle I,J C Nmit |I| = |J| = k ist

L3t dn) = TI(G1,dn) -

Es spielt also fiir den Koeffizienten eines Monoms keine Rolle, welche Variablen darin ge-
nau auftreten, aber es ist wichtig, in welcher Reihenfolge den Variablen die Koeffizienten
zugeordnet werden.

Die Menge der quasisymmetrischen beschriankten Potenzreihen in R[X;, X, ...] wird mit
QSymm(R) bezeichnet, wir setzen wieder QSymm := QSymm(Z).

Wenn || = |J| < oo ist, gibt es stets eine Permutation von endlich vielen Variablen,
so dass I auf J abgebildet wird, also sind symmetrische Potenzreihen auch quasisymme-
trisch. Hingegen ist beispielsweise >, cicj XiX ]2 zwar quasisymmetrisch, aber unter keiner
Transposition invariant.
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Bemerkung 1.30. Es ist offensichtlich, dass die Summe quasisymmetrischer beschréank-
ter Potenzreihen wieder quasisymmetrisch ist. Fiir das Produkt sieht man dies wie folgt:
Es seien I, J C N endlich von gleicher Ordnung und ¢ € ¥y eine Bijektion mit ¢(I) = J.
Es seien weiter f, g € QSymm(R). Dann ist

(f : g)(L (th ceey tk))
= ) > FOM, (71, ey 1) G (N, (1, e 51))

M,NCN (PLseees TE)s(815enes s7)
MUN=I ra+sp=tc, falls lg=np=ic

= > ST FOL), (1, )g(@(N), (51, 58,))

M,NCN (1 5ees i) (875005 s1)
MUN=I rq+sp=tc, falls lg=np=ic

= > > FOL), (71, oo i) (N, (51, vy 55,))

d(M),¢(N)CN (r1sem)(815--87)
S(M)US(N)=0(I) ro+sp=tc, falls p(la)=d(ny)=d(ic)

= ([ 9, (t, s 1))

Wie Symm ist also auch QSymm ein graduierter Ring, die Graduierung ist durch die
Grade der Potenzreihen gegeben.

Definition 1.31. Es sei @ = (ay, ..., ax) eine Komposition. Wir definieren quasisymme-
trische Potenzreihen durch

M, = Z Xp L XE und My =1

1<i1 <. .. <ip,

sowie

F,:=Y Mj.
Bro

Die Potenzreihe M, heifst die zu « assoziierte monomiale quasisymmetrische Funktion,
F,, heifst quasi-Ribbon-Funktion [17].
Da die Koeffizienten f(I,(ji,...,Jx)) einer quasisymmetrischen Potenzreihe f nur von
(71, ..., jx) abhéngen (|I| = k ist durch (ji,...,jx) festgelegt) und der Grad von f be-
schrénkt ist, ist QSymm(R) ein freier R-Modul mit Basis (M, )a Komposition-
Weiter ist M, = Zﬁta(—l)l(ﬁ)_l(“)Fg, also ist auch (F,)a Komposition €ille Basis von
QSymm(R).

Bemerkung 1.32. Beziiglich der Basis (M, )a Komposition 15t die Multiplikation in
QSymm(R) durch das overlapping shuffle product (,iiberlappendes Mischprodukt ) ge-
geben: Es seien o = (ay, ..., ax) und 5 = (by, ..., b)) Kompositionen, dann ist

Ji?

MoMg= Y Xf XEXP X)

i1<...<ip,

J1<--<4]
dabei ist fiir ¢,, = j, der Exponent von X,  gleich a,, + b,.
Fir 1 <ry <.. <, ist der Koeffizient von X?21... X" in M, Mz (d.h. der Koeffizient von
Mig,.....s,), wenn wir das Produkt wieder beziiglich der Basis ausdriicken) also gleich der
Anzahl der Méglichkeiten, o und 8 mit Nullen zu Tupeln & und § der Linge n aufzufiillen,
so dass &; + 3; = s; ist. Dies kann offensichtlich nur gelingen, wenn max(k,l) <n < k+1
ist. Beispielsweise ist

MMy =2Mqay + M.
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Wir versuchen, dies formaler zu beschreiben: Ein Tupel v = (cy, ...,c,) € N¥ heiflt eine
schwache Komposition von > 7  ¢;, ihre Lange ist I(y) := n. Fiir jede schwache Kompo-
sition ¢ von n erhélt man eine Komposition 7(c) von n, indem man die Eintriage gleich 0
aus c entfernt.

Definieren wir also das overlapping shuffle product zunéchst fiir zwei Kompositionen «
und [ als formale Summe von Kompositionen

k+1
O"olpﬁ:: E E (d1+ﬁ1a'-'7dr+ﬁr)a
r:max(k,l) &, schwache Ifomp der Pénge r
m(&)=a,m(B)=08,8;+B;7#0
dann ist M,Mp = M, g, wenn man M., . := M, + M, setzt. So ist zum Beispiel fiir
a,b,c>1

(CL, b) ‘olp (C> = (CL> ba C) + (&7 G, b) + (Ca a, b) + (a +¢ b) + (CL, b+ C)‘
QSymm(R) ist nicht nur eine weitere Verallgemeinerung von Symm(R), sondern steht
auch mit NSymm(R) in engem Zusammenhang: QSymm(R) ist graduiert dual zu NSymm(R).

Definition 1.33. Es sei M = ), oy,
Dann heifst der graduierte R-Modul

M, ein graduierter R-Modul, d.h. es ist RM,, C M,,.

M’ := @5 Homp(M, R)

n€Np

der graduiert duale Modul zu M.
Dualisieren ist ein kontravarianter Funktor: Mit f: M — N ist auch

J'i N = M s (e 1 (f(m)
ein Homomorphismus graduierter R-Moduln, und es ist (f o g)’ = ¢’ o f’ sowie id’ = id.
Das folgende Lemma ermoglicht es, auf dem graduiert Dualen einer Bialgebra unter
bestimmten Bedingungen wieder eine Bialgebrastruktur zu definieren. Das Lemma gilt

auch noch, wenn man statt freien Moduln projektive Moduln betrachtet. Da wir aber nur
mit freien Bialgebren arbeiten, setzen wir gradweise freie Moduln voraus.

Lemma 1.34. Es seien M, N graduierte R-Moduln, es seien weiter M,, und N,, frei und
endlich erzeugt fiir n € Ny. Dann ist

AMMN - (MeN), m"@n — (men—m'(m)n'(n))

ein Isomorphismus graduierter R-Moduln [23]. )
Sind R-lineare Abbildungen f: M — M und g: N — N gegeben, so ist

Ao(ff@g)=(f@g) o

A ist also natirlich in M und N.
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Beweis. Man rechnet leicht nach, dass A ein Homomorphismus graduierter R-Moduln und
natiirlich ist. Das Duale eines freien endlich erzeugten R-Moduls mit Basis (e;)1<i<k ist
wieder frei iiber R mit Basis

(€)i<ich,  €ile;) = i
Sind (m;) und (n;) Basen von M, und N, iiber R, so rechnet man nach, dass A(m;®n/) =
(m; ® n;) ist.
Da (M ®N),)" = (Baypen Ma® Np)" kanonisch isomorph zu @, ,_,, (M, @ N,)" ist, zeigt
dies die Behauptung. O

Lemma 1.35. (siche [23])

(i) Es sei (A, u,n) eine graduierte R-Algebra, so dass A, frei und endlich erzeugt ist
fiir alle n € Ny. Dann ist A’ eine graduierte Koalgebra mit

Komultiplikation A :=X"toy/: A —=(AQA) —= A’ ® A,

-1
und Koeins € := ¢ 1o A’HR’%Z%

(ii) Ist (C, A, ¢€) eine graduierte R-Koalgebra, so dass C,, frei ist fiir alle n € Ny, so ist
C’ eine graduierte R-Algebra mit

Multiplikation i := Ao X: ('@ C'— (C®C) —= (',

und Eins 77 := € o ¢: R%R’HC'-

(iii) Ist B eine Bialgebra und frei und endlich erzeugt in jedem Grad, so ist auch B’ mit
den hier definierten Abbildungen eine Bialgebra. Ist B zusammenhéngend, so ist
auch B’ zusammenhéngend.

Ist B eine Hopfalgebra mit Antipode Y, so ist auch B’ eine Hopfalgebra mit Antipode

/

X -

Beweis. Mithilfe der Funktorialitit von ' und der Natiirlichkeit von A lassen sich die
Behauptungen leicht nachrechnen, wir zeigen als Beispiel, dass A die Multiplikation re-
spektiert. Es ist also zu zeigen, dass das dussere Rechteck im Diagramm

9 A loa"! ideT®id

B'® B (Ba B)® Bt
J{A i)\ l/\m

(B® B) JEEDEN (B3 (deTgid) (B®1Y A (B® B)®?
J{A’ (A®A) lA’@A’

B . (BoB) *"~B &R

B/®4

kommutiert. Das linksuntere Rechteck kommutiert, da ;1 die Komultiplikation in B respek-
tiert. Die Rechtecke links oben und rechts unten kommutieren wegen der Natiirlichkeit von
A. Dass das Rechteck rechts oben ebenfalls kommutiert, lasst sich problemlos ausrechnen.
Die Aussagen iiber die Graduierung von B’ und den Zusammenhang sind klar. O
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Satz 1.36. Bezeichne p1 die Multiplikation quasisymmetrischer Potenzreihen und ng: R —
QSymm(R) die Einbettung von R in QSymm(R). Weiter sei

Ag: QSymm(R) — QSymm(R)®zQSymm(R), Mg,

€g: QSymm(R) — R, M, +— 0q,

Dann ist (QSymm(R), iug, ng, Ag, €g) eine graduierte zusammenhéngende Bialgebra, also
eine Hopfalgebra, und

®: QSymm(R) — NSymm(R)", M, — (Zs— (Zg, M,) :=d5.4)
ist ein Isomorphismus von Hopfalgebren [12].
Beweis. Die Bijektivitdat von @ ist offensichtlich, und dass
P =iy, (PRP)Ag=Ay® und eg=éxd

ist, rechnet man leicht nach. Es bleibt zu zeigen, dass ®ug = jin (P ® ®) ist. Nun ist mit
Y= (€1, o )
(fin (P @ ) (Mo © Mp))(Zy) = (ANA((=, Ma) ® (=, Mg)))(Z,)
= (A(<—,Ma>®<— 3))(ANZ,)

- Z ZZ szM <ZC1—i1"'ZCWL—i7L7M5>

i1=0 in=0
Cn

= E: D On((irmin))” On((er—insn—in)) 5
11 0 zn—O

Andererseits ist (Pug(Ma @ Mgs))(Z,) = (Z,, MaMpg), und der Koeffizient von vy in -4, 5
ist gleich der Anzahl der Paare (&, B), so dass a, B schwache Kompositionen der Lange
n sind mit 7(&) = a,w(@) — f und &; + 3 = ¢;. Dies entspricht genau obiger Summe.
Die durch @ auf QSymm definierte Bialgebrastruktur stimmt also mit den oben defi-
nierten Abbildungen tiberein, insbesondere ist QSymm(R) eine Bialgebra und damit eine
Hopfalgebra. Da die Antipode eindeutig ist, folgt die behauptete Isomorphie von Hopfal-
gebren. ]

Fiir spéater halten wir fest:

Lemma 1.37. Ist B eine graduierte Bialgebra und in jedem Grad frei und endlich erzeugt,
so ist B = (B').

Beweis. Betrachte ®: B — (B’)',b — (a +— «(b)). Wihle eine Basis (b;) von B,,. Fir die
im Beweis von Lemma definiert Basis (b;) von B/, gilt dann

(D) () = b (bi) = 0s,
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also ist ®(b;) = b und P ist bijektiv.
Der Beweis, dass ® ein Homomorphismus von Bialgebren ist, verlauft d&hnlich wie der
Beweis von Satz[1.35; Man rechnet nach, dass ® natiirlich in B ist und dass die Diagramme

B® B—2>(B® B)" und R —2= K"

- TN

B'"® B" A (B/ Q B/)/ K’
kommutieren. Damit sieht man leicht, dass ® die Strukturen erhélt. O

Wir kénnen nun einen ersten Zusammenhang zwischen Gy(H,,) und QSymm angeben.
Die einfachen H,-Moduln sind indiziert {iber Teilmengen von n — 1. Die Basis (Fa)a,:n
der quasisymmetrischen Potenzreihen vom Grad n , also von QSymm,,, ist iiber Kompo-
sitionen « = n indiziert. Teilmengen von n — 1 und Kompositionen von n stehen aber in
Bijektion zueinander:

Bemerkung 1.38. Fiir eine Komposition a = (ay, ..., ax) von n setze
D(«) :={a1,a1 + ag,y...,a1 + ... + ap_1},

fir I = {iy < ... <4} C{l,...,n — 1} definiere eine Komposition von n durch
C(I) = (in,dn — i1, ooyt — 11,10 — i1).

Die Abbildungen C' und D sind zueinander invers und bezueglich < und C ordnungser-
haltend [17].

Korollar 1.39. Es sei Go(H) := @;, Go(H,). Nach Satz[L.5|ist Go(H,,) die freie abelsche
Gruppe auf den [Cf],I C n — 1. Fiir einen endlich erzeugten H,-Modul M mit [M] =
> 1[C1,] definiere F: Go(H) — QSymm durch

k
F(M) =) Fou,:
j=1
Bemerkung liefert, dass F ein Isomorphismus graduierter abelscher Gruppen ist.

Natiirlich ist damit auch Go(H) = NSymm als abelsche Gruppe. Wir werden aber
im folgenden sehen, dass F sogar ein Isomorphismus von Bialgebren ist. Dass F die
Algebrastruktur respektiert, wird in [7] behauptet und fiir einen Spezialfall bewiesen.
Hazewinkel erwihnt in [12], dass F ein Isomorphismus von Bialgebren ist, in den dort
angegebenen Referenzen ist allerdings kein Beweis zu finden.
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2 Die Bialgebra Gy(H)

2.1 Induktion und Restriktion in Gy(H)

Als néchstes werden wir ein Produkt auf Gy(H) definieren. Sind M und N zwei H,- bzw.
Hy,-Moduln, so ist M ®x N ein H, ® g Hy-Modul. Wir kénnen H, ® g H, als Unteralgebra
von H,., auffassen via

Ha®KHb_> a+bs TZ®1'—>Tlfurz€a—1, 1®7—3"—>Ta+jﬁ:lrj€b—1.

Eine Warnung: Wir werden, wie auch hier, im Folgenden oft nicht notieren, iiber welchen
Ring ein Tensorprodukt definiert wird, um die Ausdriicke lesbarer zu halten.
Fiir eine beliebige Unteralgebra B einer K-Algebra A und einen B-Modul M erhélt man
einen A-Modul

Ind3(M) .= A®p L,

den durch L induzierten A-Modul. Wir erhalten also aus einem H,- und einem H,-Modul
einen H,.,-Modul, indem wir Induktion auf das Tensorprodukt der beiden Moduln an-
wenden. Um zu zeigen, dass dies eine wohldefinierte Verkniipfung in Go(H) liefert, miissen
wir die Struktur von H, als H, ® H,-Modul besser kennen. Diese basiert wiederum auf
einer Zerlegung der symmetrischen Gruppe:

Definition 2.1. Es seien a,b € Ny und / C a+ b — 1. Dann sei
Dt = {o € Su|Des(o) € {a}}

die Menge, die aus der Identitdt und den Permutationen, deren reduzierte Ausdriicke alle
auf o, enden, besteht, und

Sa
Ea—i—b = <O'17 oy 0q—1y0a+15 -+ Ua+b—1>
die von den Transpositionen o;,7 # a, erzeugte Untergruppe in >, .

Lemma 2.2. Es seien a,b € Ny und o € Y, Dann gibt es genau ein a € Dj,, und
genau ein 3 € ¥¢,, mit 0 = aff, und es ist I(0) = I(a) +1(3).

Beweis. Es sei [(0) = [. Betrachte das Minimum [ — s der Menge
{k € Ny| Es gibt iy,....9, € a + b — 1 mit igy1,...,7% # a, so dass 0 = 0y,...04, },

also die Lénge des lingsten Wortes ohne o,, auf das ein reduzierter Ausdruck fiir o endet.
Es sei 0 = 0y,...0;, ein solcher reduzierter Ausdruck mit ¢541,...4; # a. Dann ist offenbar
a =040, €D, und B = 0y ,,...05 € X%, sowie l(o) = I(a) +1(B) .

Zur Eindeutigkeit: Es seien o/, 3’ zwei weitere Elemente mit 0 = o/#" und o/ € D7, 5’ €
3 . Dann ist /'8! = a € D2, ,. Wir zeigen, dass dann ﬁ’ﬁ_{: id ist. Angenommen,
es gibt ein k € Des(4'67!). Dann ist k # a, denn es ist F/37 € X2,

Drei Fille sind zu unterschieden: Ist a < /871 (k + 1) < /871 (k), so ist

o/(a) < /BB (k+1) < o'BB7 (k)

wegen Des(a’) C {a}. Dann ist aber k € Des(«), das ist unmoglich. Analog kann nicht
B8 k+1) < B8 k) < asein. Es ist also 3/371(k) > a > /671 (k + 1). Dies ist aber
nicht moglich, da #/371({1,...,a}) = {1, ...a} ist wegen 337! € f]ngb.

Also muss Des(#57!) = 0 sein, also @37 = id und damit o = o/ und 3 = 3. O
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Korollar 2.3. Der H, ® x Hy-Rechtsmodul H, ., ist frei mit Basis (Tg)gepg+b.

Bewers. Nach Lemma gibt es fiir alle 0 € ¥,y eindeutig bestimmte a € Dy, 3 €
¢, mit T, = T, Tp. Da (T,),ex,,, eine K-Basis von H, ist, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 2.4. Analog oder mit 3! = ¥, zeigt man, dass H,; ein freier H, @ Hy-
Linksmodul mit Basis (1),-1eps , ist.

Es ist klar, dass das Tensorprodukt M & N endlich erzeugter H,- bzw. H,-Moduln
wieder endlich erzeugt ist. Da H,,; ein endlich erzeugter H, ® Hy,-Modul ist, ist auch
Indgzg’Hb endlich erzeugt. Um eine wohldefinierte Abbildung auf Gy(H) zu erhalten, miis-
sen wir noch iiberpriifen, was mit kurzen exakten Sequenzen geschieht:

Lemma 2.5. Es sei

0——>71-top 2

N 0

eine kurze exakte Sequenz von H,—Moduln und M ein Hy,-Moduln. Dann ist
0 —Indjty (L@ M) — Indpy"s (M © M) —>Indy" % (N © M) —>0
eine kurze exakte Sequenz von H,,;,—Moduln.
Beweis. Da M ein K-Vektorraum ist, ist
0O—=LeM—>MeM—>NoM—=0
eine kurze exakte Sequenz von K-Vektorrdumen und damit auch von H, ® Hy,-Moduln.

Mit Korollar folgt die Exaktheit der zweiten Sequenz. O

Nun kénnen wir die gewiinschte Verkniipfung definieren. Dabei unterscheiden wir hier
und im folgenden in der Notation einen Modul M nicht mehr von dem durch M definierten
Element in Go(H). Wie am Ende von 1.3 angesprochen stammt die folgende Definition
aus [7].

Definition 2.6. Das Induktionsprodukt in Gy(H) ist die lineare Abbildung definiert durch

Indg: Go(H) @7 Go(H) — Go(H), M @z N +— Indiett . (M @ N).

Ha®KHb

Sie respektiert offensichtlich die Graduierung, d.h. es ist Indg(Go(H,)) ®z (Go(Hy))) C
gO(Ha+b)'

Wir haben nicht gezeigt, dass Indg assoziativ ist. Man kann dies direkt nachrech-
nen, wir verzichten darauf, da wir spéater ohnehin sehen werden, dass Go(H) isomorph zu
QSymm ist.

Die Komultiplikation in Gy(H) entsteht durch Restriktion von Moduln: Ist A eine K-
Algebra und B eine Unteralgebra von A, so ist jeder A-Modul M auch ein B-Modul durch
Einschrankung der A-Operation auf B. Wir bezeichnen den so erhaltenen B-Modul mit
Resa(M).

Ist A endlich erzeugt {iber B, so ist die Restriktion endlich erzeugter Moduln wieder
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endlich erzeugt. Weiter liefern kurze exakte Sequenzen von A-Moduln unter Restriktion
kurze exakten Sequenzen von B-Moduln. Wir erhalten also eine Abbildung

ReSHaébe gO( a—i—b)_)gO(H QK Hb)

Das ist aber natiirlich noch nicht das gewiinschte Ergebnis: Wir méchten eine Komulti-
pliaktion, also eine Abbildung nach Go(H) ®z Go(H).

Lemma 2.7. Fiir alle a,b € Nj ist die Abbildung
Og: Go(H,) @z Go(Hy) — Go(H, @k Hy), M ®@z N — M kg N

ein Isomorphismus.

Beweis. Betrachte die Abbildungen

Go(H, @k Hy) Go(H,) ®z Go(Hp)

N

gO(Haer)

Dabei ordnet A einem H, ® H,-Modul M den H,,-Modul zu, der als abelsche Gruppe M
entspricht und auf dem die 7T; mit ¢ # a wie bisher operieren und fiir den T,m = 0 ist fiir
alle m € M. Dies liefert eine wohldefinierte H,,,-Modulstrukter: Kein 7, = T;,...T;, mit
iy # a fiir alle [ wird durch die Relationen aus[1.7]in ein Produkt mit Faktor 75, uberfuhrt
A ist wohldefiniert und linear, denn kurze exakte Sequenzen von H, ® H,-Moduln werden
auf kurze exakte Sequenzen von H,,,-Moduln abgebildet.

Die lineare Abbildung B ist definiert durch B(C; ® C) := Cyyy.

Da kurze exakte Sequenzen von H, ,-Moduln auch immer kurze exakte Sequenzen von
H, ® Hy,-Moduln sind, ist A injektiv. Das Bild von A ist die von {Ckla ¢ K Ca+b—1}
erzeugte Untergruppe: Ist Ck, bzw. Ck, der den Mengen K; C a —1 bzw Ky C b—1
zugeordnete H,— bzw. H,—Modul, so wird Ck, ® Ck, von A auf Ck, k, abgebildet.
Umgekehrt befinden sich im Bild nur Linearkombinationen von Isomorphieklassen von
Moduln, auf denen T, trivial operiert, und da (C});cqsp—1 eine Basis von Go(H,p) ist,
folgt die Behauptung.

Offenbar ist B injektiv, und das Bild von B ist gleich dem Bild von A. Wir erhalten also
einen Isomorphismus A~'B zwischen den betrachteten Gruppen, dieser entspricht der im
Satz angegebenen Abbildung ®g. m

Definition 2.8. Das Restriktionskoprodukt in Gy(H) ist die lineare Abbildung definiert
durch

Resg: Go(H) — Go(H) @2 Go(H),  Go(Ha)M — 05" ( @D Resjiep, (M)).

a+b=n

Es ist Resg(Go(Hn)) C @Dy 4p—n G0(Ha) ®z Go(Hy), also respektiert Resg die Graduierung.

Auch hier liefse sich leicht, aber umsténdlich nachrechnen, dass Resg koassoziativ ist,
und man kénnte zeigen, dass Indg und Resg eine Bialgebrastruktur auf Go(H ) definieren.
Wir verschieben diese Einsichten auf spéter, ebenso wie den Beweis dafiir, dass die beiden
folgenden Abbildungen Eins und Koeins in Go(H) sind.
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Definition 2.9. Es ist Hy = K, und K ist der einzige einfache K-Modul. Wir definieren
also lineare Abbildungen 7g, ¢g durch

7792 Zﬁg()(H), 1HK€g0(H0>
und

r—s, fallsm=0und x = K" — K* € Gy(H,),
€g: Go(H) = Z, Go(H,) >z — { o(Ho)
0 sonst.

2.2 F erhalt die Multiplikation

Wir wollen nun zeigen, dass der Isomorphismus F: Gy(H) — QSymm abelscher Gruppen
aus[[.39ein Isomorphismus von Ringen ist. Zunéchst betrachten wir das Produkt einfacher
Moduln in Gyo(H) genauer. Wir suchen eine K-Basis des induzierten Moduls, um dann
dessen H, ,-Modulstruktur zu beschreiben:

Lemma 2.10. Esseien I Ca—1,J Cb—1 und

MLJ = Indgzg’KHb(C[ & CJ)

Dann ist My ; zyklisch, es gibt also ein e € M ; mit M; ; = Hyqpe.
Eine K- Basis von M ; ist durch (Tge)UGDZH) gegeben.

Beweis. (siche [7]) Da dimg(Cr) = dimg(Cy) = 1 ist, sind C7 und C; zyklisch. Es gibt
also e; € Crund e; € C; mit C; = Hyey und C; = Hyey. Setze

€= 1Ha+b O H.@H, (6[ ® eJ)a

dann ist MLJ = Haer@.
Nach Korollar haben wir Isomorphismen von K-Vektorraumen

Hoto @n,em, (Cr© Cp) = (@ To(Ho® Hy)) @n,em, (Cr @ Cy)

UGDZH;

o @ (T,(H, ® Hy)) @ 0m, (Cr @ Cy)

06D3+b

P (H.® H) @n,en, (Cr®Cy)

UGDZH;
@ (Cr®Cy)
UG'D3+Z)

o) IDg 1]
= K a+b ,

I

12

und fiir 0 € Dy, entspricht T, e unter den obigen Isomorphismen gerade dem Standard-
basisvektor (5U7T)Tepg+b in K16l O

Was passiert nun, wenn wir ein Element T,e obiger K-Basis von M; ; mit einem T;
multiplizieren? Klar ist: Falls ¢ € Des(o™!) ist, ist

T:(Tye) = (T;T,)e = —T,e.
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Falls i ¢ Des(o™!) ist, wird es schwieriger: Dann miissen wir die reduzierten Ausdriicke fiir
o;o darauf untersuchen, auf welche o; sie enden. Falls 0,0 € Df_, ist, ist T5,,e wieder ein
Basiselement, falls nicht, ldsst sich der letzte Faktor dieses reduzierten Ausdrucks (bzw.
das zugehorige 7)) auf e = e; ® e; anwenden. Eventueller Verwirrung mége das folgende
Beispiel vorbeugen:

Beispiel 2.11. Es sei a = 2,b = 4 und I = {1} C 1 sowie J = {1,2} C 3. Dann ist
beispielsweise g309 € D2, also T,,,,¢ ein Element der in Lemma bestimmten Basis
von Indflg® H4(CI ® Cy). Die Operation von Hj auf diesem Element ist gegeben durch
T Type = Tygsope it 010309 € D2,
0T 03006 = Topos00€ = Tryopos€ = Tosoy (1R Th)e; @ €5) = —Thu0s€,
denn T3 € Hg entspricht 1 ® T} € Hy ® H, unter der Injektion

Hy ® Hy — Hg,
T3T,p0e = TiThe = —T3The = —T,, 0,
T‘4T’0'30'26 = Ta4a30267

T5T 543006 = Tpso300€ = Trsoos€ = Trao, (1 @ T3)er @ €5) = 0.

Das folgende Lemma [2.13)liefert, dass wir auch in den Fllen, in denen i ¢ Des(o~1) ist,
hochstens einmal auf die Struktur von C; ® C; als H, ® Hy-Modul zuriickgreifen miissen.
Vorher notieren wir noch eine einfache Beobachtung, die wir im Folgenden mehrmals
benstigen.

Lemma 2.12. Fiir 0 € ¥,,,4 € n — 1 ist Des(0;0) C Des(a) U {o71(i)}.

Beweis. Eine Fallunterscheidung liefert die Behauptung. O]
Lemma 2.13. Essei 0 € D¢, und i € a+b — 1 mit ¢ ¢ Des(o™'). Dann ist
oo € Dy,

oder es ist
0,0 = Uaa—l(i)'

Beweis. Setze j := o~ '(i). Angenommen, es ist 0;0 ¢ D2 ,. Dann ist nach Lemma
j € Des(o;0) \ Des(o).

Also ist o(j) < o(j + 1), aber 0;0(j) > o;0(j + 1). Folglich muss o; gerade o(j) und
o(j+ 1) vertauschen, also ist o(j +1) =i+ 1 =0(j) + 1.

Damit ist fiir s € {1,...,n+m}

oio(s), fallss#j,j+1
oiooj(s) = oio(j+1), fallss=j
oi0(j), fallss=j+1
o(s), fallss#7,j+1
= oi(i+1), fallss=j
oi(1), fallss=j5+1
o(s), fallss#7,j+1
= o(7), fallss=y
o(j)+1, fallss=j+1

= o(s)
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Nun sind wir in der Lage, die H,y,-Modulstruktur von M; ; zu beschreiben, ohne

explizit nach mdoglichen reduzierten Ausdriicken zu unterscheiden

Lemma 2.14. Die Operation von H,y, auf My ist gegeben durch

~Tye, fallsi € Des(c™!),
70— ) Tooe,  fallsi ¢ Des(o™!) und 0,0 € D2,
e 0, fallsi ¢ Des(o™!) @) ¢ TU(J +a),
—Tye, fallsi ¢ Des(oc™ 1) (

firi€a+b—1und o € D},,. Dabeiist J +a:={j +alj € J}.

~!) und o0 ¢ D, so liefert Lemma [2.13, dass 0,0 = 00,-1(; ist,

Beweis. Ist i ¢ Des(o™!
und ein reduzierter Ausdruck fiir 0o,-1(;) endet auf o,-1(;). Folglich ist

TT,e="1T,,,e= Tm,a_lme =T,T5-1)e.

Fir 071(i) € U (J +n) ist T,-15e = —e, sonst ist T,-1;e = 0.

Definition 2.15. Fir I Ca—1,J Cb—1und o € Dy, sei

Huf{icat+b—1loo ¢ Dlyund o7 (i) € TU(J +a)}.

L (o) := Des(o
Die Menge Ly ;(o) enthilt also genau die i € a +b — 1, fiir die T; auf T,e € M; ; durch

T;T,e = —T,e operiert.

Wir wollen F (M ;) bestimmen, also die einfachen H,,,-Moduln finden, die in einer
Kompositionsreihe von M; ; als Faktoren auftreten. Ein zu [I.15 analoger Kniff liefert:

Satz 2.16. Essei/ Ca—1und J C b— 1. Dann ist
F(My,) = Z Fo(wr 0

JGD

Beweis. Fiir einen Beweis im Fall I = J = 0 siehe [7]. Wir nummerieren D¢,
{s1,...,sn} so, dass 1(s;) <1(s;11) ist fur alle 7. Setzen wir

M® .= span; {T,e|i > k} fiir 1 <i <N,

nach Lemma ein H,,-Modul. Also ist

so ist M*)
MWD c MW o MY = M,

0=

eine Kette von H, ,-Moduln und damit
N
F(M;,) = Z]:(M(M/M(k—&-l))'
k=1

Wegen dimg(M®) = N 4+ 1 — k ist M® /M® eindimensional iiber K mit Erzeuger
T,.e + M*+D also einfach. Es gibt also ein K, C a+b— 1 mit

) A 2 O
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Dieses K, ist aber mit Lemma einfach zu finden: Es ist fiir o = s,

—Tye+ M*+D | falls i € Des(o~ )

0+ M*E+D falls i ¢ Des(c™!) und o;0 € D?
A (k+1) — ? K3 a+b
T(Toet M) ~Tye+ M*+D | falls i ¢ Des(o~ ) o0 ¢ DL ,und o1 (i) € TU(J +a),
0+ M*E+HD, falls ¢ ¢ Des(o™!),0;0 ¢ D2, und o~ (i) ¢ 1U (J + a),

also K, = L j(0), und es ist

N
f(MI,J) = ZF(M(k)/M(k+1)) = Z FC(LI,J(U))
k=1

UEDZHJ

]

Es ist uns also gelungen, IndH“g’Hb(C'I ® C) beztglich der Basis (Cx) von Hgyp zu
verstehen. Nun wollen wir dasselbe mit den den Cx unter F entsprechenden quasisym-
metrischen Funktionen F (k) versuchen, also die Koeffizienten Ag in

FonFeon = Y AcFou
KCa+b-1

bestimmen. Wir erinnern uns: F,, war die Summe aller Mg, fiir die 3 feiner als o ist,
und das Produkt in QSymm war beziiglich der Basis (M3) durch das recht komplizierte
overlapping shuffie product gegeben. Sowohl den Vergleich von Kompositionen beziiglich
Feinheit als auch das overlapping shuffie product vermeiden wir, indem wir eine besser
handhabbare Darstellung der F,, finden:

Definition 2.17. Fir 7 € X, sei

Se={f:n—>N|f(x(1)) < ... < f(n(n)), f(x(i)) < f(x(i + 1)) fiir alle i € Des(7)}.

Lemma 2.18. Es sei « eine Komposition von n € N und 7 € ¥, eine Permutation mit
C(m) := C(Des(m)) = a. Dann ist

Fo=) x5

feSx
Beweis. (siche [26, 7.19]) Es ist

Fo = ) M= Z Y XX

Bra (bl ..... =[>« h<..<lg

= > Z X X,

bi,..., br)=Br« r1<...<rp
(1 k) B_ ri<ri+1©i€D([3)

denn es ist D(3) = {b1,b1 +bs,...,b1 +...+ b }. Da o < [ genau dann gilt, wenn Des(7) =
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D(«) C D(p) ist, ist also

F, = Y > X5y Xgm

Des(m)CD(B) f: {1,..;n}—N,f(1)<..< f(n)
F)<f(i+1)&i€D(B)

= > Xyy--Xgn)

Fiflonk f(1)<...<f(n)
i€Des(m)=f(i)< f(i+1)

= Z Xy1)--Xpn)

Fi{Len} =N, F(r(1)<... < (r(n))
i€Des(m)= £ (m (1)) < f (r(i+1))

= > XX
fESH

]

Bemerkung 2.19. Jedes F, lasst sich wie in darstellen: Die Abbildung C' ist eine
Bijektion, es gibt also ein I C n —1 mit C'(I) = o. Um ein 7 € ¥, mit Des(m) = I zu
finden, zerlegen wir I in groftmogliche Intervalle: Es sei
I'={iy,iv+ 1, 00+ n <idg,lo+ 1, g1 + npe1 <ig, ik + 1, ip + 1}

mit 4 +n; + 1 < ipqq fiir 1 <1 < k. Fiir I ={1,3,4} beispielsweise ist i; = 1,n; = 0 und
iQZZ 3,n2:: 1

Fiir alle s ¢ I, die nicht direkt an ein Intervallende anschliefen, also s # 4, +mn; + 1, setzen
wir 7(s) := s.

Auf den einzelnen Intervallen (und ihren kleinsten rechts nicht enthaltenen Punkten) soll

7 die Ordnung umkehren, um die gewiinschte Abstiegsmenge zu erhalten: Fiir 1 <[ < k
setze

(m(@0)yeeeym(@y +my 4+ 1)) i= (i + 1y + 1,9 4+ ng, ooy dg).
Dann ist Des(m) = 1.

In unserer neuen Notation ist fiir o € X, 7w € X,

Fewylom = ZZXf(l)-"Xf(n)Xg(l)---Xg(m)
fESs g€SK

= ) XX Xg)Xg(m),
(£.9)€S0 xS

es ist also nun die Frage, wie sich Tupel (f,g) € S, x S als Elemente eines S, auffassen
lassen.

Lemma 2.20. Die Menge aller Funktionen f: n — N ist die disjunkte Vereinigung der

Sy mit ™ € X,
{fin-N= || S

71'6271,

Beweis. (siehe [26, 7.19]) Betrachte eine Abbildung f: n — N mit Bildmenge f(n) =:
{w; < ... <ws}. Das Urbild von w; unter f sei
F {w}) = BO = (1Y < . <@},

n
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Falls f € S, ist, muss wegen f(7(1)) < ... < f(mw(n))

T({1,...,nm}) = BW,
7({n1+1,..,n1 +n2}) = B(2),

m({n1+..+n, 1 +1,..,n}) = B®

sein. Da f auf B® konstant ist, muss 7 auf obigen Mengen ordnungserhaltend sein, denn
k € Des(m) impliziert f(m(k)) < f(m(k+1)). Also ist

Des(m) C {ni,n1 +ng,....,n1 + ... + ns_1}.
Dadurch ist 7 eindeutig festgelegt: es muss
(T + 1), ooy w( + mig1)) = (07, . b))

sein, und diese Blécke miissen nach i geordnet in (7(1),...,m(n)) auftreten, da f(B®) =
w; < wiy = f(BYW) ist. Es ist also

(7(1), ow(n)) = (00, 6D B pED B b)),

o Yngo 9 VYng_1

und die im Lemma behauptete Zerlegung ist disjunkt.
Andererseits gilt fiir die so definierte Permutation tatséchlich, dass f € S ist, dies zeigt
die Behauptung. O

Definition 2.21. Fiir u € ¥,,v € ¥, definiere u x v € ¥, durch

X o(s) = u(s), falls s <a,
U uis) = a+uv(s—a), fallss>a.

Lemma 2.22. Es seien u € ¥,, v € Y. Dann ist

d: 5, x5, — I—l S(uxv)0_17 (I)<f7 g)(l) =

OG'Dg+b

f@@), falls1l<i<a,
g(i—a), fallsa<i<a+b

eine Bijektion.

Beweis. Essei f € S, und g € S,. Nach Lemma|2.20/gibt es ein m € ¥, mit ®(f, g) € S.
Wir zeigen zunéchst, dass das Bild von ¢ in der im Lemma angegebenen Bildmenge

enthalten ist: Dies bedeutet 7 = (u x v)o™! fiir ein o € D2, also
T (u xv) € DL,
Angenommen, es gibt ein i < a mit
M uxv)(i+1) = 7 lu(+1) <7 tu@) =7 (uxv)3). (1)

Dann ist wegen ®(f,g) € Sx

fluli+1)) = @(f,g)(m(x " u(i + 1)) < ©(f, g)(n(7 " u(i))) = f(u(i)),
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aber wegen f € S, ist auch f(u(i)) < f(u(i+ 1)), also
flu(i+1) = @(f,g)(n(r uli + 1)) = @(f, g)(m(r ™ u(i))) = f(u(@).  (2)

Somit kann i kein Abstieg von u sein, also ist u(i) < u(i+1), also mrtu(i) < mrtu(i+1).
Dann muss es aber wegen (1) ein k € {7 'u(i + 1) < ... < 7 'u(i) — 1} geben, das ein
Abstieg von 7 ist, im Widerspruch zu (2).

Analog sieht man, dass es kein ¢ € Des(7~!(u x v)) mit i > a geben kann, also ist
T (uxv) € DL,

Es ist klar, dass ® injektiv ist, zu zeigen bleibt die Surjektivitét. Es sei h € S(yxp)o—1 mit
o € Dy, Setze

f=hg.» und g:=Dhgmi1 ngmy o (i —1+n).
Fir 1 <i<aisto(i) <o(i+ 1), also auch
Fu(@)) = h((u x v)o~lo(i)) < h((u x v)o~o(i+ 1)) = f(ul(i+ 1)),
die erste Bedingung fiir f € S, ist erfiillt. Ist ¢ € Des(u), so ist
(uxv)oto(i) > (uxv)o to(i+1).

Wegen o (i) < o(i+ 1) gibt es also ein j € {0(i),...,0(i+1) — 1} mit j € Des((u x v)o ™).
Damit ist

flu@) = h((uxv)o"o())

< ..

< h((ux v)o™'(5))

< h((ux )G +1)))

< h((uxv)oto(i+1))

= flu(i+1)),
also ist f € S,. Ebenso sieht man, dass g € S, ist. Da ®(f,g) = h ist, ist gezeigt, dass @
surjektiv ist. O]

Nun kénnen wir endlich eine Formel fiir die Multiplikation der quasi-Ribbon-Funktionen
angeben:

Korollar 2.23. Es sei u € X, und v € ¥;. Dann ist

FowFew = Y Fotuxmo)-

O'EDZ+b

Beweis. Mit Lemma [2.18 und Lemma 2.27] ist
FewFowy = > > XX Xow - Xou)

fESy g€Sy

= ) X Xy Xy Xgm)
(f,9)ESu xSy

= ) > X)X Xg(1)-Xg),

oEDZ  (f,9)ES (4 xv)o—1

und da P bijektiv ist und X@(f,g)(l)---X@(f,g)(n—i—m) = Xf(l)~--Xf(n)Xg(1)---Xg(m) gilt, folgt
die Behauptung. O]
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Wir wissen nun also, dass fiir Permutationen v € ¥,, v € ¥, nach Satz

H,
F(Indyy £, (Coesuy © Coes) = Y Folpniuy pestor @)

O'EDZ‘er
ist und nach Korollar [2.23]
F(Cpes(u)) - F(Cpes(v)) = FewFow) = Z Fo((uxv)o—1))-
O’EDngb
1

Es bleibt also zu zeigen, dass Lpesu)pesw)(0) = Des(u x v)o~" ist. Diese leider etwas
technische Aufgabe nimmt den Rest dieses Abschnittes in Anspruch.

Lemma 2.24. Fiir 0 € D?,, und ¢ ¢ Des(o™") ist
o li+1)=0"101)+1

oder
o '(i)<aund o7 (i + 1) > a.

Beweis. Wegen 0 (i) <o '(i+1) gibtes j,k€a+bmit j<kundo(j)=i<i+1=
o(k). Falls k # j + 1 ist, lassen sich drei Fille unterscheiden:

Fiir j = a ist offensichtlich 7 < a und a < k.

Ist j <a,soist 0(j) <o(j+1)<..<o(a)und o(j + 1) # o(k), also muss k > a sein
wegen o(k) = o(j) + 1.

Ist 7 > a, so folgt analog, dass k < a sein muss, dann ist aber k£ < j, ein Widerspruch. [

Lemma 2.25. Es seien u € X,,v € X mit Des(u) = I,Des(v) = J +a und 0 € Dg,.
Dann ist
Des((u x v)o™ ) C Ly s(o™h).

Beweis. Angenommen, es ist ¢ € Des((u X v)o™!) und ¢ ¢ Des(c™!). Nach Lemma
ist
o i+ 1) =0"01)+1 oder o '(i) <aund o7 (i+1) > a,

letzteres ist nicht moglich wegen u X v(a) = a. Damit ist aus demselben Grund o~*(i) # a.
Fiir 071(i) < a ergibt sich aus i € Des((u x v)o~!), dass o71(i) € [ ist, fiir 071(i) > a
folgt o71(7) € J + a.

Weiter zeigt eine einfache Rechnung, dass 07!(i) € Des(0;0) ist, wegen o (i)~ # a ist also
o0 ¢ D, Esist alsoi e Ly (07 "). O

Lemma 2.26. Es seien u € X,,v € ¥ und o € D;_;. Dann ist

Des(o™!) C Des((u x v)o™ ).

Beweis. Falls 071(i) > o7(i + 1) ist, gibt es j, k € {1,...,a + b} mit j < k und o(k) =
i<i+1=0(j). Wegen o € D, ist dann j < a < k und damit

(uxv)o (i) =a+v(k—a)>a>u(j) = (uxv)o'(i+1).
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Lemma 2.27. Esseic € D¢, undi € a+b—1. Gilt 07'(i) <aund 6 (i + 1) > a, so
ist 0,0 € Dy,

Beweis. Nach Lemma ist Des(oy0) C {a,07'(i)}. Nun ist 071(i) < o7'(:i) + 1 < a,
also
i=0(c"'(i)) <o(c(i) +1).

Da o7 '(i) < a und o7 (i + 1) > a ist, also insbesondere o= '(i) + 1 # o~ !(i + 1), ist also
o(c7'(i) +1) > i+ 1 und damit

oioo (i) =i+1<o(oc7 (i) +1)=0i0(c (i) + 1),
also 07'(i) ¢ Des(0;0) und 0;0 € D2, O

Lemma 2.28. Es seien u € X,,v € ¥ mit Des(u) = I,Des(v) = J+a und 0 € DS _,.
Dann ist
Lry(0™") = Des((u x v)a™1).

Beweis. Wegen Lemma[2.25 und Lemma[2.26]ist nur noch zu zeigen, dass allei € a b — 1
mit 0;0 ¢ D¢, und o 1(i) € I U (J + a) in Des((u x v)o~') liegen.

Ist ein solches ¢ vorgegeben, so ist ¢ ¢ Des(o™") wegen 0,0 ¢ D2,

Mit Lemma[2.24ist also 0 (i+1) = 07 (i)+1, oder es gilt 07(i) < aund o~ (i+1) > a.
Da o~1(i) € I U (J + a), also insbesondere 0~ 1(i) # a ist, liefert Lemma [2.27, dass

cli+ 1) =0t(1)+1
sein muss. Wegen o7 1(i) € I U (J + a) ist also i € Des((u x v)o™'). O

Korollar 2.29. (Gy(H),Indg,ng) ist eine graduierte Algebra und F: Go(H) — QSymm
ist ein Isomorphismus von graduierten unitdren Algebren.

Beweis. Satz [2.16] Korollar 2.23 und Lemma [2.28] liefern
f(Indg(C'j X7, CJ)) = F(CI) . JT"(CJ)

Da Indg linear ist und die C; eine Z-Basis von Gy(H) bilden, ist Go(H) eine zu QSymm
isomorphe Algebra.

Weil F(ng(1)) = F(K) = () das Einselement in QSymm ist, ist Go(H) unitdr und F
erhalt die Eins. O

2.3 F erhalt die Komultiplikation

Wir haben bereits versprochen, dass Go(H) nicht nur als Algebra, sondern sogar als Bial-
gebra mit dem Restriktionskoprodukt isomorph zu QSymm ist, dies zeigen wir nun. Dazu
untersuchen wir zunéchst, wie sich die einfachen H,-Moduln unter Restriktion verhalten:

Lemma 2.30. Firn=a+bund I = {i; <..<ii} Ca+b—11ist
RGSZZ@)H,,(CI) = C]a XK C]b
mit I, = {i;|i; < a} und I, = {i; — ali; > a}.
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Beweis. Fiir © < a ist ¢ € I genau dann, wenn ¢ € [, ist, ebenso ist a < 7 € I genau
dann, wenn 7 — a € I ist. Da die Wirkung von 7, auf den Erzeuger e; von C7 fiir die
H, ® Hy-Modulstruktur von C} keine Rolle spielt, ist die Abbildung

Cr—C,®CL, er—e,®ep

ein Isomorphismus von H, ® H,-Moduln. O

Erfreulicherweise ist das Koprodukt in QSymm auch in der Basis (F,) einfacher als
das Produkt:

Satz 2.31. Es sei « eine Komposition von n mit D(a) =1 = {i; < ... < ix} Cn—1,
dann ist mit der Definition von I, bzw. I, aus Lemma [2.30

A(Fowy) = Y Feun © Fouy).

a+b=n
Beweis. Fir a+b=mn und i, = a ist
[a:{il < .. <Z‘S,1} und Ib:{z'5+1—a< <ik—a},

also
C(Ia) = (’il,ig — il, e, a4 — 72871) = (il,ig — ?:1...,le — ?:5,1)

und C(Ib) == (is—l-l —a, 7:S+1 - is—‘,—l, e, — Zk) = (7:3_;'_1 - 7:37 7:34_2 — 7:34_1..., n — Zk)

Ist andererseits i; < a < 7441, S0 ist
IL={i<..<ig} und [, ={izy—a<..<i,—a},
also
C(1,) = (i1,ia — i1, ..ya —i5) und  C(Lp) = (ls41 — Ay lsp2 — Gsp1y ey W — Uf).

Folglich ist mit 3 * v := (b1, ..., big), €1, ..., Ci(y)) flir Kompositionen 3,y

Z Foay) ® Few,) = Z Flayin—in,is—is—1) © Flogi1—isisra—isprym—iz)

a+b=n atb=n
a=ig fiir ein s

+ E : F(il,iz—ihm,a—is) ® F(is+1_a7i5+2_is+11~~-7n_ik)

a+b=n
ig—1<a<is fiir ein s
= Y Fef+ > Fy@F,
ﬁ)'yﬂ*’y:] 577:(517“"ﬁl(,{3)+71a"')wl('y)):I
= Y Fef+ > Fs® F,
Byy:Bry=I Byy:Bxy-LI(B)+1(v)=1(1)+1

= Z F5®F»y

Byy:Bxy=LI(B)+1(v)<1(1)+1

— > > Mz M.

Byy:Bry=LIB)+1(v)SI()+1 6=8
gd=t]
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Andererseits ist

1(8)
AFy=> AMz =Y "> (b1, .00 @ (bas1, s big) = > My, @ Mg,

Bra Bra s=0 Bi*faro

Ist aber () x B = «, so ist entweder 3; = «; und (B = «; fiir Kompositionen oy, as
mit a; * ap = «, oder es ist B = (a1,...,a,-1,7) und By = (as — 7, as11, ..., Qo) fiir ein
se{l,...,1(«)} und ein r € {1,...,as_1}. Damit folgt die Behauptung. O

Wir erinnern uns an die Abbildung eg: Go(H) — Z aus 2.9 e¢g war die eindeutig
bestimmte lineare Abbildung, die K € Gy(Hy) auf 1 und alle Elemente in héheren Graden
auf 0 abbildet. Da aber K = C(y und F(y = 1 € QSymm ist, entspricht ¢ gerade der
Koeins €g unter F. Wir fassen zusammen:

Satz 2.32. Die Abbildung F: Go(H) — QSymm ist ein Isomorphismus von graduierten
Bialgebren. O

Nach Bemerkung gilt sogar: Es gibt es genau eine Antipode auf Go(H), und F ist
ein Isomorphismus von Hopfalgebren.
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3 Die Dualitat zwischen Gy(H) und Ky(H)

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, Ko (H) als die zu Go(H ) duale Bialgebra zu identifizieren.
Dazu werden wir eine nichtausgeartete Paarung zwischen den abelschen Gruppen Gy(H )
und /Co(H) konstruieren. Dann definieren wir - wieder durch Induktion und Restriktion
von Moduln - zwei Abbildungen

Indi: Ko(H) @z Ko(H) — Ko(H), Resg: Ko(H) — Ko(H) @7 Ko(H).

Das graduiert Duale von Gy(H) ist nach Lemma wieder eine Bialgebra. In 3.3 werden
wir mithilfe obiger Paarung zeigen, dass Ky(H) eine zum graduiert Dualen von Gy(H)
isomorphe Bialgebra ist.

3.1 Eine Paarung zwischen Gy(H) und Ky(H)

Nun definieren wir die Paarung, mit deren Hilfe wir spéter die Dualitit zwischen KCo(H)
und Go(H) beweisen.

Wir erinnern noch einmal daran, dass wir ausschlieflich endlich erzeugte Moduln be-
trachten und diese kurz als Moduln bezeichnen, sowie daran, dass wir fiir die durch einen
H,-Modul M in Go(H) oder Ko(H) definierte Aquivalenzklasse ebenfalls nur M schreiben.

Lemma 3.1. Es sei A eine K-Algebra mit dimg(A) < co. Dann ist die Abbildung
U: K(A) ®@zG(A) = Z, M® N s dimg Homy (M, N)

wohldefiniert und linear.

Beweis. Es seien M, M projektive A-Moduln und

0— =N, LN N,— 0

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. .
Es ist klar, dass dimyx Homy(M & M, N) = dimg Hom (M, N) + dimgx Hom (M, N) ist.
Es bleibt also zu zeigen, dass

dimg Hom 4 (M, N) = dimg Hom4 (M, Ny) + dimg Hom 4 (M, Ns)

gilt.
Das Bild f,Hom (M, N;) der induzierten Abbildung f, ist ein Untermodul von Hom 4 (M, N).
Die durch ¢ induzierte Abbildung

gx: (Homyu (M, N))/(fHom4 (M, Ny)) — Hom4 (M, Ns)

ist wegen g f = 0 wohldefiniert. Ist ¢ € Hom (M, N) mit g.o = gp = 0, so ist Imep C Imf,
also ist f~'¢ wohldefiniert, und es ist ¢ = f.(f'p) € f.Homu(M, Ny). Folglich ist g,
injektiv.

Ist ¢ € Hom(M, Ny) gegeben, so finden wir aufgrund der Projektivitit von M ein ¢ €
Homy (M, N) mit g = ¢, also ist ¢, auch surjektiv.

Damit erhalten wir wegen der Injektivitdt von f

dimg Homa (M, Ny) = dimg Homy (M, N) — dimg f.Hom4 (M, Ny)
= dimg Homy (M, N) — dimyg Hom 4 (M, Ny).
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Definition 3.2. Mit Lemma [3.1] erhalten wir eine graduierte Paarung

U: K(H)®zG(H) — Z,

indem wir ¥(z ® y) = 0 setzen fiir z € K(H,),y € G(H,) mit a # b.

Bemerkung 3.3. (i) Ist R ein linksartinscher Ring und M ein endlich erzeugbarer R-

Modul, so ist M isomorph zu einer (bis auf Isomorphie und Umordnung eindeutig
bestimmten) endlichen direkten Summe unzerlegbarer R-Moduln M, ..., M, [15]
S.230]. Ist M projektiv, so sind offensichtlich auch alle M; projektiv. Folglich wird
Ko(R) von den unzerlegbaren projektiven R-Moduln erzeugt.

Betrachte die in Definition [I.T]definierte Untergruppe U der freien abelschen Gruppe
F auf einem Skelett projektiver R-Moduln. Bezeichne s(M) das zu M isomorphe
Element des gewihlten Skelettes. Da kurze exakte Sequenzen projektiver Moduln
spalten, ist U erzeugt von Elementen s(A @ B) — s(A) — s(B).

Ist nun P = @ in Ko(R), liegt also s(P) — s(Q) in U, so gibt es demnach projektive
R-Moduln A;, B;, C;, D;, so dass

P)+> s(A)+) s(B +Z (C;®D;) = s( +Z (A:®B) +Z Z
ist. Dann ist aber auch

P@@Ai@@Bi@@(Cz’@Di> gQ@@(Ai@Bi)@@Ci@@Dh

und wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung in unzerlegbare projektive Moduln ist
P=Q.

Insbesondere gibt es keine nichtrivialen Relationen in ICo(R) zwischen nichtisomor-
phen unzerlegbaren projektiven Moduln, und damit ist ICo(R) die freie abelsche
Gruppe auf den Isomorphieklassen unzerlegbarer projektiver R-Moduln.

Es gilt:
P +— P/radP
induziert eine Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen unzerlegbarer

projektiver R-Moduln und der Menge der Isomorphicklassen einfacher R-Moduln
[15, S.237].

Satz 3.4. Die Paarung W ist nichtausgeartet, und fiir jeden einfachen H,-Modul N # 0
gibt es einen projektiven H,-Moduln P mit

U(P,N) =

Beweis. Wegen \iJ(M, M) # 0 fir alle projektiven H,-Moduln M # 0 ist klar, dass ¥ in
der ersten Komponente nicht ausgeartet ist.

Es sei Ny, ..., N; ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen einfacher H,-Moduln,
es seien weiter P, ..., P, unzerlegbare projektive H,-Moduln mit P;/radP; = N;. Da fiir
¢: P, — N; gilt, dass ¢(radP;) C radN; = 0 ist, ergibt sich

K, i=j

HOIIlHn(Pi,Nj) = HomHn(R-/radPi,Nj) = HOIan(Ni,Nj) = {0 . 7& .
y L Js

also W(P,, N;) = 6, ;. Da (Ny, ..., N}) eine Basis von Go(H) ist, ist W nicht ausgeartet. [J
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Korollar 3.5. Wir erhalten einen Isomorphismus abelscher Gruppen

U: K(H) — GH), M~ U(M,-).

3.2 Induktion und Restriktion in Ky(H)

Nachdem wir die Dualitét der abelschen Gruppen G(H) und K(H) auf ein solides Funda-
ment gestellt haben, konstruieren wir nun die Abbildungen, die IC(H) zu einer Bialgebra
machen. Wie fiir Go(H) ist die Definition des Produktes tiber die Induktion von Moduln
problemlos moglich:

Lemma 3.6. Es seien P, () endlich erzeugte projektive H,— bzw. Hy,-Moduln. Dann ist
auch Indgzg’Hb(P ® Q) projektiv und endlich erzeugt.

Beweis. Dass der induzierte Modul wieder endlich erzeugt ist, haben wir uns schon bei
der Definition von Indg iiberlegt. Da H,; ein fre}er H,® Hb—Modgl ist, ist mit P und @
auch Hyip @p,em, (P ® Q) projektiv: Gilt P& P = H und Q & Q = H;, so ist

Hosy ®m,em, (POP)®(Q® Q) Hayy ®n,em, (H, @ Hy)
Ha+b ®Ha®Hb (Ha & Hb)rs

TS
Ha+b

1

12

als Hy1p-Modul, da H @ H} = (H,® H,)"* als H, ® Hy,-Modul ist. Der erste Term enthélt
Hoiy @m,0m, (P ® Q) als direkten Summanden. O

Wir kénnen also definieren:
Definition 3.7. Die Z-lineare Abbildung Indx sei gegeben durch

Indy: Ko(H) @z Ko(H) — Ko(H), M ©z N + Indythy (M @ N).

Um unsere Kandidatin fiir die Komultiplikation zu definieren, benétigen wir wie fiir
Resg eine Abbildung Ko(H @k H) — Ko(H) ®z Ko(H). Das folgende Lemma werden wir
bei der Konstruktion dieser Abbildung nutzen. Eine dhnliche Aussage findet sich in [6],
5.252).

Lemma 3.8. Es seien A, B endlichdimensionale K-Algebren, M und M zwei A-Moduln,
N und N zwei B-Moduln. Dann ist

Hom (M, M) @ x Homp(N, N) = Homug, 5(M @k N, M @k N).
Beweis. Es ist klar, dass die Abbildung
Hom 4 ((M, M) ® Homp(N, N) >~ Homues(M @ N,M @ N), fQg— fQg
injektiv und K-linear ist. Die analog definierte Abbildung

Hompy (M, M) ® Homg (N, N) — Homg (M ®x N, M ®x N)
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ist ebenfalls injektiv, also aus Dimensionsgriinden ein Isomorphismus. Wir finden also fiir
¢ € Homugp(M ® M,N ® N) Abbildungen f; € Homg (M, M) und g; € Homg (N, N)
mit

e(m ®@n) Zfz )® gi(n) firallem e M,n € N.

Wir kénnen annehmen, dass die f; linear unabhéngig in Hom (M, M) sind. Damit ist
dann auch (f; ® h;) € HomK(M ® N, M ® N) linear unabhingig, falls alle h; # 0 sind:
Ist (e;) eine K-Basis von N und sind n; € N mit 0 # hi(n;) = >_; Me; gegeben, so
impliziert ), f; ® h; = 0, dass

> Nfi(m)®e; =0 fiir alle m € M, fiir alle

ist, Widerspruch.
Andererseits ist fiir alle m € M,n € N und alle b € B

(1®0b) ZfZ m)® gi(n) =(1®@b)p(men)=p(mebn) = ZfZ ) ® g;(bn),

also

Ejﬁ (bgi — gib) = 0.

Also muss ¢;b = bg; sein, also g; € Homp(N, N). Ist nun
Zfz’@gi = Zﬁ@gi

mit f; € Homg (M, M) und §; € Homg(N, N), so kénnen wir die g; als linear unabhéingig
iiber K voraussetzen. Ein analoges Argument zeigt, dass die f; A-linear sind. m

Lemma 3.9. Fiir alle a,b € Ny ist die Abbildung
D Ko(Hy) @z Ko(Hy) — Ko(Hy @k Hy), M @z N— Mg N

ein Isomorphismus.

Beweis. Um den Isomorphismus ¥ aus Korollar zu konstruieren, haben wir lediglich
benutzt, dass die H,, linksartinsch sind. Wir erhalten also analog einen Isomorphismus

T: Ko(H, @k Hy) — (Go(H, @k Hb)),-

Mit &5 aus Lemma und A aus Lemma ist also T='o (<I>§1)’ o X o U®2 ehenfalls

ein Isomorphismus:

Ko(H,) @z Ko(Hy) Ko(H, ®K Hp)
-
Go(H,) ®7 Go(H,)' Tt

(Go(H.) @1, Go(Ha)Y "L Go(H, @ Hy)'
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Wir wollen zeigen, dass T~ o (®g 1) 0 X o U®? die oben angegebene Abbildung ist.
Fiir projektive H,- bzw. Hy-Moduln P und Q) ist

(25" 0 A0 U (P Rz Q) = (95")(M ®z N — W(P, M)¥(Q,N))
= (M ®g N — U(P,N)¥(Q,N)).
Es bleibt also zu zeigen, dass
(P, M)¥(Q,N) = T(P @K Q)(M @k N),
also
dimg Homy, (P, M) - dimg Hompy, (Q, N) = dimx Hompy, g, 1, (P @k Q, M @k N)
ist fur alle H,— bzw.H,-Moduln M und N. Dies liefert O

Lemma 3.10. Ist P ein endlich erzeugter projektiver H,,,-Modul, so ist Resgngb(P)
wieder endlich erzeugt und projektiv.

Beweis. Dass die Restriktion eines endlich erzeugten Moduls wieder endlich erzeugt ist,
haben wir uns bereits bei der Definition von Resg iiberlegt.
Sind P, Q) zwei H,,-Moduln mit P & Q) = H,y, so ist auch

PeQ=Hyy= @ (Ho®H)T, = (H,® H,) el
0716D3+b

als H, @ Hpy-Modul. O

Definition 3.11. Mit Lemma 3.9 und Lemma [3.10| erhalten wir eine Z-lineare Abbildung

Resi: Ko(H) — Ko(H) ®7 Ko(H), Ko(H,) > M +— & ( @ Resg;;@Hb(M)) :

a+b=n

Auch hier verzichten wir darauf, fiir Inde und Resg die (Ko-)Assoziativitéit direkt
nachzurechnen. Wir definieren aber schon einmal Eins und Koeins. Wie fiir Go(H) benut-
zen wir dabei, dass Hy = K ist, alle Hy-Moduln sind also von der Form K" und damit
insbesondere projektiv.

Definition 3.12. Wir setzen
me: Z— Ko(H), 1— K € Ky(Hp)
und

r—s, fallsn=0und x = K" — K° € Ky(H)),

0 sonst.

ex: Ko(H) = Z, Ko(H,) >z {
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3.3 Dualitat

Nachdem unsere Paarung konstruiert ist und wir eine mogliche Bialgebrastruktur auf
Ko(H) gefunden haben, zeigen wir nun, dass die Strukturen auf Go(H) und Ko(H) be-
ziiglich der Paarung dual zueinander sind. Wir beginen mit dem einfacheren Teil der
Dualitat:

Lemma 3.13. Das Induktionsprodukt Indg ist linksadjungiert zum Restriktionskopro-
dukt Resg beziiglich ¥, das heifst es gilt

U(Indg(a @z b), z) = multz o U¥2(id © T @ id)(a @7 b @y Resg()).
fir alle a,b € Ko(H),z € Go(H).

Beweis. Gilt @' (Resgjg’HHbq J) = >, A/M] ®z N/ mit H,-Moduln M] und H,4p,-

Moduln Ny, so ist fiir projektive H,- bzw. Hy-Moduln P und @)

multz o V%2 (id ® T ® id)(P ®7 Q @z ResgJ)

a+b
= multy 0 ¥ @ T @ id)(Y. P2 Q@r 85 (Resiitl e J))
r=0
a+b
A2
= multz 0 UZ2() D NP Ry M] ®,Q ®z N))
r=0 ¢

a+b

= DY NP M)U(Q ez ;)
r=0 t
= Y NU(Po MYT(Qe: NY)
t
= Y A dimg Homp, (P, M{') dim Homy, (Q, NY)
t
= Z Ay dimg Hompy, o, (P @k Q, M} @k NY)
t

mit Lemma 3.8
Andererseits ist fir alle H,-Moduln M, Hy-Moduln N und H,,,-Moduln J

Homy,,, (Hoss @p,m, (M @ N), J) — Hompp,em, (M @ N, Res; "ty J),

¢ (men— o(l®(memn))

eine K-lineare Bijektion, die Umkehrabbildung bildet ¢: M @ N — Resgzg}{bJ ab auf
h® (m®&n)— hp(mn).

Damit ist
U(Inde (P ®zQ),J) = V(lndys , (P®Q),J)
. H,
= dimg Homp,,,(Ind;;"5y (P ® Q), J)
= dimy Homp, e, (P ® Q, Resy 'y, J).
Dies liefert die Behauptung. m
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Nun wollen wir ein analoges Resultat fiir Indg und Resx beweisen. Analog zu eben
wird das Kernstiick des Beweises die Gleichung

dimK HomHa®Hb (Resgzg}be, M KK N) = dlmK HOHlHaH;(

P.Indp"th, M @x N) (3)

sein, dies erhélt man allerdings erst nach deutlich mehr Arbeit und unter Ausnutzung der
Struktur der Heckealgebren. Der hier gefithrte Beweis stammt bis auf einige Anderungen
aus [4].

Zunachst versuchen wir, die unzerlegbaren projektiven H,-Moduln besser zu verstehen.

Bemerkung 3.14. (i) Nach dem Satz von Krull-Schmidt [15], S.236] ist jeder endlichdi-
mensionale H,,-Modul isomorph zu einer direkten Summe unzerlegbarer H,,-Moduln,
und diese Zerlegung ist eindeutig bis auf Isomorphie und Anordnung. Ist also P ein
unzerlegbarer projektiver H,-Modul mit P& @) = H;, so folgt nach Anwendung des
Satzes von Krull-Schmidt auf H,, und H, dass P isomorph zu einem unzerlegbaren
Ideal von H,, ist. Umgekehrt ist offenbar jedes unzerlegbare Ideal von H,, projektiv.

(ii) Nach (i) gibt es fiir jedes unzerlegbare Ideal P von H,, ein Ideal @ mit P& Q = H,.
Insbesondere gibt es eindeutig bestimmte e € P, f € () mit

e+ f=1lref=fe=0.

Dann ist aber 1 = (e + f)? = e? + f?, also ist e2 = e und f?> = f und P = H,e.

Norton hat in [24] die unzerlegbaren Linksideale von H,, bestimmt, dazu bendétigt
sie die Existenz und Eindeutigkeit eines Elements maximaler Lange in ¥,,. Das folgende
Lemma gilt fiir jede Coxetergruppe. Wir beweisen es nur fiir die Gruppen, fiir die wir es
hier und spéter bendtigen.

Lemma 3.15. Essei J Cn—1und X; := (o;|i € J) die von den o; erzeugte Unterguppe
von X,. Dann gibt es ein eindeutig bestimmes Element wy ; maximaler Lange in ¥ ;.
Fiir jedes o € Y, gibt es ein ¢ € X ; mit

wog =00 und l(wyy) =1(c)+ (o).

Beweis. Es gibt genau ein wg; € ¥; mit Des(wg ) = J, da wp s(i) = ¢ sein muss fiir
i ¢ J und wy; die Reihenfolge der j € J umkehrt. Andererseits kann ein o € ¥; mit
Des(o) € J nicht maximal lang sein, denn wenn i ¢ Des(o) ist, so ist oo; ldnger als o.
Also ist wy s das lingste Element in > ; und durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt.
Zu gegebenem o € X betrachte & := wp o~ t. Offenbar ist wy; = o und l(wp ) =
1(6) + (o). O

Satz 3.16. Die 2"~ ! verschiedenen unzerlegbaren Linksideale von H,, sind gegeben durch
P;.=H,o5ce;, JCn-—1
mit

ey = Z T, und oy := (—1)«o),

cEY g
Es gilt H,0j5ce; = H,e;50c.
Analoge Aussagen gelten fiir die unzerlegbaren Rechtsideale von H,, [24]. m
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Zentral fiir den Beweis von (3) wird Lemma sein. Dieses Lemma vergleicht Zer-
legungen in durch idempotente Elemente gegebene projektive unzerlegbare Links- und
Rechtsmoduln miteinander. Hierfiir wiederum benutzen wir das recht technische Lemma
3.20, und um dieses anzuwenden, benétigen wir, das H,, eine Frobeniusalgebra ist.

Definition 3.17. Eine endlichdimensionale Algebra A iiber einem Korper K heifst Fro-
beniusalgebra, wenn es eine K-lineare Abbildung v: A — K gibt, sodass ker A kein A-
Linksideal ungleich 0 enthélt.

Lemma 3.18. Die H, sind Frobeniusalgebren.

Beweis. (siehe [8]) Bezeichne wy das Element maximaler Lénge in 3,. Wir definieren
v: H, — K durch T, — 65,-

Es sei nun h = dezn AT, € H, und w € ¥, ein Element maximaler Léange mit A, # 0.
Betrachte T,,,-1h: Nach Lemma gibt es ein @ mit

wp=ow und L&)+ l(w)=1wo).

Fir o € ¥, mit 1(0) < l(w) ist I(wo) < 1(©) + 1(0) < l(wp), also ist T;T, kein Vielfaches
von T,,. Ist 0 € ¥, mit l(¢) = l(w) und 13T, ein Vielfaches von T, so muss wegen
lwp) = [(@) + l(w) = (@) + 1(0) bereits wo = wy = @w sein, also w = o. Umgekehrt gilt
1T, =1T,,, also ist
(Toh) = Y A (ToTy) = Ay # 0.
o€y

Folglich gibt es fiir jedes h € H,, ein | € H, mit y(lh) # 0, der Kern von v enthélt also
kein nichttriviales Linksideal von A. ]

Lemma 3.19. Ist A eine K-Frobeniusalgebra, so ist jeder endlich erzeugte projektive
A-Linksmodul auch injektiv (siche [I5, S.242]). O

Lemma 3.20. Es sei A eine K-Frobeniusalgebra und a € A, so dass Aa projektiv ist.
Dann gibt es genau dann ein b € B mit Aa = Ab, wenn es u,v,z,y € A gibt mit

av = ub, xa = bv,
ura = a, xub=">,
avy = a, byv =0b.

Beweis. (siehe [4]) Existieren solche u, v,z und y, so rechnet man leicht nach, dass
f:Aa — Ab, a+ ub

eine A-lineare Bijektion mit Umkehrabbildung gegeben durch b +— za ist.

Ist umgekehrt ein Isomorphismus ¢g: Aa — Ab von A-Moduln gegeben, so gibt es u,xz € A
mit g(a) = ub und g(za) = 0.

Ist i: Aa — A die Inklusion, so gibt es nach Lemma Abbildungen g, und g, so dass
die Diagramme

0—=Aa——= A 0—=Ab—— A
o s
Ab Aa
kommutieren. Setze v := g,(1) und y = ¢(1). Man rechnet leicht nach, dass die so
konstruierten Elemente die behaupteten Relationen erfiillen. O
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Lemma 3.21. Es scien ¢;,é; € Hy, fi,fi € Hy, und e € H,., idempotent, so dass die
durch diese Elemente erzeugten Moduln projektiv und unzerlegbar sind. Weiter sei

H, e ® @(Ha ® Hy)(e; @ fi) = @(Ha ® Hy)(é; ® Jzz>

)

als H, ® Hy-Linksmodul. Dann ist auch

eHay & (Pes @ fi)(Ho @ Hy) = D@ ® [:) (Ha © Hy)

)

als H, ® Hy-Rechtsmodul.

Beweis. Der Beweis einer dhnlichen Aussage findet sich in [4]. Wir definieren einen An-
tihomomorphismus 7: H, — H, durch 7(T;) := T;. Die lineare Abbildung 7 kehrt also
die Reihenfolge der Faktoren eines Produktes um, es ist 7(7,) = T,-1.

Da das langste Wort wy ; in X; eindeutig bestimmt ist, andererseits aber das Invertieren
von Permutationen deren Lange erhalt, ist wy; = Wy, },, also 7(0y) = oy fur beliebiges
J C a+b— 1. Da offensichtlich auch 7(e;) = e ist, gilt

Hyym(0geey) = Hoppm(eg)T(0ge) = Hyrpeg0o5e = Hyipoyeey

nach Satz Es sei nun e € H,;, wie oben gegeben mit H, e = H,.p05ce;. Dann gibt
es u,v,x,y € H, zu e und ojcey, die die Relationen aus Lemma [3.20] erfiillen. Wendet
man 7 auf diese Relationen an, so liefert erneute Anwendung des Lemmas, dass

Hopr(e) 2 Hyyr(0gc€5) = Hypogeey = Hy e
als H,,,-Modul ist. Ebenso erhélt man
H,7(e;) = Hye; und Hyr(fi) & Hyfi,

analog fiir & und f;. Damit ergibt sich schlieRlich, dass

T(eHasp @ EB(ei © fi)(Ho ® Hy)) = Hopyr(e) © @D (Ho ® Hy)7(e; @ f)

= H,yr(e) @ @(H(ﬂ'(ei) ® Hyr(fi))

12

Hoppe & ED(Hoe @ Hy f)

1

PH, ® Hy)(E @ f)

7

P(H. © H)r(é @ f)

(2

12

ist als H, ® H,-Modul. Nach erneuter Anwendung von 7 folgt die Behauptung. n

Nun sind wir endlich in der Lage, (3) zu beweisen.

Lemma 3.22. Es sei P ein projektiver H,,-Modul, es seien weiter M und N zwei H,-
bzw. Hy-Moduln. Dann ist

dimy Homp, e, (Resy"ty, P, M @ N) = dimy Homp,,, (P, Ind" 2y M @5 N).
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Beweis. (vergleiche [4]) Der projektive Modul P ist eine direkte Summe unzerlegbarer
projektiver H,,,-Moduln. Wir kénnen annehmen, dass P selbst bereits unzerlegbar ist.
Nach Bemerkung gibt es also ein idempotentes e € H,,, mit P = H,ye. Nach Lem-
ma (3.10[ ist auch Res HngbP projektiv und endlich erzeugt. Folglich gibt es idempotente
Elemente e;,¢; € H, und f;, ﬁ € Hy mit

Hoype = Ok (Z(Ha © Hy)(& ® fi) = Y (Ho @ Hy)(e; © fz‘))

K3 K3

in Co(H, ® Hy), also nach Bemerkung (3.3

Hype ® P (Ho @ Hy)(e: ® f;) = @ (Ha @ Hy)(& @ [)
als H, ® Hy-Modul. Nun ist fiir jede K-Algebra A, jedes idempotente Element f € A und
jeden A-Modul L
Homu(Af, L) = fL
als K-Vektorraum: Man ordne jedem ¢: Af — L das Element ¢(f) = o(ff) = fo(f) €

fL zu.
Mit Lemma [3.21] erhalten wir

Hom e m, (Resy“ty, P M ® N) & Hompy, o, (D (Ho @ Hy)(e; @ f;), M ® N)

)

Homp,m, (Hatve & ED(Ha @ Hy)(e: @ f;), M ® N)

1%

12

HomHa®Hb(@(Ha ® H,)(é ® fi), M @ N)
= Pas o)

)

o (@(éi @ fi)(H, ® Hb)> Qm,om (M @ N)
>~ (eHyp ® @(Gi ® fi)(H, ® Hp)) QO H,®H, (M@ N)

1%

e(Hory Om,om (M ® N)) & @es ® £)(M @ N)

I

Homp,,,(Ha1v€, Hath Qn,0m, (M @ N)) & @) Homp,om, (Ho © Hy)(e: ® fi), M @ N)

>~ Homy, (P, Indgzg’HbM QN)® HomHa®Hb(@(Ha ® Hy)(e; ® f;),M ® N)

als K-Vektorraum. O

Nun erhalten wir endlich das Analogon zu Lemma [3.13}

Lemma 3.23. Die Abbildung Indg ist rechtsadjungiert zu Resx beziiglich \il, das heifst
es gilt

U(a ®z Indg(z ®z y)) = multy o U (do T ® id)(Resk(a) @z @z y)
fir alle a € Ko(H),z,y € Go(H).
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Beweis. Wie im Beweis von Lemma [3.13] erhalten wir fiir H,- bzw. Hy-Moduln M und N
und einen projektiven H,,-Modul P mit

! (Respytt,,,  P) = YONP @20,
¢
dass
mult; 0 U¥%(id ® T ® id)(Resg P ©7 M @7 N) = dimg Homp, e, i1, (Resp "ty P, M @5 N)
ist. Mit Lemma [3.22] erhalten wir

dimpg HomHa@,KHb(Resga” P, M ®k N) = dimg Hompg

H,
o, (P, Indy 5y (M @k N))

a+b

und damit die Behauptung. ]

Die nichtausgeartete Paarung U lieferte uns eine bijektive Z-lineare Abbildung von
Ko(H) in das graduiert Duale von Gy(H). Unter der Paarung entspricht die Kandida-
tin fiir die Multiplikation in Ko(H) der Komultiplikation in Go(H) und umgekehrt. Die
Multiplikation im graduiert Dualen war aber gerade durch das Duale der Komultiplika-
tion definiert, gleiches gilt fiir die Komultiplikation. Der folgende Satz ist demnach keine
Uberraschung:

Satz 3.24. Die Abbildung W ist ein Isomorphismus graduierter Bialgebren.

Beweis. Ein Blick zuriick auf Lemma erinnert, dass die Multiplikation in G(H)'
definiert ist als Resg o A mit A\: G(H)' ®z G(H) — (G(H) ®z G(H))'. Mit Lemma ist
also fiir a,b € KC(H)

U(a)¥(b) = Resglz@yr— ¥(a)(z)¥(b)(y))
= (z+— multz o (¥(a) ®z ¥(b))(Resg(x)))
= (z+— multz 0 U o (id® T @ id)(a @ b @ Resg(x)))
= (2 U(Indc(a®b) @)
= \IJ(Ind;C(a ® b))

Ebenso erhilt man fiir die Komultiplikation A\=! o Ind’g in G(H)

Indg(Tgr(a)) = (z&zyr— ¥(Indg(z ®y) ®a))
= (2®zy— mult; 0 V¥ o (id® T ®id)(z ® y @ Resxa))
= Ao Vg (Resga).

Weiter ist mit ¢: K — K’ aus fir x € Go(H,,)

A r—s, fallsx=K"— K°*¢€ Gy(H,p),
)\ Oﬁ]c(l)(l’) = \I}K,G(K ®ZL’) = {O const 0( 0)
eg(7)
= e/g(l — 1)(z)

— &0 d(1)(a)
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und

0 sonst

60 exla) ¢<{r—s, falls a = K" — K*® € Gy(Ky), )
O K =

)

r—s, fallsa=K"— K*® € Gy(Kp),
(1=
0 sonst

= (1~ ¥(ng(1) ®a)
77,g o \I’g,/c(a)-

Folglich entsprechen der Bialgebrastruktur auf Go(H) nach Dualisieren gerade unsere auf
Ko(H) definierten Abbildungen, (KCo(H ), Indx, Reskni, €x) ist eine Bialgebra und iso-
morph zu Gy(H)'. O

Insbesondere liefert Lemma [1.37

Korollar 3.25. Die Summe KC(H) der O-ten K-Gruppen der H,, ist isomorph zu NSymm
als Bialgebra (und damit auch als Hopfalgebra).
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4 Das Diamantprodukt

4.1 Ein zweites Koprodukt auf QSymm

Die Hopfalgebra Symm der symmetrischen Potenzreihen von beschranktem Grad ist ein
wiederholt in verschiedenen Kontexten auftretendes Objekt. In Abschnitt 1 hatten wir die
Isomorphie von Symm zum Darstellungsring der symmetrischen Gruppen angesprochen.
Symm tritt auch als Homologie und Kohomologie eines Raumes auf, in 4.2 werden wir
sehen, dass dies ebenfalls fiir NSymm und QSymm gilt. Vorher erlautern wir noch eine
dritte Interpretation von Symm und die dazugehorige Struktur:

Bemerkung 4.1. Ein A\-Ring L ist ein kommutativer Ring mit Operationen
A:L— L, néeN,

die sich im Wesentlichen wie duftere Potenzen verhalten. Ein Morphismus von A-Ringen
ist ein Ringhomomorphismus, der mit allen A, vertauscht. Man erhilt die Kategorie A-
Rings.

Fiir einen beliebiger kommutativer Ring R ist der universelle A-Ring A(R) als Menge
gegeben durch

A(R) = {1+ ) nit'|r; € R}.
1=0

A(R) besteht also aus Potenzreihen in einer Unbestimmten mit Koeffizienten in R und
konstantem Term gleich 1. Eine in R natiirliche Gruppenstruktur auf A(R) ist durch das
Produkt von Potenzreihen gegeben, und man kann auf A(R) eine in R natiirliche Multipli-
kation und in R natiirliche Operationen \,, definieren, die A(R) zu einem A-Ring machen.
Wir erhalten also einen kovarianten Funktor von der Kategorie Rings der kommutativen
Ringe nach A\-Rings, dieser ist rechtsadjungiert zum Vergissfunktor A-Rings —Rings
[11, Abschnitt 17 und E.2|.

Die Verbindung zu Symm ist nun die Folgende: Der Funktor A ist als Funktor nach
Set darstellbar mit darstellendem Objekt Symm, und die Hopfalgebrastruktur auf Symm
induziert die Gruppenstruktur auf A(R).

Definition 4.2. Ein Funktor F': Rings — Set heifst darstellbar, wenn es ein S € Rings
gibt, so dass F' natiirlich isomorph zu

HomRings(S, —): Rings — Set

ist, es also fiir jeden kommutativen Ring R eine Bijektion 7z: F(R) — Hompgings(S, R)
gibt und diese Bijektionen mit induzierten Abbildungen vertauschen.

Beispielsweise ist nach [IT] A dargestellt durch Symm, eine natiirliche Transformation
ist gegeben durch

Tr: A(R) — Hompings(Symm, R), 14> rit’ = (z > 1y).
=0

Man rechnet leicht nach:
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Satz 4.3. Ist S eine kommutative Hopfalgebra, so induzieren Komultiplikation, Koeins
und Antipode eine in R natiirliche Gruppenstruktur auf Homgings(S, R), wir erhalten
also einen Funktor nach Grp. Ist beispielsweise p die Multiplikation in R und A die
Komultiplikation ins S, so definieren wir fir f,¢g: S — R

(f+9)(s) :=po(f®g)oA(s).
O

Zum Beispiel induziert die Hopfalgebrastruktur auf Symm in der eben angegebenen
Weise die Gruppenstruktur auf A(R).

Nun stellt sich die Frage, ob die Ringstruktur von A(R) ebenfalls durch Strukturen
auf Symm induziert ist. Dies trifft zu: Es gibt neben der in Abschnitt 1 definierten Ko-
multiplikation Ag eine zweite Komultiplikation

Ag: Symm — Symm ® Symm,

und eine zugehorige Koeins, die auf die in Satz aufgezeigte Art die Multiplikation und
Eins in A(R) induzieren [13]

Wir haben in Abschnitt 1 zwei Verallgemeinerungen von Symm kennengelernt: Symm
lasst sich als Polynomalgebra in abzéhlbar vielen kommutierenden Unbestimmten z; (die
den elementarsymmetrischen Funktionen entsprechen) auffassen, und NSymm ist die Po-
lynomalgebra in abzéhlbar vielen nichtkommutierenden Unbestimmten Z; mit analog zu
Symm definierter Komultiplikation und Antipode. QSymm andererseits ist die Hopfal-
gebra der quasisymmetrischen Potenzreihen, entsteht also durch eine Abschwéchung der
Symmetriebedingung.

Bemerkung 4.4. Man kann genauer zeigen: Die Surjektion

s: NSymm — Symm, Z; — z;

~Y

induziert einen Hopfalgebraisomorphismus NSymm/ker s = Symm, wir erhalten also
Symm als Quotienten von NSymm. Weiter entspricht dieser Quotient unter der Duali-
tat zwischen NSymm und QSymm gerade der Unterhopfalgebra Symm von QSymm, und
Symm ist graduiert dual zu sich selbst [12].

Viele der (hier groftenteils nicht besprochenen) Strukturen von Symm lassen sich auf
NSymm und QSymm in beziiglich Bemerkung koharenter Weise verallgemeinern. Dies
gilt auch fur die zweite Komultiplikation von Symm (siehe [13]):

Definition 4.5. (i) Wir definieren eine totale Ordnung auf den Positionen in einer
Matrix wie folgt: Eine Position z ist kleiner als eine Position y, wenn x iiber y steht,
oder wenn z und y in der gleichen Zeile und z links von y steht.

Es sei nun a = (ayq, ..., ax) = n eine Komposition. Eine r x s-Matrix M heift (0, «)-
Matrix, wenn gilt:

e Die Matrix hat genau k Eintrége ungleich 0, und zwar a, ..., aj.
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e Die ay,..,a; sind in ihrer Reihenfolge in M eingetragen: Ist ¢ < j, so ist die
Position, an der a; steht, kleiner als die, an der a; steht.

e Jede Zeile und jede Spalte von M enthilt einen Eintrag ungleich 0.

(ii) Ist M eine beliebige Matrix, so sei der Vektor der Zeilensummen mit (M) bezeich-
net. Der i-te Eintrag von ¢(M) ist also die Summe aller Eintrége in der i-ten Zeile
von M. Analog ist der Vektor der Spaltensummen c(M) definiert.

(iii) Das zweite Koprodukt A auf QSymm ist definiert als

AQ: QSymm — QSymm ® QSymm, M, — Z M,y @ Meary.
M ist (0, a)-Matrix

Eingeschrankt auf Symm ist AQ gerade die zweite Komultiplikation Ag von Symm.

Wir werden im Folgenden sehen, dass QSymm als Hopfalgebra eine topologische In-
terpretation besitzt, und einen Versuch unternehmen, das zweite Koprodukt auf QSymm
als induzierte Abbildung zu erhalten.

4.2 Ein topologischer Ursprung von QSymm

Die symmetrischen Funktionen Symm lassen sich topologisch als Kohomologie H*(BU)
bzw. Homologie H,(BU) des klassifizierenden Raumes BU der unitiren Gruppe U =
colim U(n) auffassen [16, S.50]. Baker und Richter zeigen in [3], dass auch die Hopfalge-
bren NSymm und QSymm eine topologische Interpretation besitzen: Sie sind Homologie
bzw. Kohomologie des Raumes Q3CP>. Dies wollen wir jetzt nachvollziehen.

Zusatzliche Strukturen auf Homologie und Kohomologie erhélt man, wenn man H-
Raume betrachtet:

Definition 4.6. (i) Ein topologischer Raum X zusammen mit einer stetigen Abbil-
dung p: X x X — X und einem ausgezeichneten Element xy € X heifst H-Raum,
wenn die Diagramme

XxXx Xy x  und  {zo) x X 29 X x X <2 X x {0}
lidx,u lu lu Z
XxX—"r =X X

bis auf Homotopie kommutieren. Anschaulich ist X also ein Monoid bis auf Homo-
topie.

IR

(ii) Gibt es zusétzlich eine stetige Abbildung inv: X — X so dass das Diagramm

X x X invxid X x X
diagT l#
X {x[)} inc X
diagl o
Xx X —2 ¥ x X
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bis auf Homotopie kommutiert, so bezeichnet man X als H-Gruppe.

(iii) Ist das entspechende Diagramm tatséchlich kommutativ, so heifit p strikt assoziativ,
xg striktes Einselement oder inv strikte Inversenbildung.

(iv) Sind (X, pux, o) und (Y, py, yo) H-Rédume und f: X — Y eine stetige Abbildung,
so heifit f eine Abbildung von H-Rdumen, falls

fopux=pyo(fxf) und  f(zo) =wo
ist.

Wir werden im folgenden die Homologie und Kohomologie einer speziellen Art von
Schleifenrdumen betrachten:
Ist (Y, o) ein beliebiger topologischer Raum mit Basispunkt yo, so ist der Schleifenraum
QY := {y: S' — Y|y ist stetig } eine H-Gruppe: Die Multiplikation v ist gegeben durch
nacheinander Durchlaufen * von Wegen, das Einselement ist ¢, := (t — yp), und das
Inverse eines Weges ist der umgekehrt durchlaufene Weg.
Ist Y = XX = S!' A X die reduzierte Einhingung eines punktierten Raumes (X, zy), so
erhalten wir fiir jeden Punkt x € X eine Schleife

i1 [0,1] = XX, tw [tz

indem wir im Punkt x die Einhdngung durchlaufen. Diese Schleifen nennen wir einfache
Schleifen. Es stellt sich heraus, dass 2XX im Wesentlichen aus nacheinander durchlaufe-
nen einfachen Schleifen besteht:

Definition 4.7. Es sei (X, x¢) ein beliebiger punktierter topologischer Raum. Die James-
Konstruktion JX ist der Raum

JX = (|_|X”> / ~ mit X" 3 (21, ..., 20) (1, ooy Tiy To, Tig1s oy Tpy) € XL

Algebraisch gesprochen machen wir also xg zum Einselement in der von X erzeugten freien
Halbgruppe: Wir identifizieren Worter in X, wenn sie nach Entfernen des Buchstabens
xo gleich sind. Der Raum JX ist ein strikt assoziativer H-Raum mit Multiplikation

((xh ”'7‘7:71)7 (yb ;ym)) = (xh ceey Iy Y1, ,ym)

und striktem Einselement z [9), S.224].
Die Abbildung i: X — JX,x — x ist eine Inklusion, wir kénnen also X als Teilmenge
von JX auffassen.

Lemma 4.8. Die James-Konstruktion JX erfiillt die folgende Eigenschaft:
Es sei Y ein strikt assoziativer H-Raum mit strikter Eins, f: X — Y eine stetige Abbil-
dung. Dann gibt es genau eine Fortsetzung f: JX — Y von f zu einem Homomorphismus
von Monoiden: '
X—=JX
X l N
3f
Y
Man nennt JX daher auch den freien von X erzeugten H-Raum [29, S.329]. O
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Lemma 4.9. Sei X ein zusammenhangender CW-Komplex mit Basispunkt xqg und d: X —
[0, 1] eine stetige Abbildung mit d~*(0) = zo. Dann gilt:

(i) Die Abbildung
[ JX = QEX, (X1, ., Ty) b= gy * oo ¥y,

ist im Allgemeinen nicht wohldefiniert: Ist beispielsweise z,, = x(, so durchlaufen
gy ¥ .ok, Und iy, %...x1, . zwar dieselben Punkte, aber unterschiedlich parametri-
siert. Wir konnen allerdings f so abéndern, dass die Zeit, in der i,, in f(iz,, ..., 0z, )
durchlaufen wird, proportional zu d(x;) ist. Dann ist f eine schwache Homotopie-
dquivalenz [0, S.471ff].

(ii) Nach Milnor [22] ist der Schleifenraum eines CW-Komplexes homotopiedquivalent
zu einem CW-Komplex. Mit Whiteheads Theorem ist also die Abbildung aus (i)
eine Homotopiedquivalenz. O

Abbildungen auf Rdumen induzieren Abbildungen auf Homologie und Kohomologie,
und kommutative Diagramme iibertragen sich entsprechend ko- oder kontravariant:

Lemma 4.10. Es sei X ein H-Raum mit Multiplikation v und Einselement x.
(i) Ist H*(X) frei und endlich erzeugt, so ist das Kreuzprodukt
H*(X) ® H(X) —= H*(X x X)

ein Isomorphismus. Neben der iiblichen durch das Cupprodukt gegebenen graduier-
ten Z-Algebrastruktur

% H*(X) @ H(X) —> H*(X x X) 2% f+(X)

induziert die H-Raum-Multiplikation v also einen Homomorphismus
A H*(X)*”>H*(X><X)£>H*(X)®H*(X),

von graduierten Algebren und H*(X) wird mit g und A eine graduierte, graduiert
kommutative Bialgebra. Die Eins ist induziert durch X — {x}, die Koeins durch
{x} — 20 € X.

Ist X zusammenhéngend, so ist auch H*(X) zusammenhéngend.

(ii) Ist X zusétzlich eine H-Gruppe mit Inversenbildung inv: X — X, so wird (H*(X), i, A)
eine Hopfalgebra mit Antipode

H*(X) 2% H*(X).
(iii) Fir einen beliebigen topologischen Raum Y, dessen Homologie in jedem Grad frei

und endlich erzeugt ist, ist H,.(X) eine Koalgebra und als solche zu H*(X) dual
wegen Lemma [1.35]
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(iv) Es sei X ein H-Raum bzw. eine H-Gruppe, so dass die Homologie von X in jedem
Grad frei und endlich erzeugt ist. Dann ist H,(X) nach eine zu H*(X) duale
Bi- bzw. Hopfalgebra.

Beweisidee. (siehe [9, 3.C|) Man sieht (i) und (ii) durch Vergleichen der entsprechenden
(Homotopie-) kommutativen Diagramme fiir H-Rdume und Kohomologie von X. Ist X

zusammenhiingend, so ist H°(X; R) = H(x; R) und Eins und Koeins sind Isomorphismen.
O]

_ Unter guten Bedingungen ist die Homologie des freien H-Raumes auf X die freie von
H.(X) erzeugte Algebra:

Lemma 4.11. Ist H,(X) eine freie abelsche Gruppe, so ist

H,(JX) = Ty(H.(X))

als graduierte unitére Algebra. Dabei bezeichnet Ty ( H,.(X)) die Tensoralgebra von H,(X)
[9, S.288). O

Definition 4.12. (siehe [9, S.282]) Es sei CP* = colim,,_.,,CP" der unendlichdimen-
sionale komplexe projektive Raum. Elemente in CP* sind Geraden in C* durch den
Ursprung.

Der topologische Raum CP> besitzt eine H-Raum-Struktur: Es seien v,w € CP> zwei
Geraden mit x := (zg, ..., x,) € v \ {0} und y := (Yo, ..., Ym) € w \ {0}. Die Koordinaten
von z und y definieren Polynome Y 2, X", > "y, X" € C[X].

Das Produkt dieser Polynome ist ein Polynom Z?jom 2 X" # 0, und wir definieren v - w
als die Ursprungsgerade durch den Punkt (2, ..., Zptm)-

Man sieht schnell, dass dies eine wohldefinierte, stetige Abbildung CP* x CP>* — CP*
liefert. Diese Abbildung ist assoziativ und kommutativ, die Gerade durch (1) ist offen-
sichtlich ein neutrales Element fiir diese Multiplikation. Also ist CP> ein kommutatives

topologisches Monoid.

Satz 4.13. Es gibt einen Isomorphismus von Hopfalgebren
Jy: H (QXCP*>) — NSymm

und damit auch einen Isomorphismus Jo = (Jy)™': H*(QXCP>) — QSymm.

Dabei ist Jy(Hq;(QXCP>) = NSymm; und Jo(H?*(QXCP>)) = QSymm;. Verdoppeln
wir also die Grade in NSymm und QSymm, so erhalten wir I[somorphismen von graduierten
Hopfalgebren.

Beweis. (siche [3]) Es ist bekanntlich H;(CP>°) isomorph zu Z in geraden nichtnegativen
Graden und 0 sonst. Wir konnen Lemma [4.11] anwenden und erhalten

H.(QXCP>®) = Ty(H.(CP®))

als Algebra. Es sei b; € Hoi(CP>) ein Erzeuger von Hy;(CP>) und f3; das entsprechende
Element in T7(H.(CP*)). Um die Komultiplikation A zu bestimmen, nutzen wir, dass A
ein Homomorphismus von Algebren ist und 7% (H,.(CP>)) als Algebra von den 3; erzeugt
wird.
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Die Algebra H*(CP*) ist zur Koalgebra H,(CP>) dual, und es ist H*(CP>) = Z[x] mit
z' € H*(CP™) dual zu b, also (27, b;) := a7 (;) := §;,. Folglich gilt fiir die Komultiplika-
tion Acpe in H,(CP>)

(7 @ 2*, Acpe (b)) = (2", bi) = (277, b;) = 6j 1k
und damit Acpe (b;) = 320 bs @ bi_s.

Da die Komultiplikationen in H,(Q2XCP>) und H,(CP>) durch Dualisieren des Cuppro-
duktes entstehen und daher natiirlich sind, kommutiert das Diagramm

H,(QXCP>) —25 H,(QECP>®) @ H,(QLCP>)

H,(CP®) —2* _ 1 (CP>) ® H,(CP>)

und es ist A(8;) = Y'_y Bs @ Bi_s. Da Ty(H.(CP®)) im Grad 0 gerade Z ist, ist die

Koeins gegeben durch §; — 0 fiir « > 1 und Gy ;=1 +— 1. 3

Andererseits ist fiir die so definierte Bialgebrastruktur auf 77 (H,(CP>)) die Abbildung
Ty (H,(CP®)) — NSymm, §; — Z;

offensichtlich ein Isomorphismus von Bialgebren. Nach Bemerkung ist

Iy H.(QXCP>®) —=> Ty (H,(CP>)) —> NSymm

also ein Isomorphismus von Hopfalgebren. Mit 4.10] und [1.35] folgt auch die behauptete
Isomorphie zwischen H*(2XCP>) und QSymm. O

4.3 Das Diamantprodukt auf Raumen und auf singularer Homo-
logie

Nun definieren wir das Diamantprodukt ¢, die Abbildung, deren induzierte Abbildung auf
Kohomologie wir mit dem zweiten Koprodukt auf QSymm vergleichen wollen.
Konstruktion und Eigenschaften von ¢ sind [3] entnommen.

Ist X ein beliebiger H-Raum, so gibt es neben der iiblichen Verkettung von Schleifen
in XX noch eine zweite Mdglichkeit, aus zwei Schleifen eine dritte zu konstruieren:
Wir definieren mithilfe der beiden Schleifen eine Schleife in ¥(X A X) und nutzen dann
die H-Raum-Struktur von X, um wieder nach ¥X abzubilden. Dies geschieht iiber die
Hopfkonstruktion:

Definition 4.14. (i) Der Join zweier punktierter Rdume (X, z) und (Y, yo) ist defi-
niert als
X*xY =XXxIxY/~

mit Relationen (z,0,y) ~ (2/,0,y), (z,1,y) ~ (z,1,y) und (zo,t,y0) ~ (20,0, v0)
sowie Basispunkt (z,0, o) |25, S.81].
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(i) Selick zeigt in |25, S.84], dass X * Y homotopiedquivalent zu X(X AY) ist, wenn
{zo} € X und {yo} C Y abgeschlossen sind, also beispielsweise wenn X und Y
hausdorffsch sind.

Genauer zeigt er, dass die basispunkterhaltende Abbildung

(x,3t,y0) falls 0 <t < %
P:N(XAY) = XY, [ z,y]— { (,2-3ty) falsi<
(20,3t —2,y) falls 2 <t <1

eine Homotopiedquivalenz ist.

(iii) Es sei f: X XY — Z eine stetige Abbildung punktierter Rdume. In Anlehnung an
die leider nicht wohldefinierte Hopfkonstruktion aus [29, S.502] definieren wir die
Hoptkonstruktion auf f als

H(f): XY = XZ, (x,t,y) — [, f(z,9)].

Man rechnet leicht nach, dass H(f) eine wohldefinierte, stetige Abbildung von punk-
tierten Raumen ist.

Definition 4.15. Es sei (X, zg) ein H-Raum mit Multiplikation v. Das Diamantprodukt
o QXX x QXX — Q¥ X

ist fiir zwei Schleifen 3, v: S' — XX = S' A X definiert durch

SI—>SIAX PSS AXAX
l@
XX
J{H(z/)
»X

Boy

Wir fassen die elementaren Eigenschaften von ¢ zusammen, die wir benotigen.

Lemma 4.16. (i) Esist ¢, 07 = ¢z = 70Cy, fir alle v € QXX . Insbesondere induziert
© eine Abbildung
QXX A QDX — QX

die wir ebenfalls mit ¢ bezeichnen.
(ii) Die Abbildung o ist stetig.
(iii) Fir einfache Schleifen 4, und 4, ist
iz Oty = Tu(0) * (Iu(ay)) " * lu(ooy)-
Beweis. (vergleiche [3]) (i) Fiir t € S! ist [t, ¢y, (1), v(¢)] = [t, z0,7(t)] der Basispunkt in
S' A X A X und wird von H(v) o ® auf [t, ] in X abgebildet.
(ii) Wegen (i) geniigt es, ¢ auf QXX A QXX zu untersuchen. Betrachte zuerst

g QSX AQSX - OS(X A X),  [8,7] — (t— [t, B(2), v(1)]).
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Diese Abbildung ist genau dann stetig, wenn
S'AQEX AQEX — B(X AX), [t 8,9] = [t B(1), 7 (t)]

stetig ist [29, S.107|. Letztere Abbildung ist aber gerade die obere Abbildung im kommu-
tativen Diagramm

SIA QXX AQYX L(XAX)

itriag/\id/\id id/\ev/\eVT

SIASIASIAQSX AQSX —=S'AQEX ASAQEX AS!

wobei triag ein ¢t € S auf [t,t,t] abbildet, T' die passende Vertauschung bezeichnet und
ev die Auswertungabbildung ist.

Da ¢ = Q(H(v)) o Q(P) o g ist, ist auch ¢ stetig.

(iii) Dies folgt sofort durch einfaches Ausrechnen. O

Betrachten wir nun den H-Raum X = CP*, so erhalten wir eine induzierte Abbildung

H,(QXCP>) @ H,(QECP>) —= H,(QXCP>® x QNCP>) —> H,(QXCP>)
auf Homologie und wegen Satz eine Abbildung

ox: NSymm @ NSymit ™2™ 71, (Q2CP*) © H.(QECP®) —~ H,(QSCP>) —~ NSymm.

Mithilfe des folgenden Lemmas und gewissen Distributivitatseigenschaften (im Hopfalge-
brasinne) von oy (siche [3]) ldsst sich das Diamantprodukt in NSymm berechnen.

Lemma 4.17. (i) Ist x € NSymm von positivem Grad, so ist
1<>N37:0:CE<>N 1.
(i) Fiir 4,7 > 1 ist
L~ [a+b
ZioN 4Ly = ( " )Zi—aXN(Za+b)Zj—b-
b=0

a=0

Beweis. (vergleiche [3]) (i) Bezeichne inc: * — QX CP> die Inklusion des Basispunktes.
Dann ist 1 ® z € Im(inc, ® id). Nach Lemma kommutiert

inc,®id

H,(x) ® H,(QXCP>)" %0 H,(QXCP>) @ H,(QSCP>)

) |

H,(x x QLCP>) H,(QXCP>® x QNCP®) —* = H,(QXCP>)

l .

H,(x A QECP>) H,(QECP> A QSCP>)

(incxid)«

(incxid)«

Die Abbildung faktorisiert also fiir Elemente der obigen Form iiber H,(x A QXCP>) =
H. (%), also ist 1 o x € Hy(QECP>). Ist x von positivem Grad, so ist andererseits auch
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lon von positivem Grad. Das einzige Element, das in zwei Graden liegt, ist aber die 0.
(ii) Der rechtséufsere Weg in dem Diagramm

H.(CP®) ® H.(CP®) —* = H,(CP* x CP*) ™ g (cp~<t) |
s @i (idxvxid)«
H,(QECP>) ® H.(QXX) H,(CP>*?)
X (ix3%1)
H,(QXCP>*?) H,(QXCP>"?)
O (idxinvxid).
H,(QXCP>) — H,(QXC P>

entspricht dem rechten Ausdruck in Lemma [4.16] (iii), denn es ist v(—,zq) x v X v(zg, —)
homotop zu id x v x id. Die Verkettung der linken Abbildungen entspricht dem linken
Ausdruck, das Diagramm kommutiert also.

Nach Lemma induziert die Diagonalabbildung auf CP*° die Komultiplikation von
H,.(CP®), die wir im Beweis von bestimmt haben. Die Inversion von Schleifen in
QXCP> entspricht der Antipode auf H,(QXCP*) = NSymm. Schlieflich kann man
zeigen, dass die durch die H-Raum-Multiplikation v von CP* auf Kohomologie induzierte
Komultiplikation Erzeuger z auf + ® 1 + 1 ® x abbildet, und dass daher die dazu duale
Multiplikation auf H,(CP*>) gegeben ist durch b, ® b — (rjs)brﬁ fiir Erzeuger b, von
Hy,(CP>) (vergleiche [9, S.291]).

Damit berechnet sich Z; ¢ Z; = o, 0 x o (i, ® i,)(b; ® b;) wie angegeben. O

Dualisieren liefert schlieflich das Koprodukt auf QSymm, das wir im Folgenden un-
tersuchen wollen:

Definition 4.18. [3] Wir erhalten eine Abbildung og durch

°Q

QSymm QSymm ® QSymm

- ]

NSymm’ v, (NSymm ® NSymm)’ — > NSymm’ ® NSymm/’
Genauer ist fiir Kompositionen o mit der Notation aus

<>Q<Ma) = Z <Zﬁ ON Zy, Ma>Mﬂ ® M,

3,7 Kompositionen

Man sieht leicht, dass og = Jg o o* o (Jg ® Jg) ! ist.

o7



5 Das Diamantprodukt und das zweite Koprodukt

5.1 K-Theorie

Wir haben in Abschnitt 4 zwei zusétzliche Koprodukte auf QSymm kennengelernt, das
iiber Matrizen definierte Koprodukt A, und das von o auf QSymm 22 H*(QX.CP>) indu-
zierte Koprodukt ¢¢g. Diese Koprodukte stimmen offenbar nicht iiberein, denn AQ bildet
QSymm,, auf QSymm, ® QSymm,, ab, ¢¢ hingegen respektiert als induzierte Abbildung
die Graduierung auf QSymm.

Eine dhnliche Situation finden wir fiir Symm = H*(BU): Es gibt Abbildungen

la, e BU x BU — BU,

und g induziert auf Symm die gewohnliche Komultiplikation Ag. Baker und Richter zei-
gen in [3], dass die von pg auf Symm induzierte Komultiplikation H*(ug) wiederum die
Multiplikation auf A = Rings(Symm, —) induziert. Dasselbe gilt aber fiir Ag = Ag|symm-
Es stellt sich also die Frage, wie H*(jig) und Ag zusammenhéngen.

Die 0-te K-Theorie K°(BU) von BU ist isomorph zur Algebra der Potenzreihen in ab-
zéhlbar vielen kommutierenden Unbestimmten Z[[cy, ¢z, ...]] (siche [28, S.395]), und man
kann die charakteristischen Klassen ¢; mit den elementarsymmetrischen Funktionen z;
identifizieren [21, S.194f]. In [3] wird angedeutet, dass Ag eher der von pg induzierten
Abbildung K°(ug) auf KY(BU) statt H*(ug) entspricht. Wir versuchen daher in diesem
Abschnitt, die von ¢ auf K°(QXCP>) induzierte Abbildung mit AQ zu vergleichen.
Zunéachst fassen wir die im Folgenden bendtigten Tatsachen iiber K-Theorie zusammen,
dann konstruieren wir eine Abbildung, welche singulédre Kohomologie mit K-Theorie ver-
bindet. Mithilfe dieser Abbildung versuchen wir dann einen Vergleich.

Wer einen Einstieg in K-Theorie als Grothendieckgruppe von Vektorbiindeln sucht, wird
in [I] und in dem nicht als Buch verdffentlichtem, aber frei zugénglichem Manuskript [10]
fiindig. Zieht man den abstrakteren, hier bendtigten Rahmen einer iiber ein Spektrum
definierten Kohomologietheorie vor, so seien [28] und [2I] empfohlen.

Definition 5.1. Es sei X ein kompakter topologischer Raum und Vect(X) die Menge
der Isomorphieklassen endlichdimensionaler Vektorbiindel iiber X. Die Summe & macht
Vect(X) zu einem abelschen Monoid. Die 0-te K-Theorie K°(X) von X ist definiert als
Quotient

F(Vect(X))/U

dabei ist F'(Vect(X)) die freie abelsche Gruppe auf Vect(X) und U C F(Vect(X)) die
von Elementen der Form p + ¢ — (p @ q), p, q € Vect(X) erzeugte Untergruppe.

Die abelsche Gruppe K°(X) ist mit der durch das Tensorpodukt von Vektorbiindeln
induzierten Multiplikation ein kommutativer Ring [I].

Bemerkung 5.2. Betrachte den klassifizierenden Raum BU = colimBU(n) von U =
colimU (n), also den direkte Limes BU := colimG,,(C*) der Grassmannschen Mannigfal-
tigkeiten.

Es gibt fiir jedes n € N ein Vektorbiindel v,: E, — BU(n), so dass man jedes n-
dimensionale Vektorbiindel iiber beliebigem parakompakten X als Pullback f*~, beziig-
lich einer stetigen Abbildung f: X — BU(n) erhalt [21, S.193|. Ist X kompakt, so liegt
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das Bild jeder stetigen Abbildung X — BU bereits in einem BU(n), die Abbildung ent-
spricht also einem endlichdimensionalen Vektorbiindel.

Der Raum BU ist bis auf Homotopie ein Ring, das heifst es gibt Abbildungen pg, s : BU X
BU — BU, so dass fiir (BU, g, jig) die definierenden Diagramme einer Ringstruktur bis
auf Homotopie kommutieren.

Diese Ringstruktur liefert wiederum fiir beliebiges X eine (in X natiirliche) Ringstruktur
auf der Menge [X, BU x Z] der Homotopieklassen von Abbildungen X — BU x Z |28,
S.207ff, S.298ff]. Man kann zeigen, dass fiir kompaktes X

K°(X) = [X,BU x Z]
als Ring ist [21} S.200].

Wie die Notation K° vermuten lisst, kann man allgemeiner abelsche Gruppen K", n €
Z., konstruieren, so dass K* eine verallgemeinerte Kohomologietheorie ist:

Definition 5.3. Es sei X ein punktierter CW-Komplex. Fiir n € Z definieren wir die
reduzierte K-Theorie von X durch

K*(X):=[X,BU x Z),, K™ (X):= K*(2X).

Dabei bezeichnet [X, BU x Z], die Menge der Homotopieklassen stetiger basispunkter-
haltender Abbildungen von X nach BU x Z.
Ist (X, A) ein Paar von CW-Komplexen, so definieren wir die (unreduzierte) K-Theorie
von (X, A) fir n € Z durch

K"(X,A) := K"(X/A)
wobei X /0 := X U x sei und wir kurz K"(X) := K"(X, ) schreiben.

Satz 5.4. (i) Die Gruppen K™ bilden eine unreduzierte Kohomologietheorie: Jedes K™

ist ein kontravarianter Funktor, zueinander homotope Abbildungen auf Rédumen in-
duzieren die gleiche Abbildung auf K-Theorie, es gibt zu jedem Paar (X, A) von
CW-Komplexen eine (natiirliche) lange exakte Sequenz wie in singuldrer Kohomo-
logie, und das Ausschneidungsaxiom ist erfiillt.
Ebenso ist K* eine reduzierte Kohomologietheorie: K™ ist ein kontravarianter Funk-
tor, zueinander homotope Abbildungen auf Rdumen induzieren die gleiche Abbil-
dung auf reduzierter K -Theorie, es gibt einen natiirlichen Isomorphismus K "YX) =
K™ (X)) und fiir jedes Tripel (X, A, {zo}) ist die Sequenz

K" (X UCA) — K™(X) — K™(A)

exakt. Zusétzlich erfiillt K* das Bouquet-Axiom: Ist (Xi)ier eine Familie punktierter

CW-Komplexe, so ist
Hji*: K”(\/ X;) — EB K™(X;).

ein Isomorphismus|2§].

(ii) Die direkte Summe K*(X) der K™(X) ist ein graduierter, kommutativer Ring mit
Eins, und K*(X) = ker(X — #)* C K*(X) ist ein Ideal in K*(X). Stetige Abbil-
dungen zwischen CW-Komplexen induzieren Ringhomomorphismen. |28, Ch.13| O

Ist X parakompakt, also zum Beispiel ein CW-Komplex, so definiert nach immer
noch jedes Vektorbiindel iiber X ein Element in K°(X). Es hat aber nicht mehr zwingend
jede Abbildungen X — BU ihr Bild bereits in einem BU(n), wir erhalten also eventuell
auch Abbildungen, die keinem endlichdimensionalen Vektorbiindel entsprechen.
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Definition 5.5. Setze E,; := {(z,v) € CP* x C*|v € z}. Die Abbildung
vi=m:E —CP* (xz,v)—z

ist ein eindimensionales Vektorbiindel, genannt kanonisches Geradenbiindel tiber CP>

10, S.28].

Satz 5.6. (siche [10, S.78]) Es sei x € H?(CP>;Z) ein Erzeuger. Dann gibt es genau
eine Familie von Funktionen c,: Vect(X) — H?(X;Z),n € N, fiir jeden parakompakten
Raum X , so dass fiir alle endlichdimensionalen Vektorbiindel £ — X, F — X gilt:

(i) Esist ¢1(y) = =.

(ii

(iii

Fiir jede stetige Abbildung f: X — Y und alle n ist ¢,(f*(E)) = f*(c.(E)).
Es gilt ¢,(E) = 0 fiir alle n > dim E.

)
)
)
(iv) Mit ¢(E) :== 1+ 32 c,(E) ist ¢(E @ E) = ¢(E)c(E) in H*(X).

Die ¢,, heiften charakteristische Klassen. O

Lemma 5.7. Fiir jeden endlichen CW-Komplex X gilt: Es gibt genau einen natiirlichen
Homomorphismus graduierter Ringe ch : K°(X) — H*(X; Q) mit

ch(L) = @

fiir alle eindimensionalen Vektorbiindel L — X, genannt Cherncharakter.
Setzen wir H(X;Q) := @, , H*"(X;Q), so ist die ebenfalls mit ch bezeichnete Abbil-
dung

K'X)®Q — H¥(X;Q), z®r+ rch(z)

ein Isomorphismus von Ringen (siche [10, S.100ff], sehr lesenswert ist auch die allgemeinere
Definition in [21]). O

Wir wollen den Cherncharakter fiir unseren Vergleich zwischen Diamant- und zweitem

Koprodukt auf QSymm nutzen. Da QX C P> aber kein endlichdimensionaler CW-Komplex
ist, ist der Cherncharakter fiir QXCP> nicht definiert.
Das erste Problem ist hierbei die nichtverschwindende Kohomologie: Ist X nicht endlich, so
ist (") kein Element von H*(X), wenn ¢;(L) nicht nilpotent ist - und in Polynomringen
tiber Z gibt es kein einziges nilpotentes Element, in H*(QXCP>) = QSymm also auch
nicht. Diese Schwierigkeit ldsst sich aber leicht umgehen: Wir betrachten statt H*(X; Q)
einfach die Komplettierung

H™(X:;Q) : HFX@

also den Ring der Potenzreihen in einer Variable mit i-tem Koeffizienten aus H'(X;Q).
Verschwindet die Kohomologie von X in hohen Graden, so stimmen H*(X;Q) und
H™*(X;Q) iiberein.

Das zweite Problem ist, dass fiir den Beweis, dass ch ein Ringisomorphismus ist, das Spal-
tungsprinzip fiir K-Theorie von kompakten Rdumen wesentlich ist (siehe [10, S.63|). Die-
ses Problem lasst sich nicht ganz so einfach beseitigen. Gliicklicherweise besitzt JCP> eine
recht einfache CW-Struktur, so dass wir den gewiinschten Cherncharakter fiir QX CP> ~
JCP> aus den Cherncharakteren der Skelette konstruieren kénnen:
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Lemma 5.8. Es gibt eine CW-Struktur auf JCP>, so dass das n-Skelett JCP>™ von
JCP*> fiir beliebiges n aus endlich vielen Zellen besteht und keine Zellen in ungeraden
Graden besitzt.

Beweis. Der CW-Komplex CP* besteht aus je einer Zelle ey; in jedem geraden Grad
2i > 0. Folglich besitzt auch CP>* nur Zellen in geraden Graden. Genauer sind die
Zellen im Grad 2n von CP>F gegeben durch Produkte ey;, X ... X ey, mit > i; = n.
Die 2n-Zellen von | |,., CP>" stehen also in Bijektion mit Tupeln (i, ...,ix) € NE mit
Z ij = n. -

Die James-Konstruktion JCP> ist der Quotient von | |-, CP>* beziiglich der Aquiva-
lenzrelation, die Tupel von Elementen aus CP* identifiziert, wenn sie durch Hinzufiigen
oder Weglassen des Basispunktes ineinander iiberfithrbar sind. Der Basispunkt ist aber
gerade die 0-Zelle eg. Die Produkte eg;, X .... X eg;, und eyj, X .... X eg;, definieren also
genau dann dieselbe Zelle in JCP>, wenn die durch Streichung der 0 aus (i1, ..., i) und
(j1, ---,Ji) erhaltenen Kompositionen gleich sind.

Damit ergibt sich: JCP*> besitzt keine Zellen ungerader Dimension, und die 2n-Zellen
von JCP® sind indiziert iiber Kompositionen von n. Insbesondere gibt es nur endlich
viele 2n-Zellen. O

Betrachten wir die Inklusionen i, : JCP>*™ — JCP>"*1) 5o kommutiert

iy ®id i* ®id iy ®id
LKO(JCPoo(TH-l)) ® Q;@>KO(J(CPOO(”)) ® Q;

lch ich
7;*

s
Zn+1 n—1

HHGU(JCPOO(R—‘Fl);Q) L>Hev(JCPOO(n);Q> .

wegen der Natiirlichkeit des Cherncharakters. Die Cherncharaktere zu JCP>™ definieren
also einen Morphismus der in den beiden Zeilen des Diagramms abgebildeten inversen
Systeme und induzieren daher einen Ringhomomorphismus

chji = limch: lim(K°(JCP®™) ® Q) — lim H*(JCP>™; Q).

Da ch fiir jedes JCP>*™ ein Isomorphismus ist, ist auch chyy, ein Isomorphismus. Es bleibt
die Aufgabe, Definitions- und Bildbereich von chy, zu identifizieren, also die inversen Li-
miten der beiden Systeme zu bestimmen - in der Hoffnung, dass wir einen Cherncharakter
auf JCP* konstruiert haben.

Lemma 5.9. Es sei X ein CW-Komplex, der in jedem geraden Grad nur endlich viele
Zellen besitzt und keine Zellen in ungeraden Graden. Weiter bezeichne j,: X™ — X die
Inklusion. Fiir die inversen Systeme

i ®id i*_,®id
KO(X(nH)) ® QﬁKO(X(n)) ® @41>

i ®id

und
i, i ]

(X, Q) H (X Q)
1st
Lic: K'(X) 2 Q = im(K°(X™) @ Q), 2@ ¢+ (j,(2) ® @)nzo
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injektiv und
Ly: H™(X;Q) 2 im H*(X™;Q), 2+ (j;(2))nz0

ein Isomorphismus.

Beweis. Zuerst beweisen wir die zweite Behauptung. Die Abbildung Ly ist wegen j,,1 ©
tn = Jn wohldefiniert. Betrachte

Jns HPH(X ) — 1A (X)),

Da X nur Zellen in geraden Graden besitzt, ist X?" = X2 und jy, = jon41 fiir alle
n. Fiir einen beliebigen CW-Komplex Y induziert die Inklusion Y¥) — Y einen Isomor-
phismus Hy,(Y™) — Hy(Y) fiir & < n [9, S.137]. Folglich ist Hy(j2,) = Hp(j2ni1) ein
Isomorphismus fiir £ < 2n und die Nullabbildung fiir £ > 2n. Insbesondere verschwinden
singulire Homologie und Kohomologie von X in ungeraden Graden, und H,(X ™) ist frei
und endlich erzeugt. Damit ist auch H*(j,) = Hom(H}(j,),idz) ein Isomorphismus fiir
k < n und die Nullabbildung sonst.

Ist also x € H™*(X;Q) mit jiz = 0 fiir alle n > 0, so ist bereits x = 0 gewesen.

Zu zeigen bleibt die Surjektivitat von Ly: Fiir n, k > 0 sei

pri”: H*(X™:Q) — H*(X™, Q)

die Projektion auf den k-ten Grad von H*(X™). Es sei (y,) € lim H*(X™;Q) vorgege-

ben. Da H"(j,) ein Isomorphismus ist, konnen wir

T = (Hn(jn)_lprgn) (yn))nZO € HW*(X; Q)

setzen. Damit ist fir alle n > 0

gnr = ZJnHk ()" prk” ()
= Zj;:H'f(m pryige i (yn)
= ka( 7 H (i )pr” ()

= ZH’“(%)H’wk)*H’f<z'nf1...z’k>pr2"><yn>.

Nun ist aber jni,_1...ix = ji, und H*(j,) ist ein [somorphismus. Folglich ist H*(4,,_;...ix) =

H* () H*(j,)! und damit
it =3 o (Yn) = U,
k=0
also Ly () = (yn)n>o0-
Um die erste Behauptung zu beweisen, betrachten wir zunéchst das inverse System
Gt in in—1
o KX (D)) s gO(X (M)
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Ist n gerade, so ist X = X®+Y also ist i, die Identitit. Fiir ungerades n betrachten
wir die lange exakte Sequenz

e KO(X () X () —— O X (1)) HKO(X(n)) — KN X0+ X)) —— .
zum Paar (X, X(+1)): Es ist
KI(X(n+1),X(n)) _ KI(X(TH—I)/X(n))

l

K'(\/ s

l =1
@f(l(SnJrl)
P x'(zsm)

:ll
@ KO(S™).

Nach [I0, S.52] ist aber K°(S™) = 0 fiir ungerades n, also ist i, surjektiv.
Obiges inverses System erfiillt damit die Mittag-Lefler-Bedingung, und nach [16, S.123]
ist lim K°(X (™) = K°(X). Genauer gilt: Ein Isomorphismus ist gegeben durch

12

1

12

1

©: KO(X) — lim KOX™), @ (3 (2))nzo.

«—

Elemente in lim(K°(X™) ® Q) sind Tupel (377 2\ @ ¢ N0 mit

111 7

Mp+41

Z ZZ(CL’EH—H n+1) Z x(n Q ql

i=1
Betrachte nun Lg: Ist Z?; r; ® q; € ker Lk, also
0= Z]Z(Iz) ®q = prn o ®(z;) ®q;
i=1 i=1

fiir alle n, so muss schon 7" x; ® ¢; = 0 gewesen sein, denn nach [2] sind die K°(X ™)
und damit auch K°(X) freie Z-Moduln, also ist auch ® ® id injektiv. Folglich haben wir
eine Injektion K°(X) ® Q — lim(K°(X™) ® Q) gefunden. O

Wir konnen also insbesondere fiir X = JCP*> definieren:

Definition 5.10. Es sei X ein Raum wie in Lemma 5.9 Der Cherncharakter von X ist
die injektive Abbildung

ch:= Ly ochyyy 0 Li: K0<X> ®Q— H™(X;Q).

63



Bemerkung 5.11. (i) Tatséchlich ist dies die einzige Moglichkeit, eine Abbildung ch
so zu definieren, dass das Diagramm

Jn®id

KX)o Q"> K(X™)2Q

lch o

H™(X:Q) — H*(X"; Q)

fiir alle n kommutiert: Im Beweis von Lemma haben wir gezeigt, dass K°(X) =
lim K°(X ™) ist, Elemente aus K°(X) sind also durch die Menge ihrer Bilder unter

7¥ eindeutig bestimmt. Wir haben in diesem Beweis ebenfalls gezeigt, dass die K°(X)
und K°(X™) freie abelsche Gruppen sind, folglich gilt dasselbe fiir die j ® id.
Ebenso ist jedes Element z € H™*(X; Q) durch (j:x),>¢ eindeutig bestimmt. Da die
Cherncharaktere fiir X Isomorphismen sind, miissen wir ch wie in definieren.

(ii) Der so definierte Cherncharakter ist natiirlich: Es seien X,Y Raume, fiir die der
Cherncharakter definiert ist, und es sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist
ffoch = cho f* denn die inversen Systeme aus Lemma [5.9] und damit Ly, chy,
und L sind nattrlich in X.

5.2 Ein Vergleich zwischen Diamantprodukt und zweitem Kopro-
dukt

Nun kommen wir zum versprochenen Vergleich: Wir haben zwei Abbildungen
x,0: QXCP™ x QXCP™ — QXCP™,

die Verkettung von Wegen und das Diamantprodukt, und zwei dadurch induzierte Kopro-
dukte auf QSymm. Das durch * induzierte Koprodukt entspricht nach Satz[4.13|dem ersten
Koprodukt auf QSymm. Es stellt sich nun die Frage nach einem Zusammenhang zwischen
¢@ und dem zweiten Koprodukt AQ aus Abschnitt 4.1, und wir wollen versuchen, die auf
K-Theorie von ¢ induzierte Abbildung mit der Abbildung AQ zu vergleichen. Der eben
definierte Cherncharakter liefert uns die hierfiir nétige Verbindung zwischen K°(QXCP>)
und H*(QXCP>) = QSymm.

An dieser Stelle ist eine technische Warnung angebracht: Lemma liefert nur, dass
QY CP*> homotopiedquivalent zum CW-Komplex JCP*> ist, streng genommen diirfen
wir nach unserer Definition von K-Theorie gar nicht K°(Q23XCP>) schreiben. Man kann
die Definitionen aber natiirlich mithilfe der Homotopiedquivalenzen verallgemeinern, denn
die Konstruktionen sind homotopieinvariant.

Ebenso werden wir im Folgenden die Zellstruktur von JCP* aus Lemma [5.8 nutzen und
dabei, um keine unnotige Notation anzuhaufen, das Bild von J CP>"™ unter der Homo-
topiedquivalenz aus mit QXCP>™ bezeichnen.

Es sei z € H*(QXCP>®) C H*(QXCP>;Q) C H™*(QXCP>; Q) gegeben. Am lieb-
sten wiirden wir z als Element in K°(QXCP>) auffassen und dann ¢* darauf anwenden.
Allerdings haben wir zwar den Cherncharakter ch: K°(QXCP>)®Q — H™*(QXCP>;Q),
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aber dieser ist nur injektiv, ein Urbild von x unter ch muss nicht existieren. Daher be-
trachten wir fiir m > 2n das kommutative Diagramm

Jm ®id

K°(QXCP>) ® Q " K(Q2CP>") @ Q

o o

H™(QECP*; Q) 2~ [*(QRCP>™; Q)

Die untere Abbildung ist im Grad 2n ein Isomorphismus, ebenso der rechte Cherncharak-
ter. Im Beweis von Lemma haben wir uns iiberlegt, dass die obere Abbildung j,, ® id
surjektiv ist. Wir kénnen also ein y € K°(QXCP>) ® Q wihlen mit

cho (j,, ®id)(y) = jpz

Dieses y wird von ¢* @ id auf ein Element in K°(QXCP> x QXCP>) ® Q abgebildet.
Hierauf kénnen wir den Cherncharakter und dann gradweise das Kreuzprodukt anwen-
den. Da AQ(x) € QSymm, ® QSymm,, ist, projizieren wir noch auf die Komponente
im Bigrad (2n,2n) und erhalten ein Element in H**(QXCP>; Q) @ H*"(QXCP>;Q) =
QSymm(Q),, ® QSymm(Q),,. Wir wollen also den Weg von z im Diagramm

KYQECP*™) g Q Im i KYQECP®) @ Q
chl” o*®id
H*(QRCP>™) K%(QYCP> x QECP®) @ Q
J;*nT ch
x € H*(QXCP>) H™ (QXCP>® x Q¥.CP>;Q)

=~ | []2, %
120 @i H*(QECP>;Q) @ H*(QECP>; Q)
S
H™(QECP>;Q) ® H™(QSCP>;Q)
| Jo®Jg

QSymm(Q),, ® QSymm(Q),,

verfolgen. Wir schreiben kurz

f = (JQ ® JQ) © (pr2n ® pan) © H X ocho (0* ® 1d)

fiir die Hintereinanderausfithrung der rechten Abbildungen. A priori ist nicht klar, welche
Auswirkungen die Wahl von m und die oben besprochene Wahl des Urbildes y haben. Wir
werden zunéachst fiir m > 4n zeigen, dass das Bild jedes wie oben angegeben gewahlten y
unter f nicht mit AQ iibereinstimmt. Danach zeigen wir, dass eine andere Wahl von m
nichts verbessern.

Die Bedingung
Jm © ¢h = cho (4, ®id)(y) = jpz
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kontrolliert das Bild von y unter ch bis zum Grad m. Die Abbildung, fiir die wir uns
interessieren, besteht aber aus einem Cherncharakter, gefolgt von homogenen Abbildungen
und einer Projektion auf die Komponente im Grad 4n:

Lemma 5.12. Es sei m > 4n und x € H*"(QXCP>; Q). Weiter sei u € K°(QXCP®)®Q
ein Element, welches
cho (j, ®id)(y) = jz

erfiillt. Dann ist
fu) =0.
Beweis. Ist ein solches u gegeben, so gilt
j: och(u) = cho (j5, ®id)(u) = j o € H™(QRCP®™: Q),
denn z hat Grad 2n. Folglich ist wegen m > 4n
i 0 DLy 0 ch(u) = pry, 0 55, 0 ch(u) = pry, 0 iz = 0.

Da j* : H™*(QXCP>; Q) — H*(QXCP>); Q) im Grad 4n < m ein Isomorphismus ist,
muss schon
pry, o ch(u) =0

sein.
Man iiberlegt sich leicht, dass das Diagramm

K(QECP>) @ Q b H™(Q5CP>; Q)
0" ®id o*
KO(QECP>® x ONCP>)  Q ch H™(QNCP> x QNCP>;Q)
ch Pryn

Pryn

H™ (QECP>® x QLCP>®;Q) H"(QECP>® x QECP>®;Q)
~|[[52, x X

120 @, yoei H*(QECP®; Q) @ H* (QECP>;Q) — @, y—on HX*(WECP>;Q) © H*(QECP>;Q)

Pra, ®pra, Pra, ®pra,

H2"(QXCP>; Q) © H2"(QXCP>; Q) d H2"(QXCP>;Q) @ H2"(QXCP>; Q)

kommutiert. Damit ist aber

(Jo ® Jg) © (pra, @ pry,) o (][ x) o cho (0" @ id)(u)
(JQ ® JQ) © (pr2n ® pr?n) o Xo Pryp © <>* © Ch(U)

— (Jo® Jg) (bt @ Pry,) © X 0" 0 iy, o ch(u)
0

wegen der Homogenitat von o*. O
Nun ist die Frage, ob die Urbildbedingung
cho (j ®@id)(y) = jia
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fiir 2n < m < 4n Elemente y zuldsst, die nicht auf 0 abgebildet werden. Dies kénnen
wir hier nicht ausschliessen, aber wir zeigen nun, dass Elemente, die die Urbildbedingung
fiir m = 4n erfiillen, auch fur m < 4n zuléssig sind. Gibt es also fiir m < 4n Urbilder y
mit f(y) # 0, so erhalten wir unter der Urbildbedingung fiir m < 4n keine wohldefinierte
Abbildung.

Lemma 5.13. Es sei 2n < m < 4n und z € H*(QXCP>; Q). Ist y € K°(QXCP>®) @ Q

mit

cho (ji, ®@1d)(y) = ji,
so ist auch

cho (7, ©id)(y) = jia.
Beweis. Fiir die Inlusionen i, : QXCP>") — QuCP>T+Y gilt

j4n Olgp—10 ... 0Ly = jm
Da ch natiirlich ist, ist also

cho (j: ®id)(y) = cho (i, 0...0i}, 075, ®@id)(y)

ir o..oiy, 4ocho(j;, ®id)(y)

© e Oy 1JanT = Jm -

= 1
[l

Bemerkung 5.14. Esist AQ(M(D) = Muy®My # 0, denn die 1 x 1-Matrix mit Eintrag
1 ist die einzige (0, (1))-Matrix. Wir haben also keine sinnvoll erscheinende Moglichkeit
gefunden, Urbilder so zu wahlen, dass die betrachtete Abbildung mit Ag tibereinstimmt.
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Ausblick

Unser Versuch, og mithilfe des Cherncharakters in das rein algebraisch definierte Kopro-
dukt AQ zu Uberfiihren, ist fehlgeschlagen.

Ein anderer méglicher Ansatz ist der Folgende: Man kann den Beweis, dass H,(Q2XCP>) =
Ty— H*(pt(f[* (CP>))ist, auf K-Theorie tibertragen und so NSymm mit der K-Homologie
Ko(QXCP>) von QXCP> identifizieren. Das Diamantprodukt ¢ induziert wieder eine
Multiplikation

orn: Ko(QECP®) @ Ky(QECP®) — Ko(QLCP™).

Mit den gleichen Uberlegungen wie in Lemma erhalt man eine Formel fiir Z; ox v Z;.
Dieses (inhomogene) Koprodukt lisst sich dann in den passenden Graden mit Ay, der zu
AQ dualen Multiplikation auf NSymm, vergleichen. Dieser Vergleich steht aus, in einfa-
chen Fillen sind die Ergebnisse positiv.

In den Abschnitten 1 bis 3 haben wir QSymm als Go(H ) identifiziert und gezeigt, dass

der Dualitdt von QSymm und NSymm eine Dualitét von Go(H) und Ko(H) entspricht.
Die Beweise hierzu waren leider sehr technisch und wenig informativ.
Moglicherweise liefte sich die fiir den gegebenen Beweis wesentliche Tatsache, dass die
Heckealgebren H,, Frobeniusalgebren sind, fiir einen alternativen Beweis der Dualitét
nutzen: Uber die einer K-Frobeniusalgebra A zugehorige Bilinearform lésst sich ein Au-
tomorphismus

v:A— A,

genannt Nakayama-Automorphismus von A, konstruieren. Ist M ein A-Modul, so definiert
v eine zweite A-Modulstruktur auf der abelschen Gruppe M. Dieser Modul sei mit M"
bezeichnet.

Da projektive Moduln iiber Frobeniusalgebren auch injektiv sind, kann man analog zur
Paarung aus Abschnitt 3 eine zweite Paarung

(,): Ko(Hy) ®z Go(Hyp) = Z, M ® N — dimg Hompg, (N, M)

definieren. Sind FE4, ..., E,, die einfachen H,-Moduln und P, ..., P,, unzerlegbare projek-
tive H,-Moduln mit P;/radP; = F;, so kann man zeigen, dass

<Pi> E;) = 6i’j

ist. Fiir diese Paarung zeigt man leicht die Lemma entsprechende Aussage.
Vielleicht l&sst sich mithilfe dieser beiden Paarungen ebenfalls die Dualitit zwischen Go(H)
und KCo(H) zeigen. Falls dies moglich ist, wire verstéandlicher, welche Rolle die Frobeni-
usalgebrastruktur der H,, fiir diese Dualitét spielt.
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