Vorlesung Birgit Richter

Kategorientheorie mit Anwendungen in Topologie

Category theory is intended as a universal language of mathematics, so all con]
cepts should be translated into it. Much as beavers, who as a species hate the
sound of running water, plaster a creek with mud and sticks until alas that
cursed tinkle stops, so do category theorists devise elaborate and obscure defi-
nitions in an attempt to capture a concept that to most of us seemed perfectly
clear before they got to it. But at least sometimes this works admirably — for
instance no one can be immune to the charm of treating knot invariants with

braided monoidal categories.
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1. GRUNDBEGRIFFE UND BEISPIELE

Definition 1.1. Eine Kategorie C besteht aus

(1) einer Klasse ObC, deren Elemente Objekte von C genannt werden.
(2) Fiir jedes Paar von Objekten A und B aus C gibt es eine Menge C(A, B), deren

(3) Fiir jedes Tripel A, B und C von Objekten gibt es ein Verkniipfungsgesetz

(4) Fiir jedes Objekt A gibt es einen Morphismus 14, genannt die Identitit auf A.

Elemente Morphismen von A nach B genannt werden.

C(A, B) x C(B,C) — C(A,C)
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und die Verkniipfung eines Paares (f, g) von Morphismen wird mit g o f bezeichnet.

Die Verkniipfung von Morphismen ist assoziativ, d. h. fiir Morphismen f € C(A, B), g €
C(B,C) und h € C(C, D) gilt

ho(goef)=(hog)of

!Terry Gannon, Moonshine Beyond the Monster, Cambridge Monographs on Mathematical Physics, 2006,

p.87.
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und die Identitdtsmorphismen verhalten sich unter Verkniipfung neutral, d. h. fiir alle f €
C(A, B) gilt

lpof=f=foly

Obwohl das fiir einige Beispiele von Kategorien unangemessen ist, notiert man héufig
Morphismen f € C(A, B) als Pfeile f: A — B.
Der Morphismus 1,4 ist durch das Objekt A eindeutig bestimmt: Sind 14 und 1/, Identitéten
auf A, so gilt
1A:1Aoli4:1£4-

Definition 1.2. e Eine Kategorie C heifit klein, falls die Objekte eine Menge bilden.
e Fine Kategorie heifit diskret, falls sie nur Identitédten als Morphismen enthélt.

Insbesondere sei X eine beliebige Klasse. Dann kénnen Sie die Elemente aus X als Objekte
auffassen und Sie betrachten nur die Identitdtsmorphismen auf x € X als Morphismen. Dies
ist die diskrete Kategorie auf X.

Sie kennen Beispiele von Kategorien, unter anderem:

e Sets: Kategorie der Mengen und Funktionen

e Gr: Kategorie der Gruppen und Gruppenhomomorphismen

e Ab: Kategorie der abelschen Gruppen und Gruppenhomomorphismen

o k-Vekt: Kategorie der k-Vektorrdume und k-linearen Abbildungen (k ein Korper)

e R-Mod: Kategorie der R-Moduln und R-linearen Abbildungen (R ein assoziativer
Ring mit Eins)

e Top: Kategorie der topologischen Rédume und stetigen Abbildungen

e Top,: Kategorie der topologischen Rdume mit gewdhltem Grundpunkt und stetigen
Abbildungen, die die Grundpunkte respektieren.

e CW: Kategorie der CW-Komplexe und zelluldren Abbildungen

e Ch: Kategorie der Kettenkomplexe abelscher Gruppen mit Kettenabbildungen

Andere Beispiele haben Morphismen, die Sie vielleicht etwas aussergewdhnlicher finden:

(1) Es sei Korr die Kategorie der sogenannten Korrespondenzen. Objekte dieser Katego-
rie sind Mengen und die Morphismen Korr(S,T') fiir zwei Mengen S und 7" sind die
Teilmengen des Produktes S x T'. Was ist eine sinnvolle Definition der Identitdtsmor-
phismen, der Komposition? Ubung!

(2) Ist X eine partiell geordnete Menge, so betrachten wir als zugehorige Kategorie Cx
diejenige, die als Objekte wiederum die Elemente aus X hat und deren Morphismen-
menge Cy(x,y) aus genau einem Element besteht, falls z < y gilt. Sonst sei diese
Menge leer.

(3) Es sei X ein topologischer Raum und O sei die Familie der offenen Menge in X. Wir
konnen eine partielle Ordnung auf O definieren, indem wir deklarieren, dass U < V'
gilt genau dann, wenn U C V.

(4) Oft betrachtet man Kategorien als Diagramme. Zum Beispiel sei [0] die Kategorie
mit einem Objekt und nur dem Identitdtsmorphismus oder es sei [1] = {0,1} die
Kategorie mit zwei Objekten 0 und 1, mit Identitdtsmorphismen und mit einem
weiteren Morphismus von 0 nach 1 (das ist also ein weiteres Beispiel einer poset-
Kategorie). Diese Kategorie ist niitzlich, um Morphismen in anderen Kategorien zu

beschreiben, und zwar iiber sogenannte Funktoren.
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(5) Aus formalen Griinden ist die leere Kategorie wichtig. Sie enthélt kein Objekt und
daher auch keine Morphismen.

(6) Es sei C eine beliebige Kategorie. Dann sei C° die Kategorie, welche die gleichen
Objekte wie C hat und C°(C,C") = C(C',C). Fur f € C(C',C) bezeichne f° den
entsprechenden Morphismus in C°(C, C"). Die Komposition von f° € C°(C,C") und
g° € C°(C",C") ist g°0 f° := (fog)°. Oft nennt man C° die zu C duale Kategorie, aber
oppositionelle Kategorie und andere Bezeichnungen finden sich auch in der Literatur.

Definition 1.3. Eine Unterkategorie D einer Kategorie C besteht aus Objekten und Mor-
phismen von C, sodass D mit der von C vereerbten Verkniipfung von Morphismen wiederum
eine Kategorie ist und sodass fiir alle Objekte D aus D der Morphismus 1p ein Morphismus
in D ist. Eine Unterkategorie D heifit voll, falls fiir alle Objekte D, D’ von D gilt

D(D,D') =C(D, D).

Die Kategorie der abelschen Gruppen ist eine volle Unterkategorie der Kategorie aller
Gruppen. Ist I die Kategorie der endlichen Mengen und injektiven Abbildungen, so ist diese
Kategorie keine volle Unterkategorie der Kategorie Sets.

Definition 1.4. In einer Kategorie kann man von Isomorphismen reden, also Morphismen
fec(C,C), fur die es ein g € C(C’,C) gibt, mit go f = 1c und fog = 1c.

Fiir g schreiben wir auch f=!, weil g durch f eindeutig bestimmt ist.

Definition 1.5. Ein Funktor F von einer Kategorie C in eine Kategorie D

e besteht aus einer Abbildung von der Klasse der Objekte in C in die Klasse der Objekte
von D.
e Zu jedem Paar von Objekten C,C" aus C gibt es eine Abbildung

C(C,C"Y = D(F(C),F(C"), f— F(f).
e Es gelten die beiden Axiome
F(go f)=F(g9)o F(f) firalle feC(C,C"),ge€C(C',C"),

F(lc) = 1p(c)
fiir alle Objekte C aus C.

Beispiele:

(1) Es sei (—)a: Gr — Ab der Funktor, der einer Gruppe G den Quotienten G/[G,G]
zuordnet.

(2) Oft betrachtet man Funktoren, die Struktur vergessen, sogenannte Vergissfunkto-
ren, zum Beispiel ist U: Top — Sets der Funktor, der einem topologischen Raum X
die unterliegende Menge zuordnet, oder U: k-Vekt — Ab, der einen k-Vektorraum
auf die unterliegende abelsche Gruppe abbildet. Da stetige Abbildungen insbesonde-
re Abbildungen von Mengen sind und da k-lineare Abbildungen auch Morphismen
abelscher Gruppen sind, sind dies wirklich Funktoren. Uberlegen Sie sich mindestens
fiinf weitere Beispiele von Vergissfunktoren.

(3) Die Inklusion einer Unterkategorie in eine Kategorie gibt einen Funktor.

(4) Die Identitét auf Objekten und Morphismen ergibt einen Funktor Id: C — C. Dieser

wird naheliegenderweise Identitdtsfunktor genannt.
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(5) Wenn Sie einem Raumpaar (X, A) die n-te singuldre Homologiegruppe, H, (X, A),
zuordnen, so ist dies ein Funktor von der Kategorie der Paare topologischer Rdume
in die Kategorie der abelschen Gruppen.

(6) Ordnen Sie einem Raum mit Grundpunkt, also einem Objekt in Top,, die Funda-
mentalgruppe bzgl. des Grundpunktes zu, so ist dies ebenfalls ein Funktor.

(7) Ein Funktor F': [0] — C entspricht einem Objekt in C, ndamlich dem Objekt F'(0).

(8) Ein Funktor F': [1] — C entspricht zwei Objekten in C, F'(0), F'(1), und einem Mor-
phismus zwischen ihnen, F'(0 < 1).

(9) Zu einer Menge X kann man die freie Gruppe betrachten, Fr(X), die von dieser
Menge erzeugt wird. Abbildungen von Mengen f: X — Y induzieren Gruppenho-
momorphismen Fr(f): Fr(X) — Fr(Y) und Fr wird damit zu einem Funktor.

(10) Ebenso kann man eine Menge X auf die freie abelsche Gruppe abbilden, die von X
erzeugt wird, Fra(X). Dies ergibt ebenfalls einen Funktor.

(11) Ein sehr wichtiges, unschuldig aussehendes Beispiel ist der folgende Funktor: Es sei
C eine beliebige Kategorie und C' sei ein gewéhltes Objekt aus C. Dann definiert die
Zuordnung

D+ C(C, D)

einen Funktor von der Kategorie C in die Kategorie Sets. Funktoren dieser Bauart
heiflen darstellbare Funktoren.

(12) Spéter bei der Diskussion von (Ko)Limites brauchen wir den konstanten Funktor:
Fiir zwei Kategorien C, C' und ein Objekt C” aus C’ betrachten wir den Funktor

AC/Z C— C/, AC’(O) = C,: AC’(f) =l

fiir alle Objekte C' in C und alle f € C(C, D).

(13) Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so sei C'(M) der R-Vektorraum aller glatten re-
ellwertigen Funktionen auf M. Es bezeichne Sm die Kategorie der glatten Mannigfal-
tigkeiten und glatten Abbildungen. Dann ist C' ein Funktor von Sm? in die Kategorie
der reellen Vektorrdume.

Wie bei Morphismen, notiert man héufig Funktoren als Pfeile F': C — (C'.

Funktoren F': C — D heiflen oft auch kovariante Funktoren und Funktoren F: C° — D
heiflen kontravariante Funktoren von C nach D; dies sind also Zuordnungen von der Klasse
der Objekte in C in die Klasse der Objekte in D, sodass auf Morphismen gilt, dass F' eine
Abbildung C(C,C") — D(F(C"), F(C)) induziert, sodass F(go f) = F(f) o F(g) ist und
F(1¢) = 1pc).

Sie kennen Beispiele kontravarianter Funktoren: singuldre Koketten oder Kohomologie-
gruppen sind kontravariante Funktoren von der Kategorie der Paare topologischer Riaume
in die Kategorie der Kettenkomplexe bzw. abelschen Gruppen. Ist f: V' — W eine k-lineare
Abbildung von k-Vektorrdumen, so ist die duale Abbildung f*: W* — V* gegeben als
¢ +— o f. Damit ist das Dualisieren, (—)*, ein kontravarianter Funktor von der Kategorie
der k-Vektorrdume auf sich selbst.

Die folgenden Eigenschaften von Funktoren werden héufig benutzt:

Definition 1.6.
e Ein Isomorphismus von Kategorien ist ein Funktor F': C — D, der sowohl auf Ob-

jekten als auch auf Morphismen eine Bijektion ist.
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e Ein Funktor heifit voll, falls es zu jedem Paar C,C” von Objekten in C und jedem
Morphismus g: F(C') — F(C") einen Morphismus f: C' — C’ gibt mit F(f) = g.

e Ein Funktor heifit ¢reu, falls fiir alle Paare von Objekten C,C” in C mit Morphismen
f1, fo: C — C" mit der Eigenschaft F'(f1) = F(f,) gilt, dass f1 = fo.

e Ein Funktor heiit volltreu, falls die Zuordnung F': C(C,C") — D(F(C), F(C")), f —
F(f) eine Bijektion ist.

Bemerkung 1.7.

e Funktoren kann man verkniipfen und es gibt einen Identitédtsfunktor, der Objekte
und Morphismen unbeschadet auf sich selbst abbildet.

e Ein Funktor F': C — D ist genau dann ein Isomorphismus von Kategorien, wenn es
einen Funktor G: D — C gibt, mit der Eigenschaft, dass die beiden Kompositionen
von Funktoren F'o G und G o F der jeweilige Identitéatsfunktor sind.

e Suchen Sie ein Beispiel fiir einen Funktor F', der zwar volltreu ist, aber keine Isomor-
phie von Kategorien!

Zum Abschluss dieses einfithrenden Kapitels noch einige Grundbegriffe:

Definition 1.8. Im Folgenden sei C eine festgewihlte Kategorie.

e Ein Objekt t in C heifit terminales Objekt, falls es zu jedem Objekt C in C genau
einen Morphismus fo: C' — t gibt.

e Dual heifit ein Objekt s aus C initiales Objekt, falls es zu jedem Objekt C' in C genau
einen Morphismus ¢¢: s — C gibt.

e Ein Nullobjekt in C ist ein Objekt 0 aus C, das sowohl initial als auch terminal ist.

Ist t terminal, so hat t als einzigen Endomorphismus die Identitdt und ebenso ist der
einzige Endomorphismus eines initialen Objekts die Identitét.
Terminale und initiale Objekte sind eindeutig bis auf Isomorphie.
Fiir ein Nullobjekt haben Sie zwischen je zwei Objekten C,C” in C den Morphismus
o200
Beispiele:

e In der Kategorie Sets der Mengen ist die leere Menge ein initiales Objekt und jede
einelementige Menge ist terminal. Ein Nullobjekt besitzt Sets nicht. Dagegen hat
die Kategorie Sets, der punktierten Mengen ein Nullobjekt. Objekte von Sets, sind
Mengen S mit ausgewahltem Grundpunkt x € S. Morphismen f: (S,z) — (7,y)
sind Abbildungen von Mengen mit f(x) = y. Dann ist jede einelementige Menge ein
Nullobjekt.

e Fiir einen assoziativen Ring mit Fins hat die Kategorie der Links- R-Moduln ein Null-
objekt, ndmlich den Nullmodul 0. Fiir R = Z folgt, dass die Kategorie der abelschen
Gruppen ein Nullobjekt hat.

e Die triviale Gruppe ist initial in Gr; sie ist auch Nullobjekt.

Definition 1.9. Ein Gruppoid ist eine Kategorie G, in der jeder Morphismus invertierbar
ist.

Fiir eine Gruppe G ist die Kategorie mit einem Objekt und mit der Menge G als Endomor-

phismen dieses Objekts ein Gruppoid. Dieses Beispiel ist der Ausgangspunkt der Definition.
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Interpretiert wird ein Gruppoid oft als Gruppe mit mehreren Objekten. Beachten Sie hierzu,
dass fiir jedes Gruppoid G und jedes Objekt = aus G die Menge der Endomorphismen G(z, z)
eine Gruppe ist.

e In der Topologie ist das Fundamentalgruppoid eines topologischen Raumes wichtig:
Fiir einen Raum X sei II(X) die Kategorie, die als Objekte die Elemente aus X hat,
und fiir zwei Punkte z,y € X ist

H(X)(:L’,y) = [[07 1]707 1;X,x,y],

also die Menge aller Homotopieklassen von Wegen in X mit Anfangspunkt z und
Endpunkt y. Was ist die Endomorphismengruppe eines Objekts x?

e Ein weiteres wichtiges Beispiel ist die Translationskategorie einer Gruppe G, die wir
mit Eg bezeichnen. Hier sind die Objekte von Eg die Elemente der Gruppe und

Ea(g,h) ={hg™}, 9 —2 1}

2. NATURLICHE TRANSFORMATIONEN UND DAS YONEDA-LEMMA

Betrachten wir zum Beispiel die n-te singuldre Homologiegruppe eines Raumpaares (X, A),
so haben wir den Verbindungshomomorphismus 6: H,,(X, A) — H,_1(A) kennengelernt. Ist
f:(X,A) — (Y, B) eine Abbildung von Raumpaaren, so kommutiert

H, (X, A) —— H,_,(A)

| [

H,(Y,B) — H,_(B).

Dies ist ein typisches Beispiel einer natiirlichen Transformation, also einer Abbildung zwi-
schen Funktoren.

Definition 2.1. Es seien F, G zwei Funktoren von C nach C'. Eine natiirliche Transformation
n von F' nach G besteht aus einer Klasse von Morphismen ne € C'(F(C), G(C)), so dass fiir
jeden Morphismus f € C(C, D) gilt, dass

np o F(f) = G(f) one,
d. h. das Diagramm

kommutiert.

So, wie man Morphismen gerne als Pfeile hinschreibt, benutzt man fiir natiirliche Trans-
formationen héufig das Symbol n: F = G.

Natiirliche Transformationen kénnen Sie verkniipfen: Sind F, G und H Funktoren wie oben
und n: F'= G, v: G = H, so gibt von: F' = H. Wir haben natiirlich immer die triviale
Transformation, die die Identitét auf den Objekten F'(C') ist.

Ist C eine kleine Kategorie, so bilden die Funktoren von C nach C" mit natiirlichen Trans-

formationen als Morphismen eine Kategorie. (Was geht schief bei beliebigen Kategorien?)
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Beispiele
e Zwischen den Funktoren Fr und Fra gibt es die natiirliche Transformation 7, die
durch (=), induziert ist: Die freie abelsche Gruppe auf einer Menge X, Fra(X)
ist isomorph zu Fr(X)/[Fr(X), Fr(X)] und eine Abbildung von Mengen f: X — Y
macht das folgende Diagramm kommutativ:

Fr(X) —5 Fra(X)
Fr(f)l lmm
Fr(Y) — Fra(Y)

e Es sei P der Funktor, der einer Menge S ihre Potenzmenge P(S) zuordnet und der
einer Abbildung von Mengen f: S — T die Abbildung zuordnet, die einem X € P(S)
die Teilmenge f(X) € P(T) zuordnet. Dies gibt eine natiirliche Transformation 1 vom
Identitdatsfunktor auf Sets zum Funktor P.

e Lis sei V ein k-Vektorraum. Dann kennen Sie die Abbildung von V in sein Biduales

V=V 0= (o= pW),veV,pe V™.

Ist f: V — W k-linear, so ist tyy o f = f* oy und damit ist ¢ eine natiirliche
Transformation vom Identitdtsfunktor zum Funktor, der einen Vektorraum auf sein
Biduales abbildet und ein k-lineares f auf f**.

Das Yoneda-Lemma besagt nun das Folgende:

Theorem 2.2. (Yoneda-Lemma) Es sei C eine Kategorie und F ein Funktor von C in die
Kategorie der Mengen und Funktionen, Sets.
(1) Fiir jedes Objekt C aus C gibt es eine Bijektion Yy zwischen der Menge der natiirli-
chen Transformationen von C(C, —) nach F, Nat(C(C, —), F'), und der Menge F(C).
(2) Die Bijektionen Yr e ergeben zusammen eine natiirliche Transformation fiir variie-
rendes C'.
(3) Ist C klein, so ergeben die Yp ¢ zusammen eine natiirliche Transformation fiir variie-
rendes F.

Beweis. Ist n eine solche natiirliche Transformation, so gibt es also insbesondere fiir jedes
Objekt C" aus C eine Abbildung
N - C(C, O/) — F(OI>
Wir setzen
Yec(n) :==nc(le).
Ist x ein Element der Menge F(C), so definieren wir fiir jedes Objekt C’ von C und jedes
fec,c)
Lo (f) = F(f)(x).
Fiir variierendes f erhalten wir eine Abbildung
Tx70/1 C(C, Cl) — F(Cl)
und diese ergibt eine natiirliche Transformation 7,,: C(C, —) = F"
Ist g: C" — C” ein Morphismus in C, so gilt fiir alle f € C(C,C")

F(g) o Tror(f) = F9)(F(f)(x)) = F(go f)gﬂﬂ) =Ty cn0C(C g0 f) =Tocr o C(C,g)(f)



und das ergibt
F(g) Odgcr = T;E,C” o C(Oa g)
Die Abbildungen Yz und 7 sind invers zueinander: Fiir x € F(C) ist

Yrc(T) = Tho(le) = F(le)(z) = 1re)(z) = .

Andererseits haben wir fiir jede natiirliche Transformation n: C(C,—) = F und fiir jedes
f: C— C"in C, dass

Typemyor(f) = Thete)o(f) = F(f)(ne(1e) = ner(C(C, f)(1e) = ner(f o 1e) = ner (f)-

Fiir die Natiirlichkeit in C betrachten wir den Funktor N: C — Sets, der auf Objekten
gegeben ist durch

N(C) :=Nat(C(C,—), F).

Ist f: C'— C', soist N(f): Nat(C(C,—), F) — Nat(C(C",—), F') definiert durch

N(f)(n) :=noC(f —).
Wir definieren die natiirliche Transformation 1: N = F als ¢¢ := Yp ¢ und rechnen stur
nach:

(Yror o N(f))(n) = Yrer(noC(f,—)) = (noC(f,—))(1er) = ner(f)
und
(F(f)oYrc)(n) = F(f)(nc(le)) =nc o C(f, —))(1c) = ne(f)-

Also e o N(f) = F(f) ot

Ist C eine kleine Kategorie, so bilden die Funktoren von C in die Kategorie der Mengen
selbst eine Kategorie mit natiirlichen Transformationen als Morphismen. Wir nennen diese
Kategorie Fun(C, Sets) und definieren den Funktor

T: Fun(C, Sets) — Sets, T(F') := Nat(C(C,—), F).

Ist G ein Objekt in Fun(C, Sets) also ein Funktor von C in die Kategorie der Mengen und ist
~v: F' = @ eine natiirliche Transformation, so setzen wir

Y(v): Nat(C(C,—), F) — Nat(C(C, —),G)

an als Y(v)(n) :=yon.
Wir betrachten fiir ein festes Objekt C' aus C die Auswertungsabbildung e¢: Fun(C, Sets) —

Sets, die einen Funktor F': C — Sets auf
ec(F):=F(C)
abbildet und e¢(v) = 7¢. Damit wird ¢ zu einem einen Funktor.
Wir definieren ¢: T = ¢¢ als
or = Ypc.
Eine Rechnung zeigt dann, dass ¢g o T(7) = ec(7) o ¢p fiir G wie oben. O

Das Yoneda-Lemma ist eins der wichtigsten Beweishilfsmittel in der Kategorientheorie
und ihren Anwendungen. Sie konnen die Menge F'(C') ausdriicken als eine Menge natiirlicher
Transformationen und Sie konnen den Funktor F' damit kontrollieren.

Korollar 2.3. Es sei C eine beliebige Kategorie und C,C” zwei Objekte aus C. Dann steht
die Menge der natiirlichen Transformationen zwischen den darstellbaren Funktoren C(C, —)
und C(C’, —) in Bijektion zu C(C’, C).
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Dieses unscheinbare Korollar hat viele Anwendungen! Zum Beispiel lassen sich Kohomo-
logieoperationen auf singuldrer Kohomologie dariiber beschreiben.

Wenn Sie Funktoren haben, die nicht nach Sets gehen, sondern in eine andere Kategorie,
dann miissen Sie das Lemma anpassen; oft klappt das.

3. AQUIVALENZEN VON KATEGORIEN UND ADJUNGIERTE FUNKTOREN
Héufig mochte man verstehen, wie dhnlich sich Kategorien sind.

Definition 3.1. Ein Funktor F von C nach C’ heiit eine Aquivalenz von Kategorien, falls
es einen Funktor G von C" nach C gibt, sodass es natiirliche Isomorphismen vom Identitéits-
funktor auf C’ nach F o GG gibt und von G o F' zum Identitdtsfunktor auf C.

Hierbei heifit eine natiirliche Transformation 7 ein natiirlicher Isomorphismus, falls jedes
ne ein Isomorphismus ist (d. h. ein Morphismus, der ein Inverses besitzt). Man kann auch
versuchen, strikter zu sein, d. h. ein echtes Inverses von F zu finden. Das ist héufig zu
einschrankend.

Definition 3.2. Es seien C und C' Kategorien. Eine Adjunktion zwischen C und C' ist ein
Paar von Funktoren L: C — C’, R: C’ — C, sodass es fiir jedes Paar von Objekten C aus C
und C" aus C’ eine Bijektion von Mengen

Yc,cr C/(L(C), Cl) = C(C, R(C,))

gibt, die natiirlich ist in beiden Variablen.
Der Funktor L heifit dann linksadjungiert zu R (und entsprechend ist R rechtsadjungiert
zu L).

Die Natiirlichkeitsbedingung fiir die Bijektionen ¢ ¢ bedeuten, dass fiir Morphismen
f:C—=DinCund g: C" — D' in C' das Diagramm

c(1(p), ¢y 0 er(e), o) S ep(e), )
wD,Cl f’“’ PC,D/
(D, R(C")) LD e miery) —SEM oo R(DY))
kommutiert.
Adjunktionen werden oft abgekiirzt notiert mit C#C’ oder auch L: C—C'": R.

Das prototypische Beispiel ist eine Adjunktion, bei der man einen Vergissfunktor und einen
freien Funktor betrachtet.

Es sei zum Beispiel U der Funktor, der einer abelschen Gruppe A die unterliegende Menge
von A zuordnet und Fra sei der Funktor, der einer Menge X die freie abelsche Gruppe mit
Basis X zuordnet. Dann ist Fra linksadjungiert zu U.

So wie man Funktoren verketten kann und natiirliche Transformationen hintereinander-
schalten kann, ist es moglich, diese beiden Konzepte zu mischen:

Ist ¢: F' = G eine natiirliche Transformation zwischen Funktoren F,G: C — C’ und ist
H: (" — C" ein Funktor, so sei H(n): Ho F = H oG die natiirliche Transformation, die auf
einem Objekt C' aus C gegeben ist durch

H(ne): H(F(Cg)) — H(G(C)).



Analog ist fiir einen Funktor K : C'— C die natiirliche Transformation ngx: Fo K = Go K
gegeben durch

iy FIE(C)) = GK(C)).

Identitatsfunktoren werden im Folgenden mit Id bezeichnet.

Proposition 3.3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Der Funktor L ist linksadjungiert zu R (also ist R rechtsadjungiert zu L).
(2) Es gibt natiirliche Transformationen n: Id = Ro L und €: L o R = Id mit den
Eigenschaften
er, o L(n) =1dg und R(e) ong = Idg,

insbesondere kommutieren die Diagramme

NRr(ch)

L) 2 LRL(C) wnd R(C") LS RLR(CY)

EL(C) R(epricny)

L(C) R(C")
fiir alle Objekte C' aus C und C” aus C'.
Die Transformation n wird auch oft Einheit der Adjunktion genannt und e die Ko-Einheit.
Beweis. Ist eine Adjunktion gegeben, so definieren wir

ne = eoro(lie), o = Cper e (Lrer).-

Hierbei ist 1,0 € C'(LC, LC) und 1ger € C(RC’, RC"). Die Natiirlichkeit der Bijektionen
e, cr garantiert, dass die so definierten Morphismen natiirliche Transformationen sind.

Sind umgekehrt  und € mit den obigen Eigenschaften gegeben und ist f € C'(LC,C"), so
definieren wir po o (f): C — RC" als

c—"rrc Y per
0

Wie konstruiert man Adjunktionen? Manchmal kann man den Adjungierten objektweise
raten:

Definition 3.4. Es sei F': C — D ein beliebiger Funktor und D sei ein Objekt von D. Eine
Reflexion von D an F' ist ein Paar (Gp,np), wobei

e (Gp ein Objekt in C ist und

e p: D — F(Gp) ein Morphismus in D ist,
so dass es fiir alle Objekte C' aus C und fiir alle : D — F(C') genau ein a: Gp — C' gibt
mit

F(a)onp = p.

D — F(Gp)

J{ﬁ o F(a)
F(O).
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Die Universalitit der Reflexion garantiert (wieder einmal) die Eindeutigkeit.

Lemma 3.5. Es sei F': C — D ein beliebiger Funktor und D sei ein Objekt von D. Dann
ist eine Reflexion von D an F' eindeutig bis auf Isomorphie.

Beweis. Wir nehmen an, dass (G5, 7)) ein Konkurrent der Reflexion (Gp,np) ist. Die defi-
nierende Eigenschaft der Reflexion gibt uns ein eindeutiges a: Gp — G, mit F(ap)onp =
np und ebenso erhalten wir fiir die Reflexion (G’5,7},) ein eindeutiges o: G, — Gp, mit
F(d') onp = np. Damit gilt aber auch

Flaod)=F(a)o F(d')onp =np und F(a' oa) = F(a') o F(a) onp = np.
Mit der Eindeutigkeit von o/ o @ und « o o’ folgt dann
o' ca=1g, und o oa = lg .
O
Mit einer Reflexion erhalten wir also ein Objekt Gp zusammen mit einer Strukturabbil-

dung np: D — F(Gp), die im obigen Sinne optimal ist. Gibt es so etwas fiir alle Objekte,
dann kénnen wir daraus wie folgt einen Funktor bauen.

Lemma 3.6. Es sei F': C — D ein Funktor und fiir alle Objekte D aus D existiere eine
Reflexion von D an F, und (Gp,np) sei eine Wahl einer Reflexion fiir alle D.
Dann gibt es genau einen Funktor L: D — C, sodass

e fiir alle Objekte D aus D gilt: L(D) = Gp und
e die Morphismen np: D — FL(D) ergeben zusammen eine natiirliche Transformation
n:Id = FL.

Beweis. Wir setzen natiirlich L(D) := Gp. Es sei f: D — D’ ein Morphismus in D und es
seien (Gp,np), (Gp,np) die zugehorigen Reflexionen. Betrachte das Diagramm

Diﬂ:’(GD)

f
rof .
/ JHDL F(Oé)

D —2 F(Gp)
Es gibt genau ein a: Gp — Gpr mit
F(a)onp =mnp o f.

Wir setzen L(f) = a und zeigen nun, dass diese Zuordnung tatséchlich einen Funktor defi-
niert. Beachten Sie, dass nach Konstruktion die Morphismen 7p natiirlich sind.

Gegeben sei also ein weiterer Morphismus g: D' — D" in D und §: Gp — Gpr sei die
eindeutige induzierte Abbildung mit F'(5) o np = np» o g. Dann ist

F(L(g) o L(f)) onp = FL(g) o FL(f) o np,
weil I ein Funktor ist. Da

FL(f)onp = F(a)onp
11



erhalten wir

FL(g) o FL(f) onp =FL(g) o npr o f
=F(B)onp o f
=nprogo f.
Andererseits ist FL(go f) onp =npr o (go f) und aus der Eindeutigkeit folgt

L(go f) = L(g) o L(f).

Zu zeigen bleibt, dass L(1p) = 1(p) erfiillt ist. Betrachten Sie hierzu wiederum

D—2 F(Gp)
1p F(a)
D —28 F(Gp).

D. h. « ist eindeutig mit F'(a) o np = np o 1p. Die Identitat auf Gp erfiillt diese Gleichung
aber ebenfalls. O

Damit kénnen wir ein weiteres Kriterium dafiir angeben, wann ein Funktor F' einen Links-
adjungierten besitzt.

Proposition 3.7. Ein Funktor L.: D — C ist genau dann linksadjungiert zu F': C — D, wenn
esein n: Id = FolL gibt, sodass fiir alle Objekte D aus D das Paar (L(D),np: D — FL(D))
eine Reflexion ist.

Beweis. Fiir die Riickrichtung brauchen wir zunéchst ein €: F'L = Id. Nach Voraussetzung
hat jedes F'C die Reflexion (LFC,npc: FC — FLFC), insbesondere gibt es genau ein
ec: LFC — C, sodass

nrc

FC "5 FLFC
lch .
w F(ee)
FC

kommutiert. Zu zeigen bleibt, dass diese ¢ natiirlich sind in C'. Es sei also f: C — C” ein
Morphismus. Da 7 eine natiirliche Transformation ist, gilt

F(ecro LF(f))onpc = F(ecr)o FLE(f)onpe = F(ecr) onper o F(f) = 1pcr o F(f) = F(f).

Andererseits ist

F(foec)onre = F(f)o Flec)onre = F(f)olrc = F(f).
Wegen der Eindeutigkeit der Abbildung kénnen wir

foec=c¢ec o LF(f)
schliefen.
Da
F(erpo L(np))onp = F(erp) o FL(np) onp =np = F(1rp) o np,

folgt wiederum aus der Eindeutigkeit der Abbildung, dass Ferp o L(np) = 1.p gilt.
12



Nehmen wir nun an, dass L linksadjungiert ist zu F. Es sei pp: C(LD,C) = D(D, FC)
die binatiirliche Bijektion der Adjunktion. Wir behaupten, dass fiir alle D aus D das Paar
(LD, SOD,LD(lLD» eine Reflexion ist.

Es sei C' ein beliebiges Objekt aus C und g: D — F(C' sei ein beliebiger Morphismus.
Da ¢p ¢ eine Bijektion ist, ist 3 eindeutig schreibbar als § = ¢p ¢(a) fiir ein eindeutiges
a: LD — C. Aus der Natiirlichkeit der ¢p ¢ folgt

F(a) o ¢p,Lo(lip) = D(D, F(a))(¢p,Lo)(1ep) = ¢p.c o C(LD,)(1Lp) = ¢p.c(e) = 5.
Ist o/: LD — C ein weiterer Morphismus mit der Eigenschaft
F(O/) o SOD,LD(lLD) = B,

so folgt
¢p,c(a) =¢pc(C(LD,d)(1rp)) = D(D, F (') (¢p,Lo(lrp)) = F(a')(¢p,o(lrp)) = B
und die Injektivitédt der pp ¢ liefert dann o = o O

Bevor wir Reflexionen benutzen kénnen, um Aquivalenzen von Kategorien zu beschreiben,
brauchen wir noch die folgende Hilfsaussage.

L
Lemma 3.8. Es sei D——C ein Paar adjungierter Funktoren. Dann sind die folgenden
R

Aussagen dquivalent:

(1) Der Funktor R ist volltreu.
(2) Die natiirliche Transformation €: LR = Id ist ein natiirlicher Isomorphismus.

Ist eine der beiden Bedingungen erfiillt, so sind auch die Verkettungen ng und Ln natiirliche
Isomorphismen.

Beweis. Da R voll ist, ist der Morphismus nrc: RC — RLRC von der Form R(f¢) fiir ein
fc: C — LRC. Da die Gleichheit

R(ec o fo) = R(ec) o R(fc) = R(ec) onre = 1re = R(1c)
gilt und da R treu ist, konnen wir folgern, dass eco fo = 1¢. Fiir die Gleichheit fooee = 1pre
betrachten wir

R(fc oec)onre = nre © Rec o nre = nre = R(1Lre) © Nre-

Die Reflexionseigenschaft impliziert dann die gewiinschte Gleichung.
Nehmen wir nun an, dass € ein natiirlicher Isomorphismus ist, so betrachten wir die Ver-
kniipfung

C(ec,C) YRrC,C!

cc,c) C(LRC,C") D(RC, RC").
Jeder Faktor ist eine Bijektion, also auch die Komposition. Ist f: C' — C’, so wird f abge-
bildet auf

¢roc(foec) = R(foec)onre = Rf o R(ec) onre = Rf o 1rc = Rf,
also ist die Zuordnung f — Rf eine Bijektion und R ist volltreu.
Es gelten die Identitaten

R(ec) onre = 1re, erp o L(np) = 1ip
13



fiir alle Objekte C' aus C und D aus D. Unter der Annahme von (1) und (2) ist sowohl
erp als auch ¢ ein Isomorphismus und daher sind auch die Abbildungen nre und Lnp
Isomorphismen. O

Damit erhalten wir alternative Beschreibungen fiir Aquivalenzen von Kategorien.

Theorem 3.9. Es sei F': C — D ein beliebiger Funktor. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) Der Funktor F' hat einen Linksadjungierten L und die zugehorigen natiirlichen Trans-
formationen €: LF = Id und 7n: Id = F'L sind natiirliche [somorphismen.

(2) Es gibt einen Funktor L: D — C und zwei beliebige natiirliche Isomorphismen Id 2
FL und LF = 1d.

(3) Der Funktor F ist volltreu und jedes Objekt D aus D ist isomorph zu einem Objekt
der Form F'C' mit einem Objekt C aus C.

Beweis. Die Implikation von (1) nach (2) ist klar. Fiir die von (2) auf (3) nehmen Sie die
Isomorphie von D zu F LD und erhalten mit C'= LD, dass jedes D isomorph ist zu F'C.

Die Verkettung F'o L ist natiirlich isomorph zur Identitéat; dies impliziert, dass F'L volltreu
ist und damit dass L treu und F' voll ist. Der natiirliche Isomorphismus von Lo F' zur Identitét
liefert die Volltreuheit von LF und damit dass L voll ist und F' treu.

Fiir die Behauptung, dass (3) (1) impliziert, wéhlen Sie fiir jedes C' ein D mit D = FC
und nennen Sie dieses C' LD. Wihlen Sie jeweils einen [somorphismus np: D — FLD. Ist
C'" ein beliebiges Objekt von C und ist §: D — FC’ gegeben, so ist

FLD—"™ p " . pcr

von der Form F'(y) fiir ein eindeutiges v: LD — C, weil F' volltreu ist. Dies zeigt, dass
(LD,np) eine Reflexion von D an F' ist und damit, dass L linksadjungiert ist zu F' nach
Proposition [3.7] Die np sind Isomorphismen nach Konstruktion und die Natiirlichkeit folgt
wie im Beweis von Lemma [3.6] Der Rest folgt aus Lemma [3.8 ]

Die Eigenschaft, dass jedes D in der Zielkategorie des Funktors F' isomorph ist zu einem
Objekt der Form F(C'), nennt man wesentlich surjektiv oder auch dicht.

Definition 3.10.
e Fine Kategorie heifit reduziert, falls je zwei isomorphe Objekte identisch sind.
e Eine Unterkategorie S einer Kategorie C ist ein Skelett, falls S reduziert ist und die
Inklusion S < C eine Aquivalenz von Kategorien ist.

Mit Kriterium (3) aus Theorem (3.9 kann man leicht testen, ob eine reduzierte Unterkate-
gorie ein Skelett ist.

Betrachten Sie zum Beispiel die Kategorie Fin der endlichen Mengen und Funktionen und
darin die volle Unterkategorie mit Objekten {1,...,n} fiir n > 0 mit der Verabredung, dass
fiir n = 0 die leere Menge gemeint ist. Der Inklusionsfunktor ist nach Konstruktion voll;
treu ist er ebenfalls. Jede endliche Menge steht in Bijektion zu einer der Standardmengen
{1,...,n} (dazu miissen Sie nur wissen, wie viele Elemente Thre Menge enthélt) und daher

ist die Inklusion auch wesentlich surjektiv, d. h. es liegt eine Skelett vor.
14



4. (Ko)L1MITES

Limeskonstruktionen tauchen in vielen Gebieten der Mathematik auf. Wichtige Kolimites
sind zum Beispiel pushouts topologischer Rdume oder direkte Limites topologischer Raume,
die von direkten Systemen von Ridumen stammen, die iiber partiell geordnete Mengen in-
diziert sind. In der Algebra benutzt man hiufig das Produkt von Gruppen und die direkte
Summe abelscher Gruppen. Dual dazu kennen Sie eventuell Koprodukte von Gruppen und
und Produkte abelscher Gruppen. Fiir topologische Rdume benutzt man oft Faserprodukte
(alias pullbacks) und inverse (oder projektive) Limites von inversen Systemen topologischer
Réume, die iiber partiell geordnete Mengen indiziert sind.

Es sei J eine kleine Kategorie und C eine beliebige Kategorie. Einen Funktor F': J — C
kann man sich vorstellen, als ein Diagramm von Objekten F'(j) = C;,j € J.

Wir bezeichnen mit C/ die Kategorie der .J-Diagramme in C, also die Kategorie aller
Funktoren von J nach C.

Je komplizierter die Kategorie J ist, desto interessanter ist das entstehende Diagramm.
Was soll also der (Ko)Limes tiber ein Diagramm der Form

F(f21)

sein? Existiert so etwas immer?

Man sieht leicht, dass beliebige Kolimites und Limites nicht immer existieren konnen.
(Uberlegen Sie sich Beispiele!) Definieren kann man sie natiirlich. Es sei A: C — C’ der
Funktor, der einem Objekt C' aus C das konstante Diagramm zuordnet, also A(C)(j) = C
fir alle Objekte €' € C und ist f;; ein beliebiger Morphismus von j nach 7 in J, so ist
A(C)(fij) = le. Ist g ein Morphismus in C von C' nach D, so induziert g eine natiirliche
Transformation von Funktoren A,: A(C) = A(D).

Definition 4.1. Ein Kolimes von F': J — C besteht aus den folgenden Daten:

e Ein Objekt aus C, genannt colim;F und
e einer natiirlichen Transformation 7: F' = A(colim,F).

Diese sind universell unter allen natiirlichen Transformationen 7': F' = A(C), d. h. fiir alle
solchen 7’ gibt es einen eindeutigen Morphismus &: colim;F' — C| sodass 7/ = A(&) o 7 gilt:

F & A(C)

\ Ae)

A(colim; F')
15




Schreibt man aus, was das bedeutet, so erhélt man lokal ein Bild wie

F(k) |
20) — =

y

Der iibliche abstract nonsense sagt Ihnen, dass Kolimites bis auf Isomorphie eindeutig
sind, wenn sie denn existieren.
Beispiele

Bilden Sie einen Kolimes iiber eine Kategorie .J, die nur Identitdtsmorphismen hat, die also
diskret ist, so heifit der Kolimes eine kategorielle Summe oder das Koprodukt. Ist C die
Kategorie Sets und ist F': J — Sets, wobei J diskret ist, so ist zum Beispiel der Kolimes
tiber ein solches J die disjunkte Vereinigung | | s B (7). Ebenso ist die kategorielle Summe
in der Kategorie der topologischen Raume die disjunkte Vereinigung der Einzelrdume mit
der entsprechenden Topologie.

Pushouts kénnen Sie modellieren, indem Sie fiir J eine Kategorie der Form i < 7 — k
wéhlen.

Eine wichtige Beispielklasse sind die sogenannten Koegalisatoren. Dies sind Kolimites
von Diagrammen der Form

F(jo)%;F(jl)-

Hier haben wir als J die Kategorie joiijl, wobei a und 8 Morphismen in J sind. Der
B

zugehorige Kolimes heifit Koegalisator von f = F(f) und g = F(«).

Sie kennen Koegalisatoren: Wir arbeiten in der Kategorie Ab der abelschen Gruppen. Ist
R ein Ring mit Eins, M ein Rechts- und N ein Links-R Modul, so ist das Tensorprodukt
M ®gr N der Koegalisator des Diagramms

idev’
MRRIN_—=M®N.

r®id

Hierbei sind die nicht-dekorierten Tensorprodukte iiber den ganzen Zahlen zu bilden; die
Abbildung v ist die Rechtsmodul-Struktur von M und analog ist ' die Linksmodulstruktur
von N.

!
Was ist der Koegalisator eines Diagramms der Form C'—=C? Wenn Sie wieder in Ab
!

0
arbeiten, was ist dann der Koegalisator von A—=B"
!

16



Als sinnvolle Konvention legt man fest, dass der Kolimes iiber die leere Kategorie das
initiale Objekt der Kategorie C ist, sofern dieses existiert.
Limites sind dual zu Kolimites definiert:

Definition 4.2. Ein Limes von F': J — C besteht aus den folgenden Daten:

e Ein Objekt aus C, genannt lim;F" und
e ciner natiirlichen Transformation 7: A(lim;F') = F.

Diese sind universell unter allen natiirlichen Transformationen 7": A(C) = F, d. h. fur alle
solchen 7/ gibt es einen eindeutigen Morphismus &: C' — lim ; F'C', sodass

7 =T10A(£).
A(C) ~ F
A(€) /

Sie kennen Produkte als Limites iiber diskrete Kategorien J. Pullbacks erhalten Sie
fiir Kategorien J der Form ¢ — j < k. Dual zu Koegalisatoren erhalten Sie Egalisatoren,
d. h. Limites von Diagrammen

F(M%F(m

Sind M und N Links-R-Moduln fiir einen Ring R, so sind die R-Modulhomomorphismen
der Egalisator in der Kategorie Ab des Diagramms

Hom(M,N):giHom(R@)M, N).
f

Hierbei bezeichnet Hom die Homomorphismen abelscher Gruppen, f ist die Abbildung, die
ein h: M — N auf _
RoM ™ Ro N 2 N
abbildet und g ist die Verkettung
RoM 24 M 5 N,
Die Abbildungen vy, vy, sind die R-Modulstrukturen von N und M.

0
Was ist der Egalisator in Ab eines Diagramms A—=B? Sind X,Y Mengen, was ist dann
!

9
der Egalisator eines Diagrammes X —=Y 7 (Daher kommt der Name.)
!

Der Limes iiber eine leere Kategorie ist das terminale Objekt in C, falls dieses existiert.

Ein wichtiges Beispiel fiir einen Limes in der Kategorie der Mengen, Sets, oder der Kate-
gorie der topologischen Raume, Top, ist das Faserprodukt. Dies ist nichts anderes als der
Pullback eines Diagramms

X
y
f
71y

17



Ein Modell fiir diesen Pullback fiir diese Kategorien ist
Z xy X :=A{(z,2) € Z x X|f(z) = p(x)},

d. h. man sammelt Paare von Elementen, die in Y zusammenpassen. Oft bezeichnet man
Z xy X auch als f*(p), um die Abhéngigkeit von den beteiligten Abbildungen zu betonen.
Ein wichtiger Spezialfall ist, wenn f: A < Y die Inklusion einer Teilmenge bzw. eines Unter-
raumes ist. Dann kann man das Faserprodukt mit dem Urbild von A unter p identifizieren.

Es ist nicht selbstverstiandlich, dass (Ko)Limites existieren. Wenn sie das immer tun in
einer Kategorie, dann verdient das einen Namen:

Definition 4.3. Eine Kategorie C heifit vollstindig, falls jedes kleine Diagramm in C einen
Limes in C besitzt. Analog heifit C kovollstindig, falls alle kleinen Diagramme in C Kolimites
in C haben.

Ist eine Kategorie vollstédndig (kovollsténdig), so besitzt sie insbesondere ein terminales
(initiales) Objekt.

Die Kategorien Ab und Sets sind zum Beispiel vollstandig. Die Kategorie der Kérper und
Korpermorphismen ist nicht vollsténdig (warum?).

Theorem 4.4. Eine Kategorie ist genau dann vollstandig, wenn sie Produkte und Egalisa-
toren besitzt. Dual dazu ist eine Kategorie genau dann kovollstédndig, wenn sie Koprodukte
und Koegalisatoren besitzt.

Beweis. Wir zeigen die erste Behauptung und Sie iiberlegen sich, wie Sie die zweite beweisen
konnen.

Ist eine Kategorie C vollsténdig, so hat sie natiirlich Produkte und Egalisatoren. Es sei
also F': J — C ein kleines Diagramm und es sei M die Menge der Morphismen in J. Nach
Annahme existieren die Produkte X = [[,; F'(j) und Y := [, , ;c5r F'(j) und diese haben
kanonische Projektionsabbildungen

pi X = [[FG) ~ F()

fir ¢ € J und

Fiir ein f: i — jsei s(f) =i und t(f) = j. Wir betrachten nun zwei Morphismen ¢, 1: X —
Y, die festgelegt sind durch:

qgrop =pup: X = F(t(f)), qgob = F(f) opsiry: X = F(s(f)) = F(t(f))-

Ist 7/ nun eine natiirliche Transformation 7': A(C') = F', so erhalten wir aus 7" einen Mor-
phismus 7: C' — X mit p; o T = 7/. Fiir T gilt, dass

poTl =1oT,
weil komponentenweise gilt

pt(f) (@) T = F(f) Ops(f) @) T
Dies iibersetzt sich zu



und dies ist gerade die Natiirlichkeitsbedingung von 7/. Bilden wir den Egalisator
. Y
E——X—2Y,
©
so folgt damit, dass F zusammen mit 7 die Eigenschaften von lim; F' erfiillt. 0

Wenn Sie Egalisatoren nicht mégen, dann kénnen Sie auch Egalisatoren durch Pullbacks
ersetzen:

Lemma 4.5. Egalisatoren existieren, falls bindre Produkte und Pullbacks existieren. Koe-
galisatoren existieren, falls bindre Koprodukte und Pushouts existieren.

Beweis. Wiederum zeige ich nur die erste Behauptung.

b
Wir wollen zeigen, dass der Egalisator F—— X —=Y existiert. Betrachten Sie das Dia-
[
gramm

Y

ldiagy
diag x (f:9)

X—XxX—5Y xY.

Nach Voraussetzung existieren die Produkte X x X und Y x Y sowie der Pullback des obigen
Diagramms

oy

S

0x ldiagy
Y diagy (f,9)

X—XxX—"F5YxY.

Dann hat das Paar (P, px) die universelle Eigenschaft des Egalisators: Ist C' ein beliebiges
Objekt mit Abbildungen

a:C—=X,8:.C—>Y
mit fa = und ga = 3, so gilt auch

(f7g) odiagXoa = (fOé,gOé) = (ﬁvﬂ) :diagYoﬂ

und daher existiert genau ein Morphismus von C' nach P, der die gewiinschten Eigenschaften
erfiillt. 0

Limites und Kolimites vertragen sich gut mit den passenden Hélften adjungierter Funk-
torpaare:

L
Theorem 4.6. Ist D——C ein adjungiertes Funktorpaar, so erhélt L Kolimites und R erhélt
R

Limites, d. h. ist F': J — C ein kleines Diagramm, fiir dass der Limes lim; F' existiert, so ist
R(lim; F') ein Limes des Diagramms RF': J — D. Ist G: J — D ein kleines Diagramm, fiir
das der Kolimes colim ; F" existiert, so ist L(colim;G) ein Kolimes des Diagramms LG: J — C.

Beweis. Es sei 7': A(D) = Ro F. Die Morphismen 7;: D — RF(j) entsprechen unter der

/

natiirlichen Adjunktionsbijektion Morphismen (,OBIF(].)(T]-) =0;: LD — F(j). Ist f: j = k
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ein Morphismus in J, so folgt aus der Natiirlichkeit, dass o, = F'(f) o 0; gilt. Daher gibt es
ein eindeutiges {: LD — lim; F', sodass fiir alle j € J gilt, 70§ = 0:

hmJF

also insgesamt 7o A(&) = 0. Unter den Adjunktionsbijektionen entspricht £ einer Abbildung
¢: D — R(lim; F) und aus der Natiirlichkeit dieser Bijektionen folgt, dass

R(7;) o £= i, Vj € J, also R(1) o A(§) = 7.
Der Fall linksadjungierter Funktoren und Kolimites ist dual zu dem Behandelten. d

Beispiele

e Vergissfunktoren erhalten also zum Beispiel Produkte (wenn es einen zugehorigen
Linksadjungierten gibt), freie Funktoren erhalten Koprodukte. Damit wissen Sie
zum Beispiel, was das n-fache Koprodukt einer freien Lie-Algebra auf einem 1-
dimensionalen Vektorraum ist, ndmlich die freie Lie-Algebra auf einem n-dimensiona-
len Vektorraum. Die unterliegende Menge eines Produktes von Gruppen ist das Pro-
dukt der unterliegenden Mengen.

e Linksadjungierte erhalten initiale und Rechtsadjungierte erhalten terminale Objekte.

e Bezeichnet Fr, die freie Gruppe auf n Erzeugern und ist G * G’ das Koprodukt der
Gruppen G und G, so ist

x; Fry = Fr,.

5. KANERWEITERUNGEN UND MONADEN

5.1. (Linke) Kanerweiterungen. Eine wichtige Konstruktion mit Kolimites sind (linke)
Kanerweiterungen.

Definition 5.1. Es seien j: C — D und F: C — &£ Funktoren. Die linke Kanerweiterung
von F entlang j ist ein Paar (K, «), wobei

e K: D — & ein Funktor ist und
e o: F' = K o j eine natiirliche Transformation.

C——

Das Paar (K, «) erfiillt die universelle Eigenschaft, dass es fiir jedes Paar (H, ), bei dem

H:D — & ein Funktor ist und §: F' = H o j eine natiirliche Transformation, genau eine
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natiirliche Transformation v: K = H gibt mit v; o a = §.

Natiirlich ist es nicht selbstversténdlich, dass linke Kanerweiterungen existieren. Wenn ja,
dann kann man den Funktor F {iber die Kategorie D ausdehnen. Allerdings gilt in der Regel
nicht, dass K o j = F ist, aber die natiirliche Transformation a vermittelt zwischen den
beiden. Mit ein paar Einschridnkungen kann man erreichen, dass « ein natiirlicher Isomor-
phismus ist.

Bevor wir Existenzaussagen fiir Kan-Erweiterungen kennenlernen, brauchen wir noch eine
Hilfskategorie.

Definition 5.2. Es sei j: C — D und D sei ein Objekt aus D. Die Kategorie Ep hat als
Objekte Paare (y,C), wobei C' ein Objekt in C ist und y € D(jC, D). Ein Morphismus
f:(y,C) — (v, C") ist ein Morphismus f € C(C,C"), sodass ¢’ o jf = y gilt.

Theorem 5.3. Es seien j: C — D und F': C — £ Funktoren, die Kategorie C sei klein und
& sei kovollstindig. Dann existiert die linke Kanerweiterung von F' entlang j.

Beweis.

e Zunichst konstruieren wir die Kanerweiterung auf Objekten. Die Kategorie Ep ist
klein, weil C nach Voraussetzung klein ist. Es gibt einen kanonischen Funktor U: Ep —
C, der ein Paar (y,C') auf C' schickt. Die Kovollstdndigkeit von £ garantiert, dass der
Kolimes colimpg, (FoU) existiert mit Morphismen T(Z;C) : FoU(y,C) — colimg, FoU.
Wir bezeichnen mit K (D) diesen Kolimes colimg, (F o U). Damit ist die Kanerwei-
terung auf Objekten definiert.

e Ist f: D — D’ ein Morphismus in D, so miissen wir festlegen, was K (f) sein soll.
Ist (y,C) ein Objekt von FEp, so ist (f oy,C) ein Objekt von Ep/, weil foy €
D(jC, D"). Weiterhin gilt fiir Morphismen g: (y/,C") — (y,C) € Ep, dass g ebenfalls
ein Morphismus ¢: (foy/,C") — (f oy, C) ist:

. Jjg . Yy f
jC’ jC D D',
\_w/

/

Y

Daher gibt es eine eindeutige induzierte Abbildung
Kf: KD = colimg, (F o U) = colimg_,(F oU) = KD’
mit der Eigenschaft, dass
D D’
Kfomye) = Tevo):

Die Eindeutigkeit von K f garantiert, dass K Komposition von Morphismen respek-

tiert und dass K(1p) = 1kp.
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e Fiir die natiirliche Transformation a: F' = K o j setzen wir
ac = ¢
c = ljc,C'

Fiir die Natiirlichkeit betrachten wir fiir einen Morphismus h € C(C,C") das Dia-
gramm

C
50-.C)

OcC:’T(Jl

F(C)=FoU(lc,C)

colimp, . (F o U) = K(jO)

F(h) K(jh)

« /—chl
c (le”Cl)

F(C")=FoU(ljcr,C") colimp,, (F oU) = K(jC').

Nach Konstruktion gilt KOh)OT(jSO,C) = T(jﬁ;ic). Dal;ci0jh = jhist,ist h: (jh,C) —
(1;cr, C") ein Morphismus in Ejc und wir erhalten

iC’ iC’ iC’
Tincy © F(h) = ey 0 (FoU)h) =70, oy

o Essei H: D — £ gegeben mit einer natiirlichen Transformation 5: F' = H o j. Wir
brauchen eine natiirliche Transformation v: K = H mit v; 0 = . Fiir ein festes D
aus D und (y,C) € Ep haben wir die Komposition

FoU(y,C) = F(C) X H o j(0) ™™ HD,

weil y: jC' — D. Man rechnet wieder nach, dass diese Verkettung natiirlich ist fiir
Morphismen in Ep und wir erhalten eine eindeutige Faktorisierung

(1) Yp: KD = colimg, (FoU) = HD, ~potl,=H(y)o fc.
Ist f: D — D', so gilt wegen
H(f) o yp 050 = H(f) o H(y) o B = H(f o) o B
was wiederum nach gleich ist zu
VD! OTny:C =T OKfOTgfc

und dies impliziert H(f)oyp = ypr o K f. ‘
e IIs bleibt zu zeigen, dass ;0 v = 3 erfiillt ist. Da ¢ = lej(ép ist, bekommen wir mit
die Behauptung, weil

Yic Ty = H(le) o fo = Be.

O

Beispiele Ist C = Fin ein kleines Skelett der Kategorie der endlichen Mengen und ist D

die Kategorie Sets, j die kanonische Inklusion der Unterkategorie Fin in Sets und ist £ eine
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beliebige kovollstiandige Kategorie, so besagt Theorem [5.3] dass Sie jeden beliebigen Funktor
F: Fin — &£ als Kanerweiterung auf die Kategorie Sets ausdehnen kénnen.

Fine—— Sets

1%

Vorsicht! Es gilt im Allgemeinen nicht, das K o j = F'ist. Aber oft kann man zumindest die
Werte von K kontrollieren. Beispielhaft sei hier das folgende Kriterium gegeben.

Lemma 5.4. Ist C eine kleine Kategorie, £ kovollstindig und j: C — D ein volltreuer
Funktor, so gilt fiir jeden Funktor F': C — &£, dass die natiirliche Transformation a: F =
K o j ein Isomorphismus ist.

Beweis. Wir zeigen, dass das Objekt (1;c,C) terminal ist in E;c. Es sei also (y,C") ein
beliebiges Objekt in Ej¢, d. h. y: jC" — jC. Da j voll ist, ist dieses y von der Form F'(f)
fir ein f: C' — C in C. Dieses f gibt uns einen Morphismus von (y,C”) nach (1;¢,C) in
E;c. Ist f': (y,C") = (1;¢,C) ein weiterer Morphismus in Ej¢, so erhalten wir

J
if=ljicojf=y="1ljcojf =jf
und wegen der Treuheit von j impliziert dies, dass f = f’ ist. Kolimites iiber Diagramme,

deren Indexkategorie ein terminales Objekt hat, ergeben gerade den Funktorwert auf diesem
terminalen Objekt. Deshalb erhalten wir

KjC = colimg,.(FoU) = FoU(ljc,C) = F(C).
O

Sind alle beteiligten Indexkategorien C und D klein, so kann man linke Kanerweiterungen
auch iiber linksadjungierte Funktoren interpretieren.

Ist j: C — D ein Funktor zwischen kleinen Kategorien, so ergibt das Vorschalten von
j einen Funktor zwischen der Kategorie der Funktoren von D nach £, Fun(D, ), und der
Kategorie der Funktoren von C nach &:

Ist G ein Objekt in Fun(D, &), so ist j*(G) = G o j ein Objekt in Fun(C,&). Ist &€ ko-
vollsténdig, so wissen wir, dass Kanerweiterungen existieren. Diese induzieren eine Abbildung
von Fun(C, &) nach Fun(D, ) und es gilt.

Theorem 5.5. Fiir kleine Kategorien C, D, j: C — D und eine kovollstindige Kategorie £
hat der Funktor
j*: Fun(D, &) — Fun(C,€)

einen Linksadjungierten, der durch die linke Kanerweiterung gegeben ist.
Beweis. Ist (K, «) eine linke Kanerweiterung von F entlang j, so ist (K, «) eine Reflexion

von j*. 0]
23



Natiirlich konnen Sie sich selbst iiberlegen, was rechte Kanerweiterungen sind, wann sie
existieren und welche Eigenschaften sie haben — oder Sie schlagen das in [ML] nach.

5.2. Monaden. Ist C eine festgewéhlte Kategorie, so konnen wir Endofunktoren F': C — C
betrachten. Diese kénnen Sie durch Hintereinanderausfithrung verkniipfen. Ist C klein, so
bilden diese Endofunktoren eine Kategorie. Im allgemeinen Fall macht es dennoch Sinn, sich
Endofunktoren anzusehen, die sich wie Monoide verhalten:

Definition 5.6. Eine Monade in einer Kategorie C bsteht aus einem Endofunktor F': C — C
zusammen mit zwei natiirlichen Transformationen n: Id = F und pu: F o F' = F'| sodass die
folgenden Diagramme kommutieren:

F3i>F2 IdOFLFQéFOId

< T SN 7

F2—F F.

Aus den naheliegenden Griinden nennt man 7 die Finheit der Monade und p die Mul-
tiplikation. Die Bezeichnung Monade ist relativ gebrauchlich, aber Tripel ist ebenfalls im
Umlauf.

Morphismen von Monaden sind definiert als natiirliche Transformationen 7: F' = F’, die
mit den strukturgebenden natiirlichen Transformationen vertréglich sind.

Jedes adjungierte Funktorpaar ergibt eine Monade. Wir werden spéter sehen, dass auch
die Umkehrung gilt.

L
Theorem 5.7. Ist C —— D ein adjungiertes Funktorpaar, so ist der Endofunktor F =
R

RL: C — C eine Monade. Die Transformation u: RLRL = RL ist gegeben durch Rej und
die Transformation 7n: Id = F fiir F ist die Einheit der Adjunktion n: Id = RL.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Diagramme

RLRej,

2) RLRLRL =% RLRL
RSLRL\H/ H/REL
RLRL —“— RL
und
(3) Ido RL 225 RLRL <=* RL o1d
\ HR/
RL

kommutieren. In Diagramm ist ein duBeres R und ein inneres L vollig unbeteiligt, d. h.
das Diagramm reduziert sich auf den relevanten Teil

LRe

LRLR=—= LR

LR ——1d,
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und dieses Diagramm kommutiert.

Die Kommutativitdt von kann man zeigen, indem man beide Dreiecke getrennt be-
handelt. Hier folgt die Behauptung dann aus den Identitédten Id = R ongr: R = R und
Id=e¢poln: L= L. U

Insbesondere geben Vergissfunktoren mit zugehorigen freien Funktoren Monaden auf der
unterliegenden Kategorie. Ist zum Beispiel L der Funktor, der einem k-Vektorraum V die
freie unitdre kommutative k-Algebra zuordnet, die von V' erzeugt wird, und ist R der Ver-
gissfunktor von der Kategorie der unitdren kommutativen k-Algebren in die Kategorie der k-
Vektorrdume, so ist die Komposition RL eine Monade auf der Kategorie der k-Vektorrdume.

Adjungierte Funktorpaare geben also Monaden. Wir zeigen im Folgenden, dass immer
auch die Umkehrung gilt. Zu einer Monade gibt es sogar (mindestens) zwei adjungierte
Funktorpaare; wir behandeln eines davon.

Definition 5.8. Ist F': C — C eine Monade mit Multiplikation x und Eins 7, dann ist eine
F-Algebra ein Objekt X aus C zusammen mit einem Morphismus £: FX — X, sodass die
folgenden Diagramme kommutieren:

F(¢
xS ey xS Ex

=l N

FX—X X.

Die Abbildung £ nennt man oft die Strukturabbildung der F-Algebra X. Das linke Dia-
gramm gibt eine Assoziativitatseigenschaft, wihrend das rechte eine Bedingung an die Eins
stellt. Ein Morphismus von F-Algebren ist ein Morphismus in C, der die Strukturabbildun-

gen respektiert. Wir benutzen F-alg, als Bezeichung fiir die Kategorie der F-Algebren in
C.

Beispiele

e Ist Fr: Sets — Gr der Funktor, der einer Menge die freie Gruppe zuordnet, die von die-
ser Menge erzeugt wird, so ist jede Gruppe G eine Algebra fiir die Monade U oFr, wenn
U der Vergissfunktor von Gruppen in Mengen ist. Der Morphismus ¢: UFr(G) — G
nimmt ein formales Wort in den Elementen von G und wertet es mithilfe der Grup-
penmultiplikation in G aus. Dieses Beispiel ist prototypisch fiir alle Monaden, die aus
adjungierten Funktorpaaren entstehen, bei denen ein Vergissfunktor einen linksad-
jungierten freien Funktor besitzt.

e Es ist klar, dass F'X eine F-Algebra ist fiir alle Objekte X aus C (warum?). Solche
F-Algebren heiflen auch freie F'-Algebren.

Theorem 5.9. Ist (F, u,n) eine Monade in C, so gibt es eine Adjunktion

L
C —— F-alg.
R
Hierbei ordnet R einer F-Algebra X mit Strukturabbildung ¢ das Objekt X aus C zu und
L bildet ein Objekt X aus C auf die freie F-Algebra I'X ab. Die zugehorige Monade RL ist
gerade F'.
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Beweis. Betrachten wir die Komposition RL angewandt auf ein Objekt X, so erhalten wir

RLX = R(FX,¢: F(FX) = (F2)(X)25FX) = FX

und die Eins der Monade ist gegeben durch nx: X — RLX = FX. Umgekehrt ist LR(X,¢) =
L(X) = (FX, pux) und die Strukturabbildung &: F X — X ist nach Definition ein Morphis-
mus von F-Algebren

£ (FX, ux) = (X, §).
Der Morphismus e(x¢): LR(X,§) — (X,§) ist also gerade durch diese Abbildung von F-

)
Algebren gegeben. Ist f: (X&) — (X', &) ein Morphismus von F-Algebren, so verlangen
wir gerade, dass

{oF(f)=1[o¢

F
gilt und dies zeigt die Natiirlichkeit von £(x¢). Die Kompositionen F.X P FFPX X

FX

und X—25FX £—>X sind jeweils die Identitdt wegen der Einheitsbedingung fiir die Mo-
nade F' bzw. wegen der Einsbedingung fiir die F-Algebra (X, ¢). O

Beispiele
e Ist R ein assoziativer Ring mit Eins, so ist der Funktor R ® (—): Ab — Ab eine
Monade auf der Kategorie der abelschen Gruppen. Eine R ® (—)-Algebra ist gerade
ein Links- R-Modul.
e Ahnlich ist fiir eine Gruppe G der Funktor G x (—): Sets — Sets eine Monade auf der
Kategorie der Mengen. Die G x (—)-Algebren sind gerade G-Mengen, d. h. Mengen,
auf denen GG operiert.

6. SIMPLIZIALE OBJEKTE

Wir betrachten die Menge {0, 1,...,n} mit ihrer iiblichen Anordnung 0 < 1 < ... <mn
und nennen diese angeordnete Menge [n] fiir n > 0.

Definition 6.1. Die simpliziale Kategorie, A, hat als Objekte die geordneten Mengen
[n],n > 0 und als Morphismen die Abbildungen von Mengen, die ordnungserhaltend sind,
also Abbildungen f: [n] — [m], sodass f(i) < f(j) gilt, falls ¢ < j ist.

Da es als ordnungserhaltende Bijektion in A nur die Identitédt gibt, hat die Kategorie A
nur triviale Automorphismen.

Grundbausteine der Morphismenmengen sind die folgenden Abbildungen. Es sei §;: [n —
1] — [n] die Inklusion, die den Wert ¢ auslidit (0 < i < n) und o;: [n + 1] = [n] sei die
surjektive Abbildung, die sowohl j als auch j 4+ 1 auf j abbildet (0 < 7 < n).

Lemma 6.2. Es gelten die folgenden simplizialen Identitéten:

5]0(5@: 5Z-o5j,1, 7/<j,

0jo0; = 0; 0 Oj41, 1< 7,
d;00-1, @<,

O-jo(si: 1[n]7 Z:j7]+17

51',100']', Z>j+1
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Lemma 6.3. Jeder Morphismus id # f: [n] — [m] in A kann eindeutig geschrieben werden
als Komposition
f=1d;,0...00, 0050...00j

mit 0<4,. <...<iyp <mund 0< 77 < ... < Js <n, wobei m =n — s+ r ist.

Beweis. Sie konnen f faktorisieren in eine ordnungserhaltende Surjektion aufs Bild und die
Inklusion des Bildes. Die Surjektion driicken Sie durch die o; aus und die Inklusion durch
die 9;. Die simplizialen Identitdten garantieren, dass die obige Zerlegung eindeutig ist. [

Definition 6.4. Es sei C eine beliebige Kategorie. Ein simpliziales Objekt in C ist ein kontra-
varianter Funktor von A nach C. Ein kosimpliziales Objekt in C ist ein kovarianter Funktor

von A nach C.

Wie kann man simpliziale Objekte beschreiben? Wir haben also einen Funktor X : A% —
C, d. h. fiir jedes Objekt [n] € A bekommen wir insbesondere ein Objekt X ([n]) =: X,
in C. Da alle Morphismen in A als Produkt in den d;, und o; schreibbar sind, reicht es
also, X(0;) =: d;: X,, = X,—; und X(0j) =: s; zu kennen. Wenn Sie ein simpliziales
Objekt hinschreiben mochten, miissen Sie also nur eine Folge von Objekten X, Xy, ... und
Morphismen in C, d;, s; angeben, die das Duale der simplizialen Identitdten erfiillen, also

d,LOd]: dj,IOdi, Z<j7

8;08; = Sj+10 S, 1< 7,
sj_10di, 1<,
diosj: 1[n]7 Z:jvj+17

Sdeifl, Z>j+1
Ein simpliziales Objekt X kann man sich also vorstellen als ein Diagramm der Form
—— h—
XO :) Xl E X2 RN
wobei die Abbildungen <— den d; entsprechen, wiahrend die Abbildungen — von den s;
stammen. Die d; nennt man auch Seitenabbildungen und die s; Ausartungen. Elemente x =
s;y € X, fiir y € X,,_1 nennt man ausgeartete n-Simplizes. Warum, sehen wir spéter.

Wir kénnen also iiber simpliziale R-Moduln, simpliziale Mengen, simpliziale Ringe, sim-
pliziale topologische Rdume etc. reden. Speziell simpliziale Mengen sind wichtig, weil sie
topologische Rdume modellieren.

Wir kénnen die Morphismen in A dazu benutzen, eine simpliziale Menge zu konstruieren,
indem wir sagen, dass A,,: A% — Sets der Funktor ist, der [m] auf A([m], [n]) abbildet.

Das Yoneda-Lemma besagt nun, dass die natiirlichen Transformationen von A, in eine
simpliziale Menge X genau der Menge X,, entsprechen.

Definition 6.5. Ist X eine simpliziale Menge X, so ist die geometrische Realisierung von
X, | X|, der topologische Raum

X| =] X x A"/ ~.
n>0
Hierbei sind die X,, mit der diskreten Topologie versehen und A" ist das topologische n-
Simplex
A" ={(tg,...,t,) ER"0 < t; < 1,2@. =1}
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Die A™ n > 0 bilden einen kosimplizialen topologischen Raum mit Strukturabbildungen

0i(to, - ytno1) = (toy -+ tic1, 0,8, o tnt)
und

0i(toy - tng1) = (toy ooty + i1, tng).
Die Quotientenbildung ist erzeugt von den Relationen

(dz(l‘), (t(), ce ;tn)) ~ (ZL‘,(;i(to, cee ,tn)), (Sj(l’), (t(), ce ,tn) ~ (ZE,O’j(f(), ce ,tn)).

Ist f: X — Y ein Morphismus simplizialer Mengen, also eine natiirliche Transformati-
on der entsprechenden Funktoren, so induziert f eine stetige Abbildung |f|: |X| — |Y],
indem wir einer Aquivalenzklasse [(z,to,...,t,)] € |X| die Klasse [(f(z),to,...,tn)] € |V
zuordnen. Damit wird die geometrische Realisierung zu einem Funktor aus der Kategorie der
simplizialen Mengen in die Kategorie der topologischen Raume.

Ein Element der Form s;(x) wird also in der geometrischen Realisierung mit etwas in
einer Dimension niedriger identifiziert und es ’zdhlen’ nur diejenigen Elemente, die man
nicht mehr als s;(z) ausdriicken kann. Daher stammt die Bezeichnung ’ausgeartet’. Die
Verklebung der relevanten Elemente erfolgt {iber die Seitenabbildungen. Wir nennen ein
Element (y, (to,...,tm)) € XmXxA™ einen nicht-ausgearteten Punkt, falls y nicht ausgearteter
Simplex ist und (%o, ...,t,) € A™ kein Randpunkt ist. Wir nehmen im folgenden an, dass
X nicht leer ist.

Lemma 6.6. Jedes Element ((x,to,...,t,)) € X, x A" ist in |X| dquivalent zu einem
eindeutig bestimmten nicht-ausgearteten Punkt.

Beweis. Nach Lemmakénnen wir jedes x € X, eindeutig schreiben als z = s;,0...05;y
mit einem nicht-ausgearteten y € X,,_, und 0 < j; < ... < j, < m. Wir setzen
w[(Sjp O0...0 Sjly,to, Ce ,tm)] = [(y, 0;; ©...0 O'Z‘p(t(], Ce ,tm)>]

Ist (ug, ..., u,) ein Randpunkt in A™ der Form

(o, -y Up) =085, 0...00; (Vo ..y Vp_y),

wobei (vg, ..., v,_,) ein innerer Punkt von A" " ist und 0 < iy < ... < 7, < n, so setzen wir

oz, (ug, ..., uy)) = (diyo...od;,x, (Vo ..., Un_y)).

Damit definieren p und 1 Selbstabbildungen auf | X | und die Komposition o g ordnet einem
beliebigen Vertreter eines Elements in | X| einen eindeutigen nicht-ausgearteten Vertreter zu,
welcher zum Ausgangselement dquivalent ist. 0

Damit kann man die topologische Struktur des Raumes | X| genauer beschreiben.

Proposition 6.7. Die Realisierung | X| einer simplizialen Menge X ist ein CW Komplex,
der fiir jeden nicht-ausgearteten n-Simplex eine n-Zelle besitzt.

Beispiele:
1. Die topologische 1-Sphére ist [0,1]/0 ~ 1. Wenn wir das simplizial hinbekommen
mochten, konnen wir versuchen, eine simpliziale Menge S! mit einem 0-Simplex, 0, und ei-

nem 1-Simplex zu konstruieren. Die simplizialen Identitdten zwingen uns aber das 1-Simplex
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s0(0) auf, sobald wir einen 0-Simplex haben. Wir nehmen noch ein weiteres 1-Simplex dazu
und erhalten S} 2 [n] mit Strukturabbildungen

==

die Sie als Ubungsaufgabe bestimmen. Die Randabbildungen kleben den einzigen nicht-
ausgearteten 1-Simplex mit seinen Endpunkten an den Nullsimplex und wir erhalten |S!| =
St.

2. Die geometrische Realisierung der darstellbaren simplizialen Menge A, ist |A,| = A™.

3. Sind X und Y zwei simpliziale Mengen, so ist ihr Produkt X x Y die simpliziale
Menge mit (X x Y),, = X,, x Y,. Die Strukturabbildungen d; und s; sind koordinatenweise
definiert. Um spéater Homotopien u. &. zur Verfiigung zu haben, wollen wir die geometrische
Realisierung von Produkten verstehen.

Satz 6.8. Sind X und Y simpliziale Mengen, sodass | X| x |Y| ein CW Komplex ist mit der
von |X| und Y] induzierten CW-Struktur, so gilt

|1 X x Y| =|X]|x[Y].

Das Resultat gilt allgemeiner, falls man gewillt ist, auf dem Produktraum die kompakt-
erzeugte Topologie zu nehmen.

Beweis. Die Projektionsabbildungen px: X XY — X und py: X XY — Y induzieren stetige
Abbildungen

pxl: X x Y] = X, [pyl: X x V] = |V,
die zusammen eine stetige Abbildung p: | X X Y| — | X| x |Y| ergeben. Wir konstruieren eine
bijektive Abbildung |X| x |Y| — |X x Y|, die stetig ist, falls | X| x |Y| ein CW Komplex ist.
Es sei (z,w) ein Punkt in | X| x |Y| mit nicht-ausgeartetem Vertreter (z, (o, ...,%,)) von z
und (y, (ug, - - - , Uy)) von w. Wir bilden die Teilsummen

i i
= E ti,u' = E U;.
J=0 i=0

Da einige ¢; und w; null sein kénnen, ist die Folge der Teilsummen nicht streng monoton
steigend; ausserdem kénnen einige ¢ mit einigen u’ {ibereinstimmen. Essei r® < ... <79 =1
die streng monotone Anordnung der Elemente in

A A SUR TR T &

Die r® kénnen wieder als Teilsummen interpretiert werden, zu denen das Element (r% r! —
r0 ... rt — ity € A7 gehort. Damit kénnen wir (o, ..., ¢,) ausdriicken als o, o ... o0
Opp_ o (POt =70 T — Y und (ug, . .., upm) als oy, 0. .00y, (X0t —r0 L rd— a7t
Hierbei sind die Mengen {p1,...,pn—a} und {ly,..., ¢y} disjunkt und p; < ... < Py_q,

by < ... < {,,_p. Wir definieren
o | X|x Y] = |X xY|
als
¢z, w) = [((sp, , ©...08,%,80, ,0...084Y), (ro,rl —r0 = rq_l))].

Andererseits, falls w’ € | X x Y| den nicht-ausgearteten Vertreter ((z',v'), (to,...,t,)) hat,

so hat |px|w’ den nicht-ausgearteten Vertreter ¢ (2/, (to, ..., t,)) und ebenso ist ¥(y/, (to, . .., tn))
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ein nicht-ausgearteter Vertreter von |py |w’. (Das Anwenden von 9 ist notig, weil zum Beispiel
(',y") = (s;z,y’) sein konnte.) Damit ist

|pX|(¢(Z’ w)) :|pX|<[((Spn7a ©...08p%,5¢, 4,°...0 Sf1y)’ (TO’ rt— TO’ N S Tq_l))])
=[W((Spo_y 0 Spu, (0,1 =1%ot =1 )] = (2, (o, - t0))] = 2
und [py|(¢(z,w)) = w. Zusammen ergibt dies p o ¢ = id. Fiir einen nicht-ausgearteten

Vertreter ((«',y'), (to,...,t,)) von w' € | X x Y| ist

¢opl((@',y), (to, .., tn))] = S([V (', (to, .-, ta)))], (Y, (Ho, - -, 0)))])
= [((@",¢), (to, .., tn))] = W',
Dies zeigt, dass ¢ die Umkehrabbildung von p ist.

Dass ¢ stetig ist, falls | X| x |Y] ein CW-Komplex ist, folgt, weil ¢ auf jedem Produkt von
Zellen [x x A™] x [y x A™] stetig ist: Auf dem Inneren ist keine Simplexkoordinate null und
¢ sortiert nur um. Lauft eine Koordinate gegen null, so werden zwei aufeinanderfolgende
Teilsummen gleich und werden in der Reihung der 7% nur einfach gezihlt. Fiir ¢ bedeutet
das das Einfiigen einer Abbildung s;. Gehen mehrere Koordinaten gegen null, so sorgen die
simplizialen Identitéten fiir die Wohldefiniertheit und damit fiir die Stetigkeit. OJ

7. NERV UND KLASSIFIZIERENDER RAUM EINER KLEINEN KATEGORIE

Definition 7.1.
e Fiir eine kleine Kategorie C sei M,,(C) die Menge

{Co Ju o PELENNE L C,| C; € C, f; Morphismus in C}

der n-Tupel komponierbarer Morphismen in C. Fiir ein Element wie oben schreiben

wir kurz [fi|...|fn]-

e Der Nerv der Kategorie C ist die simpliziale Menge NC: A’ — Sets, die [n] auf die
Menge M,,(C) schickt. Die Ausartungen sind durch das Einfiigen von Identitétsmor-
phismen gegeben

silfil .- fal = LAl fille finl -1 fal, 0<i<n,

und die Seitenabbildungen durch das Komponieren von Morphismen:

Lol - ful, i=0,
dilfil - Afa) =l A fio figrl - | fal, 0 <i<m,
Ll | fat)s 1=n.

Letzteres konnen Sie sich auch vorstellen als das Weglassen des Objekts C;.
e Der klassifizierende Raum von C, BC, ist die geometrische Realisierung von NC, |[NC|.

Die Objekte geben die Punkte in BC, ein Morphismus von C nach C”’ gibt eine Kante, die
zwischen den Punkten lduft, die zu C' und C’ gehoren und ist g o f eine Verkettung in C,
so gibt diese ein Dreieck mit Kanten, die zu g o f, g und f gehoren. Dreifachverkettungen
geben Tetraeder usw.

Der topologische Raum BC ist immer ein CW-Komplex und ein Funktor F': C — D

zwischen kleinen Kategorien induziert eine stetige (zelluldre) Abbildung topologischer Raume
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B(F): BC — BD. Damit wird B zu einem Funktor von der Kategorie der kleinen Kategorien
in die Kategorie der topologischen Raume.
Beispiele

e Ist X eine Menge und C die dazugehorige diskrete Kategorie, so ist BC = X mit der
diskreten Topologie.

e Sind C und C’ zwei kleine Kategorien und ist C x C’ ihr Produkt, so erhéalt der Nerv
Produkte und damit folgt aus Satz [6.8] dass in guten Féllen B(C x C') = BC x BC'
ist.

e Ist G eine Gruppe, so ordnen wir GG die kleine Kategorie G zu, die nur ein Objekt
« enthélt und in der die Morphismen gerade die Elemente aus G sind. Dann heifit
BG der klassifizierende Raum der Gruppe G, BG. Ist G abelsch, so ist die Gruppen-
verkniipfung ein Homomorphismus und BG ist wieder eine Gruppe. Zum Beispiel ist
BZ = S!.

Tréagt G eine Topologie, so kénnen wir diese bei der Bildung von BG beriicksich-
tigen, indem wir G™ x A™ die Produkttopologie geben.

So ist zum Beispiel BS! ~ CP>, d. h. CP>* ~ B(BZ).

Ist G diskret, so ist die Homologie der Gruppe G (mit trivialen Koeffizienten Z)
gerade H.(BG;Z).

e Ist M ein Monoid, so kann man die analoge Konstruktion durchfiihren.

e Wir konnen [n] als Kategorie auffassen. Dann ist B[n] = A"

Theorem 7.2.
(1) Eine natiirliche Transformation 7: F' = F’ induziert eine Homotopie zwischen BF
und BF'.

L
(2) Ist ¢ —— D ein adjungiertes Funktorpaar, so ist BC homotopiedquivalent zu BD.
R

Beweis. Die erste Behauptung folgt, weil wir 7 als einen Funktor 7" von C x [1] nach D
auffassen konnen: Auf Objekten setzen wir 7(C,0) = F(C) und T(C,1) = F'(C). Fiir
einen Morphismus f € C(C,C") sei T(f,19) = F(f) und T'(f,11) = F'(f). Fiir den einzigen
Morphismus 0 < 1 in [1] setzen wir T'(1¢,0 < 1) = 7¢.
Die Verkettung
BC % [0,1] = B(C x [1])——2L BD

gibt dann die gewiinschte Homotopie.

Fiir ein adjungiertes Funktorpaar haben wir die natiirlichen Transformationen n: Id = RL
und ¢: LR = Id. Diese geben nach (1) eine Homotopiedquivalenz. O

Korollar 7.3. Hat eine kleine Kategorie C ein initiales oder terminales Objekt, so ist ihr
klassifizierender Raum zusammenziehbar.

Beweis. In beiden Féllen gibt es adjungierte Funktoren zwischen C und der Kategorie [0]
mit einem Objekt und einem Morphismus. 0

Betrachten wir zu einer Gruppe G die Translationskategorie von G, d. h. die Kategorie
Eq, welche die Elemente von G als Objekte hat und £g(g1,92) = {9297}, so ist in dieser

Kategorie jedes Objekt sowohl initial als auch terminal und B&; ist zusammenziehbar.
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Ist C selbst keine kleine Kategorie, aber hat C ein kleines Skelett C’, so definiert man
BC oft als BC' (oder arbeitet stillschweigend mit BC’). Im Folgenden sei C aber als klein
vorausgesetzt.

Topologische Invarianten angewandt auf BC sagen uns etwas iiber die Kategorie. Auf der
Menge der Objekte von C, ObC betrachten wir die Aquivalenzrelation ~, die erzeugt ist von
der Relation, die sagt ¢ ~ ¢/, falls es einen Morphismus in C zwischen ¢ und ¢ gibt. Zwei
Objekte ¢ und ¢ aus C sind also genau dann &quivalent, wenn es einen endlichen Zickzack
von Morphismen aus C zwischen ¢ und ¢ gibt.

CN

SN\ N\

c

Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen mit mC.
Satz 7.4. Die Menge der Wegekomponenten von BC, myBC, steht in Bijektion zu myC.

Dies gilt allgemeiner: Fiir jeden CW-Komplex kénnen Sie 7y durch die entsprechende
Relation auf den 0-Zellen beschreiben. Ist moC einelementig, so nennen wir die Kategorie C
wegzusammenhdngend.

Ist X eine Menge, auf der eine Gruppe G operiert, so konnen wir die Translationskategorie
zur G-Operation auf X, EY, definieren. Als Objekte hat sie die Elemente der Menge X und

& (x1,m2) = {g € Glgz1 = 25}
(Mit dieser Notation ist g = £5.)
Zwei Elemente x und 2’ sind wegeéiquivalent, wenn sie in der gleichen G-Bahn liegen, d. h.
Wogé = X/G

Um eine Beschreibung der Fundamentalgruppe von BC zu erhalten, brauchen wir das
Konzept maximaler Béaume.

Definition 7.5. Es sei X eine beliebige Menge von Morphismen in C.

e Der Graph von X, I'x, ist der eindimensionale Unterkomplex von BC, der aus den
Kanten in BC besteht, die zu den Morphismen in X gehéren.

e Die Teilmenge X heiit Baum, falls I'y ein Baum ist.

o Ist myC trivial, so nennen wir einen Baum X mazimal, falls jedes Objekt aus C als
Quelle oder Ziel eines Morphismus in X vorkommt.

Als Anwendung erhélt man die folgende Tatsache:

Satz 7.6. Es sei X ein maximaler Baum in einer wegzusammenhéngenden kleinen Kategorie
C. Die Fundamentalgruppe von BC (zu einem beliebigen Basispunkt ¢q € C') hat die folgende
Prasentierung: Fiir jeden Morphismus f aus C gibt es einen Erzeuger [f]. Die Relationen sind:

e Ein [f] ist trivial, falls f € X. Zusétzlich ist [1¢] trivial fiir alle Objekte C aus C.
e Sind f: C; — (5 und g: Cy — C5 Morphismen in C, so ist

lg o f] = [9]lf]-



Beweis. Das 1-Skelett BCY des CW-Komplexes BC entspricht dem Graphen I' auf der
Menge aller Morphismen von C aufler den Identitédten. Dessen Fundamentalgruppe ist die
freie Gruppe, die von allen Kanten von I' auflerhalb des maximalen Baumes X erzeugt
wird. Zelluldre Approximation impliziert, dass die Fundamentalgruppe von BC isomorph ist
zur Fundamentalgruppe des 2-Skeletts, BC®). Es entstehen daher nur Relationen, die der
Komposition von Morphismen entsprechen. [l

Beispiele
e Ist G eine Gruppe und ist G die Kategorie mit einem Objekt x und G(x,*) = G, so
ergibt jedes Gruppenelement g € G einen Erzeuger. Relationen des ersten Typs gibt
es nicht und die der zweiten Art ergeben gerade, dass

7T1(BG) 3.

e Ist M ein Monoid und betrachten wir die analoge Kategorie M, so ergibt wiederum
jedes Element m € M einen Erzeuger der Fundamentalgruppe und es gibt nur die
Relationen, die von der Verkniipfung bzw. dem neutralen Element stammen. Diese
Gruppe treffen wir spéter in Definition wieder.

Ist £': C — D ein Funktor zwischen kleinen Kategorien, so kann man ein Modell fiir die
(Homotopie-)Faser der Abbildung BF': BC — BD angeben:

Definition 7.7. Es sei F': C — D ein Funktor und D sei ein Objekt in D. Die Komma-
Kategorie F/D hat als Objekte die Paare (C, f), wobei C' ein Objekt in C ist und f €
D(FC, D). Ein Morphismus von (C, f) nach (C’, f') in F/D ist ein Morphismus g: C' — C’
in C, sodass f' o F(g) = f.

FC S AL, FC’

Analog kann man natiirlich die Komma-Kategorie D\ F' definieren, bei der die Morphismen
von D in die Bilder unter F' gehen.

Es gibt einen Vergissfunktor U: F//D — C, der ein Paar (C, f) auf C schickt und einen
Morphismus ¢g: C' — C" in C auf sich.

Satz 7.8. Es gibt eine natiirliche Transformation 7: FU = A(D) von FU auf den konstan-
ten Funktor mit Wert D. Daher ist die Abbildung BF o BU nullhomotop und es gibt eine
stetige Abbildung von B(F/D) in die Homotopiefaser der Abbildung BF': BC — BD.

Beweis. Wir definieren 7(¢.py: FU(C, f) = F(C) — D als f. Damit ist B(FU) homotop zum
konstanten Funktor auf das Objekt D. Es sei

H: B(F/D) % [0,1] — BD
eine passende Homotopie, d. h. H(z,0) = B(FU)(x) und H(x,1) = D fiir alle x € B(F/D).
Die Konstruktion von B(F/D) in die Homotopiefaser von BF ist Standard. Die Homoto-
piefaser ist der topologische Raum
hfib(BF) = {(z,w) € BC x BD®w(0) = BF(z),w(1) = [D] € BD}

mit der Abbildung hfib(BF') — BC, die auf die erste Koordinate projiziert.
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Wir setzen
¢: B(F/D) — hfib(BF)
als £(y) = (BU(y), H(y,—)). Das tut’s. O

Ein wichtiges Theorem von Quillen |, Theorem A] besagt, dass die Abbildung BF': BC —
BD eine Homotopiedquivalenz ist, falls fiir alle Objekte D aus D der Raum B(F/D) zusam-
menziehbar ist.

8. SYMMETRISCH MONOIDALE KATEGORIEN

Im folgenden betrachten wir Kategorien C, die Zusatzstrukturen besitzen, welche Auswir-
kungen auf die Qualitit des topologischen Raumes BC haben.

Definition 8.1. Eine strikt monoidale Kategorie (C,®,e) ist eine Kategorie C, die einen

Bifunktor
®:CxC—>C
besitzt, der assoziativ ist und der das Objekt e aus C als strikte Links- und Rechtseinheit
fiir ® besitzt:
o (®@xId)=®o(Idx®):CxCxC—=C, ®o(exld)=®o(ldxe)=1Id,

wobel e x Id fiir den Funktor
exlId:C—=CxC

steht, der ein Objekt C' aus C auf (e, C') schickt und einen Morphismus f € C(C,C") auf
(1., f) abbildet. Der Funktor Id X e ist analog definiert.

Wir fordern hier Gleichheit von Funktoren, d. h. zum einen, dass wir Gleichheit auf Ob-
jekten haben, dass also

Cl ® (CQ ®C3) - (Cl ®CQ> ®CS

fiir alle Objekte C4,Cs,C3 aus C gilt. Dariiberhinaus gilt diese Gleichheit aber auch fiir
Morphismen in C:

feeh)=(fogeh

fiir alle Morphismen in f, g, h in C.

Die Bedingung, dass ® ein Bifunktor ist, bedeutet auf Objekten, dass es fiir je zwei Objekte
C1,C5 aus C ein Objekt ) ® Cs in C gibt und dass fiir die Identitdtsmorphismen und fiir
die Komposition von Morphismen

lo, ® 1o, = leyees, (fo f) @ (g og) = (f'®g) o (f®yg)
gilt. Insbesondere erhélt man fiir Morphismen f: Cy — C] und g: Cy — CY, dass

fog=({felg)o(le®g)= (e @g)o(f@la).
Beispiele

e Ist M ein gewdhnliches Monoid, so kénnen wir die diskrete Kategorie, die die Ele-
mente aus M als Objekte hat, als strikt monoidale Kategorie auffassen, wenn wir als

® die Multiplikation in M benutzen.
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e Es sei Fin wieder das Skelett der Kategorie der endlichen Mengen mit Objekten
[n] ={1,...,n} fiir n > 0 mit [0] = @. Als strikt monoidale Struktur kénnen wir
[n] @ [m] == [n +m]
setzen mit e = [0]. Auf Morphismen f: [n] — [n] und g: [m| — [m/] definieren wir
f®g: [n+m]— [0+ m], indem wir die Werte von ¢ hochsetzen.

Da viele relevante Beispiele nicht die strengen Anforderungen der Definition erfiillen,
betrachtet man haufiger eine abgeschwichte Variante des Begriffs, bei der die Assoziativitéit
und die Bedingung an die Einheit nur bis auf kohérente Isomorphismen gelten.

Definition 8.2. Eine monoidale Kategorie ist eine Kategorie C zusammen mit einem Bi-
funktor ®: C x C — C und mit natiirlichen Strukturisomorphismen «a, A, p wie folgt:

oy o0t C1 @ (Co®C3) 2 (Cy @ Cr) @ C3, VO, Cy, Cs
Ao eC=2C, p:Ce=C, VC.
Zuséatzlich gelten drei Kohdrenzbedingungen:
(1) Der natiirliche Isomorphismus « erfiillt das Pentagon-Axiom, d. h. das Diagramm

aCy®Cq,C3,Cy
_

(Cl ® 02) ® (03 ® 04) ((Cl & CQ) ® 03) X C4

occl,%y &’CQ"%@)IQ

1 ® (Cy® (C3 @ Cy)) (C1®(Cy® C3)) @ Cy

1CI®C‘{CQ,C3,C4 &Cq,Co®C3,Cy

C1® ((Cy® Cs) ® Cy)

kommutiert fiir alle C, ..., Cy aus C.
(2) Die natiirlichen Isomorphismen A und p erfiillen das Dreiecks-Axiom, d. h. das Dia-
gramm

Cl®(€®02) 2 (Cl®6>®02

1% %2

C1 ® Oy

kommutiert fiir alle C, Cs aus C.
(3) Fiir e gilt
Ae = pe: 6@ e —>e.

Die Natiirlichkeitsbedingungen besagen, dass die Strukturisomorphismen fiir alle Objekte
in C gelten und dass sie kompatibel mit den Morphismen in C sind.

Ein nicht-triviales Resultat (siche [ML, VII.2]) besagt, dass mit den Forderungen aus
Definition [8.2] auch jedes andere nur denkbare Kohérenzdiagramm kommutiert. Monoidale
Kategorien werden auch oft Tensorkategorien genannt.

Beispiele monoidaler Kategorien gibt es wie Sand am Meer und Sie kennen etliche:

e Die Kategorie der Mengen zusammen mit dem gewohnlichen Produkt von Mengen
als Bifunktor und der einpunktigen Menge als Eins.
e Die Kategorie der Mengen zusammen mit der disjunkten Vereinigung von Mengen

als Bifunktor und der leeren Menge als Eins.
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e Die Kategorie Vekty der K-Vektorrdume zusammen mit der direkten Summe von
K-Vektorrdumen als Bifunktor und dem Nullvektorraum als Eins, bzw. mit dem
Tensorprodukt von K-Vektorrdumen und dem K-Vektorraum K als Eins.

In den oben genannten Beispielen gibt es noch mehr Struktur, ndmlich einen natiirlichen
Isomorphismus, der die Reihenfolge der Objekte 4, Cs in C7 ® Cs vertauscht.

Definition 8.3. Eine symmetrisch-monoidale Kategorie besteht aus einer monoidalen Ka-
tegorie (C,®, e; a, A, p) zusammen mit einem natiirlichen Isomorphismus 7 mit 7¢, ¢,: C1 ®
Cy = (Y ® (4 fir C,Cy aus C, der die folgenden Axiome erfiillt.

(1) Fiir alle Cy, Cy aus C gilt: 70,0, © Toy.co = Lloyeos, -

(2) Fiir alle C aus C gilt: pc = A oTee: C®e=C.

(3) Der natiirliche Isomorphismus 7 ist kompatibel mit « in dem Sinne, dass fiir alle
Objekte C, Cy, C3 das Sechseck-Diagramm

TC1®Co,C3

(C1®Cy) ®Cs O3 ® (Cy ® Cy)

*Cq,C9,C3 ®C3,C1,Co

Cl &® (Cz X Cg) (03 & Cl) & CQ

Oy ® (Cs ® Cy) —=2% 4 (0 @ Cy) @ Cy

kommutiert.

Bemerkungen.

e Man nennt eine symmetrisch monoidale Kategorie C geschlossen, falls jeder der
Funktoren (—) ® C (fiir C' € C) einen rechtsadjungierten Funktor (—) hat. Ein
Beispiel fiir eine geschlossene Kategorie ist die Kategorie der R-Moduln fiir einen
kommutativen Ring R mit Eins. Die Morphismenmengen in dieser Kategorie tra-
gen selbst die Struktur eines R-Moduls und der Rechtsadjungierte zum Funktor
(=) ® M: R-Mod — R-Mod ist der Funktor Homg(M, —).

e Bei Funktoren zwischen monoidalen Kategorien ist es natiirlich sinnvoll zu verlangen,
dass ein Funktor die monoidale Struktur respektiert. Hier gibt es wiederum Abstufun-
gen. Ein laz monoidaler Funktor F: (C,®,e) — (D,d,¢€) ist ein Funktor F': C — D,
sodass es zu je zwei Objekten C7, Cy aus C einen Morphismus

$Cy,Co F(Cl)DF(O2) — F(Cl ® 02)
gibt und fiir die Einheiten e und €’ gibt es einen Morphismus

n: e — Fle).
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Diese Morphismen machen die folgenden Diagramme kommutativ (fiir alle Objekte):

F(C))O(F(Cy)OF(Cy)) —2 (F(Cy)OF(Cy))OF(Cs)

1D§002,C3J/ lel,CQD:L

F(C)O(F(Cy ® C3)) (F(Cy ® Cy))OF(Cs)

Wcl,02®03l l§061®02,C3

F(ac)

F(C1 @ (Cy @ C5)) ———— F((C1 @ Ca) ® Cs),

p?(C) )‘?(C)
F(C)Oe F(C) dOF(C) —— F(CO)
1F<C>D77J( TF(/J%) nDlF(c{ TF(A%)
F(C)OF(e) S5 F(C ®e), F(e)DF(C) =% F(e® C)

Ein lax monoidaler Funktor F': C — D heillt stark monoidal, falls die Struktur-
morphismen ¢ und 7 natiirliche Isomorphismen sind und F' heifit strikt monoidal,
falls ¢ und 7 Identitdten sind.

Sind die beteiligten Kategorien symmetrisch, so ist ein laz symmetrisch monoidaler
Funktor ein lax monoidaler Funktor F' der zusétzlich zu den Eigenschaften oben noch
erfiillt, dass die Diagramme

Tg(c ),F(Cs)
1/ 2
— F(

F(C)OF(Cy) Cy)OF(CY)

Socl,CZl J@Cz,cl
F(rey,cq)
F(C,®Cy) —— 2, F(Cy @ Cy)

fiir alle Objekte kommutieren. Kommutieren diese Diagramme und ist F' stark mo-
noidal, so heifit F' stark symmetrisch monoidal und ist F' strikt monoidal, so heif3t
F strikt symmetrisch monoidal. Es macht keinen Sinn, die Symmetriebedingung zu
verschérfen.

e In (symmetrisch) monoidalen Kategorien kann man (kommutative) Monoide definie-
ren. Kommutative Monoide in der Kategorie der R-Moduln fiir einen kommutativen
Ring R sind kommutative R-Algebren. Sie kennen weitere Beispiele.

e Neben symmetrisch monoidalen Kategorien gibt es auch verzopfte Kategorien; dies
sind monoidale Kategorien zusammen mit einem natiirlichen Isomorphismus ¢, ¢, : C1®
Cy — (5 ® (] fir alle Objekte C7, Cy, aber es wird nicht verlangt, dass f Ordnung
zwei hat. Zusétzlich soll sich # mit den Einheitsisomorphismen und Assoziativitétsi-
somorphismen vertragen. Details finden Sie in [ML, XI.1].

9. H-RAuM EIGENSCHAFTEN KLASSIFIZIERENDER RAUME

Ziel dieses Abschnitts ist es, herauszuarbeiten, welche topologischen Konsequenzen mo-

noidale Strukturen fiir den klassifizierenden Raum der Kategorie haben.
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Definition 9.1. Ein H-Raum ist ein topologischer Raum X zusammen mit einem gewihlten
Punkt p € X und einer stetigen Abbildung p: X x X — X, sodass die beiden Abbildungen

Xe2{pxX—oXxX—-ox
und
X2Xx{p—=XxX-"Lox

homotop zur Identitat sind. Ein H-Raum heif3t assoziativ, falls u assoziativ bis auf Homotopie
ist, und er heifit kommutativ, falls © homotopie-kommutativ ist. Wir nennen einen H-Raum
gruppendhnlich, falls es eine stetige Abbildung x: X — X gibt, sodass p o (id x x) o A
homotop zur Identitét ist. Hierbei ist A die Diagonalabbildung.

Um pathologische Situationen auszuschliefien, sollte man zusétzlich verlangen, dass (X, p)
wohlpunktiert ist (d. h., dass die Inklusion von p in X eine Kofaserung ist).

Jeder punktierte Schleifenraum ist ein gruppenéhnlicher H-Raum: Ist Y ein topologischer
Raum mit Grundpunkt gy und ist

QY := Top((S', 1), (Y, w0))

der punktierte Schleifenraum auf Y (mit der ko-Topologie), so ergibt das Aneinanderhéngen
von Schleifen eine homotopie-assoziative Multiplikation und die Zeitumkehr von Schleifen
gibt ein Homotopieinverses. Hohere Schleifenrdume

QY = Top((S", 1), (Y, 50)),m > 2,

sind ebenfalls gruppenédhnliche H-Rdume, die zusétzlich homotopie-kommutativ sind. Die
Abbildung g wird von der Pinch-Abbildung

S* — S"VvS"
induziert, die den Aquator abdriickt.

Theorem 9.2. Ist C eine kleine symmetrisch monoidale Kategorie, sodass BC x BC die
kanonische CW Struktur triagt, dann ist BC ein assoziativer und kommutativer H-Raum.

Beweis. Wir definieren die Multiplikation p als
BC x BC — B(C x C)

\ JB(@)
BC.

Als Grundpunkt wihlen wir p = [e] € BCY) ¢ BC. Die beiden natiirlichen Isomorphismen
A und p fassen wir als natiirliche Transformationen zwischen den Funktoren

C2{elxC—CxC—s¢
und dem Identitatsfunktor beziehungsweise
C2Cx{e} >CxC—=¢

und dem Identitétsfunktor auf. Damit erhalten wir die gewiinschten Homotopien fiir {p} als
Homotopie-Eins. Der natiirliche Assoziativitdtsisomorphismus « ist eine natiirliche Trans-

formation zwischen ® o (Id x ®) und ® o (® x Id) und macht BC somit zu einem assoziativen
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H-Raum. Die Homotopie-Kommutativitat folgt aus den Eigenschaften von 7: Dies liefert
eine Homotopie zwischen ® und ® o (1,2), wobei (1,2): C x C — C x C die Permutation der
Faktoren bezeichnet. U

Wir kénnen fiir symmetrisch monoidale Kategorien auf mo(C) die Struktur eines abelschen
Monoids definieren, indem wir setzen

(4) [C] + [D] :=[C ® DJ.
Hierbei ist 0 = [e].
Beispiele:

e Es sei Iso die Kategorie mit Objekten n € Ny und

Yiny M =mn,
g, mF#n.

Iso(n,m) = {

Diese Kategorie ist symmetrisch monoidal mit
nQm:=n-+m,

wobei T, € Xp1m der Shuffle ist, der die ersten n Elemente in {1,...,n + m} auf
die letzten n Elemente schickt. Es ist my(Iso) = Ny. Jede Komponente hat ein Objekt
und die entsprechende symmetrische Gruppe als Endomorphismen. Deshalb ist

Blso |_| BY,,.
n>0
Die H-Raum Struktur ist hier durch die Inklusion
Yim X X < Yinin

induziert.
e Analog dazu sei R ein assoziativer Ring mit Eins und Isogr sei die Kategorie, die
wiederum als Objekte die Zahlen n € Ny hat und als Morphismen

GL,(R), m=n,
a, m # n.

Isor(n,m) = {

Jede Komponente hat ein Objekt und die entsprechende G L, (R) als Endomorphis-
men. Deshalb ist

Blsop = | | BGL,R.

n>0

Die H-Raum Struktur ist hier durch die Blocksumme von Matrizen
GLy,(R) X GL,(R) — GLyyn(R)

induziert.
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10. GRAYSON-QUILLEN KONSTRUKTION

Wir wollen eine Kategorie C~1C konstruieren, sodass es einen Funktor C — C~!C gibt und
sodass mo(C~!C) die Grothendieckgruppe des abelschen Monoids 7y (C) ist.

Definition 10.1. Es sei M ein abelsches Monoid. Dann ist die Grothendieck-Gruppe auf
M, Gr(M), eine abelsche Gruppe zusammen mit einem Morphismus von Monoiden j: M —
Gr(M), welche die folgende universelle Eigenschaft erfiillt. Ist G eine Gruppe und ist f: M —
G ein Morphismus von Monoiden, so gibt es einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus

s Gr(M) — G mit
froj=1f

Grothendieck-Gruppen kann man explizit konstruieren: Betrachten Sie das Produkt M x M
und definieren Sie die Verkniipfung komponentenweise. Schreiben wir M additiv, so ist also

(ml,nl) =+ (mg,ng) = (m1 -+ ma, Ny + ng).

Wir definieren nun die Aquivalenzrelation der stabilen Aquivalenz auf M x M: Ein Paar
(mq,nq) sei dquivalent zu einem Paar (mg, ng), falls es ein £ € M gibt mit

m1+n2+€:m2+n1+€.

Die Addition ist wohldefiniert auf Aquivalenzklassen und jede Klasse der Form [(m,m)] ist
neutral. Somit ist das additive Inverse der Klasse eines Paares (m,n) die Klasse des Paares
(n,m). (Stellen Sie sich (m,n) als m —n vor.)

Natiirlich ist die Grothendieck-Gruppe auf (N, +) die abelsche Gruppe der ganzen Zahlen.
In diesem Fall ist die Abbildung von Monoiden j: Ny — Gr(Np) injektiv. Dies ist nicht immer
der Fall, trifft aber zu, falls M die Kiirzungseigenschaft hat, d. h. fallsaus m +p=n+p
fir m,n,p € M schon m = n folgt. Die Zuordnung M + Gr(M) definiert einen Funktor
von der Kategorie der abelschen Monoide in die Kategorie der abelschen Gruppen; dieser ist
linksadjungiert zum Vergissfunktor. Man kann Gr(M) auch konstruieren als Quotient der
freien abelschen Gruppe, die von M erzeugt wird:

Gr(M) = Fra(M)/((m + n) — (m) — (n)).

In diesem Modell schreiben wir [m] fiir die Aquivalenzklasse von m in Gr(M). Ein Element

in Gr(M) ist die Klasse einer Summe 3_'_, a;[m;] mit ganzen Zahlen o; und m; € M. Wenn

Sie die Elemente in der Summe nach nicht-negativen bzw. negativen Summanden sortieren,

sehen Sie, dass Elemente der Form [m] — [n] fiir m,n € M die Gruppe Gr(M) erzeugen.
Eine dhnliche Konstruktion hat Quillen fiir Kategorien [G] definiert.

Definition 10.2. Es sei C eine kleine symmetrisch monoidale Kategorie. Es sei C~!C die
Kategorie, die als Objekte Paare von Objekten in C hat. Morphismen von (C1, D1) nach
(Cy, Dy) in C7!C sind Aquivalenzklassen von Paaren von Morphismen

(f: Cl®E—> Cz,gi D1®E—>D2),
wobei E ein Objekt aus C ist. Ein solches Paar ist dquivalent zu

(f/: Cl ®El — 0279/2 Dl X El — DQ),
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falls es einen Isomorphismus h € C(E, E’) gibt, sodass

(101 ®h71C2 ®h)

(C1®E,D;®FE) (Ci®E,D1®FE)

(f.9) (f'.9")
(027 DZ)

kommutiert.

Fiir £ = e erhalten wir insbesondere fiir jedes Paar von Morphismen in C einen Morphis-
mus in CC.

Lemma 10.3. Die obige Konstruktion liefert eine symmetrisch monoidale Kategorie C~!C,
die einen symmetrisch monoidalen Funktor j: C — C~!C besitzt und fiir die moC~C eine
abelsche Gruppe ist.

Beweis. Dass C™'C eine Kategorie ist, rechnen Sie nach. Die symmetrisch monoidale Struktur
definieren wir koordinatenweise als

(C1, D) ® (Cy, Dg) := (Cy ® Cy, Dy ® D).

Fiir die Natiirlichkeit dieses Bifunktors brauchen wir, dass C symmetrisch monoidal ist.
Wir definieren j: C — C~'C auf Objekten als j(C') = (C,e) und auf Morphismen f: C —
C" als j(f) = [(f, 1.)], wobei wir strenggenommen die Komposition

(C®eexe) ™ (Ce) LS (¢, e)

betrachten.
In CIC gibt es die Kette von Morphismen

(Icgp,™>,C)

(C,D)®(D,C)=(C®D,D®C) (C®D,C®D)+——/e,e).

Daher ist die Menge der Wegekomponenten mo( BC~!C) eine abelsche Gruppe, weil das Inverse
der Klasse von (C, D) die Klasse von (D, C) ist. O

Damit ist Bj: BC — BC~!C eine Abbildung assoziativer und kommutativer H-Riume
und die induzierte Abbildung

Wo(Bj)I 7T0<BC> — Wo(Bcilc)
ist eine Abbildung abelscher Monoide.

Definition 10.4. Ist C eine kleine symmetrisch monoidale Kategorie, so ist der K-Theorie-
Raum von C, KC, definiert als KC := B(C~'C) und die n-te K-Theoriegruppe von C, K,,C,
ist

K,C :=m,B(C*C).
Wir erhalten, dass sich zumindest schon einmal K(C anstidndig verhalt.

Lemma 10.5. Ist C eine kleine symmetrisch monoidale Kategorie, so gilt

K()(C)) = 7T0(KC) = GI‘(TF()(C))
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Beweis. Betrachte die Abbildung von der Menge der Objekte in C~!C in die Grothendieck-
gruppe auf 7y(C), die gegeben ist durch

¢: (C,D) = [C] = [D].
Fiir ein festes Objekt F aus C ist
P(CREDRE)=[C®E]—[D®FE]=[C]+[E]—[D]—[E]=[C]+[D] =¢(C,D).

Ist [(f,9)]: (C1,D1) — (Ca, Dy) ein Morphismus in C7'C, d. h. es gibt ein F aus C und
Morphismen f: 1y ® E — Cyund g: D1 ® E — D5 in C, so ist

¢(Ch, D1) = [C1] = [D1] = [Co] = [Da] = ¢(Co, Da).
Damit faktorisiert ¢ iiber mo(C~'C) und wir erhalten eine induzierte Abbildung
b: m(C71C) — Gr(mo(C)).

Sie ist surjektiv, weil Elemente der Form [C] — [D] die Gruppe Gr(m(C)) erzeugen. Ist
»(C,D) = 0, so sind die Klassen von [C] und [D] in my(C) dquivalent, es gibt also einen
endlichen Zickzack von Morphismen zwischen C' und D in C. Diesen Zickzack kénnen Sie
recyclen fiir einen Zickzack in C~'C zwischen (C, D) und (D, D), sodass die Klasse von (C, D)
in m(C71C) trivial ist.

0

Die Abbildung ¢ ist invers zur universellen Abbildung
Gr(m(C)) — mo(C1C).

Definition 10.6. Ist X ein kommutativer und assoziativer H-Raum, dann ist eine Gruppen-
vervollstindigung von X ein kommutativer und assoziativer H-Raum Y zusammen mit einer
Abbildung von H-Rdumen f: X — Y, sodass mo(f): mo(X) — mo(Y) das abelsche Monoid
mo(Y) als Grothendieck Gruppe von 7o(X) identifiziert und sodass H,(Y) = mo(X) ' H.(X)
gilt.

Ist X wie oben, so ist seine singuldre Homologie ein assoziativer, graduiert kommutativer
Ring mit Eins mit der Multiplikation

H,(X) @ Hy(X) = Hyig(X x X) = Hypy(X).

Hierbei ist die erste Abbildung die Kiinneth-Abbildung und die zweite ist durch die H-Raum
Struktur p: X x X — X gegeben. Insbesondere ist H.(X) ein graduierter Hy(X)-Modul
und Hy(X) ist der Gruppenring Z[my(X)]. Damit kénnen wir den Ring H,(X) an my(X)
lokalisieren. Die Anforderung der Definition einer Gruppenvervollstindigung ist nun, dass
diese Lokalisierung isomorph ist zur Homologie von Y.

Um Pathologien auszuschliefen, sollte man verlangen, dass X und Y CW-Komplexe sind.
Ist X selbst schon ein gruppendhnlicher H-Raum, so ist jede Gruppenvervollstiandigung von
X homotopiedquivalent zu X.

Theorem 10.7. [G] Ist C ein kleines Gruppoid, welches symmetrisch monoidal ist, und ist
fiir jedes Objekt C' € C der Funktor

(-)®C:C—=C

treu, so ist BC~!C eine Gruppenvervollstindigung von BC.
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In den Beispielen Iso und Isog erhélt man, dass my der Gruppenvervollstandigung 7Z ist

und
B(Iso 'Iso) ~ OB <|_| an>

n>0

beziehungsweise

B(Isoy'Isog) ~ QB <|_| BGLH(R)) .
n>0
Letzteres ist die klassische Definition des K-Theorie Raumes des Ringes R nach Quillen.
Ist M ein abelsches topologisches Monoid und sei M; die Wegekomponente von M, die zu
i € mo(M) gehort. Dann gilt unter einigen Annahmen an M, dass die natiirliche Abbildung

M — QBM,
die adjungiert ist zur Abbildung
XM — BM, [t,m]w— [m,(t,1—1)],

eine Gruppenvervollstandigung ist [Al §3.2]. Aus Satz folgt, dass fiir abelsche Monoide
M gilt, dass m(BM) = Gr(M). Als Beispiele hatten wir

M = U BS,, M =U%,BGL,(R).

11. AUFGABEN

(1) Betrachten Sie zwei Gruppen G, G’ und die Kategorien CG und C'G’, die jeweils nur
ein Objekt haben und als Morphismen gerade die Elemente der jeweiligen Gruppe.
Was ist ein Funktor ' von C'G nach CG’? Wann gibt es eine natiirliche Transforma-
tion zwischen zwei solcher Funktoren F, F'?

(2) Uberlegen Sie sich ein Beispiel fiir einen Funktor, der zwar volltreu ist, aber kein
Isomorphismus von Kategorien.

(3) Definieren Sie, was ein Epimorphismus in einer Kategorie ist, und untersuchen Sie
die Abbildung von kommutativen Ringen mit Eins von den ganzen in die rationalen
Zahlen.

(4) Erinnern Sie sich an die Definition projektiver Moduln oder schlagen Sie sie nach. In
welchem Sinne sind darstellbare Funktoren projektive Objekte?

(5) Es sei k ein Korper. Was ist der linksadjungierte Funktor zum Vergissfunktor von der
Kategorie der unitiaren assoziativen k-Algebren in die Kategorie der k-Vektorraume?
Beweisen Sie Ihre Antwort. Wie dndert sich die Situation, wenn Sie unitéire assoziative
und kommutative Algebren betrachten? Wie sieht dann der Linksadjungierte aus?

(6) Es sei U der Vergissfunktor von der Kategorie der topologischen Réume in die Kate-
gorie der Mengen. Hat U einen Links- und/oder Rechtsadjungierten?

(7) In welchem Sinne sind adjungierte Funktoren eindeutig? Suchen Sie sich Thre eigene
Notation fiir einen Funktor mit zwei Adjungierten (jeweils zwei rechts und links) und
beschreiben Sie die Eindeutigkeit so genau wie moglich.

(8) Kann man die Tatsache, dass ein Funktor F' von C nach D einen Rechtsadjungierten

hat, durch Darstellbarkeit von Funktoren ausdriicken?
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(9) Es seien R und S zwei kommutative Ringe mit Eins. Was ist ihre kategorielle Summe
in der Kategorie aller kommutativen unitéren Ringe? Andert sich das Koprodukt,
wenn Sie stattdessen die Kategorie der assoziativen (nicht-notwendig kommutativen)
Ringe mit Eins betrachten?

(10) Es sei X eine partiell geordnete Menge (aufgefasst als Kategorie natiirlich) und a, b
seien Elemente von X. Was ist das Koprodukt bzw Produkt von a und b? Existieren
beide immer?

(11) Beschreiben Sie pushouts in der Kategorie der Gruppen. Konstruieren Sie ein nicht-
triviales Beispiel fiir einen leeren pullback in der Kategorie der Mengen. Was passiert,
wenn eine Abbildung im Diagramm surjektiv ist?

(12) Wir hatten gesehen, wie man Kerne und Kokerne als Limites bzw. Kolimites be-
schreiben kann. Kann man Bilder iiber einen Kolimes oder Limes beschreiben?

(13) Es sei J eine kleine Kategorie, die ein terminales Objekt besitzt und F' sei ein be-
liebiger Funktor von J in eine Kategorie C. Was ist dann der Kolimes von F' iiber
J?

(14) Dehnen Sie einen Funktor vom kleinen Skelett der endlichen Mengen aus auf die
Kategorie aller Mengen. Wie sieht die linke Kanerweiterung aus? Betrachten Sie zum
Beispiel den Funktor, der eine n-elementige Menge auf den R™ schickt und der auf
Morphismen eine Abbildung zwischen endlichen Mengen auf die lineare Abbildung
schickt, die auf den Standardbasisvektoren durch die Mengenabbildung gegeben ist.

(15) Betrachten Sie die Zuordnung, die eine Menge auf ihre Potenzmenge abbildet. Ist
diese Zuordnung in einem geeigneten Kontext eine Monade?

(16) Betrachten Sie eine partiell geordnete Menge P als Kategorie. Was ist eine Monade
auf P?

(17) Konstruieren Sie aus einer Monade auf einer Kategorie C ein kosimpliziales Objekt
in C.

(18) Rechnen Sie nach, dass die geometrischen Realisierungen der 1-Sphére und der dar-
stellbaren Funktoren A™ wirklich das sind, was ich behauptet habe.

(19) Zeigen Sie, dass die geometrische Realisierung ein Koegalisator ist. Beweisen Sie, dass
sie als Funktor von simplizialen Mengen in topologische Raume einen Rechtsadjun-
gierten hat und beschreiben Sie diesen explizit.

(20) Definieren Sie fiir jedes nicht-negative n eine simpliziale Menge, deren geometrische
Realisierung in kanonischer Weise dem Rand des topologischen Standard-n-Simplex
entspricht.

(21) Es sei C eine kleine Kategorie und C° die zu C duale Kategorie. Zeigen Sie, dass es
einen Homoomorphismus zwischen BC und BC® gibt. Stammt dieser (immer) von
einem Funktor zwischen C und C°? D. h. ist B voll?

(22) Es sei C eine kleine Kategorie und Fun(C) die Kategorie ihrer Endofunktoren. Ist
diese (strikt) monoidal? Gibt es Symmetrien/Verzopfungen?

(23) Es sei C eine Kategorie mit endlichen Produkten (Koprodukten). Ist C dann immer
symmetrisch monoidal?

(24) Betrachten Sie die Kategorie mit einem Objekt und einem Monoid als Morphismen-
menge. Wann ist diese mit der naheliegenden Struktur monoidal? Was heifit dies fiir
klassifizierende Rdume von Gruppen?
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(25) Es sei M ein abelsches Monoid. Wann ist die Abbildung in die Grothendieck-Gruppe

auf M injektiv? Geben Sie ein Beispiel an fiir ein nicht-triviales abelsches Monoid
mit trivialer Grothendieckgruppe.
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