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Aufgabe 33 (2 Punkte)

Es sei R’ ein Unterring eines Ringes R und I C R sei ein Ideal. Zeigen Sie, dass I N R’ ein Ideal in R’ ist
und dass R'/(I N R') isomorph ist zu (R’ +I)/I.

Aufgabe 34 (2 +2 Punkte)
Betrachten Sie die Teilmenge der komplexen Zahlen

Z[i] := {a + bila,b € Z}
und definieren Sie die Addition und Multiplikation in Z[i] analog zu den entsprechenden Verkniipfungen in
C. Damit ist Z[¢] ein kommutativer Ring, der Ring der Gaufischen Zahlen (nach Carl Friedrich Gau$).

(1) Bestimmen Sie die Einheiten von Z[i].
(2) Zerlegen Sie die Zahl 2 in ein nicht-triviales Produkt in Z[4].

Aufgabe 35 (24242 Punkte)

Ein Integrititsbereich R heifit euklidisch, falls es eine Abbildung v: R\{0} — N U {0} gibt, so dass es fur
alle Elemente a,b € R mit a # 0 Elemente x,r € R gibt, so dass

b=za+rund v(r) < v(a) oder r = 0.
(1) Zeigen Sie, dass jeder euklidische Ring ein Hauptidealring ist.
(2) Essei d € Z mit der Eigenschaft, dass d von keinem Quadrat einer natiirlichen Zahl # 1 geteilt wird.
Betrachten Sie
Q(Vd) == {z + yVdlz,y € Q}
als Teilmenge der komplexen Zahlen. Zeigen Sie, dass Q(v/d) mit der vererbten Addition und

Multiplikation in C ein Korper ist. (Rechnen Sie nur das nach, was Sie nachweisen miissen!)
(3) Wir setzen

1*—2‘/3, falls d = 1 mod 4.

Sie diirfen benutzen, dass Oy := {2 + yw(d)|z,y € Z} ein Unterring von Q(v/d) ist. Diesen In-
tegritdtsbereich nennt man Ring der ganzen Zahlen des Korpers Q(\/&)
Zeigen Sie, dass Oy euklidisch ist.

Vi, falls d = 2,3 mod 4,
w(d) :==

Aufgabe 36 — Ja oder Nein? Fiir jede richtige Antwort bekommen Sie einen halben Punkt, fiir eine
falsche Antwort einen halben Minuspunkt. Die Summe aller Punkte gibt die Gesamtpunktzahl — es sei denn,
diese Zahl ist negativ. In diesem Fall erhalten Sie null Punkte.
Antworten Sie mit “Ja” oder “Nein”; geben Sie keine Begriindung.
Ja O Nein O Es sei R # 0 ein kommutativer Ring. Ist dann {0} immer ein Primideal?
Ja O Nein O Ist der Ring der Gauss’schen Zahlen, Z[i], ein Hauptidealring?
Ja O Nein OO Es sei K ein Korper und R # 0 ein beliebiger Ring ungleich dem Nullring. Kann ein Ringhomomor-
phismus f: K — R dann einen nicht-trivialen Kern haben?
Ja O Nein O Es seien R und R’ nicht-triviale Ringe und f: R — R’ ein Homomorphismus von Ringen. Gilt dann
f(R¥) € R
Ja O Nein O Ist der Restklassenring Z[i]/(1 + 3i¢) isomorph zu Z/10Z?
Ja O Nein O Es sei I ein Ideal in einem Ring R und f: R — R’ sei ein Ringhomomorphismus. Ist dann f(I)
immer ein Ideal in R'?


https://de.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gau%C3%9F

