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Winogradow zeigte, dass sich jede hinreichend große ungerade Zahl n als Summe dreier
Primzahlen darstellen lässt. Setze

Rpnq “
ÿ

p1`p2`p3“n

log p1 log p2 log p3 ,

wobei die Summe über alle Darstellungen von n als Summe dreier Primzahlen läuft. Es gilt sogar

Rpnq “ pSpnq ` op1qqN2
{2 ,

wobei

Spnq “
ź

p

`

1` pp´ 1q´3
˘

ź

p|n

pp´ 1qpp´ 2q

p2 ´ 3p` 3
.

Der Beweis involviert die durch

F pαq “
ÿ

pďn

plog pq eppαq

definierte Funktion F : R ÝÑ C, wobei die Summation nur über Primzahlen erstreckt wird.

1. Man zeige Rpnq “
şξ`1

ξ
F pαq3ep´nαqdα für jede reelle Zahl ξ.

2. Setze Q “ plog nq100. Für jedes Paar pq, aq teilerfremder natürlicher Zahlen mit 1 ď a ď
q ď Q definieren wir den großen Bogen Mpq, aq “ ra{q ´ Q{n, a{q ` Q{ns. Man zeige,
dass die großen Bögen (für alle hinreichend großen n) paarweise disjunkte Teilintervalle
von rQ{n, 1`Q{ns sind.

3. Es sei M die Vereinigung der großen Bögen und m “ rQ{n, 1 ` Q{ns rM. Man beweise,
dass

ˇ

ˇ

ˇ

ż

αPm

F pαq3ep´nαqdα
ˇ

ˇ

ˇ
“ opn2

q

Dabei dürfen Sie das folgende Lemma von Winogradow ohne Beweis benutzen: Wenn
|α ´ a{q| ď 1{q2, q ď n und ggTpa, qq “ 1, dann

|F pαq| ď Oppnq´1{2 ` n1{2q1{2 ` n4{5
qplog nq4q .

4. Definiere v : R ÝÑ C durch vpβq “
řn
m“1 epmβq. Man zeige

ż

αPMpq,aq

vpα ´ a{qq3ep´nβqdβ “ p1{2` op1qqN2

für jeden großen Bogen Mpq, aq.



5. Man kann zeigen, dass es zu jeder natürlichen Zahl q ď Q eine rationale Zahl wq mit
der folgenden Eigenschaft gibt: Ist Mpq, aq ein großer Bogen und α P Mpq, aq, so gilt
F pαq “ wq ¨ vpα ´ a{qq `OpN{Q

10q. Man folgere

ż

αPM

F pαq3ep´nαqdα “ pSpn,Qq ` op1qqN2
{2 ,

wobei
Spn,Qq “

ÿ

qďQ

w3
q

ÿ

1ďaďq
ggTpa,qq“1

ep´an{qq .
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