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Aufgabe 4 benutzt ein Lemma, das wir erst in der 4. Vorlesung besprechen werden.

1. Es sei D eine natürliche Zahl, die keine Quadratzahl ist.

(a) Man zeige, dass unendlich viele Paare pa, qq P N2 mit |a{q ´
?
D| ă 1{q2 existieren

und dass |a2 ´Dq2| ă 2
?
D ` 1 für diese Paare gilt.

(b) Man zeige, dass zwei verschiedene Paare natürlicher Zahlen pa1, q1q, pa2, q2q und eine
ganze Zahl L mit a21´Dq

2
1 “ a22´Dq

2
2 “ L, a1 ” a2 pmod |L|q und q1 ” q2 pmod |L|q

existieren.

(c) Man zeige, dass in dieser Situation x “ pa1a2 ´ Dq1q2q{L und y “ pa1q2 ´ a2q1q{L
ganze Zahlen mit x2 ´Dy2 “ 1 und y ‰ 0 sind.

2. Es seien α eine irrationale (reelle) Zahl und ξ eine beliebige reelle Zahl. Man zeige, dass
zu jedem ε ą 0 ein n P N mit }nα ´ ξ} ă ε existiert.

3. Es seien a1 ă ¨ ¨ ¨ ă an positive reelle Zahlen. Man beweise, dass eine reelle Zahl β mit

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

epaiβq
ˇ

ˇ

ˇ
ď
?
n

existiert.

4. Es seien k ě 2 und ε ą 0. Man beweise, dass für jede hinreichend große natürliche Zahl n
mindestens n2{k´ε Zahlen m ď n existieren, für die m “ xk ` yk eine Lösung mit nichtne-
gativen ganzen Zahlen x, y besitzt.
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Hinweise

3. Setze fpβq “
řn

i“1 epaiβq und betrachte
ş1

0
|fpβq|2dβ.

4. Für m ď n sei rpmq die Anzahl der Paare px, yq mit 0 ď x, y ď pn{2q1{k. Man zeige
ř

mďn rpmq
2 ď n2{k`ε{2 und benutze die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.


