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Es sei G ein dreiecksfreier Graph mit V(G) = {v1,...,v,}. Definiere einen Graphen G’
durch
V(G ={v1,...,op} w {1, ..., 20} w{z}

und
E(G") = E(G) v {viz;: vivj € E(G)} v {z;iz: i€ [n]}.
(a) Man beweise, dass G’ dreiecksfrei ist und die Eigenschaft x(G’) > x(G) hat.
(b) Man folgere: Es gibt dreiecksfreie Graphen mit beliebig grofier chromatischer Zahl.

Finde zu jedem k € IN eine Konstante ¢, > 0, so dass jeder Graph G mit Unabhingig-
keitszahl a(G) < k und hinreichend vielen Ecken einen Kreis der Lénge mindestens ¢, |G|
enthdlt.

Fiir einen Graphen G und k € IN bezeichne Pg(k) die Anzahl der méglichen Eckenfiarbungen
V(G) — {1,...,k} von G. Zeige, dass Pg ein Polynom in k vom Grad n = |G| ist, bei
dem k" den Koeffizienten 1 hat und £"~! den Koeffizienten —||G||. (Man nennt Pg das
chromatische Polynom von G).

(Tipp: Induktion nach |G|.)

Beweise ch(K%) = r. Zur Erinnerung: Ein K7 ist ein vollstdndig multipartiter Graph mit r
Eckenklassen der Grofle 2.

(Tipp: Induktion nach 7.)

Man beweise, dass jeder gerichtete Graph ohne gerichtete Kreise ungerader Linge einen
Kern besitzt.
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Hinweise

(a) Betrachte eine Eckenfirbung f: V(G') — [k + 1] mit f(z) = k + 1. Wie kann man
eine Eckenfirbung h: V(G) — [k] konstruieren? (b) Induktion.

Am Anfang der Vorlesung haben wir gezeigt, dass jeder Graph mit 6(G) > 2 einen Kreis
der Liange > 0(G) + 1 enthélt.

Zum Induktionsschritt vergleiche die GroBen Pg(k), Po—e(k) und Pge(k).

Damit der Induktionsschritt glatt durchgeht, sollte es moglich sein, ein Paar Ecken und
nur eine Farbe aus den Listen der anderen Ecken zu loschen. Was kénnen wir iiber die
Listen sagen, wenn das unmoglich ist? Diese Information allein wird es uns ermoéglichen,
den Graphen zu farben, ohne ihn auch nur noch einmal anzuschauen.

Eine Menge S von Ecken eines gerichteten Graphen D sei ein Schwamm, wenn D fiir jede
Ecke v € D — S einen gerichteten Weg von v nach S enthélt. Gibt es zusétzlich in D keinen
gerichteten Weg zwischen zwei Ecken von S, so heifle S ein Schwimmchen. Zeige zunéchst,
dass jeder Schwamm ein Schwémmchen enthélt. Definiere dann induktiv eine Partition von
V(D) in ,Schichten* Sp,..., Sy, so dass S; fiir gerade i ein geeignetes Schwdmmchen in
D;:=D—(Spu---u S;_1) ist und fiir ungerade i aus den Ecken von D; besteht, die eine
Kante nach S;_1 schicken. Zeige, dass die geraden Schichten zusammen einen Kern von D
bilden, wenn D keinen gerichteten Kreis ungerader Lange enthalt.



