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Aufgabe 1: Esscic: [0, 00) — R? die Kurve mit

a) Berechnen Sie die Kriimmung x von c.
b) Fiir welches ¢ € [0, 00) nimmt |x(t)| sein Maximum an?

c) Berechnen Sie lim;_, o k().



Losung:

a) H(t) = _(Qeztil);a/z‘

b) Da 2e* — 1 streng monoton steigend ist, nimmt |#(¢)| sein Maximum bei ¢ = 0 an.

c¢) limy_o k(t) = 0.



Aufgabe 2: M sei die Menge
{(z,9,2) e RP|2® +y° + 422 =1} .

a) Definieren Sie eine offene Teilmenge U des R? und eine Abbildung f : U — R3, so
dass f eine reguldre Fliche ist und das Bild f(U) - moglicherweise mit Ausnahme
endlich vieler Punkte py,...,p, € M - ganz M ist. Geben Sie pq, ..., p,, falls diese
existieren, an und zeigen Sie, dass f(U) C M ist.

b) Zeigen Sie durch eine Rechnung, dass f tatsdchlich regulér ist.

¢) Bestimmen Sie die erste Fundamentalform von f.

(Falls Sie a) nicht 1osen kénnen, diirfen Sie fiir die Aufgabenteile b) und c) die Abbildung

cosh x siny
flx,y) = sinh x
cosh x cosy

benutzen, welche eine andere regulére Fliche beschreibt.)



Losung:

a) Ein mogliches f ist
f(_gvg) xR — RS
COS T COS Y

flx,y) = cos x siny
2sinx

Idee: Verwende Kugelkoordinaten und verdoppele die z-Komponente.
p1 = (0,0, %), p2 = (0,0, —%) Es gilt:

i@, y)? + fP,y)® + 4 (x,y) = 1.

b)
of of —1cos?zcosy
= x == | —jcos’zsiny
Jr Oy :
—sinzcosx

Alle drei Komponenten des Vektors kénnen nur dann gleichzeitig gleich null sein,
wenn cosx = ( ist. Solche Punkte sind aber nicht im Definitionsbereich von f ent-
halten. Also beschreibt f eine reguldre Flache.

Alternatives f:

2 .
AN
or = Oy 4

— cosh?® z cosy

cosh z ist fiir alle z € R positiv. Fiir alle y € R ist entweder siny, sinhy oder cosy
ungleich 0. Also beschreibt f eine regulire Flache.

sin?z + Lcos?x 0
I — 1
0 cos?

Alternatives f:

| sinh? z + cosh? z 0
N 0 cosh?



Aufgabe 3:
Es sei f: R? — R3 die Fliche mit
T+y

flx,y) = r—y
$2+y2

a) Bestimmen Sie die erste und zweite Fundamentalform sowie die Weingarten-Abbildung
von f in Abhiingigkeit von (z,y) € R

b) Es sei V eine offene Teilmenge des R* und ¢ : V — R? eine Umparametrisierung.

Kann man ¢ so wihlen, dass die Weingarten-Abbildung der umparametrisierten
Fliche fo¢:V — R?® am Punkt ¢~1(0,0)

(

al= O

O =
N————

ist?



Losung:

a)

I — 42 +2 Ay 1 i i_ y
N 4oy 4y? +2 22242241 _1y

17— 1 -2 0 I — 1 —4y? — 2 dxy
22242241 0 -2 T 2(20242y%+1)3/2 4xy —4x% — 2

b) Am Punkt (0,0) ist die Weingarten-Abbildung

-1 0
L(070) - ( 0 _1 ) .

Die Weingarten-Abbildung L der umparametrisierten Fliche am Punkt ¢=1(0,0) ist

dgb(;—ll(op) @) L(070) ¢) d¢¢—1(070)

Da L das Negative der Einheitsmatrix ist, muss auch

~ -1 0
L¢1(070):( 0 -1 )

sein. Also kann ein ¢ mit den geforderten Eigenschaften nicht existieren.

Alternative Losung: Die GauB-Kriitmmung von f am Punkt (0,0) ist 1. Falls ein ¢
wie in der Aufgabe existierte, so wire die Gauf-Kriimmung der umparametrisierten
Flidche am Punkt ¢~1(0,0)

0 1
det( 4
10

Dies steht im Widerspruch zu der Tatsache, dass die Gaufl-Kriimmung invariant unter
Umparametrisierungen ist.



Aufgabe 4: Es sei f:R? — R? die Fliche mit

cosw + 2
flz,y) = sin x
Yy
Weiterhin sei v : R — R3 die Kurve mit
cost
~v(t) ;== | sint
0

a) Berechnen Sie die Christoffel-Symbole I';; 5, von f.
b) Finden Sie eine Abbildung ¢ : R — R? mit v = foec.

c) Zeigen Sie, dass vy eine Geodéte in f ist.



Losung:

j 1 —2y sinx
~\ —2ysinz 4y +1

=0
I'i2=—2y cosx
o1 =T211=0
Iiop =T212=0
['y21 = —2 sinx
[a00 =4y

b) ¢(t) = (£,0)

c) Zu zeigen ist: v hat eine Parametrisierung, so dass 7" (t) L Ty« f gilt. Der Tangenti-

alraum 7. f wird von

—sint 0
g(c(t)) = cost und ﬁ(c(t)) = 0
ox 0 dy 1
aufgespannt.
—cost
7Y'(t) = | —sint
0

steht senkrecht auf diesen beiden Vektoren. Also ist v eine Geodéte.



