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4. ZERMELO-FRAENKEL-MENGENLEHRE (VORLESUNGEN 8 & 9)

Die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre ZF ist die erstufige Theorie iiber einem bindren Relati-
onssymbol € bestehend aus den folgenden Axiomen (wobei wir fithrende Allquantoren zur
besseren Lesbarkeit wie immer weglassen):

o Ext (Extensionalitiitsaxiom):

(V2)((zex) & (zey)) = (x =y))

Zwei Mengen sind (zusammen mit Axiom (g): genau dann) gleich, wenn sie die
gleichen Elemente haben.
e Auss, (Aussonderungsaxiom fiir Formel ¢):

By)(v2)((zey) < ((zex) A ez, 4155 9n)))

Es sei ¢ eine Formel mit freien Variablen x,y1,...,y,. Dann ist fiir jede Menge z
und alle Mengen y1,...,y, auch {zex: ¢(z,y1,...,yn)} eine Menge, die wir mit y
betzeichnen. Nach dem Extensionalitéitsaxiom ist y eindeutig bestimmt.
— Parameter sind wichtig, um beispielsweise {zez: te z} zu erhalten (fiir einen
festen Parameter t).
— Russell’s Paradox: Es gibt keine Menge, die alle Mengen enthélt. Andernfalls
konnte man mithilfe von (Auss) die Menge

m={z: ~(zvex)}

bilden. Dann ist (mem) genau dann wenn —(mem), ein Widerspruch.
e Null (Nullmengenaxiom):

(Fz)(Vz)~(zex)

Es existiert eine Menge x, die keine andere Menge enthélt.

— Nach (Ext) ist diese Menge 2 eindeutig. Schreibe auch () fiir die leere Menge.
Formal erweitern wir unser Vokabular um ein nullstelliges Funktionssymbol 0,
und fiigen das Axiom (Vz)=(z &) hinzu.

e Paar (Paarmengenaxiom):

(F2)(Vw)((we 2) < (w =2z) V(0w =y)))
Fiir je zwei Mengen z,y existiert eine Menge z, deren Elemente genau x und y sind.
— Schreibe auch {z,y} fiir diese nach Ext eindeutige Menge z. (Formal ist also
{-} ein zweistelliges Funktionssymbol, welches zwei Mengen z, y auf die Menge
{z,y} abbildet.
— Wir kénnen nun auch geordnete Paare definieren: Fiir zwei Mengen x,y sei
(x,y) == {{z}, {=, y}}. Mithilfe der bisherigen Axiome beweist man

ZF (Yo, y, 2, 1) (2, y) = (2,1)) & ((x = 2) A (y =1))).
— Definiere ein einstelliges Pridikat ‘ist ein geordnetes Paar’ durch
(x ist ein geordnetes Paar) :&< (Jy, 2)(z = (y, 2)).
— Definiere ein einstelliges Pridikat ‘ist eine Funktion’ durch®
(f ist eine Funktion) :& (Vz e f)(x ist geordnetes Paar)A
Ve, y,2)(((z,y) e ) A (2, 2) € ) = (y = 2)).
Dieses Prédikat macht natiirlich nur Sinn, wenn wir Funktionen auch als Mengen

auffassen. Das geht nach dem Potenzmengenaxiom, siehe unten.

SWobei der gebundene Quantor (Vzex)p(z) bedeutet: (Vz)((zex) — (p(2))). Ahnlich definiert man
(Fzex)p(z) als (Fz)((zex) Ap(2)).
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— Definiere ein dreistelliges Préadikat ‘ist eine Funktion von x nach y’ durch
(f:x —y):& (f ist eine Funktion) A (V2)((zex) <> (3t)((z,t) e f))A
(V2)(B)({t,2) e f) = (zew))-

— Fiir eine Funktion f: z — y sei f(t) ey fiir te 2 das eindeutige Element von y

mit (¢, f(t)) e f.

e Ver (Vereinigungsaxiom):
(Fy)(v2)((z € y) & (Buez)(zew)))

Fiir jede Menge x existiert eine Menge y mit (Jz = y. (Formal ist also |J ein
einstelliges Funktionssymbol).
— Schreibe auch z Uy anstelle von | {xz, y}.
— Schnittmengen existieren nach (Auss): Fiir eine nichtleere Menge x (bezeugt
durch ye x) sei

ﬂa: ={tey: Vzex)(tez)}.

— Schreibe auch x Ny anstelle von () {z, y}.
— Scheibe auch z \ y := {tex: =(tey)}, wiederum unter Benutzung von (Auss).
e Pot (Potenzmengenaxiom)

(F)(V2)((zey) & (Vwez)(wew))

Fiir jede Menge z existiert eine (Potenz-)Menge y = P(x), deren Elemente gerade
die Teilmengen von z sind. (Formal ist also P ein einstelliges Funktionssymbol).
— Wir benutzen in Zukunft die Abkiirzung

zCx:e Vwez)(wex).

— Fiir zwei Mengen z,y kénnen wir nun mit (Auss) das Kartesische Produkt
x x y als Teilmenge von P(P(x Uy)) definieren: denn falls tex und uey, so ist
(t,u) = {{t},{t,u}} e P(P(x Uy)).

— Es bezeichne (nach (Auss))

y i={feP(xxy): (f:x—y)}

die Menge aller Funktionen von x nach y.
e Un (Unendichkeitsaxiom)

(3z)((0ez) A ((Vye)(y*ew)))

wobei wir die Schreibweise y* fiir y U {y} eingefiihrt haben. Die Menge y* heifit
auch Nachfolger von y.
— Eine Menge, wie sie in (Un) gefordert wird, heifit auch induktive Menge. Nach
(Auss) existiert dann auch eine kleinste induktive Menge, die wir mit w bezeich-
nen (Eindeutigkeit folgt wie immer aus (Ext)).
— Fiir jede induktive Teilmenge S C w gilt also S = w (Induktionsprinzip).
— Die (von Neumann) natiirlichen Zahlen sind 0 =) und n+1=nt =nU{n} =
{0,1,...,n}. Nachbereitung: w = {0,1,2,...}.
[Abschweifung: Mengen und Klassen. In der Praxis betrachtet man oft Mengen A;
indiziert durch eine Menge I, und man mochte die ‘Menge’ {A;: i € I'} betrachten. Aber ist
das eine Menge? Dafiir braucht’s ein extra Axiom.
Idee: x — {z} sieht aus wie eine Funktion, ist aber keine: Jede Funktion (ist eine Menge
und) hat einen Definitionsbereich, der wiederum eine Menge sein muss. Aber die Klasse aller
Mengen ist keine Menge nach Russell.
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Definition 4.1 (Klasse). Eine Familie von Mengen C' heifit definierbar mit Parametern oder
kurz eine Klasse, falls eine Formel p(x,t1,...,t,) mit Parametern ¢y, ..., ¢, existiert, so dass
fiir alle Mengen x gilt:

ceC e ZFFplcty,... ty).

Manche Klassen sind selbst wieder Mengen, andere Klassen kénnen hingegen niemals
selbst Mengen sein (Russell’s Paradox...). Solche Klassen werden auch echte Klassen genannt.

Definition 4.2 (Funktionsklasse). Eine Funktionsklasse ist eine Klasse F' C V2 (definiert
durch eine Formel p(z,y,t) mit Parametern £ = (t1,...,t,), sodass

ZF - (Va,y,2)((p Aplz/y]) = (y = 2)).

Unser Beispiel z — {z} von oben ist also eine (echte) Funktionsklasse. Nach dieser
Vorbereitung kénnen wir unserer restlichen Axiome beschreiben. ]

o Ers, (Ersetzungsaxiom fiir Formel )

(Vm,y17y2)( ((LP(.’E, ylvtlv e 7tn) A w(mvy%tlv oo atn)) - (yl = y2)) —
(V) Fu)(Vy)((yeu) > (Fzet)p(z,y,tr, ... tn))).

Es sei ¢ eine Formel mit freien Variablen x, y, t1,. .., t,, geschrieben o(x, y, t1, ..., t,).
Falls fiir gegebene Parameter ¢4, ... ,t,, die zweistellige Formel ¢ eine Funktionsklasse
ist, so ist das Bild einer Menge ¢ unter ¢ wiederum eine Menge u. Kurzum: Das Bild
einer Menge unter einer Funktionsklasse ist eine Menge.

e Fund (Fundierungsaxiom)

(=(z=0) = Fyex)(zny=0))

Unter der Annahme, dass alle Mengen unseres Universums durch Anwendung der
ZF Axiome aus der leeren Menge gewonnen wurden, dann gibt es ein Element y
von x was gewissenmafen als frithestes der Elemente von z konstruiert wurde. Die
Elemente dieses y’s mussten dann noch frither konstruiert worden sein, kénnen also
nach Wahl von y nicht in x enthalten sein.

Die Gesamtheit der bisherigen Axiom (das sind schon unendlich viele Axiome wegen Auss
und Ers) wird mit ZF bezeichnet. Das Auswahlaxiom ist hierbei noch nicht enthalten. Die
Theorie, die man unter Zunahme des Auswahlaxioms erhélt, nennt man ZFC (=ZF + AC).

e AC (Auswahlaxiom)

((f: 2= m) A ((Fea)~(f() = 0) = (Co)((9: 2~ Ju) A (ve22)(g(2) 2 f(2))))

Jede Familie nichtleerer Mengen (indiziert in unserer Formel durch die Funktion f)
hat eine Auswahlfunktion (eine Funktion g, die aus jeder unserer Mengen genau ein
Element aussucht).

4.1. Modelle von ZF. In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, wie Modelle von ZF
aussehen konnen.

Eine Modell fiir ZF oder ZFC ist definiert wie in Kapitel 3—ein Modell der erststufigen
Logik mit Vokabular {e} und Theorie T' =ZF oder T' =ZFC: eine “Menge”V mit einer
Interpretation e ‘CV?2. Um jedoch nicht durcheinander zu kommen mit den Mengen und
Teilmengenbegriffen, bezeichnen wir jedes Modell V fiir ZF oder ZFC in Zukunft als Univer-
sum. Die Elemente von V nennen wir Mengen. Die Interpretation ey ist in obigen Sinne ist
eine echte Klasse, gegeben durch die Formel p(x) = (Jy, 2)((z = (y, 2)) A (y e 2)).

Definition 4.3. Eine Menge z heifit transitiv, wenn |Jz C x.
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Lemma 4.4. Fiir jede Menge x existiert eine transitive Menge y mit x C y.”

Es ist leicht nachzurechnen, dass der Schnitt transitiver Mengen wieder transitiv ist. Sobald
wir Lemma 4.4 bewiesen haben, wissen wir also, dass jedes x einer kleinsten transitiven
Menge enthalten ist—diese bezeichnen wir auch mit TC(z) (fiir ‘transitive closure’).

Beweis. Wir wollen y = z U (Jz) U (UUz) U (UUU=z) U --- wihlen. Aber warum ist
das eine Menge? (Prizise: Warum gibt es ein y € V mit y = ---?) Wir wenden das
Vereinigungsmengenaxiom auf die Menge

-~ = (U#).-(UU2)- (UUUS).-)

an, um y zu erhalten. Warum ist z eine Menge? Wir wenden das Ersetzungsaxiom an
auf w (existiert nach dem Unendlichkeitsaxiom) und die Funktionsklasse bestehend aus
0,2),(1,UJ=), 2,UJUx),....

Warum ist das eine Funktionsklasse? Wir miissen eine Formel p(a,b) finden, die das
bezeugt. Definiere

(f ist eine endliche Approximation fiir p) :< (Jy)(3new)

(7m0 A (@) e ) A e (o ) () = U sm = 1) ).

Mithilfe des Induktionsprinzips fiir w iiberpriift siecht man, dass (1) je zwei endliche Approxi-
mationen f und g fiir p iibereinstimmen auf den Schnitt ihrer Definitionsbereiche, und dass
(2) fiir jedes n € w eine Approximation existiert, die n in ihrem Definitionsbereich enthalt.
Nun betrachten wir

p(a,b) = (3f)((f endliche Approximation fiir p) A ({a,b) € f)).
Aus (1) und (2) folgt, dass p wirklich eine Funktionsklasse ist. O

Theorem 4.5 (Epsiloninduktion). Eine Klasse C, die mit allen Elementen einer Menge x
auch immer x selbst enthdlt, ist die Allklasse.®

Beweis. Angenommen, das Theorem wire falsch fiir eine Klasse C' = {x: p(t_; x)} Dann gibt
es ein x € V mit —p(z).

Betrachte y = {te TC(x): —p(t)} (ist eine Menge nach Auss). Dann ist y nichtleer (denn
andernfalls p(z)), und somit existiert nach dem Fundierungsaxiom ein mey mit m Ny = (.
Somit gilt also p(t) fir alle tem (hier benutzen wir Transitivitédt von TC(z)), aber nicht
p(m), ein Widerspruch. O

Umgekehrt impliziert das Prinzip der Epsiloninduktion das Fundierungsaxiom (unter der
Annahme, dass die iibrigen Axiom weiterhin gelten). Hausaufgabe.

Theorem 4.6 (Epsilonrekursion). Es sei G eine Funktionsklasse definiert auf ganz V. Dann
ezistiert eine eindeutige Funktionsklasse F, definiert auf ganz V', so dass fiir alle x € X

F(x) = G(Flz)),

"Diese Aussage ist eine umgangsprachliche Formulierung fiir:

2P+ (v2)3) (@ S A (U Sv)),
was nach dem Vollstidndigkeitstheorem 3.22 gleichbedeutend ist mit:
Sei (V,ey) ein beliebiges Universum fiir ZF. Dann gilt V = p.
Im Folgenden werden wir immer die zweite Variante wéihlen, und wir betrachten, ohne es genauer zu erwihnen,
ein beliebiges Universum (V,¢).
8Formal: Fiir jede Formel p mit freien Variablen t1,...,ty,x gilt

(Vt1, .oty 2) ([(V2) ((Yy e 2)p(y) — p(2))] = (V2)p(2)).
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wobei Fx] die Menge {F(t): tex} ist (existiert nach Ersetzungsaziom).
Beweis. Existenz: Wir sagen
(f ist eine Approximation fiir F) :& (3z,y)((f:  — y)A(z ist transitiv)A(Vte z)(f(t) = G(f[1]))).

Wie oben zeigt man, dass je zwei endliche Approximationen f und g fiir F' auf den Schnitt
ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen, und dass fiir jedes = eine Approximation existiert,
die x in ihrem Definitionsbereich enthélt. Beweis diesmal {iber Epsiloninduktion statt normaler
w-Induktion.

Setze dann

F(a,b) = (3f)((f Approximation fiir F) A ({a,b)€ f)).
Eindeutigkeit: Epsiloninduktion. O

Bemerkung: Welche Eigenschaften der Relation € haben wir in den vorherigen Sétzen
benutzt? Dass e das Fundierungsaxiom erfiillt, und dass fiir jede Menge x, auch {y: yex} eine
Menge ist (um den transitiven Abschluss TC(z) zu formen). Also haben wir fiir jede binére
Relation r» C V2, die diese zwei Eigenschaften erfiillt, einen analogen Satz iiber r-Induktion
und r-Rekursion beweisen.

Als Anwendung betrachten wir das folgende Theorem, was sagt, dass jede fundierte,
extensionelle Relation auf einer Menge a auf genau eine Weise durch eine transitive Menge
(b,e) dargestellt wird.

Theorem 4.7 (Isomorphiesatz von Mostowski). Es seir eine zweistellige Relation aus einer
Menge a, die fundiert und extensionell ist. Dann existiert eine transitive Menge b und eine
Bijektion f: a — b, die ein Isomorphismus beziiglich v und € ist.

Beweis. Existenz: Definiere mithilfe von r-Rekursion eine Funktionsklasse

f@) ={f(y): yra}.
Setze b := fla], eine Menge nach dem Ersetzungsaxiom. Es ist klar, dass f: a — b, und dass
f surjektiv nach b ist.
e b ist transitiv: Betrachte ein te f(z)eb. Da f(x) = {f(y): yr 2} nach Definition,
gilt nach dem Extensionalitiitsaxiom, dass re {f(y): yra}, also reb. Somit ist b
transitiv.
e f ist injektiv: Wir beweisen mithilfe von r-Induktion, dass die Klasse

C=A{zea: (Vyea)((f(x) = f(y)) = (z =y))}
schon ganz a ist. Betrachte x € a mit te C fiir alle t e x. Wir miissen zeigen, dass z ¢ C.
Sei y beliebig mit f(z) = f(y), also

{f(0): tra} = f(z) = fly) = {f(s): sTy}.
DateC folgt {t: tra} = {s: sry}, und somit x = y, da r extensionell ist.

e f ist Isomorphismus: Wir zeigen, dass f(y)e f(z) genau dann, wenn yrz. Die
Riickrichtung ist klar nach Definition von f. Sei umgekehrt f(y)e f(x) = {f(t): trz}.
Dann ist f(y) = f(t) nach dem Extensionalititsaxiom, also y = ¢t wegen Injektivitét,
also y r x wie behauptet.

Eindeutigkeit: Angenommen, f': a — b’ sei eine weitere solche Funktion. Dann ist
g=[fof Tt (be) = (V,e)
ein e-Isomorphismus. Mithilfe von Epsiloninduktion zeigt man nun (Vyeb)(g(y) = y). In der
Tat, betrachte yeb und nimm an, dass g(t) = ¢ fiir alle tey. Dann g(y) = {g(t): tey} =

{t: tey} = y, wobei die erste Gleichheit gilt, da g ein Isomorphismus ist (und Ext). Die
zweite Gleichheit folgt direkt aus Ext. O
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4.2. Vorschlige fiir die Nachbereitung zur Vorlesung. Die folgenden Vorschlige
konnten beim Nachbereiten des dritten Kapitels hilfreich sein.

Vorschlag 19. Uberzeugen Sie sich, dass die Umkehrung des Extensionalititsaziom ein
Theorem der erststufigen Logik ist, also dass

E (Ve y)((z =y) = (V2)((ze ) < (22)))

Vorschlag 20. Vervollstindigen Sie den Beweis von Lemma 4.4: Warum sind je zwei endliche
Funktionen kompatibel, und warum gibt es fiir jedes n € w eine endliche Approximation, die
n in threm Definitionsbereich entdhlt?

Vorschlag 21. Uberzeugen Sie sich von der Eindeutigkeit der Funktionsklasse F in Theo-
rem 4.6.

Vorschlag 22. Uberzeugen Sie sich, dass r-Induktion und r-Rekursion funktioniert fiir
zweistellige Relationen r, die das Fundierungsaxiom und die Eigenschaft, dass {y: yrax} eine
Menge ist fiir jede Menge x, erfiillen.
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