EINFUHRUNG IN DIE LOGIK UND MENGENLEHRE

MAX PITZ

Dieses Skript ist eine Ansammlung von Notizen, die hauptséchlich dem kurzen Text Notes
on Logic and Set Theory von P.T. Johnstone folgen, [1].

Es ist ziemlich wahrscheinlich, dass dieser Text noch den einen oder anderen Tippfehler
enthilt. Wenn Sie einen Fehler finden, schreiben Sie mir unter max.pitzQuni-hamburg.de.

Ist diesem Skript ist N ={0,1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen.

1. UNIVERSELLE ALGEBRA (VORLESUNGEN 1 & 2)

In diesem Kapitel abstrahieren wir Konzepte, die wir in dhnlicher Form in verschiedensten
algebraischen Strukturen finden, wie Gruppen, Ringen oder Vektorrdumen. In jedem dieser
Fille haben wir eine mathematische Struktur, die aus einer Menge besteht zusammen mit
gewissen (Rechen-)Operationen. Des Weiteren haben wir fiir jede dieser Strukturen Axiome,
die festlegen, wie verschiedene Rechenoperationen miteinander interagieren.

1.1. Terme und Strukturen. Als Beispiel betrachten wir die Definition einer Gruppe. Eine
Gruppe ist eine Menge G versehen mit

e ciner zweistelligen /bindren Funktion mg: G x G — G (Multiplikation)
o einer einstelligen Funktion i¢: G = G (Inversenbildung)
e ciner nullstelligen' Funktion eq: G — G (neutrales Element)

welche fiir alle x,y, z € G den folgenden Gleichungen geniigen:

o mg(z,ma(y,2)) = mg(mea(z,y), 2) (Assoziativgesetz)
o ma(eg,x) =x (linksneutrales Element)
e mg(icg(x),x) =eq (Linksinverse)

Definition 1.1 (Funktionelles Vokabular). Ein funktionelles Vokabular ist ein Paar (2, a),
wobet

e () eine Menge von Funktionssymbolen ist, und
o «a: Q — N jedem Funktionssymbol seine Stelligkeit (oder auch: Aritit) zuordnet.

Wenn « aus dem Zusammenhang klar ist, sprechen wir einfach von einem funktionellen
Vokabular €. Fiir Gruppen haben wir also ein funktionelles Vokabular (€2, o) mit Q = {m, i, e}
und a(m) =2, a(i) =1 und a(e) = 0.

Definition 1.2 (Q-Struktur). FEine Q-Struktur fir ein funktionelles Vokabular ) ist eine
Menge A zusammen mit Interpretationen wa: AYW) — A fir jedes w € Q.
Manchmal bezeichnen wir auch die Familie {wa: w € Q} als Q-Struktur fir die Menge A.

In der Struktur A interpretieren wir also jedes abstrakte Funktionssymbol w als eine
‘normale’ Funktion A™ — A mit der vorgegebenen Stelligkeit n = a(w).

1Zu den nullstelligen Funktionen bemerken wir an dieser Stelle, dass nach Definition AZ =
{f: B— A: f ist eine Funktion}, und somit G = {(} gilt, also wir e mit der Konstante e(f) € G identifi-
zieren koénnen. Also kénnen wir uns O-stellige Funktionen so vorstellen, dass sie ein ausgezeichnetes Element
aus der Gruppe bezeichnen.
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Definition 1.3 (Q-Homomorphismus). Es sei Q) ein funktionelles Vokabular, und A, B seien
Q-Strukturen. Eine Funktion f: A — B heiffit Q-Homomorphismus falls

f(wA(ah cee 7ao¢(w))) = wB (f(al)v R f(aa(w)))

fiir alle w € Q und ay, ..., aqw) € A.

Jetzt wissen wir also was es mit dem Operationen einer Gruppe auf sich hat. Aber wie
formalisieren wir die Axiome? Dazu betrachten wir nun Terme.

Es ist klar, dass Funktionen miteinander verkettet werden konnen. In einer Gruppe G
kénnen wir zum Beispiel ohne Probleme einen Ausdruck wie mg(x, ma(y, 2)) fiir gegebene
x,y, 2z € G auswerten. Eine solche wohldefinierte Aussage, also eine, die in jeder 2-Struktur
ausgewertet werden kann, bezeichnen wir als Term.

Definition 1.4 (2-Term). Es sei Q ein funktionelles Vokabular, und X eine Menge von
Variablen.> Wir definieren Fo(X) = FX, die Menge von Q-Termen, wie folgt:
(a) X C Fo(X),
(b) wenn w € Q, a(w) =n und ti,ta,...,t, € Fo(X), so ist auch wtits...t, € Fo(X),
(¢) das war’s.

Eine solche induktive Definition ist sehr gebrauchlich in der mathematischen Logik. Gemeint
ist, dass Fq(X) die kleinste Untermenge der Menge aller (endlichen) Zeichenfolgen in X U €2
ist, die unter (a) und (b) abgeschlossen ist. Man kénnten also Fqo(X) auch als den Schnitt
definieren iiber alle solche Untermengen, die unter (a) und (b) abgeschlossen sind.

Wir sehen also, dass unserer Ausdruck von oben dem Term mamyz entspricht (wobei
{z,y, 2z} C X Variablen sind).

Bemerkung 1.5. Der folgende Algorithmus gibt an, ob eine endliche Zeichenfolge von
Elementen in X U Q ein Term ist oder nicht: Man beginne am rechten Ende der Folge
mit einer Zihlvariable gesetzt auf 0. Gehe jeweils eine Stelle nach links, und erhéhe die
Zahlvariable um 1, wenn wir eine Variable passieren, und vermindere die Zdhlvariable um
(n—1), wenn wir ein n-stelliges Funktionssymbol passieren. Unsere Zeichenfolge ist ein
Term, genau dann wenn die Zdihlvariable nach Start niemals unter 1 fallt, sowie bei 1 endet.

Beispiel 1.6. Wir betrachten die Zeichenfolge memmixyiz fir das funktionale Vokabular
Q = {m,i,e} fiir Gruppen:
Lésung. Der Algorithmus ergibt
m e m m i x Y i z
1 2 1 2 3 3 2 1 1 0
Es handelt sich also um einen Term. In Klammerschreibweise: m[e, m(m[i(x),y],i(2))]. O

Theorem 1.7 (Freie Q-Strukturen). Es sei Q ein funktionelles Vokabular. Dann

(i) existiert eine Q-Struktur auf der Menge Fo(X), und

(ii) Fo(X) ist die freie Q-Struktur erzeugt durch X, d.h. fir jede andere Q-Struktur
A und beliebige Funktion f: X — A gibt es einen eindeutigen 2-Homomorphismus
f: Fo(X) — A, welcher f fortsetzt.

Beweis. (i) Dass F(X) eine Q-Struktur ist, folgt sofort aus der Bedingung (b) fiir Terme.
Es sei namlich w € Q ein Funktionssymbol der Stelligkeit o(w) = n. Wir definieren eine
Interpretation wpy : FX™ — FX wie folgt: fiir ¢1,...,t, € FX setze man

wpx(tl,...,tn) =wty...t, € FX.

(ii) Da FX induktiv definiert ist, werden wir auch die Fortsetzung von f auf FX induktiv
definieren. Es sei t € F X ein Term.

2Wobei wir immer annehmen, dass QN X = §.
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e Falls ¢ = z eine Variabe ist, so setzen wir f(z):= f(x), und B B
o falls t = wiy ... t,, und f(t;) definiert ist, so setzen wir f(t) :=wa(f(t1),..., f(tn)).

Es ist offensichtlich, dass f eine Fortsetzung von f ist. Aulerdem ist der Definitionsbereich
von f unter (a) und (b) abgeschlossen, und somit ist f definiert auf ganz F'.X.

Um zu sehen, dass f ein 2-Homomorphismus ist, verifizieren wir die Eigenschaft aus
Definition 1.3. Es gilt

f(wpx(tl, e ,tn)) = ?(wtl .. .tn) = w4 (?(tl), P ,?(tn)),

wobei die erste Gleichheit aus der Definition von wgx folgt, und die zweite Gleichheit aus
der Definition von f.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien f1, fo: FX — A zwei Q-Homomorphismen, die
beide f fortsetzen. Betrachte die Menge

Nach Annahme gilt X C F. Und falls w € Q mit a(w) = n, und t1,...¢, € F, so gilt

filwty ... tn) = filwpx(t1,...,t,)) Def. von wrx
=wa(fi(t1), .., f1(tn)) Q-Homomorphismus
=wa(fa(ts),..., f2(tn)) ti € F
= fo(wrx(t1y..-,tn)) Q-Homomorphismus
= fo(wty...ty) Def. von wrx

also ist wty ...%9 in F', i.e. F ist eine Teilmenge von FX, die unter (a) und (b) abgeschlossen
ist. Es folgt F' = F X, und somit f; = f. O

Beobachtung: FoX = |[J{FoX’': X' C X endlich}. Also konnen wir meistens unsere
Diskussionen auf freie Strukturen in n Variablen beschrénken. Im Folgenden sei also X,, =
{z1,...,2,} eine n-elementige Menge.

Definition 1.8 (Interpretation von Termen in 2-Strukturen). Es sei A eine Q-Struktur.
Fiir t € Fo(X,,) definieren wir t4: A™ — A induktiv wie folgt:

o fallst =u; (fir 1l <i<mn), dann definiere t4 als die Projektion auf den i-ten Faktor
von A" (also ta(as,...,an) = a;),
o falls t = wtity. ..ty wobei a(w) = m, dann sei ty = wa((t1) 4., (tm)4) (also
talar,...,an) =wa((t1)4(a1, ..., an),. .. (tm) 4(a1,...,an))).
Die Funktion t 4 nennen wir auch die Interpretation der Terms ¢ in A.

Insbesondere, falls t = wzy ...z, (mit a(w) = n), so haben wir t4 = wa. Falls t = w
ein nullstelliges Funktionssymbol ist, so ist t4: A™ — A die konstante Funktion mit Wert
wy € A.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass 2-Homomorphismen mit Interpretation von Termen
kommutieren (Nachbereitung).

1.2. Theorien und Modelle. Jetzt kehren wir zuriick zu Gleichungen. Beim Assoziativ-
gesetz fiir Gruppen besteht jede Seite aus einem ternédren Term. Nennen wir die jeweiligen
Terme s = mrmyz und t = mmaxyz, so entspricht die Aussage, dass das Assoziativgesetz in
einer Gruppe G gilt, nunmehr die Aussage, dass die Interpretationen sg und tg gleich sind.

Wir sagen, dass fiir s,t € Fo(X,,) ein Ausdruck der Form (s = t) eine n-stellige Gleichung
(iiber dem funktionellen Vokabular ) ist. Wir sagen dass eine Gleichung (s = t) erfiillt
ist in einer Q-Struktur A, und schreiben A &= (s = t), falls s4 = t4 (als Funktionen!)
iibereinstimmen.



4 MAX PITZ

[Aufgepasst: Jeder Term ¢ € F(X,,) ist auch ein Term in Fo(X,,) fiir alle m > n. Insofern
kénnen wir immer annehmen, dass wir geniigend “unbenutzte” Variablen iibrig haben, die
wir eventuell fiir weitere Einsetzungen benétigen.|

Definition 1.9 (Algebraische Theorie). Eine algebraische Theorie ist ein Paar T = (Q, E)
wobei Q ein funktionelles Vokabular ist und E eine Menge von Gleichungen tiber § ist.

Definition 1.10 (Modell). Es sei T = (Q, E) eine algebraische Theorie. Ein T-Modell ist
eine Q-Struktur A, in der alle Gleichungen aus E erfillt sind.

Eine Gruppe ist also genau ein (2, F')-Modell, wobei Q = {m, i, e} wie zuvor, und
E = {(mzymzars = mmzixexs), (mery = x1), (Mizyz =€)}

Genau wie wir eben Funktionssymbole zu Termen erweitert haben, erweitern wir nun die
Menge der ‘primitiven’ Gleichungen E zur Menge der abgeleiteten Gleichungen E. Intuitiv
sollen das alle Gleichheitssaussagen sein, die wir ‘durch Einsetzen’ beweisen kénnen. Wie
schon oben, werden wir eine induktive Definition von E angeben.

Definition 1.11 (Abgeleitete Gleichungen einer algebraischen Theorie). Es sei T = (2, E)
eine algebraischen Theorie. Die Menge der abgeleitete Gleichungen E sei gegeben durch

(o) ECE,
(b) E ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Terme, d.h.
(i) fiir jeden Term t, (t=t) € E,
(i) wenn (s =t) € E, dann auch (t = s) € E, und
(iii) wenn (s =t) € E und (t = u) € E, dann auch (s =u) € E,
(c) E ist abgeschlossen unter den folgenden zwei Einsetzungsverfahren:
(i) wenn (s =t) € E und x; ist eine Variable involviert in s und/oder t, und u ist
ein beliebiger anderer Term, so ist auch (s[u/x;] = tlu/z;]) € E, wobei s[u/x;]
den Effekt beschreibt, wenn man jedes Auftreten von x; in s durch u ersetzt;
(i) wenn s ein Term und x; ist eine Variable involviert in s und (t = u) € E, so
ist auch (s[t/z;] = s[u/z;]) € E.
(d) das war’s.

Beispiel 1.12. Wir ‘beweisen’, dass in Gruppen das Linksinverse automatisch auch rechts-
invers ist. Wir wollen also zeigen, dass (mzix =e) € E.

Lésung. In einer Vorlesung iiber Gruppentheorie wiirden wir dies wie folgt beweisen:
-1

€T = 61’71 = (xilx)zil = Iil(l'mil)

und somit folgt
e= (x_l)ilx_l = (x_l)fl(x_l(xx_l)) = ((x_l)ile)(xx_l) =e(xz™t) = (zx ).

Jetzt wollen wir diesen Beweis umwandeln in eine formale Ableitung geméf Definition 1.11.
Als Annahmen (‘Prémissen’) haben wir gegeben

E = {(mximzoxs = mmxix223), (Mmexy = 1), (Mizix1 =€)} C E.

Wir schreiben nun unseren formalen Beweis als eine Serie von Gleichungen, so dass jede
Zeile entweder eine Pramisse ist, oder aus einer vorherigen Zeile durch Anwendung einer der
Axiome aus Definition 1.11 folgt.
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1. (mex;=x,)€E (Prémisse)

2. (zy =mex,) € E (aus 1. und (b)(ii))

3. (izy = meiz,) € E (aus 2. und (c)(i) mit u = ixq)
4. (mizixi=e) €EFE (Prémisse)

5. (e=mixix1) € E (aus 4. und (b)(ii))

6. (meix, = mmiz,xiz,) € E (aus 5. mit (c¢)(ii) und s = mzgiz)
7. (iz1 = mmizziiz,) € E (aus 3. und 6. mit (b)(iii))

8. (mximrors = mmrixsx3) € FE (Prémisse)

9. (mmaizers = mrimasrs) € E (aus 8. und (b)(ii))
10.  (mmizizozs = mizymaazs) € B (aus 9. und (¢)(i) mit u = iz)
11.  (mmizizi23 = mizymzizs) € E (aus 10. und (¢)(i) mit u = x)
12, (mmizzyiz, = mizymayiz,) € E (aus 11. und (c)(i) mit u = iz)
13, (izy = mizymayiz,) € E (aus 7. und 12. mit (b)(iii))

Somit haben wir einen formalen Beweis fiir unsere erste Kette von Gleichungen. Der
restliche Beweis geht #hnlich (Nachbereitung). O

Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~g auf Fq (X ) durch
s~pte (s=t)eE.

Aufgrund unserer Annahme (2) an E ist es klar, dass ~p wirklich eine Aquivalenzrelation
ist. Es sei F(q p)(X) die Menge der Aquivalenzklassen von Fg(X) unter ~p.

Theorem 1.13. (i) Fio g)(X) erbt die Q-Struktur von Fqo(X) und erfillt die Gleichungen
von E (in anderern Worten: F(q g)(X) ist ein (2, E)-Modell), und

(ii) Fio,p)(X) ist das freie (Q, E)-Modell erzeugt durch X, d.h. fir jede andere Q-Modell A
und beliebige Funktion f: X — A gibt es einen eindeutigen Q-Homomorphismus f : Fo(X) —
A, welcher f fortsetzt.

Beweis. (1) Hier miissen wir zeigen, dass die Interpretation eines Funktionssymbols un-
abhéngig von den gewé#hlten Vertretern ist. Wir definieren

,tm)]N = [UJtl ce tm]N

und miissen nun zeigen, dass diese Funktion wohldefiniert ist, d.h. unabhéngig von den
gewadhlten Repréasentanten ist. Dazu bemerken wir allgemein: Ist w ein m-stelliges Funkti-
onssymbol und (t; = s;) € E (1 <i<m)so gilt (Wt ...ty = WS1...8m) € E.

Zum Beweis wihle Variablen y1, ..., yn, die nicht in ¢; oder s; vorkommen. Wir zeigen
iiber Induktion nach k, dass (wt1 ... tkYkt1 -+ Ym = WS1 -« SkYkt1 - --Ym) € E. Die Aussage
gilt fiir & = 0 aufgrund von Axiom (b)(i), denn wyj . .. Y, ist ein Term. Und wenn die Aussage
fiir k& gilt, so folgt aus (c¢)(i) mit [tg+1/yx+1] dass

wF((Z,E)(X)([tl]N7 RN [tm]N) = [wa(tl, .

(wty . tetpr1Yrt2 - Ty = WST -+ - Sklk41Ykt2 - - - Tim) € E,

(beachte, dass yx11 wirklich nur einmal ersetzt wird) und ebenso folgt aus (c)(ii) mit Term
WS« SkYk41 - - - Ym und (tg41 = Sk41) dass
(Wt - Skt 1 Yka2 - - - Y = WS1 - - SkSkp1Ykt2 - - - Um) € E.

Die Behauptung fiir k£ + 1 folgt nun aufgrund von Transitivitdt (b)(iii).
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Jetzt miissen wir noch einsehen, dass F(q g)(X) alle Gleichungen in E erfiillt. Angenommen,
(s =u) € E C E. Dann ist es aber nicht schwer zu zeigen, dass SFo p(X) = tFg p (x) gleich
sind als Funktionen, also dass fiir all Terme ¢; (1 < i < m) gilt

(5t1...tm =uty...ty) € E.

(Nachbereitung).

(ii) Es bezeichne E die Menge aller Gleichungen (s = t) € E, so dass h(s) = h(t) gilt fiir
alle Q-Homomorphismen h von FoX zu einem (£, E)-Modell A. Wir wollen zeigen, dass
E = E. Nach Definition von E reicht es zu zeigen, dass £ unter den Operationen (a), (b)
und (c) abgeschlossen ist.

e Wir haben E C E, denn wenn (s = t) € E, so haben wir h(s) = s und h(t) = t4,
und es gilt s4 =t4 da A ein (2, E)-Modell ist.

e Um zu sehen, dass = eine Aquivalenzrelation ist, benutze dass ‘Gleichheit von
Funktionen’ eine Aquivalenzrelation ist.

e Fiir (c)(i) nehmen wir an, dass (s = ¢) € E. Wir miissen zeigen, dass auch (s[u/z;] =
t[u/z;]) € E, also dass h(s[u/x;]) = h(t[u/z;]) fiir alle Q-Homomorphismen. Aber
h(s[u/x;]) = h'(s), wobei h’ den eindeutigen Homomorphismus bezeichnet, der x;
nach h(u) sendet und die anderen Elemente von X zu ihrem Bild unter h sendet,
vgl. Theorem 1.7. Dann ist aber h(t[u/x;]) = h'(t) aufgrund der Eindeutigkeit von
B, und es gilt &'(s) = B'(t), da (s = t) € E.

e Fiir (¢)(ii) nehmen wir an, dass (t = u) € E. Wir miissen zeigen, dass (s[t/z;] =
slu/x;]) € E, also dass h(s[t/z;]) = h(s[u/x;]) fiir jeden Q-Homomorphismus. Wie
zuvor ist h(s[u/x;]) = h/(s), wobei b’ den eindeutigen Homomorphismus bezeichnet,
der x; nach h(u) sendet und die anderen Elemente von X zu ihrem Bild unter h sendet;
und h(s[t/z;]) = h”’(s), wobei h” den eindeutigen Homomorphismus bezeichnet, der
x; nach h(t) sendet und die anderen Elemente von X zu ihrem Bild unter h sendet.
Da aber t4 = uy4 gilt A’ = h".

Es folgt, dass jeder Q-Homomophismus h: Fo(X) — A konstant auf den Aquivalenzklassen
von ~p ist. Insbesondere ist der 2-Homomorphismus f: Fq(X) — A aus Theorem 1.7 kon-
stant auf den Aquivalenzklassen. Somit erhalten wir einem wohldefinierten Q-Homormorphismus
f Fia,p)(X) — A durch f([t]~) := [f(t)]~. Die Eindeutigkeit folgt aus Theorem 1.7. [

Korollar 1.14. Es sei (Q, E) eine algebraische Theorie. Eine Gleichung (s =) ist genau
dann in E, wenn (s = t) erfillt ist in jedem (Q, E)-Modell.

Beweis. Es ist leicht nachzurechnen, dass die Gleichungen, die in einem (und somit jedem)
(Q, E)-Modell erfiillt sind, abgeschlossen unter (a),(b) und (c) sind.

Umgekehrt betrachte eine Gleichung (s = t), die in jedem (€2, E)-Modell erfiillt ist. Es
seien x1,...,x, die Variablen, die in s und ¢ involviert sind. Nach Annahme ist (s = ¢) auch
in F(E,Q)(Xn) erfiillt, d.h.

S,y (X)) ([B1]ns s [En]0) = trp o) () (1]~ s [n] ).

Nach Definition haben wir aber

SF gy (Xn) ([T1]ms oo [20]0) = [sPx, (215 20)] 0 = [8]o
und ebenso
tF .oy (X)) ([T1]~s s [T0]) = [trx, (1, 200 = (1~
Somit folgt [s]~ = [t]~, was gleichbedeutend ist mit (s = t) € E. O

Dies ist somit das erst Vollsténdigkeitsresultat dieses Kurses: Die Aussagen (fiir algebraische
Theorien), die wahr sind (also erfiillt sind in jedem Modell dieser Theorie), stimmen iiberein
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mit denjenigen Aussagen, die beweisbar sind (also ableitbar von primitiven Gleichungen
durch einen vorgegebenen Ableitungsprozess, in unserem dem aus Def 1.11).

1.3. Vorschlige fiir die Nachbereitung zur Vorlesung. Die folgenden Vorschlige konnten
beim Nachbereiten der ersten Vorlesung hilfreich sein.

Vorschlag 1. Geben Sie funktionelles Vokabular und Gleichungen fiir (a) Ringe und (b)
K -Vektorriume fiir einen gegebenen Képer K an (wdihlen Sie einstellige Operationen fiir
jeden Skalar aus K ).

Vorschlag 2. Fs sei Q das funktionelle Vokabular fir Gruppen. Finden Sie zwei verschiedene
Q-Strukturen auf der Menge A = {0,1,...,5}. Finden Sie zwei verschiedene Q-Strukturen
auf der Menge B = N. Sind Ihre Strukturen Modelle fir die Theorie der Gruppen?

Vorschlag 3. FEs sei Q das funktionelle Vokabular fiir Gruppen, und ' das funktionelle
Vokabular fir Vektorraume tber einem festen Korper K. Vergewissern Sie sich, dass ein Grup-
penmorphismen genau den 2-Homomorphismem entsprechen, und dass lineare Abbildungen
zwischen K -Vektorriumen genau den Q' -Homomorphismem entsprechen.

Vorschlag 4. Gegeben sei ein funktionales Vokabular Q = {t, b, u,c} mit a(t) = 3, a(b) = 2,
a(u) =1 und a(c) = 0. Es seien x,y, z Variablen. Welche der folgenden Zeichenfolgen sind
Q-Terme?

(i) ttxbucyzzz,

(ii) zubytcz,

(iii) tcucbuce,

(iv) bbbxbybyybxbzbyyy,

(v) bxytczuz,

(vi) thxxxz.
Fiir den Fall, dass es sich um einen Q-Term handelt, schreiben Sie den Term in Klammer-
schreibweise.

Die folgenden Vorschlége konnten beim Nachbereiten der zweiten Vorlesung hilfreich sein.

Vorschlag 5. Vergewissern Sie sich, dass Terme mit Q2-Homomorphismen kommutieren.
Prizise: Es sei f: A — B ein Q-Homomorphismus zwischen Q-Strukturen A und B, und
t € Fo(X,). Dann gilt fir alle ay,...an, dass f(ta(ai,...,a,)) =ts(f(a1),..., f(an)).

Vorschlag 6. Vervollstindigen Sie den formalen Beweis von Beispiel 1.12.

Vorschlag 7. Vervollstindigen Sie den Beweis von Theorem 1.13(i), d.h. zeigen Sie, dass
Fo g(X) die Gleichungen von E erfillt.

Vorschlag 8. Verifizieren Sie, dass die Gleichungen, die in einem (und somit jedem)
(Q, E)-Modell erfillt sind, abgeschlossen sind unter (a),(b) und (c).
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