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7. KARDINALZAHLEN

7.1. Wann ist eine Menge kleiner als eine andere?

Definition 7.1. Fiir zwei Mengen z und y schreibe
e <y (3f)(f: x — y ist eine Injektion),
e x~y:& (Af)(f: v — y ist eine Bijektion), sowie
e x <y (r=xy A (y=<a).
Offensichtlich gilt

(1) = ist transitiv und reflexiv.
(2) x C y impliziert = < y.
(3) = ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiel 7.2. Es gilt R x R~ (0,1) x (0,1) < (0,1) = R.

Theorem 7.3 (Satz von Schroder-Bernstein). ZF. Fir zwei Mengen x und y gilt x ~ y
genau dann, wenn x <y und y <X x.

Beweis. Fiir die nicht-triviale Riickrichtung definiere rekursiv! Mengen ,, und y,, fiir n € w
durch zoy = z, yg = y, sowie

Tont1 = f(22n) und Yont1 = 9(Y2n);  Tant2 = 9(T2n+41) und yont2 = f(Y2n+1)-

Es gilt anscheinend zg 2 y1 2 2 2 y3 2 --- und yg 2 1 2 Y2 2 x3 2 ---. Hs sei
P =, %2n und Q =, ., T2n41. Dann ist
e f | P eine Bijektion zwischen P und @ (mit Umkehrfunktion g | Q),
o f [ xopn \ Yant1 eine Bijektion zwischen xo, \ yon+1 und xon41 \ Y2n+2, und schlieBlich
e ¢! [ yant1 \ T2nyo eine Bijektion zwischen yo, 11 \ T2n12 und yon, \ Ton41- O

Insbesondere gilt * < y genau dann, wenn eine Injektion von = nach y existiert, aber keine
Bijektion.
Beispiel 7.4. Es gilt P(w) ~2* ~ R~ C.
Theorem 7.5 (Cantor). Fiir alle Mengen x gilt x < P(x).

Beweis. © < P(z), denn die Abbildung ¢ — {t} ist eine Injektion von z nach P(z). Ange-
nommen, es gibe eine Bijektion f: x — P(z). Betrachte die Menge

y={tex: ~(te f(t))} € P(x).
Nach Annahme existiert sex mit f(s) = y. Dann aber sey genau dann, wenn —(sey),

Widerspruch. O

Die Aquivalenzlassen beziiglich ~ sind echte Klassen.!? Wir kénnen trotzdem (mittels
AC) einen kanonische Vertreter aus jeder Aquivalenzklasse auswihlen: Denn nach dem
Wohlordnungssatz enthilt jede Aquivalenzklasse eine Ordinalzahl, und wir definieren |z| als
die kleinste solche Ordinalzahl. Formal ist also

|| := ﬂ{ae’y(m): a~rz}=min{acy(z): o=z},
wobei das vy(x) aus Hartogs’ Lemma kommt.
MFormal definieren wir mithilfe des Rekursionstheorems eine Funktionsklasse F': w — P(zUy) x P(zUy).

2Wire zum Beispiel die Klasse aller ein-elementigen Mengen eine echte Menge, so wire nach dem
Ersetzungsaxiom unter der Funktionsklasse {z} — z auch V eine Menge, Widerspruch.
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7.2. Die Alephs.
Definition 7.6. Eine (von Neumann) Kardinalzahl ist eine Ordinalzahl x mit (V3 < k)(8 < k).

Aquivalent kénnten wir sagen, dass x eine Kardinalzahl ist, wenn s = |z| fiir irgendein z.
Jede endliche Ordinalzahl ist eine Kardinalzahl, und ebenso ist w eine Kardinalzahl. Jeder
Wert der Hartogs-Funktion x + ~(z) ist eine Kardinalzahl.'?

Definition 7.7. Die Kardinalzahlen X, = w, (o € ON) sind rekursiv definiert durch
[ NO =Wy = W.

L4 Na+1 = Wa+1 = ’Y(Noc)
o Ny =wy =sup{Ng: f < A} fiir Limes .

Mit transfiniter Induktion zeigt man, dass jedes N, in der Tat eine Kardinalzahl ist. Nach
der Vorbemerkung iiber Hartogs’ Funktion ist das klar fiir Nachfolger. Und falls av < N fiir
ein Limes A, so a < Ng fiir ein 3 < A, also a < Ng < R,

Umgekehrt ist jede unendliche Kardinalzahl von der Form X, ist fiir ein geeignetes a.
Denn fiir jede Ordinalzahl § gilt § < V; (transfinite Induktion), und somit existiert eine
kleinste Ordinalzahl o mit § < w,. Wenn ¢ eine Kardinalzahl ist, so folgt 6 = R, (Ubung).

7.3. Kardinalzahl-Arithmetik.

Definition 7.8. Fiir Kardinalzahlen x, A definiere
e K+ A=|kDA.
o kA= |k X\
o v = |{f: f eine Funktion A\ — x}|.

Achtung: Kardinalpotenzen sind verschieden von Ordinalpotenzen!
Beispiel 7.9. Es gilt 2% = |R|.
Theorem 7.10. Fiir o € ON gilt X,.R, = N,

Das ist klar fiir g = w, indem wir w X w ‘diagonal’ aufzéhlen. Oder w X w < w via
(m,n) — 2m3".

Beweis. Induktion nach «. Die Abbildung 5+ (8, 8) gibt uns R, < R, X R,

Nach Schroder-Bernstein reicht es, auch R, x R, < N, zu zeigen.

Definiere eine Wohlordnung <1 auf X, x X, indem wir X, x X, ‘in aufsteigende Quadrate’
unterteilen: (&1,&2) < (71, 72), wenn max {&1,&} < max {n1, 72}, oder wir Gleichheit bei
den Maxima haben und (&3, &) lexikographisch vor (11, 72) kommt. Dies ist in der Tat eine
Wohlordnung.

Beispiel: das Anfangssegment [(0,0), (w + 1,w + 1)] hat Ordnungstyp w ® 3 + 1.

Behauptung: Jedes echte Anfangssegment von (X, x R, <) hat Kardinalitit < X,. [Somit
hat jedes Anfangssegment Ordungstyp < N,, also hat (R, x X, <) Ordungstyp < X, woraus
die Behauptung folgt].

Sei I = [{0,0), (£1,£2)) ein echtes Anfangssegment. Dann I C S x S fiir ein 8 < R,,.
Da |b] < R, folgt nach Induktionsannahme, dass |8 x 8| = |5| (oder f ist endlich), also

|| < |B x 8] = |8] < N,, wie gewiinscht. 0
Beispiel 7.11. Wie viele Folgen recler Zahlen gibt es? |R| = |R|Ro = (280)Ro = 2%o-Ro —
2% = |R|.

Fiir das dritte Gleichheitszeichen haben wir schon (3) aus den folgenden Rechenregeln fiir
Kardinalzahlen angewandt:

13Denn v(z) = {a € ON: o < 2} nach Konstruktion. Dann gilt a < ~(z) fiir alle ae y(x), denn wiire
a = y(z), so v(x) < z, also y(x) e y(x), Widerspruch.



EINFUHRUNG IN DIE LOGIK UND MENGENLEHRE 39

Lemma 7.12. FEs seien k, A\, u Kardinalzahlen.
(1) Wenn & <\, dann k+p < A+ p, ko < Aoy und 6# < AP
(2) k(A + p) = KX+ Ko und KO = A 4 kE
(3) kM = (I{)‘)# und (kA" = kP

Beweis. Routine. O
Korollar 7.13. Fir a < € ON gilt X, + Nz = R, .Ng = Ng.
Beweis. Nﬂ <N, + NB < Nﬂ + NB = Q.N@ < N/g.Nﬁ = N[g. |

Korollar 7.14. Fir a < 8 € ON gilt Xy* = 2%,
Beweis. 28 < Np? < (2“@)“’3 = 2Na-Rp = oNp, O

Die Kontinuumshypothese ist die Aussage 2% = X;. Sie kann weder in ZFC bewiesen,
noch widerlegt werden.

7.4. Vorschlige fiir die Nachbereitung zur Vorlesung. Die folgenden Vorschlige
konnten beim Nachbereiten des siebten Kapitels hilfreich sein.

Vorschlag 28. Beweisen Sie (0,1) ~ [0, 1] auf zwei verschiedene Weisen: indem Sie Schrider-
Bernstein benutzen; und indem sie eine konkrete Bijektion angeben.

Vorschlag 29. Details zum formalen Beweis von Satz 7.3:

(1) Geben sie eine hinreichend formale Formel (iber dem Vokabular der Mengenlehre,
eingefiihrte Abkiirzungen erlaubt) an, die besagt, dass n € w gerade ist.

(2) Definieren Sie prizise eine Funktionsklasse G, so dass das zugehirige F, welches
uns durch das Rekursionstheorem gegeben wird, genau dem F aus dem Beweis von
Satz 7.8 entspricht.

Vorschlag 30. Zeigen Sie, dass jede Kardinalzahl von der Form R, ist fiir ein geeignetes
o € ON.

Vorschlag 31. Beweisen Sie Lemma 7.12.

Vorschlag 32. Zeigen Sie, dass es 28 viele stetige Funktionen R — R gibt. [Tipp: Zeigen
Sie zuerst, dass jede stetige Funktion R — R eindeutig definiert ist durch ihre Werte auf Q.]

Vorschlag 33. Zeigen Sie wie folgt, dass es eine Zweifirbung der reellen Zahlen gibt, so
dass fiir jeden von der Identitit verschiedenen Homdomorphismus f: R — R es ein x € R
gibt, so dass x und f(x) verschieden Farben haben:
(1) Es gibt 280 viele Homéomorphismen von R.
(2) Fiir jeden von der Identitit verschiedenen Homdomorphismus f: R — R existiert
ein nicht-triviales Interval (a,b) C R mit f((a,b)) N (a,b) = 0.
(8) Wohlordnen Sie die Menge der Homdomorphismen als {fa: a < QNO} und fdrben
Sie rekursiv fir jedes a ein neues Punktepaar to # yq, fir das fo(a) = Yo gilt, mit
verschiedenen Farben.

Vorschlag 34. Zeigen Sie in ZF, dass die abzihlbare Vereinigung abzdihlbarer Mengen nicht
Kardinalitit Ro haben kann. [Bemerkung: Ohne das Auswahlaziom ist es méglich, dass eine
solche Vereinigung tatsichlich Kardinalitit Xy hat.]
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