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6. DAS AUSWAHLAXIOM

In diesem Kapitel untersuchen wir die zwei wichtigsten dquivalenten Formulierungen des
Auswahlaxioms: Cantors Wohlordnungssatz sowie Zorns Lemma.

Lemma 6.1 (Hartogs’ Lemma). Fir jede Menge x ezistiert eine Ordinalzahl o, die nicht
injektiv in x eingebettet werden kann.

Beweis. Eine Ordinalzahl o kann genau dann in x eingebettet werden, wenn eine Teilmenge
y C x existiert und eine Wohlordung R auf y, so dass « der Ordnungstyp von (y, R) ist.
Mengentheoretisch besteht R aus Paaren von Elementen von y, es gilt also Re P(z x ).
Betrachte die Menge

z= {R&‘P(Z‘ x x): R ist eine Wohlordnung auf U UR},

die nach dem Potenzmengen- und Aussonderungsaxiom existiert.

Nach dem Isomorphiesatz von Mostowski 4.7 existiert eine Funktionsklasse, die jedes
Element von z aus ihren Ordnungstyp abbildet. Nach dem Ersetzungsaxiom ist somit die
Klasse v(x) aller Ordinalzahlen, die injektiv in 2 eingebettet werden kénnen selbst wieder
eine Menge. Da 7(z) offensichtlich transitiv ist, ist y(z) somit eine Ordinalzahl—die nicht in
x einbettet werden kann. ]

Insbesondere gibt es also eine kleinste Ordinalzahl, die nicht in w eingebettet werden
kann. Diese Ordinalzahl nennt man auch w;. Nach dem Beweis von Hartogs’ Lemma sind die
Elemente von w; gerade die abzéhlbaren Ordinalzahlen.

Theorem 6.2 (Wohlordnungstheorem). Das Auswahlaziom ist dquivalent zu der Aussage,
dass jede Menge wohlgeordnet werden kann.'°

Beweis. “<”. Sei f: x — y eine Funktion mit f(¢) # ( fiir alle te z. Sei < eine Wohlordnung
auf (Jy. Dann definiert

: t i t
g: = Jy. t > min f(1)

eine Funktion (wohldefiniert, da @ # f(¢t) C Jy) mit f(t)eg(t).

“=". Gegeben sei eine nicht-leere Menge x, die wir wohlordnen wollen. Wir wollen also
die Elemente von z auflisten als ag, a1, as,...,04,04u41,---,0q,... wobei wir im Schritt «
jeweils eine Auswahlfunktion nutzen wollen, die uns das néchste Element a, ez \ {a¢: § < a}
aussucht.

Sei also g: P(x) \ # — z eine Auswahlfunktion (fiir f =id: P(z) \ 0 — P(z) \ 0). Nach
dem Rekursionstheorem existiert eine Funktionsklasse F': ON — x mit

Fla) = {g(x \F(B): B<a}) falls e \{F(8): B <a}#0
g(z) (= F(0)) sonst.

Nach Lemma 6.1 existiert eine Ordinalzahl -, die nicht in = injektiv eingebettet werden
kann; insbesondere kann F' [ 7 nicht eine solche Einbettung sein. Es existiert also a e~y mit
F(a) = F(0). Wenn wir o minimal mit dieser Eigenschaft wiihlen, so ist F' [ « eine bijektive
Abbildung zwischen o und x. Somit kann z wohlgeordnet werden. O

Definition 6.3. Zorns Lemma ist die Aussage, dass jede nicht-leere, partiell geordnete
Menge (z, <) mit der Eigenschaft, dass jede linear geordnete Teilmenge y C x eine obere
Schranke in z (nicht notwenigerweise in y) hat, ein maximales Element besitzt.

Eine linear geordnete Teilmenge y C & nennt man auch eine Kette.
Theorem 6.4. Das Auswahlaxiom ist dquivalent zu Zorns Lemma.

10pje Aussage ist wie immer eine Kurzform fiir: Ein Modell von ZF erfiillt das Auswahlaziom genau
dann, wenn jede Menge wohlgeordnet werden kann.
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Beweis. “=". Angenommen es existiert eine nicht-leere partiell geordnete Menge (z, <) wie
in Zorns Lemma, die aber kein maximales Element besitzt. Es sei C' die Menge aller linear
geordneten Teilmengen von z (existiert nach dem Potenzmengen- und Aussonderungsaxiom),
und f: C — P(z) \ {0} die Funktion definiert durch y + {zex: (Vtey)(t < z)} (Aussonde-
rungsaxiom; nicht-leer nach Annahme). Es sei g: C — x eine Auswahlfunktion fiir f (also
eine Funktion, die jeder Kette in = eine echte obere Schranke in x zuordnet).

Definiere eine Funktionsklasse F': ON — z rekursiv durch

F(a) =g({F(8): B < a}).
Dann ist aber F' eine ordnungserhaltende, und somit injektive Abbildung von ON in z.
Inbesondere kénnen wir also beliebig grofle Ordinalzahlen in = einbetten, im Widerspruch zu
Lemma 6.1.
“<”. Sei f: x — y eine Funktion mit f(¢) # ( fiir alle ¢ & z. Definiere

(h ist eine Approximation fir g) :< (32 C z) ((h z— Uy) A (Vte z)(h(t) 5f(t))>

[Eine Approximation ist eine Funktion, die zumindest fiir einen Teil der durch f indizierten
Mengen Elemente auswéhlt.]

Es sei P die Menge aller Approximationen fiir g (Aussonderungsaxiom in (|J y)P(I)), par-
tiell geordnet durch C (also durch Funktionserweiterung). Dann erfiillt (P, C) die Eigenschaft
von Zorns Lemma, denn die Vereinigung iiber eine Kette von Approximationen fiir g ist
wiederum selbst eine Approximation fiir g.

Somit hat P nach Annahme ein maximales Element, sagen wir hg: zo — |J y. Angenommen,
ho wére nicht auf ganz = definiert, also es gébe ein tex \ zp. Dann kénnen wir aber ein b
wéhlen mit be f(¢), und hy := ho U {(t,b)} wiire eine Approximation fiir g mit hg C hq, im
Widerspruch zur Maximalitit von hg. O

Konsequenzen von AC:
Theorem 6.5 (Hamel, 1905). AC impliziert: Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Beweis. Wende Zorns Lemma an auf die Menge aller linear unabhéngigen Teilmengen des
Vektorraums, partiell geordnet durch die Teilmengenrelation. Da eine Menge von Vektoren
genau dann linear unabhéngig ist, wenn jede endliche Teilmenge linear unabhéngig ist, folgt,
dass die Vereinigung iiber eine Kette wieder selbst linear unabhéingig ist. Der Beweis, dass
eine maximale solche Menge den Vektorraum aufspannt ist klar. ]

Theorem 6.6 (Krull, 1927). AC impliziert: Jedes echte Ideal in einem Ring mit 1 ist in
einem mazimalen echten Ideal enthalten.

Beweis. Wende Zorns Lemma an auf die Menge aller echten Ideale, die unser Lieblingsideal
enthalten, geordnet wie oben durch die Teilmengenrelation. Die Vereinigung iiber eine Kette
von Idealen ist wiederum ein Ideal-—und wenn alle Ideale in der Kette echte Ideale waren
(wenn sie also nicht die 1 enthalten), so enthilt auch die Vereinigung nicht die 1, ist also
echt. |

Theorem 6.7 (Tychonoff, 1929). AC impliziert: Das kartesische Produkt beliebiger kompakter
topologischer Rdaume ist wiederum kompakt.

Beweis. Topologievorlesung. |

Wir merken an, dass diese drei Resultate wiederum aquivalent zum Auswahlaxiom sind.

Das Auswahlaxiom haben wir auch gebraucht im Beweis der Vollstédndigkeitssétze in
Kapitel 2 und 3.

Das Auswahlaxiom hat neben diesen ,,angenehmen” Konsequenzen auch ein Paar ,,unschéne”
Konsequenzen, wie das Banach-Tarski-Paradox, welches besagt, dass man den Einheitsball in
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R3 in endlich viele Teile zerlegen kann, aus denen man durch Rotationen und Translationen
zwei disjunkte Einheitsbélle zusammensetzen kann.

Deswegen ist es oft iiblich, in Beweisen darauf hinzuweisen, wenn man das Auswahlaxiom
verwendet. Manchmal ist es iiberraschend, wo das Auswahlaxiom iiberall gebraucht wird: zum
Beispiel um die Aquivalenz der Folgenstetigkeit und e-§ Stetigkeit fiir Funktionen f: R — R
zu zeigen, benotigt man (eine schwache Version von) AC.

Vorschlag 25. Zeigen Sie, dass das Auswahlaxiom dquivalent ist zur Aussage, dass das
Kartesische Produkt [];.; A; nicht-leerer Mengen immer selbst nicht-leer ist.

Vorschlag 26. Beweisen Sie direkt, dass der Wohlordnungssatz und das Lemma von Zorn
dquivalent sind.

Vorschlag 27. Das Multiple-Choice Axiom (M-AC) ist die Aussage, das fiir jede Familie
{f(t): tex} nicht-leerer Mengen eine Funktion g existiert, so dass g(t) C f(t) eine nicht-
leere, endliche Teilmenge ist fir alle te x. Zeigen Sie in ZF, dass unter M-AC jede Menge,
die linear geordnet werden kann, auch wohlgeordnet werden kann.
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