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Aufgabe 17:

Es bezeichnen BZ(t), 0 < t < 1, die Bernstein-Polynome n-ten Grades,
k=0,...,n. Untersuchen Sie die folgenden Eigenschaften dieser Polynome:

a) Bestimmen Sie die Nullstellen von B} und deren Vielfachheit.
b) Die B} sind nichtnegativ auf [0, 1] und bilden dort eine Zerlegung der Eins.
¢) Bestimmen Sie das Maximum von B} im Intervall [0, 1].
d) Zeigen Sie: Es gilt die Rekursionsformel (n =1,2,..., k=0,...,n):
Bi(t) = tBpo(t) + (1—1) By '(t).
Anfangs-/Randwerte: BY(t) :=1, B";'(t) := B '(t) := 0.
e) Die (B{,...,B}') bilden eine Basis des Polynomraumes II,,.

f) Fertigen Sie Zeichnungen der Bernstein-Polynome B{(t), k=0,1,...,4, auf
dem Intervall [0, 1] an. Verwenden Sie zur Auswertung der Bernstein-Polynome
dabei die Rekursionsformel aus d).

g) Berechnen Sie die Bernstein-Approximationen (B, f)(t) fiir die Funktion
f(t) = 1/(1 +25(2t — 1)*) auf [0,1] und zeichnen Sie f zusammen mit den
Approximationen (B, f) fir n = 10, 50, 100.

Aufgabe 18:

a) Zeigen Sie, dass der Interpolationsoperator P, : Cfa,b] — Il,[a,b] zu vor-
gegebenen Interpolationsknoten a < tp < t; < ... < t, < b im Allgemeinen
nicht monoton ist.

Konstruieren Sie hierzu ein Gegenbeispiel mit n =2 und a =ty < t; <ty =b.

b) Leiten Sie fiir n = 1 eine notwendige und hinreichende Bedingung an die
Interpolationsknoten her, unter der P; monoton ist.



Aufgabe 19/20: (C'-Spline nach Ellis, McLain, 1977)

Gegeben sei ein Gitter a =ty <t <...<t, =b sowie die Daten f; := f(¢;) einer
stetigen Funktion f €Cla,b].

a)

Sei i € {0,1,...,n — 1}. Zeigen Sie, dass es zu vorgegebenen Daten f;, fii1,
i» fip1 ein elndeutlg bestimmtes Interpolationspolynom p; € Il3[t;, t;11] gibt
mit:

pz( z) fza pz( z+1) fH—lv pz( ) fz? pz( Z+1) fi/+1‘

Dieses ist gegeben durch
pi(t) = fi 1=37"427%)+ fir1 (372 =27")+ fl hy (T =272 +72)+ fl, 1 hi (=72 +7)

t—1t;

mit t € [ti7ti+1]7 hz = tz‘+1 - ti, und 7 := A
1

Fiir ¢ € {2,...,n—2} bezeichne ¢; € Ils[t;_o, ;1 2] das Interpolationspolynom
zu den Stiitzstellen (t;, f;), j=14—1, 1,7+ 1. Berechnen Sie ¢/(¢;).

Fir ¢ € {2,...,n — 2} definiere man f;y := fio — ¢;(ti—2) und f;, =
fize — qi(tis2). Ferner werde ein Polynom r; € Tl3[t; o,t;12] festgelegt durch
die Interpolationsbedingungen 7r;(¢;) = 0, fiir j =4 — 1,4, 4+ 1, und der
Forderung [r;(ti—2) — fis]* + [ri(t Z+2) fir]? minimal.

Geben Sie eine explizite Formel zur Berechnung von r%(¢;) an.

Der interpolierende kubische C'-Spline s(¢) nach Ellis, McLain wird nun ins-
gesamt wie folgt festgelegt:  In allen Teilintervallen [¢;,¢;,1] wird s(t) := p;(¢)
nach Teil a) berechnet. Die hierzu benétigten Daten (ff, ..., f) werden wie
folgt ermittelt.

Die Ableitungswerte fi, fi und f/_,, f/ werden festgelegt durch f! := ¢(¢;),
wobei jeweils ¢ € II3 das Interpolationspolynom mit ¢(t;) = f; fir j =
0,1,2,3 bzw. j = n —3,n — 2, n — 1, n bezeichnet. Verwenden Sie die
Newton-Darstellung um explizite Ausdriicke fiir diese f] zu erhalten.

Fir i =2,...,n —2 wird gesetzt f; := pi(t;). Dabei ist p; € I3 durch
die Interpolationsbedingungen p;(t;) = f;, j =¢—1,i,i+ 1 sowie durch die
Forderung ,,[p;(t;—2) — fi_2]* + [pi(t Z+2) fis2]® minimal® festgelegt. Hierzu
werden die Ergebnisse aus b) und c) verwendet.

Formulieren Sie einen Algorithmus zur Berechnung des C!-Splines s(t).
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