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11. Darstellung von Kurven und Flidchen

Bézier—Kurven.

Unser Ziel ist es, polynomiale Kurven auf dem Rechner moglichst effizient darzustel-
len. Hierzu nutzen wir die Basisdarstellung mit Hilfe der Bernstein-Polynome aus;
man vergleiche hierzu auch Abschnitt 4.

Definition (11.1)

Fir n € Ny sind die Bernstein—Polynome vom Grad n definiert durch

B(t) = (Z)tk(l—t)”_k, E=0,1,...,n

Satz (11.2)

Die Bernstein-Polynome erfiillen die folgenden elementaren Eigenschaften

a) Bj(t) besitzt eine k-fache Nullstelle in t = 0 und eine (n—k)-fache Nullstelle
in t = 1. Ferner hat man die Symmetrie

BMt) = B, (1—t), teR, k=0,1,...,n

b) Die Bj(t) sind auf dem Intervall [0,1] nichtnegativ und haben in ¢} :=
k/n ein striktes globales Maximum (bezogen auf [0, 1]).

c) Es gelten fiir ¢t € R

2 "Lk " k(k—1)

1 = Bi(t), t = — BMt), t* = ———— Bt). (11.3
Z k()v n k()7 n(n_ k() ( )
k=0 k=0 k=0

Insbesondere bilden die B}, k=0,...,n, eine Zerlegung der Eins.

d) Die Bernstein-Polynome lassen sich rekursiv iiber den folgenden Neville-
artigen Algorithmus auswerten

B(t) = 1,

fir m =1,...,n
B™Y(t) == B™L(t) = 0, (11.4)
Br(t) = tBr ') + (1—t) B Y(t), k=0,...,m,

end m.
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e) Weierstrafischer Approzimationmssatz:

Fir f € C[0,1] konvergieren die Bernstein-Approximationen
n k .
B.(f)t) = > f(ﬁ) BMt), 0<t<1,
k=0

fir n — oo gleichméfig auf [0, 1] gegen die Funktion f.

f) Die Bernstein-Polynome (B, ..., B!) bilden eine Basis des Polynomraums
IT,,.
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Abb. 11.1 Bernstein-Polynome Bj fiir n =4 und n = 10

Definition (11.5)

Aufgrund des Satzes (11.2) f) hat jedes Polynom p € II,, eine eindeutig bestimmte
Darstellung als Linearkombination der Bernstein Polynome

n

p(t) = > ax Bi(t) (11.6)

k=0

Die Darstellung (11.6) heifit die Bézier-Darstellung * des Polynoms p.
Die Koeffizienten ay,...,a, heilen die Bézier-Punkte von p, das Polygon mit den
Ecken (k/n,ax), k=0,...,n, heifit das Bézier-Polygon zu p.

Bemerkung (11.7)
Fiir die Ableitung der Bernstein-Polynome ergibt sich aus (11.1)

%B,’j(t) = n(By{(t) — By '(t), k=0,...,n, (11.8)

wobei wie in (11.4) B"'(t) := B"Y(t) := 0 gesetzt wird.

n

'Pierre Etienne Bézier (1910-1999); Paris
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Abb. 11.2 Bézier-Polygon und zugehoriges Polynom

Verwendet man die Beziehung (11.8) zur Differentiation des Polynoms p(t), so ergibt
sich

p(t) == n (aps1 —ar) B (t). (11.9)

An dieser Beziehung liest man ab, dass das Bézier-Polynom in den Randpunkten
t =0 und t = 1 tangential am Bézier-Polygon verlauft, vgl. Abbildung 11.2.

Weiterhin folgt aus der Bézier-Darstellung (11.6) und den Eigenschaften Bj(t) > 0
sowie Y ,_,Bp(t) = 1, dass die Werte p(t) ganz in der konvexen Hiille der Bézier-
Punkte (aq, ..., a,) verlaufen miissen:

p(t) € conv(ag,...,a,). (11.10)

Bei Kenntnis der Bézier-Punkte (ao,...,a,) ist damit der ungefihre Verlauf des
Bézier-Polynoms einzuschétzen. Ferner lédsst sich durch Verdnderung einzelner
Bézier-Punkte gezielt Einflufl auf den Verlauf des Bézier-Polynoms nehmen. Man
nennt die Bézier-Punkte daher auch Kontrollpunkte.

Die genannten Eigenschaften von Bézier-Polynomen lassen sich unmittelbar auf den
vektorwertigen Fall einer polynomialen Kurve p(t) € R™ iibertragen. Die Bézier-
Darstellung lautet dann

p(t) = ) a, Bp(t), (11.11)

wobei die Bézier-Punkte nun Vektoren a; € R™ sind. Das Bézier-Polygon lésst sich
dann als ein Polygonzug im R™ interpretieren mit den Ecken (ay,...,a,) und es

gelten analog zum skalaren Fall:
t) € conv(ag,...,a,).
p/( ) (@0 /) (11.12)
p'(0) |l (a1 —ao),  P'(1)[| (an —ap-1).
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Abb. 11.3 Bézier-Polygon und zugehériges Polynom im R?

Der Algorithmus von de Casteljau®.

Der Wert p(t) eines Bézier-Polynoms (11.6) lisst sich durch fortgesetzte lineare In-
terpolationen mit Hilfe eines Neville-artigen Algorithmus berechnen. Der Einfachheit
halber betrachten wir hier wieder den skalaren Fall und definieren in Verallgemei-
nerung von (11.6) die folgenden Bézier-Polynome

a'(t) = Y awx By'(t), m=0,...n, i=0,..n-m (11.13)
k=0

Offensichtlich sind die a?*(t) Polynome aus II,,. Es gilt a?(t) = a;, i = 0,...,n,
sowie a(t) = p(t).

Satz (11.14)

Die Bézier-Polynome a!"(t), 0 <t < 1, lassen sich wie folgt rekursiv berechnen:
al(t) = a;, i=0,...,n,
ar(t)y = (L—t)-a'(t) + t-a’7'(t), m=1,...,n, i=0,...,n—m.
Damit ist p(t) = af(t).
Ferner gilt fiir die Ableitung des Bézier-Polynoms p/(t) = n- (a? ' (t) — ap~'(t)).

Beweis: Wir verwenden die Rekursion (11.4) fiir die Bernstein-Polynome:

2Paul de Faget de Casteljau (geb. 1930 in Besancon); Paris
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=t Y ak BN 4 (L—1)- ) ai BPTH(1)
k=0 k=0
m—1 m—1

= t- aiv1+k BP T (t) (1—1) Z aivr BlH(t))
k=0 k=0

= toafg'(t) + (1—t)-a]"(1)).

Fiir die Ableitung des Bézier-Polynoms ergibt sich mit (11.9)

Pt) = n ) (an—a) By (1) = n(ai™'(t) — ag”'(t)).

ar  ag(t)
az ap(t)
ag ™' (t)
an ay_y(t) ay ™t (t)  ag(t)

Konkretes Zahlenbeispiel: (n = 3)

p(t) = 1-Bj(t) + 4-Bi(t) + 3-Bj(t) + 0- Bi(t)
= (1—tP} +12-1-t)2t+9-(1—-1t)¢2
Fir t =04 (also 1 —t=0.6) erhilt man das Tableau:

1

4 2.2

3 3.6 276

0 1.8 2.88 2.808

Somit ist p(0.4) =2.808 und p/(0,4) =3 (2.88 — 2.76) = 0.36.
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Der de Casteljau-Algorithmus in (11.14) beschreibt in der Tat eine iterierte lineare
Interpolation, wobei jeweils zwei bereits konstruierte benachbarte Punkte im glei-
chen Verhéltnis ¢ unterteilt werden.

Abb. 11.4 Konstruktion von de Casteljau fiir ¢t = 0.4

Iteriert man diese Konstruktion, wie in Abb. 11.4 angedeutet, so erhélt man einen
Punkt des Bézier-Polynoms und die Tangente in diesem Punkt. Damit hat man nun
einen sehr einfaches geometrisches Werkzeug, um geeignete Kurven zu konstruie-
ren. Diese Hilfmittel wird vielfach im 'Computer Aided Geometric Design’ (CAGD)
eingesetzt.

Bézier—Flachen.

Unter einer Parameterdarstellung einer Fliche im R? versteht man eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung
®: [0,1]* — R (u,v)" = x = ®(u,v).

Zur Approximation von Flidchen verwendet man haufig komponentenweise und lokal
Polynomraume in zwei Variablen

Oy = {p(u,v) = Z Z agju'v’ : u,veERY. (11.16)

i=0 j=0

Offensichtlich ist I1,, ,, ein (n + 1) - (m + 1)-dimensionaler R—Vektorraum und man
sieht unmittelbar, dass die Produktpolynome

Bp(u) - B)*(v), 0<k<n, 0<0<m,

eine Basis von II,, ,,, bilden.
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Jedes Vektorpolynom p(u,v) € R? besitzt daher eine eindeutig bestimmte Bézier-
Darstellung

p(w,v) = > > ay-B(u)-Bl'(v). (11.17)

i=0 j=0

Wiederum heifien die Koeffizienten a;; € R* die Bézier-Punkte von (11.17) und die
durch die Parameterdarstellung x = p(u,v) definierte Fliache heifit Bézier-Fliche.

Abb. 11.5 Bikubische Bézier-Fliche im R3

Die Berechnung der Flédchenpunkte p(u,v) bei vorgegebenen Parametern (u,v) er-
folgt durch iterative Verwendung des Algorithmus von de Casteljau fiir den eindi-
mensionalen Fall. Dazu schreibt man (11.17) wie folgt um

pi(v) = Y ay-Bl'(v), i=0,...n,
=0 (11.18)

3

Jeder dieser Ausdriicke ist ein eindimensionales Bézier-Polynom zu den Bézier-
Punkten aj, ... a;n, bzw. po(v),...pn(v). Es sind also zur Auswertung von (11.17)
jeweils (n+2) eindimensionale Bézier-Polynome im R3 mittels (11.14) zu berechnen.

Im Folgenden gehen wir noch auf kurz auf zwei wichtige Eigenschaften von Bézier-
Fléchen ein.

Konvexe Hiillen Eigenschaft:

Es gelten B'(u) - BY*(v) > 0 sowie »_ > Bl'(u)- B}'(v) = 1.
=0 j=0
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Damit ist p(u,v) = Z Z a;;- Bi'(u) - Bf*(v) eine Konvexkombination der Bézier-
1=0 j=

Punkte a;;. Die Bézier- Flache x = p(u,v) verlauft also ganz in der konvexen Hiille
der Bézier-Punkte.

Partielle Ableitungen:

Analog zum eindimensionalen Fall (vgl. Satz (11.14)) lassen sich die partiellen Ab-
leitungen der Bézier-Flache sehr leicht mit Hilfe des Algorithmus von de Casteljau
berechnen. Es gilt ndmlich

8 n—1 m . .
%p(u,v) = N Z Z (ai41; — ay) B (u) Bf"(v)
5 =0 =0 (11.19)
%p(uyv) = m- (aij+1 — aij) Bi'(u) BY"(v).
i=0 j=0

Insbesondere lédsst sich hiermit ein Einheits-Normalenvektor an die Bézier-Flache
wie folgt berechnen

Pu(u,v) X py(u,v)
[Pu(u,v) X pulu,v)|

n(u,v) = (11.20)

B—Spline Kurven und Fléichen.

Ganz dhnliche Darstellungen und Berechnungsmethoden erhélt man, wenn man in
den Gleichungen (11.11) und (11.17) die Bernstein-Polynome durch B-Splines zu
einem festen Gitter

b < topgr < oo < tg < ... <tp < ... < tyem

ersetzt. Die zu (11.11) analoge Darstellung lautet dann

ni a4m Bonj(1). (11.21)

j=—m

Wieder heiflen die ay, ... a,1,—1 Kontrolpunkte (manchmal auch de Boor-Punkte)
der B-Spline Kurve (11.21).

n—1
Wegen B, ;(t) >0 und Y B, ;(t) = 1, vgl. (5.25) und (5.26), erfiillen B-Spline
Jj=—m

Kurven (und analog B-Spline Flidchen) ebenfalls die Konvexe Hiillen Eigenschaft
p(t) € conv(ag,...,anin-1)-

Die einfache Berechnung mit Hilfe des de Casteljau—Algorithmus lésst sich eben-
falls auf B-Spline Kurven und Flédchen iibertragen. Anstelle der Dreiterm-Rekursion

(11.4) fur die Bernstein-Polynome verwendet man hierzu die Dreiterm-Rekursion
(5.23) fiir die B-Splines.
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Gegeniiber den Bézier-Kurven und Fléche haben die B-Spline Kurven und Fliachen
einen wichtigen Vorteil, der sich aufgrund der kompakten Trager der B-Splines er-
gibt, vgl. (5.25): Fehler in einem Kontrolpunkt a;,, beeinflussen die B-Spline Kurve
p(t) nur lokal, ndmlich im Intervall ¢; <t <t,.,,+1, dem Tréger von B,, ;.
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