H.J. Oberle Approximation WS 2013/14

10. Li—Approximation

Problemstellung.

Wir betrachten den reellen Vektorraum R = Cla,b], a < b, sowie die zugehorige
L;—Norm

Hml:tﬂﬂmw (10.1)

Weiter sei V' C R ein (n+ 1)-dimensionaler Teilraum und f € R\ V. Wir suchen
eine L;—Bestapproximation p* € V', also

VpeV: |f=p" < [If—0»l

Wie bisher wird zu einer Approximation p € V' mit e := f —p die Fehlerfunktion
bezeichnet.

Zur Berechnung von |le||; definieren wir die Vorzeichenfunktion s : [a,b] — R
geméf

, falls e(t) > 0,

s(t) := sign e(t) = 0, falls e(t) =0, (10.2)
—1, falls e(t) <0,

b
Damit folgt  [|f —plli = llel, = /s(t) e(t) dt.

Beispiel (10.3)
Sei f € C'a,b] streng monoton wachsend, f' >0 und V = Ily[a,?b).

Wir haben nun ein 7 € Ja, b[ zu bestimmen, so dass fur p,(t) := f(7) gilt || f—p-|
minimal!

Fir die Funktion

T

(1) = If —p-lls = /(f(T)—f(t)) dt + /(f(t)—f(T))dt

a

findet man

b

¢%>=(ﬂﬂ—ﬂﬂ%+/f@ﬁ—%ﬂﬂ—ﬂﬂ%i/ﬂﬂﬁ
)(l T

= fl(fr)27—a—0
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@’ hat also die einzige Nullstelle 7* = (a+b)/2. Wegen f’ > 0 ist ferner ®'(¢) <0
fir ¢t € la, 7] und ®'(t) >0 fiir ¢ €|r*,b].

Damit ist 7* also ein striktes globales Minimum von &.

Man beachte die bemerkenswerte Eigenschaft, dass 7* unabhéngig von f ist.

Charakterisierung der Bestapproximation.

Wir nehmen an, dass die Nullstellenmenge
= {te€la,b]: e(t) =0} (10.4)
aus endlich vielen kompakten Teilintervall von [a,b] besteht. Diese kénnen auch
einpunktig sein.
Satz (10.5) (Kripke, Rivlin, 1965)
p ist genau dann L;—Bestapproximation von f aus V, wenn gilt

b

Vgev: |/s( pdt| < /|q )| dt

a

Bemerkungen (10.6)

a) Fir das Beispiel (10.3) ist Z = {7} und s(¢) = sign(t — 7). Nach (10.5) ist
T 80 zu bestimmen, dass

Vgell: /s(t)q(t)dt = 0.

Hieraus folgt sofort 7= (a + b)/2.
b) Besteht Z nur aus endlich vielen Punkten, so besagt der Charakterisierungssatz
p L; — Bestapproximation < VqgeV: (sign(f—p),q) =0
Man vergleiche dies auch mit den Charakterisierungen
p Ls — Bestapproximation < VgqgeV: (f—p,q =0
p Lo — Bestapproximation < VgeV: mingg,(f—p)g <0
Beweis zu (10.5)

=: Sei p € V Bestapproximation, so dass die Charakterisierung

b

VqgeV: |/s( Hydt]| < /]q )| dt .

a
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nicht erfiillt ist. Dann existiert ein ¢ € V' mit

|jsm—1/mr> 0. ()

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass [sg > 0 und [¢flc = 1 gelten.
Wir erweitern Z durch die Nachbarmenge (© > 0)
Zo = {tela,b]: 0<[f(t)—p)] <O}

Wegen der Voraussetzung an Z und der Stetigkeit von |e| ist Zg meBbar und fiir
hinreichend kleines © > 0 gilt
/ dt < n/2.
Zo

Schlieflich setzen wir Zg := [a,b] \ (Z U Zg).

Zur Abschétzung von ||f — (p + ©q)||1 zerlegen wir das Integral iiber [a,b] in die
drei Teilintegrale iiber Z, Zg und Zp.

(i) Fir t€ Z hatman |f—p—0¢q| = ©|q|. Damit gilt

/|f—p—GQI = @/Iq\-
7Z Z
(ii) Fir t € Zo gilt

f=p=04q < |f=p|+ 0Ol < [f-p|+ 0O(2-s59)
Die letzte Abschitzung gilt, da ||¢||c = 1, also 2 —sqg > 1. Somit

/If p—0gq < /!f p\+9/(2—sq)-

Ze

(iii) Fir t € Zg hat man |f—p| > © und damit sign(f—p—©q) = sign(f—p) = s.
Hiermit ergibt sich schlieflich

f—p—0©¢q = |f—-pl — Osgq,

/If p—0g < /\f py—@/sq.

ZR

also

Insgesamt folgt nunmehr

|M4wﬁwhéﬂfpm+®/M+@/&ﬂ®—@/w

Zo ZR

b
< ||f—P||1+@/|q|+2@/dt—@/s
Z a

Zo

N
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b

< Hf—PHlJrZ@/dt—@ /sq—/m
7

Zo a

<w If=pli +©n—0n = ||f—pl.

Damit ist aber p keine L;—Bestapproximation von f.

<: Wir haben zu zeigen, dass aus der Charakterisierung
b
VgeV: | /s(t) qt)dt] < /]q(t)\ dt .
a z
folgt, dass p Bestapproximation ist. Dazu schitzen wir ab:

1f=p+al = [ /() —p()+q(t)|dt

|s<f—p+q>|+/|f—p+q|

Z

I
— S S

s(f-p+q) + /\f—p+QI

a Z
b b
= a/bS(fp)+a/sq+Z/|q

s(f—=p) = IIf-rlh o

A%
S —

L;—Approximation fiir Haarsche Riume.

Satz (10.7)
Ist V ein Haarscher Teilraum von Cla,b], p € V L;—Bestapproximation und
hat e := f —p nur endlich viele Nullstellen, so wechselt e wenigstens (n + 1)
mal das Vorzeichen.

Beweis:

Hat e genau m Nullstellen mit Vorzeichenwechsel und ist m < n, so existiert nach
(H6) eine Funktion ¢ € V, die genau diese m Nullstellen besitzt und dort das
Vorzeichen wechselt. O.B.d.A. gilt somit

Vtela,b\Z: s(t)qt) > 0.
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Damit folgt aber
b
[swaa >0 [lad = o
a Z

im Widerspruch zur Charakterisierung (10.5). O

Satz (10.8) (Eindeutigkeit)

Ist V' ein Haarscher Teilraum, so gibt es zu jedem f € Cla,b] hochstens eine
L;—Bestapproximation (und damit auch genau eine nach Satz (2.2)).

Beweis: Sind p;, po Bestapproximationen von f, so folgt fiir p := (p1 + p2)/2

76 =00 < 5170 —p(®)] + 5170 —pa)].

Somit ist auch p eine L;-Bestapproximation und die Integrale iiber die obige Unglei-
chung miissen jeweils gleich sein, damit muss aus Stetigkeitsgriinden auch punkt-
weise Gleichheit gelten

vielt: [f0)-p0)] = 51 F0) ~mO)] + 5| F0) ~palt)].

Nach (10.7) hat (f —p) aber (n + 1) Nullstellen in [a,b]. Diese miissen nach
Obigem zuleich Nullstellen von (f —p;) und von (f — p2) sein. Damit hat aber
auch (py —p1) € V diese (n + 1) Nullstellen. Da V' ein Haarscher Raum ist, folgt

P1 = P2 J

Satz (10.9) (L;—Knoten)

Ist V' ein Haarscher Teilraum, p € V' L;—Bestapproximation von f € R und hat
die Fehlerfunktion e := f —p genau (n + 1) Nullstellen, so hingen diese nicht
von f ab.

Beweis: Die Fehlerfunktion e := f —p habe genau die Nullstellen 75 < ... <7,
in [a,b].

Zu g € R sei weiter g € V' Lj-Bestapproximation, so dass die Fehlerfunktion
€:=g—q genau die Nullstellen oy < ... <0, in [a,b] besitzt.

Nach (10.7) haben alle Nullstellen Vorzeichenwechsel, liegen also insbesondere im
offenen Intervall |a,b[. Die Anfangwerte e(a) und é(a) verschwinden nicht und
0.E.d.A. nehmen wir an, dass e(a)é(a) > 0 und 79 < oo gelten.

Da V' ein Haarscher Raum ist, gibt es ein h € V', das genau die Nullstellen 74,...,7,
besitzt und dort jeweils das Vorzeichen wechselt. Wieder gelte 0.E.d.A. e(a)h(a) < 0.

Nach dem Charakterisierungssatz (10.5) gilt nun mit s(¢) := signe(t), s(t) =
signe(t):



und somit auch

/(E(t) — s(t)) h(t)dt = 0. ()

Nach Konstruktion ist s(t) = s(¢t) fir ¢t € [a,70] und s(t)h(t) > 0, Vit €
170,0] \ {71, ..., 7,}. Hieraus ldsst sich nun unmittelbar ableiten

Vitea,b]: [s(t)—3s(t)]h(t) > 0.
Zusammen mit (x) folgt somit
Vitela,bl: [s(t)—s(t)]h(t) = 0.

Dies kann aber nur gelten, wenn alle Nullstellen tibereinstimmen, also Vj: o; = 7;
gilt.

Die Nullstellen der Fehlerfunktion e = f — p sind also (sofern es nur (n + 1)
Nullstellen gibt) unabhéngig von f. Sie heiflen die zu V' gehdrigen L;—Knoten
To < ... < T,. Sind diese Knoten bekannt, so lésst sich zu vorgegebenem f € R die
L;—Bestapproximation p als Losung der folgenden Interpolationsaufgabe ermitteln

p € V, mit p(r;) = f(15), j=0,...,n.

Satz (10.10) (Polynomriume)

Die L;—Knoten fir V = II,[-1,1] sind die inneren Extremalstellen des
Tschebyscheff-Polynoms T, ,o:

1—k
T = cos{n—{_ ], k=0,1,...,n
n -+ 2
Beweis:
Die 7 seien wie oben gegeben, ferner sei 7.; := —1 und 7,1, := 1. Die

Vorzeichenfunktion lautet also

(—l)j DT < t < Tj
s(t) =
0 Dt =T

und es ist zu zeigen, dass fiir alle £k =0,1,...,n gilt

/s(t) Tot) dt = 0. (10.11)

Die Substitution ¢ = cos©®, dt = —sin© dO ergibt die zu (10.11) dquivalente
Bedingung

/0(@) cos(kO) sin(0)dO = 0, k=0,...,n, (10.12)
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wobei

— 1
(=" ‘7+2 <O< o
0(0) = s(cosO) = " _ " (10.13)
J
0 =
n-+ 2
15 o(0)
: T
-0.5}
_1—E
n=4
-1.5}
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

Wir setzen o zu einer ungeraden und 2 m—periodischen Funktion auf R fort. Damit

gilt
s

n—+2

VOeR: o(© + ) = —0(0) (10.14)

und es folgt

/a(@) cos(k©) sin© dO = % /J(@) [sin((k +1)O) —sin((k — 1)0) ]| dO©
_ i /0(@) (sin((k + 1)©) — sin((k — 1)0)] dO.

—T

Wir setzen nun
iy

I, = /0(@) sin(m ©) de (10.15)

—T

Verschiebung des 2m—periodischen Integranden mit © = ¢ + :TLQ ergibt unter
n

Verwendung von (10.14)
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m . ™
In = [oto+ ) sinfmlp+ ) de

= — /a(gp) {sin(mgo) cos(—2) + cos(mep) sin(—— )} dep

n+2 n+2

mm
n+2

) Im7

= — cos(

wobei sich die letzte Gleichheit dadurch ergibt, dass o(y¢) eine ungerade, cos(m )
jedoch eine gerade Funktion ist.

Hieraus folgt insbesondere [,, =0 fiir alle m =0,1,...,n + 1 und somit auch

/a(@) cos(k©) sin® do® = 0, k=1,...,n.

0

Fir k=0 folgt dies direkt aus [; = 0. Damit ist (10.12) gezeigt. O

Folgerung (10.16)

Aus dem obigen Beweis halten wir fest: Setzt man fiir ein vorgegebenes n € N

sowie .
(—1>J D Tin <t< Tj+1,n

0 ;= Tip,

so gilt L, = /O'n<t> sin(mt)dt = 0, fir m=0,...,n.
0

Beispiel (10.17)

Gesucht sei die Lj—Bestapproximation von f(t) := ¢ auf [0, 7] beziiglich des folgen-
den linearen Teilraumes von C[0, 7]:

V, = Spann{sin(kt): k=1,2,...,n}.

Da V,, auf dem offenen Intervall ]0,7| ein Haarscher Raum der Dimension n
ist, suchen wir Punkte 0 < 74 < ... < 7, < 7, so dass mit der zugehorigen
Vorzeichenfunktion o, gilt

VgeV,: /Un(t) q(t)dt = 0.
0
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Nach Folgerung (10.16) sind diese Punkte durch 7; = jm/(n + 1) gegeben. Die
Bestapproximation erhélt man also durch Losung der trigonometrischen Interpola-
tionsaufgabe

p(t) = Zak sin(kt); mit p(r) =7, j=1,...,n.
k=1
Wir berechnen die Minimalabweichung

m m

[ie=pna = | [ @-p®)at] = | [outoytat]

0 0

— 1w [ = [, - )
= m|;(—1)j(2j+1)! EEICEE

Man vergleiche hierzu auch den Beweis des ersten Jackson-Satzes (7.12).
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