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9. Tschebyscheff-Approximation: Numerik

Der Remez—Algorithmus.

Der meist verwendete Algorithmus zur Losung von Approximationsaufgaben
beziiglich der Tschebyscheff-Norm ist nach dem russischem Mathematiker Evgeny
Yakovlevich Remez (1896-1975) benannt.

Wir gehen wieder von der folgenden Standard-Situation aus: [a,b] C R sei ein
kompaktes Intervall, R := Cla,b] sei ausgestattet mit der Maximumsnorm, V sei
ein (n + 1)-dimensionaler Haarscher Teilraum von R.

Ferner sei B C [a, b] eine kompakte Teilmenge, die wenigstens (n+2) Punkte enthélt.
SchlieBlich sei f € C(B).

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung, die sich aus dem Beweis des Satzes von de
la Vallee-Pouissin ergibt. Es sei M = {t) < ... < t,41} eine (n + 2) elementige
Teilmenge von B, die als Schétzung fiir eine Alternante, vgl. (8.19), zu interpretieren
ist. Die Bestapproximation von f beziiglich V' auf M ldsst sich dann folgender-
maflen ermitteln.

a) Man bestimme Ag,...,\,11 aus dem homogenen linearen Gleichungssystem
ho(to) ... ho(tns1) Ao 0
= : . (9.1)
ho(to) .. ho(tnsr) Ant1 0
n+1
Skalierung: Z Al = 1, X >0.
k=0

b) Man bestimme die Koeffizienten «a; in der Darstellung p = > ax by sowie die
Minimalabweichung g aus den folgenden Bedingungen, vgl. (8.19) und (8.25),

Ft5) = ) anhi(t;) = psignd;, j=0,...n+1
k=0

Dies als lineares Gleichungssystem geschrieben ergibt

ho (to) Ce hn (to) sign )\0 Qo f(to)
ho(tl) Ce hn(tl) sign )\1
- (9.2)
i f(tn)
ho(tni1) oo ha(tns)  signAn 2 f(tng1)
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Das lineare Gleichungssystem (9.2) ist aufgrund der Voraussetzungen stets eindeutig
l6sbar (Ubungsaufgabe). Ferner folgt aus dem Beweis zum Satz von de la Vallee-
Pouissin, dass die A, sédmtlich von Null verschieden sind und im Vorzeichen al-
ternieren - hierzu wird die Haarsche Bedingung fiir V' als Teilmenge von Cla,d]
benotigt.

Zusammen mit der Skalierung Ay > 0 ergibt sich somit
sign \; = (=1)/, j=0,...,n+1. (9.3)

Damit lésst sich das lineare Gleichungssystem (9.2) ohne explizite Kenntnis der ),
l6sen, ndmlich vermoge

h(] (to) ce hn (to) 1 Qo f(to)
ho(t1) hn(t1) -1 :
— | L (9.4)
Qn f(tn)
ho(tn+1) hn(tnsr) (—1)"H It f(tni)

Ablauf des Remez—Algorithmus.

I. Man arbeitet mit einer Schédtzung M, = {t(()l') < ... < ts:zl} C B fiir die
Alternante. Dabei bezeichnet v den Iterationsindex, die Menge M, heifit auch v-te
Referenz. Man 16st nun das lineare Gleichungssysten (9.4) und bestimmt damit

n

a) die Bestapproximation p®*) = Zagy)hj € V von f auf M, und
5=0

b) die zugehorige Minimalabweichung p = p,.

Bemerkung (9.5)

Man beachte auch (8.25) fiir die Konstruktion der Bestapproximation p®) mittels
Interpolationstechniken.

II. Im néchsten Schritt bestimmen wir den tatsédchlichen Approximationsfehler in
Bezug auf die Menge B

5, = max{|(f —p")(®)]: € B} (9.6)

Gilt |p,| = d,, soist p® nach (8.18) die gesuchte Bestapproximation. Fiir die
numerische Realisierung ersetzen wir diese Relation durch das Abbruchkriterium

Dabei bezeichne TOL eine vorgegebene (relative) Toleranzschranke.
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IT1. Iterationsschritt:

Ist das obige Abbruchkriterium nicht erfiillt, so ist eine neue (bessere) Referenz
M, 1 zu bestimmen. Wir verlangen dabei, dass die folgenden Konvergenz erzeugen-
den Bedingungen erfiillt sind

(@  (f =) > |l Y
() Fjo: |(f—p)ETN > (| +6.)/2, (9.8)

(c)  sign[(f —p)(E)] = o(-1)), o€ {*1}.

Im Folgende zeigen wir, dass sich aus diesen drei Eigenschaften tatséchlich die Kon-
vergenz des Verfahrens folgt.

Satz (9.9)
Unter der Annahme §, > |u,| folgt mit (9.8):  |upr1]| > |l

Bewelis:

Fiir das maximale lineare Funktional ¢,., € V* auf M, gilt

n+1

] = V(A = DAY FE )

=0
n+1

= I =)

Da die )\g-VH) nicht verschwinden und alternierendes Vorzeichen haben und nach

(9.8) (c) auch die Fehlerfunktion e®) auf der neuen Referenz M, ; alterniert,

ergibt sich
n+1

v (v v v+1
1] = ZM LAy = p ).

Wegen > |/\§-V+1)| =1 folgt nun mit (9.8) (a) und (b)

n+1

1] — || = ZM”“ FEY = p T — ).
> IA”+1 | (| +62)/2 = |pol)

= (/2 (6 = lml) > 0 O
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Satz (9.10)

Die zu einer beliebigen Referenz M = {t) <t < ... <t,41} C B gemaf (9.1)
bestimmten A; sind nicht nur sdmtlich von Null verschieden und alternierend,
sondern sogar gleichméfig von Null weg beschrankt, d.h. zu jedem ¢ > 0 existiert
d=d(f) >0, so dass fiir alle Referenzen M gilt

n+1
DY NADfE)] > e = Vi N(M)] > d
j=0

Beweis:

Wiirde die Behauptung nicht gelten, so géibe es ein ¢ > 0 und eine Folge von
Referenzen M, = {t{" < ... <)} ¢ B mit |Z)\§V)f(tgy))| > ¢, Vv, so dass

fir ein jo € {0,...,n+ 1} gilt /\gg) — 0 (¥ — o0). Da B kompakt ist und
> \)\§-V)] = 1 lassen sich konvergente Teilfolgen von (A§V)) und (t§”)) finden mit
t§»”) — tj, v — 00 und )\5-”) — Aj, v — o00. Dabei ist natiirlich A; = 0.

Sei nun ¢ € V' durch die Interpolationsbedingungen ¢(t;) = f(¢;) fir j # Jjo
bestimmt. Dann folgt

n+1 n+1
DNIE) = XA -9
=0 =0
nt1
= DN -a)t) = 0 (v o)
=0
Widerspruch zur Annahme | )\gy) f (t;”))| >c> 0. O

Satz (9.11) (Konvergenz des Remez-Algorithmus)
Erfiillt eine Folge von Referenzen M, = {t(()") < ... < tifjl} C B, v € Ny,

die Konvergenz erzeugenden Bedingungen (9.8), so konvergieren die zugehorigen
p®) €V auf B gleichmiBig gegen die Bestapproximation p* von f beziiglich V.
Diese Konvergenzaussage gilt unabhéngig von der Startreferenz M.

Beweis:

(i) Nach (9.9) wichst die Folge der |u, | streng monoton. Daher folgt insbesondere

n+1

YN = w2 ] > 0.
j=0

Nach (9.10) und dem Beweis zu (9.9) folgt hiermit

1w d
ol = il 2 S LG ) 2 5 @G =) (912)

105



wobei 0.E.d.A. d €]0,2] gewihlt werden kann. Damit ergibt sich

d

dV(f) - |:ul/+1| < dV(f) - |[LV| - 5 (51/_ |lj’u|)

< (1=d/2)[dv(f) = lml]
Mit ¢ :=(1—d/2) €]0,1] liefert die obige Abschitzung

0 < (dv(f) = lpsal) < ¢"(dv(f) = |pmol) = 0 (v — o0)

und damit
Jim | = dy(f). (9.13)

(ii) Aus (9.12) folgt analog zur obigen Abschétzung

0 < 8—dv(f) £ 5 (mal = lml) + Il — dv()
_ g(myﬂ\ —dy(f)) - (3—1)(!uy! —dv(f))
2

< G~ lwl]
Hieraus folgt: Es gibt eine Konstante C' > 0 mit
0 < |If =p"| —dv(f) < C¢" (9.14)

(iii) Aufgrund der strikten Eindeutigkeit der Bestapproximation, vgl. (8.15), gilt
mit einem vy =~(f) >0 fiiralle ¢ € V:

Nf=dl = IIf =2 + v lla—=2".

wobei p* die Bestapproximation von f aus V bezeichnet. Setzt man ¢ = p®), so
folgt mit (9.14)

Y™ —p| < If —p"| = IIf =9 < Cq"

Damit ist gezeigt

v . c .
Ip™ —p*|| < S ¢ mit 0<g<l -

Bemerkung (9.15)

I. Allg. miissen die Referenzen M, nicht notwendigerweise konvergieren; sie sind
ja i. Allg. auch nicht eindeutig bestimmt. Aus Kompaktheitsgriinden gibt es jedoch
stets eine Teilfolge der (M), die gegen eine Alternante konvergiert.

Der kritische Punkt des Remez-Verfahrens ist es nunmehr, bei vorliegender Referenz
M, ein Verfahren zur Konstruktion von M, anzugeben, so dass die Konvergenz
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erzeugenden Eigenschaften (9.8) erfiillt sind. Prinzipiell sind dabei zwei Verfahren
in Gebrauch, die als Finzelaustausch bzw. Simultanaustausch bezeichnet werden.

IV. Einzelaustausch: Man bestimme einen Punkt 7 € [a,b] mit

(6 + [pwl)-

DN | —

[(f =p")(D)| =

Hierzu kénnte man beispielsweise einen Punkt 7 € [a,b] bestimmen, an dem
|(f — p™)| nsherungsweise maximal wird. Dies kénnte durch numerische Bestim-
mung einer Nullstelle der Ableitung (f — p®)) mittels Bisektion oder mittels
Newton-Verfahren geschehen, oder (einfacher) durch Absuchen auf einem festen,
feinen Gitter des Intervalls [a, b].

Austauschregeln (9.16) (e, := f — p™))

(a) Falls t%) <7< tg-';)Jrl:

tg-l;H) =T, t§-y+1) = tg-l') (j # jo), fiir sign e,,(tg»';)) = sign e, (7),

t%ﬂ) =T, t§”+1) = tgy) (j # jo+1), fiir sign €u<t§'1;)+1> = signe, (1),
(b) Falls 7 < t{:

= 7, tg-yﬂ) = tg-y) (j#0), fiir signe,(t!")) = signe,(r),

(et = 7, tg.”H) = t;li)l (j #0), fiir signe,(t") # sign e, (1),

(c) Falls 7 > tf;:zl:

tgfll) =T, tg-yﬂ) = tg-y) (j <n), fiir signe,(t"))) = sign e, (7),
tflﬁl) -7 t§u+1) — tﬁ)l (j <n), fiir sign ey(tfﬁl) # sign e, (7).
Beispiel (9.17)
Zu approximieren sei
sint

durch ein gerades Polynom p(t) = ag + a; t? + az t* + a3 t°.

In der folgenden Tabelle sind die Referenzen der ersten Iterationsschritte des Algo-
rithmus angegeben
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iter t() tl t2 t3 t4

0.10000e 4 00 0.25000e + 00 0.75000e + 00 0.10000e 4 01  0.12000e + 01
0.10000e 4 00  0.25000e + 00 0.75000e + 00 0.10000e 4 01 0.15708e + 01
0.10000e 4 00  0.25000e + 00 0.75000e + 00 0.14125e¢ 401 0.15708e + 01
0.10000e 4+ 00 0.25000e + 00 0.11109¢ + 01 0.14125e + 01 0.15708e + 01
0.10000e 4+ 00 0.63943e + 00 0.11109¢ + 01 0.14125e + 01 0.15708e + 01
0.00000e 4+ 00 0.63943e + 00 0.11109¢ + 01 0.14125e + 01 0.15708e + 01
0.00000e 4+ 00 0.63943e + 00 0.11109¢ + 01 0.14499¢ + 01 0.15708e + 01
10 0.00000e + 00 0.59967e¢ + 00 0.11091e + 01 0.14506e + 01 0.15708e + 01

S O = W N~ O

Fiir die Koeffizienten der Bestapproximation erhélt die folgenden Néherungen ag =
0.99999¢ 400, a; = —0.16666e 4+ 00, ay = 0.83132¢ —02 und az = —0.18524e —03.
Fiir die Minimalabweichung ergibt sich ¢ = 0.75439¢ — 06.

"o 02 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4 1.6 ) 02 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Startreferenz: e(x) = sin(x)/x - p(x) 1. Iterierte: e(x) = sin(x)/x - p(x)

12 1.4 16

"o 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4 1.6 06 0.8 1
2. Iterierte: e(x) = sin(x)/x - p(x) 3. Iterierte: e(x) = sin(x)/x - p(x)
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1 T T T T T T T 1

0.8] 0.8]

06 06
0.4 0.4/
02 02
0 0
-0.2 -0.2
04 -0.4

-0.6 -0.6

-0.8 -0.8

-1 -1
0 02 0.4 06 0.8 1 1.2 14 1.6 0 02 0.4
4. lterierte: e(x) = sin(x)/x - p(x)

06 0.8 1 1.2 14 1.6
6. Iterierte: e(x) = sin(x)/x - p(x)

Abb. 9.1: Die ersten Iterationen des Remez-Algorithmus fiir Beispiel (9.17)

V. Simultanaustausch:

Hierbei zerlegt man das Intervall [a,b] in mindestens (n+ 2) Teilintervalle, in denen
die aktuelle Fehlerfunktion e, = f — p® abwechselnd nur nichtnegativ bzw.
nichtpositiv ist. Man bestimmt dann nédherungsweise die Maxima bzw. Minima der
Fehlerfunktion in diesen Teilintervallen und wéhlt hieraus (n + 2) Punkte als neue
Referenz aus.

Eine Variante dieses Verfahren ergibt sich durch die Bestimmung der lokalen Ma-
xima/Minima der Fehlerfunktion mittels des Newton-Verfahrens fiir die Ableitung
e,,. Als Startwerte wihlt man die Punkte aus der Referenz M, und iteriert wie folgt

tgyﬂ) =a, tgfll) = b, falls dieses bekannt ist,
(v)
wiy L e) (9.18)
t; =1, N J=1...,n
e/u/(tj )

Bemerkungen (9.19)

e Der Remez-Algorithmus mit Simultanaustausch ist i. Allg. schneller als der mit
Einzelaustausch. Allerdings ist die Technik zur Sicherung der globalen Konvergenz
miihsamer.

e Beim Einzelaustausch lassen sich zur Losung des linearen Gleichungssystems (9.4)
so genannte update—Techniken verwenden.

e Fiir den Remez-Algorithmus mit Simultanaustausch lésst sich unter gewissen Zu-
satzvoraussetzungen (u.a. die C*-Eigenschaft von f, h;) die quadratische Konvergenz
des Verfahrens zeigen, d.h.

30 >0 [dv(f) = la]] < Cldv(f) — || ]

e Die Wahl der Startreferenz M, ist wegen der globalen Konvergenz i. Allg. nicht
sehr kritisch; man kann M, beispielsweise iiber eine Lo—Approximation — z.B. eine
Tschebyscheff-Entwicklung — erhalten.
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Das Newton—Verfahren.

Als Alternative zum Remez—Algorithmus bietet sich an, das nichtlineare Gleichungs-
system (8.20) des Alternantensatzes mit einer geeigneten Variante des Newton-
Verfahrens zu 16sen. Gehoren etwa beide Randpunkte des Intervalls [a, b] zur Alter-
nante (ein hinreichendes Kriterium gibt Satz (8.24) an), so liefert der Alternanten-
satz das folgende nichtlineare Gleichungssystem

n

> ajhyty) = ft) + (-DFp o= 0, k=0,...,n+1,

Jj=0

n (9.20)
D aibty) = fty) = 0, k=1,...,n.
j=0

Dies sind (2n + 2) Gleichungen in den (2n + 2) Unbekannten
(ag,...,an,t1,... ty, ). Bezeichnet man mit e(t) = f(t) — > a;h;(t) wie-
der die Fehlerfunktion, so lautet die zugehorige Newton-Gleichung, d.h. das lineare
Gleichungssystem zur Berechnung der Newton-Korrekturen Aa;, Atp und Ap:

N byt Aay — €(t) Aty + (<1 Ap = e(ty) = (~1)*p,
j=0
k=0,1,...,n+1  (9.21)
D Wi(te) Ay — €"(t) Aty = €(ty), k=1,....n.
7=0
Dabei ist Aty := At,yq = 0, agyﬂ) = a§-y) + Aay, t,(:ﬂ) = t,(:) + Aty und
M(V+1) = ’u(l’) + Alu

Schreibt man dieses lineare Gleichungssystem auf die Unbekannten a§”+1), Aty
und £**) um (dies sollte man nicht machen, wenn man Dampfungsstrategien

verwenden mdochte), so ergibt sich mit ¢ = t,(:)

S hy(t) al Y — ) Aty + (~1)FuD = (),
j=0

Z h;(tk) a§y+1) — €"(ty) Aty, = f'(tr), k=1,...,n.
j=0

Man vergleiche diese Relationen mit den entsprechenden Gleichungen (9.4) und
(9.18) des Remez-Verfahrens.

Zusammenhang zur Linearen Optimierung.

Wir betrachten eine diskrete Approximationsaufgabe im Tschebyscheffschen Sinn.
Dazu sei B C [a,b] eine endliche Menge, B = {t1,...,t,,} mit #B =m > n+2.
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Wir konnen ferner davon ausgehen, dass i. Allg. m > n gelten wird. Wieder sei

V =1V, ein (n+1) dimensionaler linearer Teilraum von C(B) mit Basis (ho, ..., hy).
Die Approzimationsaufgabe lautet: Man bestimme (aq,...,a,) € R"" so dass
I(ao, ... an) = max{|f(te) = Y ajh;(ty)|: k=1,....,m} (9.23)
=0

minimal wird.

Diese Approximationsaufgabe léasst sich nun unmittelbar in eine lineare Optimie-
rungsaufgabe transformieren. Dazu definieren wir

n

0 = max{|f(ty) = Y _ajhi(ts)|: k=1,....m} (9.24)

J=0

(9.23) ist dann dquivalent zur linearen Optimierungsaufgabe:

Bestimme (ay, .. .,a,,d) € R"™ so dass J := § minimal wird unter den Neben-
bedingungen

Zaj hi(ty) — 6 < f(tx)
- (9.25)
=Y ajhite) =6 < —f(t),  k=1....m

Um die Standardformulierung einer linearen Optimierungsaufgabe zu erhalten
fithren wir die folgenden Definitionen ein

ho(ty) ... ho(t)) —1
AT holtw) .. ho(tm) —1 - Rmesd

—ho(ty) ... —hn(ty) —1

—ho(tzm) —hn(t:m) —:1 (9.26)

bt = [f(t1).. f(tm), —f(t)... = f(tm)] €R*™
z' = [ag...a,, §] € R"™
cl' = [0...0, —1] € R"*2

Damit lautet die lineare Optimierungsaufgabe schliefSlich

Maximiere Jp(z) = c'z; Nebenbedingungen: A’z < b. (9.27)
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Bemerkungen (9.28)

Die obige Darstellung (9.27) heifit auch Dualform einer linearen Optimierungs-
aufgabe (vgl. Numerik-Vorlesung bzw. Opfer: Numerische Mathematik). Die Ziel-
funktion Jp(z) ist auf der zuldssigen Menge Z := {z : A%z < b} nach oben
beschriinkt (durch —§ = 0). Ferner ist Z nichtleer, da jeder Punkt z = (0,6)T mit
0 > ||fllec zulédssig ist. Nach der Theorie der linearen Optimierungsaufgaben (vgl.
J.Werner: Numerische Mathematik 2; Satz 2.4) folgt hieraus, dass (9.27) wenigstens
eine Losung z* besitzt.

Dai.Allg. m > n gelten wird, empfiehlt es sich nicht, die Ungleichungen A%z < b
durch Einfiihrung von Schlupfvariablen in Gleichungen zu transformieren. Vielmehr
ist es i. Allg. vorteilhaft, anstelle des dualen Problems (9.27) das zugehorige primale
Problem zu 16sen (etwa mit dem Simplexverfahren). Das primale lineare Optimie-
rungsproblem in Normalform lautet

Minimiere Jp(y) = b'y; Nebenbedingungen: Ay =c, y > 0. (9.29)

Dabei ist y € R?™,

Schreibt man diese lineare Optimierungsaufgabe mittels der Definitionen (9.26) wie-
der explizit auf, so ergibt sich das primale Optimierungsproblem

m

Minimiere Jp(y) = Z Ftr) (Yk — Ymak) (9.30)
k=1
unter den Nebenbedingungen
D hi(te) (U = Ymar) = 0, j=0,....n
k=1

(9.31)

Bemerkungen (9.32)

a) Die Normierung » yp = 1 lésst sich abschwéchen zu >y, < 1. Gilt ndmlich
fiir einen zuldssigen Punkt y des relaxierten Problems > y, < 1, so erhthe man
irgendein yi, und das zugehorige ym,ir, um den gleichen Wert (1 —> x)/2 > 0.
Der neue Vektor y ist dann zulissig fiir (9.30) bei gleichem Wert der Zielfunktion.

b) Weiterhin lésst sich fiir das relaxierte lineare Optimierungsproblem durch den

Ubergang
Yk Yk — MIN{Yk, Ytk
R {. th) _—
Ym+k Ym+k — mln{yk,merk}

erreichen, dass die Komplementaritatsbedingung yi ym-r = 0 erfiillt ist.
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Relaxiertes Primales Optimierungsproblem

Minimiere Jply) = Z J(te) Yk — Ymrr) (9.33)

m
k=1

unter den Nebenbedingungen
Zhj(tk)(yk—merk) = 0, 7=0,....,n

k=1
— (9.34)
Zyk < 1 Yk Ymer = 0, k=1,...,m

k=1

Ist y zuléssiger Basisvektor des primalen Optimierungsproblems, so gibt es [ =
{ko, .. kny1} C{1,...,m} mit yr = ymx =0 fiir alle k& ¢ I. Unter Beachtung
der Komplementaritédtsbedingung sei nun

AN = Yk Ymerkss
(9.35)
ANl = Yk + Ymiks 1=0,....,n4+ 1

Damit findet man
n+1

il =0

=0

n+1

dInl = L
=0

Sei y nun optimale Basislisung, z = (ao, ..., an,0)T sei Losung des dualen Problems
(9.27). Wegen des Dualitétssatzes , vgl. Vorlesung iiber Numerik, gilt dann

JD = Jp :bTy:CTZ

Damit folgt
0 = y'(b—ATz)

m n

k=1 =0

+ > Ymn [—f () + Zaj hi(te) + 0]
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Hier sind alle Summanden nichtnegativ, so dass sich die folgenden Komplementa-
ritdtsbedingungen ergeben

n

ui LF(te) = Y a; hylty) + 6] = 0,

J=0

. (9.37)
Ymin [—f(tr) + Zaj h;(ty) + 6] = 0.

Zusammen mit (9.35) und (9.36) folgt nun

k¢ 1 = Yk = Ymrk = 0,
kiel, N>0 = f(ty,) — Zaj hi(te,) = — 9,
=0

]{Zi € I, /\z<0 = f(tk) — Zaj h]<tk7) = 4.

J=0

Damit ldsst sich (9.37) als ein lineares Gleichungssystem zur Berchnung von z =
(ag,...,an,0)T ansehen. Nach Herleitung ist dieses Gleichungssystem stets 16sbar;
die Eindeutigkeit der Losung ist jedoch nur fiir A\, # 0, fiir alle k € I, gewéahrleistet.

Wir fassen das Ergebnis zusammen
Satz (9.38)

a) p = Y ajh; ist genau dann Bestapproximation von f aus V auf B =
{t1,...,tm}, wenn es Punkte t;, < ... < t,,, € B gibt, 0 <r < n und

f(tkz) - Zaj h]<tkz) = Sign)‘i Hf_pHom i = 0,...,7“+1,
=0

r+1

Z)\Zh](tkl):O, ij,...,n,
=0

r—+1

Z|>‘i| = 1
=0

b) Ist y optimale Basislosung zu (9.29), so ist das lineare Gleichungssystem (9.37)
fir z = (ag,...,a,,0)T losbar. Jede Losung liefert eine Bestapproximation von

f aus V auf B.

Bemerkung (9.39)

Gentigt V' der Haarschen Bedingung, so ist jede (zulédssige) Basislosung des
primalen Problems nichtentartet, d.h. Vi =0,...,n+1: y;, # 0. Ferner lasst sich
analog zum Beweis des Satzes von de la Vallee, Pouissin folgern, dass die \; nicht
verschwinden und alternieren.
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Beispiel (9.40) (aus J. Werner: Numerische Mathematik 2)

Zu minimieren sei max{le" — p(t;)| : j} dber p € Iy auf dem Gitter #; =
(j—1)/10,j=1,...,11.

Das zugehorige (primale) lineare Optimierungsproblem hat die folgende Form
Minimiere Jp = bly, y € R*

unter den Nebenbedingungen

Dabei ist
1 tt -1
K
-1 -t —tt -1
-1 —ty ... —t} =1
bt = [ef.. . e, —elt . —ein] € R2™
¢ = [0...0, —1] €R°

Die numerische Losung des primalen Problems mit Hilfe der MATLAB Routi-
ne linprog ergibt eine optimale nichtentartete Basislosung mit den Basisindizes

Jp = (1,5,10,13,19, 22).

Das zugehorige lineare Gleichungssystem (9.37) mit diesen Indizes liefert schliefilich
die Losung

1.000026
0.998714
a ~ 0.510077 |, 0 ~ 2.602631e — 05.
0.139716
0.069722

Fehlerfunktion e(t)
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