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7. Approximation periodischer Funktionen

Fourier—Reihen.

Wir betrachten wieder den Raum aller stetigen, 2 m-periodischen Funktionen

Cor = {fECR): VteR: f(t+2m) = f(t)} (7.1)
mit dem Standard-Skalarprodukt

— % / () glt) dt. (7.2)

Die zugehorige Norm auf Cy, werde wieder mit ||| oder besser |- || bezeichnet.

Der folgende Satz fasst nochmals das Beipiel (6.14) zusammen

Satz (7.3)

1
Die Funktionen 75 cost, sint,..., cos(nt), sin(nt) bilden ein Orthonormal-

system bzgl. (-, -). Sie sind somit zugleich eine ONB des von ihnen aufgespannten
linearen Teilraumes

= {feCy: f(t)= % + Z lag cos(kt) + b sin(kt)], ag, by € R}. (7.4)
Die Lo—Bestapproximation einer Funktion f € Cs, aus T, lautet daher

So()E) = fult) = = + Z[akcos kt) + by, sin(kt)]

1
= —/ cos(kt) d /f sin(kt) d
T
0

Fir n — oo erhélt man hieraus formal die Fourier-Entwicklung einer Funktion
f € Co (Jean-Baptiste-Joseph Fourier; 1768-1830)

(7.5)

(]j o0
(@) ~ g + Z ay cos(kt) + by, sin(kt)]. (7.6)

k=1
Wir fragen nach der Konvergenz dieser Fourier-Rethe, nach der Konvergenzge-
schwindigkeit und untersuchen, unter welchen Voraussetzungen in (7.6) punktweise

bzw. gleichméfige Konvergenz vorliegt.
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Zunéchst konnen wir analog zu Satz (6.33) die Lo-Konvergenz der Fourier-Reihe
feststellen.

Satz (7.7)

Zu f € Cy, bezeichne T,(f) die (bzw. eine) Bestapproximation von f aus T,
beziiglich || - [|. Dann gelten

a) If =Ta(Plle = 0 (n—00),
b) If =Tl = 0 (n—00),
c) If =Sz = 0 (n—o00).

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zu dem von Satz (6.33). Teil a) ergibt sich aus
dem zweiten Weierstrafischen Approximationssatz (4.20).
Teil b) folgt aus der Abschétzung

Hf_Tn<f)H2 < \/5 Hf_Tn(f>H<>o

Teil c) folgt schliefllich aus der Minimaleigenschaft von S, (f), ndmlich
1f = SNl < 1 =Tl O

Erinnert sei auch an die Parseval Gleichung (6.13), die sich aus der Dichtheit der
trigonometrischen Polynome in C,, ergibt,

2 oo

a

o5+ >k +6h) = IfI5 (7.8)
k=1

Aus (7.8) folgt insbesondere, dass die Fourier-Koeffizienten ay, by Nullfolgen bilden.

Nun zur Untersuchung der punktweisen bzw. gleichméfigen Konvergenz der Fourier-
Reihe. Zunéchst ist klar, dass Satz (7.7) lediglich die Konvergenz im quadratischen
Mittel zeigt, woraus nicht auf die punktweise Konvergenz geschlossen werden kann.
Tatsédchlich hat Paul du Bois-Reymond (1831-1889) eine stetige Funktion f € Cy,
angegeben, deren Fourier-Reihe in mindestens einem Punkt divergiert.

Die Jackson—Siatze.

Ausgangspunkt fiir die folgenden Untersuchungen ist das Lemma von Lebesgue (3.4).
Hierbei ist zu beachten, dass S,, : Co, — T, ein stetiger linearer Projektor ist. Die
Stetigkeit ergibt sich beispielsweise aus der Integraldarstellung (vgl. (4.16))

2

Sa(f)(E) = l/f<ze+9) D,(0)df,  D,() =

™
0

sin[(n + 1/2)6]
2 sin[6/2]

(7.9)
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Das Lemma von Lebesgue ist also anwendbar und lautet hier konkret

If = Sa(Plle < (L4 1ISall) Ea(f),  En(f) = inf If =plle (7.10)

pe

Dabei bezeichnet E,(f) den Minimalabstand von f zu T, beziiglich der Maximums-
norm.

Wir beginnen mit einer Abschéitzung fiir ||.Sy,||oo-

Satz (7.11)
sin[(n+1/2)0
a) ISulle = /| e 1o
sin(0/2)
4
b) — In(1+n) < [[Sofle £ 1+ In(2n +1).
7r
Beweis:

zu a) Dies folgt direkt aus der Integraldarstellung (7.9). Man beachte, dass D,,(6)
eine gerade, 2m-periodische Funktion ist.

zu b) Seien 6y := (k7)/(n+ 1/2) die Nullstellen von D,(#). Damit gilt

O i1

1 sin[(n 4+ 1/2) 0]
>

Sulle > = Z /\ s
k=0 0y,
Or+1

s 2 Z 7|sm (n+1/2)0]|d6
o 9k+1

n—1
4 1 4
= = Z ) > = In(n +1).
k=0
Fiir die rechte Seite verwenden wir die folgenden beiden Abschétzungen

sin[(n +1/2) 6] n
ey 77 Z cos(k0) | < 2n+1,

sin[(n +1/2) 0] 1
s/ | S g

sowie |

Fiir irgendein p €10, 1[ folgt somit

s

m
1 2 1
1Sulle < = (/(2n—|—1)d9 + /f w) = Gt o7
T 0 T 1
0 1%
Speziell fiir p=m/(2n+ 1) ergibt sich die angegebene obere Schranke. O
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Um nun mittels (7.10) Konvergenz zu zeigen, benttigen wir die hinreichend schnelle
Konvergenz von E,(f) =0 (n — o0). Hierzu dienen die verschiedenen Sétze von
Jackson, benannt nach Dunham Jackson (1888-1946), einem Schiiler von Edmund
Landau.

Satz (7.12) (Jackson I)
Fir f e Cglg = Oy NCHR) und n €Ny gilt

™

E) = 55

1/ lloo-

Beweis: Zunichst zeigt man mittels partieller Integration die Darstellung
ft) = ! ]f(&)d@ + ! /WQf’(G—l—t%— ) do (7.13)
27 27 ey .

Der erste Summand ist konstant. Da T, die konstanten Funktionen enthélt, geniigt
es, den zweiten Summanden durch trigonometrische Polynome aus T,, zu approxi-
mieren.

1 ™
BAf) = wf {5 (076 t4mds — q®lw: g€ T} (119
Nun ist fiir g € Co, und p € T,, die folgende Funktion
o) = [ 9(6)g(6-+0)dt
auch stets wieder ein trigonometrisches Polynom in T,,. Aufgrund der Periodizitét
von p und g hat man nédmlich
at) = [pl6-0)9(6)as
Qg

p@—1t) = 50) + Zak(e) cos(kt) + bg(0) sin(kt).

Wir reduzieren also die Infimumsbildung in (7.14) auf die trigonometrischen Poly-
nome ¢ der obigen Form, wobei wir ¢(t) := f'(t + ) wéhlen. Damit erhalten wir
aus (7.14)

™

E(f) < inf {5 / (6 — p(0) SO +1+m)d8||w: peT,}
— . (7.15)
< oo Pl it ( [16— )]0 peT,).

75



Damit ist nun unser Problem, eine obere Schranke fiir F, (f) zu finden, zuriickgefiihrt
worden auf eine L;-Approximationsaufgabe, namlich auf das Problem, die Funktion
g(t) =t in L;-Sinn auf dem Intervall [—m, 7] durch ein trigonometrisches Polynom
p € T, zu approximieren.

Wir verzichten darauf, die L;-Optimalitat der folgenden Konstruktion zu beweisen,
und geben statt dessen nur die Losung dieser Approximationsaufgabe an. Dazu
bedarf es noch einiger Vorbemerkungen iiber trigonometrischer Interpolation.

(a) Zu (2n+1) Knoten ty < t; < ... < ty, € [-m,n[ und Funktionswerten f; gibt
es genau ein trigonometrisches Polynom p € T,, mit p(¢;) = f;, j=0,...,2n.
(Beweis: Transformation in ein komplexes Polynom.)

(b) Ein trigonometrisches Polynom p € T,,, p # 0, kann in [—m, w[ hochstens 2n
Nullstellen haben.
(Beweis: Gébe es mehr als 2n Nullstellen, hidtte man einen Widerspruch zu (a).)

km
Wir set t, = ,
(c) Wir setzen tj —— ]

Polynom p € T, der Form p(t) = > 7 besin(kt) mit p(tx) =tx, k=1,...,n.

(Beweis: Wende (a) an auf die Stiitzstellen (£tx, +t) und (0,0) und zeige ebenfalls
mittels (a), dass alle a; verschwinden miissen.)

k=1,...,n. Dann gibt es genau ein trigonometrisches

(d) Die Fehlerfunktion e(t) := ¢t — p(t) hat in ]0,7[ genau die Nullstellen
tk, kzl,...,n.

(Beweis: e hat nach Konstruktion die Nullstellen ¢, und 0. Hétte e noch eine weitere
Nullstelle in ]0, 7[, so wére €'(t) = 1 — p/(t) ein gerades trigonometrisches Polynom
in T,, und hétte nach dem Satz von Rolle wenigstens (n + 1) Nullstellen in |0, 7],
also wenigstens (2n + 2) Nullstellen in [—7, 7[; Widerspruch!)

Fiir die obige Konstruktion werten wir nun die L;—Norm aus

el = 10~ p®lds = 2 [ 1o - p(e)| ao.
-7 0
Dazu setzen wir o,,1(t) := sign[sin((n + 1)¢)] und finden

™

/ it — ()] dt

0

| / Guia(t) (t — p(t)) dt |

= | / T (t)tdt — > by / Tpya(t) sin(kt) dt |

k=1 0
n tkt1
= |0 [
k=0 :
k
2+ 1)
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Zur vorletzten Gleichung zeigt man explizit, dass samtliche Integrale
J onia(t) sin(kt)dt  verschwinden. Die letzte Gleichheit ist ebenfalls durch
explizite Berechnung der Integrale [ ¢dt zu zeigen.

Insgesamt ist damit eine obere Schranke, ndmlich |le||; < #%/(n + 1) bewiesen,
wobei diese Schranke (ohne Beweis) bestmoglich ist. Setzt man diese nun in (7.15)
ein, so ergibt sich schliellich die Behauptung des Satzes. O

Bemerkung (7.16)

Der in der Abschitzung (7.12) auftretende Faktor 7/(2n + 2) lésst sich nicht
verbessern.

Beweis: Zu ¢ > 0 ldsst sich eine Funktion f, € Cglg konstruieren mit den
Eigenschaften

2(n+1
Falbr /1)) = (<DF k=0,%1,. £+ 1), e < 22D (140

Sei p. nun eine Bestapproximation von f. aus T,, bzgl. ||-|l. Wére || fc—pelloo < 1,
so héitte p. in den t; das gleiche Vorzeichen wie f. und somit nach Zwischenwertsatz
wenigstens 2n + 2 Nullstellen in | — 7, w[. Widerspruch!

Damit folgt aber

T
E(f) > 1> Nloo.
Fiir € | 0 geht die Abschéitzung gegen die des ersten Jackson-Satzes. O

Satz (7.17) (Jackson II)
Ist f € Cy, Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstanten L, so gilt fiir n € Nj

T
E.(f) < —
() = 2(n+1)
. t+6
Beweis: Fiir § >0 setze man Fj(t) := 75 /f(@) df. Dann ist Fj GC(2173
=5
1
und es gilt Fi(t) = 25 (f(t+06)— f(t—19)), also [|F}[le < L.
Ist p € T,, nun Bestapproximation von Fj aus T, bzgl. || - ||~, so folgt
T
() <1 =pl < 1 = Fills 1B =2l < I = Pl + 5055
Ferner lésst sich abschétzen
. t+6 . t+8 s
I = Foloe = max |5 [ (7(0) = F(6))db] < mae o [ 1e—olap =
t—6 t—4
und somit ||f — Fslloo = 0 (61 0). O
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Satz (7.18) (Jackson IIT)
Ist f e Cy,, sogilt fiir n € Ny

T
n—+1

Bf) £ 5 w(=Tm).

Dabei ist w(d) :=sup{|f(z) — f(y)| : |z —y| <0} der Stetigkeitsmodul von f.
Beweis: Fir § > 0 sei Fs wie im Beweis zu (7.17) erklirt. Dann folgt mit
Fj(t) = (f(t+06)— f(t—9))/(206) die Abschéitzung

w(29) < w(9)

26 — 6
Die letzte Ungleichung ist eine direkte Folge aus der Definition des Stetigkeitsmoduls.
Nach dem Jackson-Satz I gilt damit £, (Fj5) < w(d). Weiterhin ist

1F5lloe <

~ 2(n+1)0
. t+5
If = Fille = max 5| [ (76) - £(6)) a8
=5
. t+3
< — =
< max o w(d) db w(9)
t—5
Insgesamt ergibt sich somit wieder
™
E < — F, E,(F; 14+ —— :
W(f) < If = Fsllo + En(F5) < ( +2<n+1)5)w(5)

Speziell fiir § =7/(n+ 1) ergibt sich die Behauptung des Satzes. O

Bemerkung (7.19)

Da fiir eine stetige Funktion f € Cy, der Stetigkeitsmodul gegen Null konvergiert
w(r/(n+1)) = 0 (n — oo) folgt aus dem dritten Jackson-Satz auch der zweite
WeierstraBsche Approximationssatz zuriick: Jede stetige, 2m-periodische Funktion
lasst sich bzgl. der Maximumsnorm beliebig genau durch trigonometrische Polynome
approximieren.

Kombiniert man nun diese Abschéitzung fiir die Minimalabweichung FE,,(f) mit der
Abschéitzung (7.11b) fiir die Operatornorm ||Sy||s, so ergibt sich der folgende Satz
von Dini und Lipschitz.

Satz (7.20) (Dini, Lipschitz)
Erfillt f € Cy, die Dini-Lipschitz-Bedingunyg,

1;&)1[(;}(5) Ino] = 0,

so konvergiert die Fourier-Reihe S,,(f) gleichméBig gegen f fiir n — oo.

78



Beweis: Aufgrund des Lemmas von Lebesgue (7.10) sowie der Abschitzungen
(7.11) und (7.18) ergibt sich

1f = Sn(Dlle < (14 [19nlloo) Enl(f)

T
n+1

< (24 In(2n+1)) §w(

2 )

Fiir n > 3 stellt man fest, dass In(2n+1) < In(27) — In(
gelten.

nj— 1) und In(27) < 2
Somit folgt

T T 7r
— 151
n+1) > n(n+1)w(

[f = Sn(f)lle < 6w

n+1 O

Bemerkung (7.21)

Uber die Konvergenzgeschwindigkeit der Fourier-Entwicklung, wenn weitere Glatt-
heitsvoraussetzungen an die Funkton f gestellt werden, gibt schliellich der vierte
Jackson-Satz Auskunft, den wir nur kurz zitieren wollen

™

(k) ._ k
f ey :=CyrNCHR) = E,(f) < (2n—|—2

)P

Berechnung von Fourier—Koeffizienten.
Wir beginnen mit der komplexen Darstellung der Partialsumme
Su(f) = % + 3" [ar cos(kt) + by sin(kt)] (7.22)
k=1

der Fourier-Entwicklung einer Funktion f € Csy,. Stellt man cost und sint als
Real- und Imaginirteil von e¥ dar, so ergibt sich

" . , be . .
Sn(f) = % + 3 % (e +e ™) + Q—k (e — e~ k1) ]

k=1 L

. ao - ag —ibk ikt Qe +ibk ikt

- 7*2[—2 e+ e (7.23)
k=1

— Z Ckezkt

k=—n
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Umrechnung der Koeffizienten: (k=1,2,...,n)

ag 1 . .
o 5 Ch 5 (ax —ibg), C_k 5 (ax + i by), (7.24)
ag = 2co, ar = ¢, + c_p, b = i(ck — c_p).

Fourier—Koeffizienten: (k€ Ny, j€Z)

27

a = %/f(t) cos(kt) dt,
027r

be = % / £(#) sin(kt) dt, (7.25)
" 27

¢ = %/f(t)e“tdt.

0

Die Grundidee zur numerischen Berechnung der Fourier-Koeffizienten besteht darin,
die Integrale in (7.25) durch Trapezsummen zu approximieren. Wegen der Periodi-
zitat der Integranden sind diese zur numerischen Quadratur besonders gut geeignet.

Fiir hinreichend grofle N € N setzen wir

2
ho= WW te = kh, fo = f(ty), k=0,1,...,N. (7.26)
Mit fo = fn (Periodizitét) ergeben sich dann die folgenden Ndherungen durch die
Trapezsumme

Lohfh fn
ar =~ ; {E + J;f] COS(k‘ij) + 7
5 N-1
= fjcos(jkh) = A, k=0,...,n,
=0
5 N-1 (7.27)
b, =~ N fisin(jkh) = By, k=1,...,n,
=0
Ay _ , ~
Sn(f) =~ 5 + [Ag cos(kt) + By sin(kt)] = S,(f)(¢t).

k=1

Man beachte, dass die Approximationen A = a; und By = b, i. Allg. nur
fiir kleine k& brauchbar sind. So sind die A, By geméaf Definition periodisch im
Index, Apiny = Ag, Brin = By, wihrend die tatséichlichen Fourier-Koeffizienten
Nullfolgen bilden. Eine Faustregel besagt, dass man N > 2n wihlen sollte.
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Andere Interpretationen:

a) Man kann die diskreten Fourier-Koeffizienten Ay, By (eigentlich Ay n, Bin)
auch als exakte Fourier-Koeffizienten einer diskretisierten Approzimationsaufgabe
interpretieren. Zu N > 2n + 1 werde definiert

2
R = Cy,(B), B = {lk: k:O,l,...,N—l},

N
9 N-1 (7.28)
(f.9) = = 3 SOh) glkh).
k=0
1
Die Funktionen —=, cost, sint, ..., cos(nt), sin(nt) bilden eine ONB des von ihnen

V2
aufgespannten (diskreten) Raumes T, bzgl. (-,-). Die Ay, Bg liefern dann die
Losung der Ly—Approximationsaufgabe, ein vorgebenes f € R durch ein Element
aus T, zu approximieren. Genauer ist die Losung der Approximationsaufgabe
gegeben durch

SNn(f)(t) = % - Z [Ag cos(kt) + By sin(kt)],

wobei die Ay, By durch (7.27) gegeben sind.

b) Die Ay, By lassen sich auch als Losung einer trigonometrischen Interpolation-
aufgabe interpretieren.

Zu Interpolationsdaten (ty, fr), k = 0,1,..., N — 1, mit ¢; aus (7.26), ist eine
interpolierende trigonometrische Summe der Form

A n
70 + E [Ag cos(kt) + By sin(kt)], fir N=2n+1,
q(t) = "

A
S+ D 1A cos(kt) + By sin(kt)] + A, cos(nt), fiir N =2n.
k=1

(7.29)

Es lésst sich dann zeigen, dass diese Interpolationsaufgabe eine eindeutig bestimmte
Losung besitzt, welche gerade durch die Ay, By gemif (7.27) gegeben ist.

Komplexe Variante: Man sucht ein (komplexes) trigonometrisches Polynom der
Form

p(t) = Cr e (7.30)

das die gegebenen Daten (i, fx), k =0,..., N — 1, interpoliert.

Man erhélt wieder eine eindeutig bestimmte Lésung, ndmlich

N-1

1 .
Ch = 5 2 fie™™ k=01 N-1 (7.31)

=0
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Auch hier lésst sich die reelle Losung (7.27) und die komplexe Losung (7.31) inein-
ander umrechnen. Man erhélt analog zum kontinuierlichen Approximationsproblem,
vel. (7.22), (k=1,...,n)

A 1 . 1 .
Co = 70, Cr = é(Ak_ZBk)a Cn_k = §<Ak+lAk)v

Ao = 200, Ak = Ck + Cka, Bk = Z(Ck — Cka)-

(7.32)

Fazit: Sowohl fiir die numerische Berechnung der Fourier-Koeffizienten wie auch fiir
die Auswertung der trigonometrischen Partialsummen sind jeweils trigonometrische
Summen der Form (7.27) bzw. (7.31) auf einem festen Gitter - oder kontinuierlich
(7.22) bzw. (7.23) auszuwerten. Dabei ist es gleichgiiltig, ob man die reelle oder die
komplexe Darstellung verwendet, da beide inneinander umgerechnet werden kénnen.

Der Algorithmus von Goertzel und Reinsch.

Der Algorithmus berechnet zu gegebenen Daten fy,..., fyv_1 € R und t € R die
trigonometrischen Summen

P
2
I

At) = fr cos(kt), B(t) := fr sin(k t). (7.33)

il
o
=
Il

Die Grundidee des Algorithmus ist — ganz analog zum Clenshaw Verfahren — die
Verwendung einer Dreiterm-Rekursion fiir die Terme ¢, := cos(kt) und s =
sin(kt). Mittels trigonometrischer Umformung zeigt man

co = 1, ¢ = cost, Cht1 = 2C1C — Ch—1, Kk 2>1,

(7.34)
so = 0, §1 = sint, Sgr1 = 2C1 8 — Sk_1, k> 1.

Mit der gleichen Technik, die wir fiir den Algorithmus von Clenshaw angewendet
haben, vgl. (6.30), erhalten wir den folgenden Algorithmus von Goertzel (1958):

Algorithmus von Goertzel (7.35)
Uv =0, Uy = fa,
c = cost, F = 2c,
fir k= N—2, N—3,...,1
Uy = fr + FUgr — Upgo

A(t) = fo + CU1 — UQ, B(t) = U1 sin t.
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Anmerkungen: Zu Berechnung aller Ay, By, t = t, = 27 k/N, benotigt der
Algorithmus O(N?) wesentliche Operationen.

Fiir kleine |t ist der Algorithmus numerisch instabil. Der Grund liegt darin, dass
der Algorithmus mit ¢ = cost arbeitet. Kleine Anderungen in ¢ = 1 entsprechen
dabei groflen Anderungen in t.

Stabilisierung nach Reinsch (1968)

Man ersetzt die Rekursion (7.34) durch eine solche, die mit sin®(¢/2) bzw. cos?(t/2)
anstelle von cost arbeitet. Hintergrund sind die trigonometrischen Relationen
t
o0t _
sin (2)

t
(1 — cost), 0082(5) = —(1+ cost).

DN | —
DN | —

Fall 1: cost > 0.
U. = fuo +2c1Ups1 — Upyo
= fi +2(c1—1)Ukp1 + 2Ups1 — Upso

= Uk =Ukt1) = fe +2(c1—1) U1 + (U1 — Upp2).
Mit Dy := Uy — Ugy1 gilt somit
Dy = fi — 4sin*(t/2) Uppr + Dy
ud 4 = fo4 U — Uy = Uy — Uy = Dy + 2 sin®(t/2) Uy.
Fall 2: cost < 0.

U. = fi + 2c1Upp1 — Uppo
= fi +2(c+1) U1 — 2Up41 — Uiypo

= (Up+Uk1) = fe +2(c1+1)Upsr — (Upgr + Upsa).
Mit Dy := Ug 4+ Ugy1 gilt somit
Dk = fk + 4 COS2(t/2) Uk+1 - Dk+1
und A == f() + Cl U1 - U2 == UO — 01 U1 == DO — 2 COS2(t/2) Ul.
Algorithmus von Goertzel und Reinsch (7.36)
Falls cost > 0: o :=1, F := —4sin’(t/2),
sonst : o:= -1, F := 4 cos’(t/2),

Uy = 0, Dy_y = fN—la



fir k = N—2, N—3, ..., 0

Ukt1 = Diy1r + 0 Upgo,

Dy = fi + FUgy1 + 0 Diqy,
A(t) == Dy — 05 FU;, B(t) := U sint.

In dieser Form ist der Algorithmus numerisch stabil und nur wenig aufwendiger als
die urspriingliche Version von Goertzel.

Die schnelle Fourier-Transformation (FFT).

Der Algorithmus von Goertzel und Reinsch wertet die trigonometrischen Summen
an beliebigen Stellen ¢ € R aus. Er ist jedoch mit O(N?) Operationen immer
noch recht aufwendig.

Ist man jedoch nur an den diskreten Fourier-Koeffizienten Ay, B interessiert, oder
mochte man das trigonometrische Polynom nur auf dem Gitter &k h, h = 27/N
auswerten, so lassen sich effizientere Algorithmen angeben, die mit O(N log, N)
Operationen auskommen. Solche Verfahren sind unter dem Namen FFT (fast Fouri-
er transform) bekannt. Sie sind durch eine Arbeit von J.W. Cooley und J.W. Tuckey
(Math. Comput. 19, 1965) populdr geworden und bilden auch heute ein aktuelles
Forschungsgebiet.

Wir gehen im Folgenden von der komplezen Darstellung aus und nehmen an, dass
N eine Zweierpotenz ist. Der reelle Fall wird mittels der Riicktransformation (7.32)
erledigt.

Gegeben: N = 2"l r e N,

h:27T/N, tk:kh, fk:f<tk)7 ]{ZZO,...,N—L

=

1 .
Gesucht: ckzﬁ fie kh bk =0,... N—1.

J

I
=)

Die Grundidee besteht darin, die Summe in zwei Summanden aufzuteilen, die sel-
ber als Fourier-Koeffizienten zu einem groberen Gitter mit doppelter Schrittweite
interpretiert werden kénnen.

Setzen wir m := N/2 und sortieren die Summe C}% nach geraden und ungeraden
Indizes, so ergibt sich fir £k =0,...,N —1
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j=0

= Gy + etkm/m Uy, wobei definiert wird

J

m—1 m—1
1 ” 1 -
[P— § a1k (2m/m) - E . —ij k(2w /m)
Gk = N - f2j € ; Uk Ea N - f2]+1 € .

Nun sind die G und U, periodisch im Index:
Gker:Gk, Uk+m:Uk7 ]ﬂ:O, 1,...,m—1,

so dass sich der Rechenaufwand zur Berechnung der Gj und U, gegeniiber der
Berechnung der €} im Wesentlichen halbiert. Wir fassen den Reduktionsschritt
noch einmal zusammen.

Reduktionsschritt (7.37) Mit m := N/2 berechne man

fir k=0,1,...,m—1
1 m—1
Gk = N . f2] eiljk(QTr/m)’
7=0
1 m—1
Up = N fojr e IR E@T/M)

=0

.

Cy = G, + e ikm/m Uy,

Ck+m = Gy — e_ikﬂ/m U.
end k.

Dieser Reduktionsschritt wird nun iteriert bis nur noch triviale Fourier-

Transformationen (also m = 1) auszufiihren sind. Die einzelnen Fourier-
Transformationen fiir m = 1,2, 4,...,2" werden aus diesem geméaf (7.37) zusam-
mengesetzt.

Der Algorithmus besteht aus zwei Phasen: Zunéchst werden die Daten so umsor-
tiert, wie sie nach Durchfithrung aller Reduktionsschritte auftreten. In der zweiten
Phase werden diese Daten dann gemaf (7.37) wieder zusammengesetzt.

Phase 1: Sortieren der Daten:

Wir betrachten zunachst den Sortierschritt fiir N = &:
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Ausgangsdaten: fo fi fo fs fa fs fe fr

Schritt 1: fo fo fa fsl fi f3 fs fr
Schritt 2: fo fal fo fol A fs] fs S
Schritt 3: fol fal fol fol ful f5| fs] fr

Betrachtet man die Dualdarstellung der Indizes bei den obigen Sortierschritten, so
sieht man fiir den ersten Schritt

(27)  |* ... %]|0| (27+1)  |*...x|1]
1 N\ i\ RVIRN
(7) |0] % ... | (m+ ) BIE

Fiir sémtliche r Sortierschritte erhélt man die Index-Zuordnung

J = Grdr1---d1do)e = 7 = (oJ1 - Jro1r)2

d.h. der Index des f-Wertes in Anfangsposition j ergibt sich durch Bitumkehr der
Ziffernfolge in der Dualdarstellung des Index j.

Fiir das Beispiel N =8 ergibt sich

J (J)2 (j)2 J
0 (000) ©000) 0
| (001) (100) 4
> (010) (010) 2
3 (011) (110) 6
4 (100) (001) 1
5 (101) (101) 5
6  (110) 011) 3
7 (111) (111) 7

Algorithmus FFT — 1.Teil (7.38)
Co = fo/N; j =0
for 7 = 1,2,...,N—1
¢ = N/2;
while (435 > N,
0= 10/2;

j = Jj+3(—N;
C; = [i/N;
end j
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Erliuterung: In Schritt j wird zum Index j der neues Index j berechnet.
Dabei wird in der while-Schleife der alte Index j auf fiihrende Einsen getestet

7= (L. 1,0, 502, i)
= (0,...,0,1,0, ... ,0),

Jnen = (0,...,0,1,jesa, .o jr)
J+30—n = (0,...,0,1, 502, .,7r)2

Phase 2: Nachdem die f;~Werte nun in die richtige Reihenfolge gebracht worden
sind, erfolgen die Reduktionsschritte (7.37)

Algorithmus FFT — 2.Teil (7.39)

m=2% m=2-m
0,1,....m—1
¢ = exp(—ikm/m);

for 7 = 0:m:N—-m

G = Cju;
U = ¢ Citkrms;
Ciqp = G+ U;
Citktm = G — U;
end j
end k
end ¢

Joseph Fourier (1768 — 1830)
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