H.J. Oberle Approximation WS 2013/14

6. L, - Approximation
Euklidische Raume.

Im Folgenden sei (R, (-,-)) ein Euklidischer Vektorraum, also ein reeller, linearer
Raum mit einem Skalarprodukt. Bekanntlich lauten die Skalarprodukt-Axiome

(fLif) 20, (L) =0« f=0

(fr9) = (9. 1), (6.1)
(afi+Bf29) = alfi,9) + B(f29)
Durch |[|f]| = /{f, f) wird die zugehirige Norm auf R definiert.

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
[(Fal < I IHglls (6.2)

dabei gilt die Gleichheit genau dann, wenn f, ¢ linear abhéngig sind.

Parallelogrammgleichunyg:

1F +gll* + 1F =gl = 2 (IFI1* + lgll*)- (6.3)

Die Norm eines Euklidischen Raumes ist stets strikt konvex, vgl. (2.11), damit ist
die Eindeutigkeit der linearen Approximationsaufgabe gesichert, vgl. (2.14).

Charakterisierungssatz (6.4)

Ist f € R und ist V ein linearer Teilraum von R, so gilt: p* € V ist genau
dann eine Bestapproximation von f aus V', wenn der Fehler e := f — p* auf V
senkrecht steht, also fiir alle p € V' gilt: (e,p) = 0.

Beweis: Siehe Satz (2.4). Die Abgeschlossenheit von V' und die Vollstédndigkeit
von R wurde dabei lediglich fiir die Existenz einer Bestapproximation benotigt, vgl.
auch (2.3). O

Aus dem Charakterisierungssatz folgt unmittelbar die folgende Relation (Satz des
Pythagoras) fiir eine Bestapproximation p* von f

(R (WA 2 e [ (6.5)

Im folgenden Satz beschreiben wir, wie sich die Bestapproximation im Fall eines
endlich dimensionalen linearen Raumes V' berechnen lésst.
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Abb. 6.1 Charakterisierungssatz.

Satz (6.6)

Sei V ein endlich dimensionaler linearer Teilraum von R.

a) Ist (hg,...,h,) eine Basis von V, also dim(V) = n+1, so ist die Bestapproxi-
mation p* = > a;h; von f aus V gegeben durch das lineare Gleichungssystem

(ho,ho) .. {(hn,ho) o (f, ho)
: : : = E : (6.7)
(hoy hn) <o (B, hy) Qy, (f hn)
Die Koeffizientenmatrix G(hy, ..., h,) € RO+ st symmetrisch und regulér

(beachte Existenzsatz II), sie heifit Gramsche Matriz.
b) Ist (qo,-...,q,) eine Orthonormalbasis (ONB) von V, so ist die Bestappro-

ximation gegeben durch
n

= > (f4) ¢ (6.8)

J=0

(6.8) heiBt auch Fourier-Entwicklung von f bzgl. der ONB (hy, ..., h,), die Ko-
effizienten (f,q;) heiflen auch Fourier-Koeffizienten.

Beweis: zu a): Nach (6.4) ist p* = > «;h; genau dann Bestapproximation,
wenn gilt

Vk=0,1,...,n: (f—zjajhj,hk) =0
& VE=01...,n: > (hh)a; = (f ).
J
Dies ist ein eindeutig losbares lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der «;.

zu b) Im Fall einer ONB wird die Koeffizientenmatrix zur Einheitsmatrix
G(q0y---,qn) = I,y1, und damit folgt ap = (f,qx) fur alle £ =0,1,... n.

O
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Bemerkung (6.9)

Sei (qo, .- -,q,) ONB von V. Wegen (6.5) folgt fiir die Bestapproximation p* von f
aus V'

dv(f)* = IIF=p I = 1P = 117 = AP = Dol
k=0
und damit insbesondere die Besselsche Ungleichung

Yo fal < AP (6.10)
k=0

Gleichheit liegt genau dann vor, wenn f € V.

Folgerung (6.11)

Ist (gx)ren eine Folge orthonormaler Vektoren aus R und V,, := Spann(qq, - .., qxn),
so folgt fiir f € R aus der Besselschen Ungleichung, dass die Reihe Y 0% [(f, qx)|?
(absolut) konvergiert, insbesondere gilt damit

lim (f,g.) = 0, (6.12)
n—oQ
die Fourier-Koeffizienten bilden also eine Nullfolge!

Gilt dariiber hinaus, dass der lineare Teilraum V :=|JV,, in R dicht liegt (vgl. die
Weierstrafischen Approximationssétze bzw. die Aussagen iiber die Splinerdume), so
gilt lim, o dy, (f) = 0. Damit folgt aus (6.9) die so genannte Parseval-Gleichung

S Kl = 1117 (6.13)

k=0
Beispiel (6.14)
Die Funktionen
cost, sint, sin(2t), cos(2t),...

1
\/57
bilden ein Orthonormalsystem bzgl. des inneren Produktes

2T

(ro) = 3 [10gwd  fgeCan

0

Die Bestapproximation einer Funktion f € Cy, beziiglich des Raumes T, (vgl.
(4.14)) lautet damit

pr(t) = % + Z[akcos(kt) + by sin(kt)],

ap = (f,cos(kt)), bx, = (f,sin(kt)).
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Beispiel (6.15)
Gegeben seien die Mefidaten

tk . 1 2 3
yr ¢ 2.0 28 4.2

Gesucht ist eine bestapproximierende Gerade p(t) = ¢+ c1t beziiglich der gewich-
teten Norm (m > 0)

lgll> == mg(to)* + 10g(t1)* + 10g(t2)*; g € R:= C({to, t1,12}).

Offensichtlich ist die Norm zugehérig zu dem entsprechenden Skalarprodukt, so dass
wir die Lo-Theorie anwenden konnen.

Wir wihlen zunéchst die Basis ho(t) = 1, hi(t) =t. Das lineare Gleichungssystem

(6.7) lautet dann
Co 2m + 70
c1 B 2m+182 |

Dieses Gleichungssystem entspricht der Normalgleichung des linearen Ausgleichs-
problems. Man sieht, dass die Koeffizientenmatrix fiir groe Parameter m schlecht
konditioniert ist. Die Berechnung der Bestapproximation iiber diesen Weg ist daher
numerisch instabil.

m+20 m+ 50

m+ 50 m + 130

Die Losung des obigen Gleichungssystems lautet

0.96 m 1.04m + 2.8

€ = m+2’ “a = m—+ 2

Alternativ kénnte man eine orthogonale Basis wihlen, die sich mit dem Gram-
Schmidtschen Verfahren aus (hg, hy) gewinnen lésst (auf die Normierung wird hier
verzichtet). Man erhilt

m + 50
m+20°

po(t) = 1, mt) =t—a, a=

Das zugehorige lineare Gleichungssystem (6.7) erhélt dann die Form

m + 20 0 & 2m + 70
0 50m + 100 ( - ) = 52m + 140
m—+ 20 ! m + 20

Hieraus lassen sich die ¢; numerisch stabil berechnen. Durch Umskalierung der ersten
Gleichung lasst sich zudem erreichen, dass die Konditionszahl der Koeffizientenma-
trix fiir m — oo beschrankt bleibt.
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Beispiel (6.16)
Sei R := CJ[0,1], (f,g):= fol f(t)g(t)dt und V, = 11,0, 1].

Wéhlt man die Monome (1, t,. .., t") als Basis von V,,, so erhdlt man fiir die Gram-
sche Matrix

! 1/2 ... 1/(n+1) ]
1/2 /3 ... 1/(n+2)
G(1,t,...,t") =
| 1/(n+1) o 1/@2n+1) |

Dies ist bekanntlich die Hilbert-Matriz, die fiir groflere Werte von n schlecht kondi-
tioniert ist.

Als Abhilfe ergibt sich auch hier die Moglichkeit, eine orthogonale Basis mit Hilfe
des Gram-Schmidtschen Verfahrens zu konstruieren. Man erhélt hierfiir umskalierte
Legendre-Polynome.

Orthogonale Polynome.

Sei [a, b] C R ein kompaktes Intervall mit a < b. Sei R := C[a,b] und w :]a,b[— R
eine stetige, positive Gewichtsfunktion, fiir die das Integral f;w(t) f(t)dt fir alle
Funktionen f € Cla,b] (im uneigentlichen Sinn) existiert.

Durch
b

(f.g) = / w(t) (1) g(t) dt (6.17)

wird dann ein Skalarprodukt auf R erklart.

Als Teilrdume fiir eine Lo-Approximation untersuchen wir die Polynomrédume V,, :=
I1,,[a, b] und bestimmen hierzu eine Orthogonal- bzw. Orthonormalbasis von V,, bzgl.
(-,-). Da die Normierung in der iiblichen Form, ndmlich ||gx|| = 1, noch Freihei-
ten ldsst und zudem kompliziertere Wurzel auftreten, wahlen wir statt dessen die
Normierungsbedingung

e = t* + a1 t* T+ a, (6.18)

also hochster Koeffizient = 1, die die Eindeutigkeit erzwingt und zudem
pkEHk\Hk_l ergibt.
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Satz (6.19) (Uber Orthogonalpolynome)

a) Es gibt eine eindeutig bestimmte Folge von Orthogonalpolynomem (pg)ken,
mit p, € Iy \ Il—1, (pj,px) = 0 fiir j # k, und der Normierungsbedingung
(6.18).

b) Die (px) gentigen der Dreitermrekursion

pe(t) = (t—a) peai(t) — bepea(t), k=2,3,...,

{tPr—1, Pra) (6.20)

<pk717pk71> ’

(t Dh—1, D—2)

b, = )
g <pk727 pk—2>

ap =

Startwerte sind po(t) :=1, pi(t) ==t —ay.
c) Das Orthogonalpolynom py besitzt genau k einfache Nullstellen, die sdmtlich
im offenen Intervall |a,b| liegen.

Beweis: zu a), b): Mit &£ > 1 und py := 1 seien bereits normierte, orthogonale
Polynome py, ..., pr_1 konstruiert worden. Fiir das gesuchte Polynom p; gilt dann
aufgrund der Normierungsbedingung py—tpg_1 € Iy und somit nach Satz (6.6)b)
(Fourier-Entwicklung)

— Dk — tPe—1, ;) — (tpe—1, ;)

k — k—1, k—1>5
Pk — tPr—1 Z j Z J
= () = (ppi)

Die letzte Gleichheit besteht, da p; senkrecht auf II,_; stehen soll.

Fir j < k—2gilt nun (tpe_1,p;) = Pe-1,tp;) = 0, da tp; € IIy_5. Damit
bleiben von der obigen Summe nur zwei Summanden bestehen und wir haben

(tpr—1,Pk—1) (tpr—1, Pr—2)
(- (nennt)y, i)

Pk
<pk—1,pk;—2> <pk—2,pk—2>

Pk—2

= (t—ag) pr—1 — bg Pr—2-

Umgekehrt zeigt man auch unmittelbar, dass durch obige Relation ein normiertes
Polynom p;, definiert wird, das auf II;_; senkrecht steht.

zu c): Seien t; <ty < ... <t €la,b[ die m € {0,1,...,k} Punkte, an denen py
das Vorzeichen wechselt. Man beachte: Alle Nullstellen eines Polynoms p # 0 sind
isolierte Nullstellen! Nullstellen, an denen kein Vorzeichenwechsel stattfindet werden
nicht mitgezahlt. Somit wechselt ¢(t) := (t—t1)...(t—t,,) an den gleichen Stellen
das Vorzeichen. Damit folgt, dass w - q - p, iiberhaupt keinen Vorzeichenwechsel in
|a, b besitzt, also

b

@m) = / w(t) q(t) pult) di £ 0.

a

gilt.

Nun steht py nach Konstruktion auf I1;_; senkrecht, damit muss m = grad(q) > k,
also m = k sein. Da p;, als Polynom k-ten Grades aber nicht mehr als k£ Nullstellen
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besitzen kann, sind die tq,...,%,, samtliche und lauter einfache Nullstellen von py,
die zudem alle in ]a, b] liegen. O
Beispiel (6.21) (Legendre-Polynome)

Hier ist [a,b] = [—1,1], w(t) = 1. Die Orthogonalpolynome sind gegeben durch
die Formel von Rodrigues

1 a

P,(t) = — [ —-1)" 22
A0) = g [ 1)) (6.22)
Normierung:
1-3-5...2n—1
Pty = L35 Cn=l)
n!
: 0, fiir k # ¢,
/ P(t) Pty dt =
I, 2/(2n+1), fir k=1
Dreitermrekursion:
2n+1 n
P,1(t) = tP,(t) — —1(t), >1,
al) = R0 - P, n 623
Py(t) =1, Pi(t) = t.
Differentialgleichung: (Legendresche Differentialgleichung)
-1y + 2ty —nn+1)y = 0, n>0. (6.24)
Zweite Losung von (6.24): Q. (t) = Pu(t) [ dt
A\ 24): a(t) = P, —_ .
" i (=1 P
Beispiel (6.25) (Tschebyscheff-Polynome)
Hier ist [a,b] = [-1,1], w(t) =1/v/1 —t2. Die Orthogonalpolynome sind gegeben
durch
T.(t) = cos[n arccost], te[—1,1], (6.26)
Normierung:
T.(t) = 2n 1 4+ .
IT()T() 0, fir k # ¢,
k(1) Lo(l y
— L dt = /2, fir k=10 #0,
= / #
- ™ fiir k= (= 0.
Dreitermrekursion:
Toii(t) = 2tT,(t) — T,-1(t), n>1,
(6.27)



Differentialgleichung: (Tschebyscheffsche Differentialgleichung)

(1—-t)y" —ty —n*y = 0, n>0. (6.28)

Viele weitere Beispiele (auch fiir unbeschrénkte Intervalle) findet man im Handbuch
mathematischer Funktionen von Abramowitz und Stegun.

0.8f

0.6f

0.4F

0.2f

-1 -0.5 0 0.5 1

Abb. 6.2 Legendre Polynome P,, n=1,...,5.

0.8f

0.6F

0.4}

0.2}

g

-1 -0.5 0 0.5

Abb. 6.3 Tschebyscheff Polynome 7,,, n=1,...,5.
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Satz (6.29)

Fiir die normierten Orthogonalpolynome aus (6.19) gilt: p,, minimiert die Norm
|lp|| iber allen Polynomen p € II,, die die Normierungsbedingung (6.18)
erfiillen.

Beweis: Mit II° sei der affin-lineare Teilraum der Polynome aus II,, bezeichnet, die
die Normalisierungsbedingung (6.18) erfiillen. Anstelle der Minimierung von ||p ||
tiber TI° ldsst sich dquivalent ||p, — ¢l iiber ¢ € II,_; minimieren. Wir suchen
also eine Bestapproximation von p,, aus dem linearen Teilraum II,,_;.

Nach Satz (6.6) hat man fiir die Bestapproximation ¢* die Fourier-Entwickling

—_

s =Y {Pn> k) o

k=0 <pk7 pk)

3

Aufgrund der Orthogonalititseigenschaft ist damit ¢* = 0. O

Satz (6.30) (Algorithmus von Clenshaw)

Eine Entwicklung nach Orthogonalpolynomen f,(t) = >} cxpi(t), wobei py die
normierten Orthogonalpolynome geméfl (6.19) sind, ldsst sich mit dem folgenden
Algorithmus von Clenshaw auswerten

Zpn = Cn;
Zn-1 = Cn—1 + (E— ap) Zn;
firk=n—2:-1:0

2 = cp + (t— Gry1) Zop1 — brga Zkto;

Beweis: Nach (6.19) gilt die Dreitermrekursion
po =1 p = (t—am)
pr = (t—ar)pr—1 — bppr2, k>2

In Matrixschreibweise lautet diese Ap = r mit

1 Po 1
—(t —ay) 1 i 0
b2 —(t — ag) 1 P2 — 0

i b, —(t—ay,) L| | pn| | 0]




Mit ¢ := (cg,...,c,)T gilt nun

fo=plc= A" =r"A e = v = ),

wobei z := A %c oder ATz = c. Dieses lineare Gleichungssystem lautet explizit
_1 —(t—al) b2 i _ZO- _CQ_
Z1 C1
1 —(t — an_l) bn 2 - €2
1 —(t —ay)
i 1 1 | & ] | Cn |

Die Riickwartsubstitution fiir dieses lineare Gleichungssystem ergibt die Rekursion
aus der Behauptung des Satzes. O

Tschebyscheff — Entwicklung.

Wie im letzten Teilabschnitt sei R := Cla,b] und w :]a,b[— R eine stetige und

positive Gewichtsfunktion, fiir die das Integral f:w(t) f(t)dt fir alle f € Cla,b]
existiert. Wieder sei mit (-,-) das Skalarprodukt (6.17) bezeichnet und | - || sei
die zugehorige Norm. Sind (p,) die geméafl Satz (6.19) (eindeutig bestimmten)
Orthogonalpolynome, so werde mit ¢, := p,/||p.|| das zugehorige Orthonormal-
system bezeichnet. Wir haben dann ¢, € I, \ II,—1 und |/¢,|| = 1.

Zu f € R ist damit gemaf Satz (6.6) die Bestapproximation aus II,, (bzgl. || - ||)
gegeben durch die Fourier-Entwicklung

Ru(f) == > ear o = (frae)- (6.31)

Man beachte, dass die Fourier-Koeffizienten ¢, unabhéngig von n sind.

Zu f € R lasst sich damit die folgende formale Orthogonalentwicklung definieren

[e.o]

o~ D ) a (6.32)

k=0

Wir fragen nun nach der Konvergenz der rechten Seite in (6.32) und nach hinrei-
chenden Bedingungen, unter denen in (6.32) Gleichheit gilt.
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Satz (6.33)

Zu f € Cla,b] bezeichne T,(f) die (bzw. eine) Bestapproximation von f aus
II,, beztglich |||l und R,(f) die Bestapproximation von f beziiglich || - ||.
Dann gelten

a) If =Ta(Plle = 0 (0= 00),
b) If=T(HI = 0 (n—o0),
c) If=Ea(AI = 0 (n—o00).

Man beachte, dass i. Allg. nicht ||f — R.(f)]|cc — 0 folgt.

Bewelis:

zu a): Weierstrafischer Approximationssatz.

zu b): )
1=TDIE = [ (0 = Tu)0) wlt)
<
S Tl <
7u c): 1f = RaDI < I — TP -
Satz (6.34)

Die Tschebyscheff-Entwicklung einer Funktion f € C[—1,1] ist gegeben durch

ap . f
R.(f)(x) == — + ar Ti(x), ay,
2 ; e / 1—:1;2

Ist f € C?*~1,1], so konvergiert R,(f) gleichmiBig und absolut auf [—1,1]
gegen f.
Beweis: Mit z = cosf, f(0) := f(cosf) gilt a, = / £(6) cos(k6)d

Fir k£ > 0 liefert die zweimalige partielle Integration

7Tk:2/ £7(6) cos(k6)do

wobei die ausintegrierten Bestandteile verschwinden. Damit gilt die Abschitzung
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lax| < M/k? und somit nach dem Majorantenkriterium die gleichméBige und
absolute Konvergenz von R, (f).

Die Grenzfunktion F' :=lim, ,, R,(f) ist somit (als gleichméfBiger Limes stetiger
Funktionen) stetig und es folgt

If = Fll < If = Ba(HI + [1Ra(f) = F.

Der erste Summand konvergiert nach (6.33) gegen Null, der zweite aufgrund der
Definition von F. Somit ist also F = f. O

Bemerkung (6.35)

An obigem Beweis erkennt man, dass die T-Entwicklung einer Funktion f € C[—1, 1]
direkt mit der Fourier-Entwicklung einer 2 m-periodischen, geraden Funktion zusam-
menhéngt, genauer

~ ao

f(0) = f(cosh) ~ 5 Zak cos(k6),

k=1
27 g
1 [ - 2 [ -
ar = — [ f(0) cos(kO)dfd = — [ f(0) cos(k0) db

Die Riicktransformation auf x liefert gerade die T-Entwicklung der Funktion f.

Aussagen iiber Konvergenz bzw. Konvergenzgeschwindigkeit lassen sich also aus den
entsprechenden Aussagen iiber Fourier-Reihen ableiten.

Im Vorgriff auf spétere Untersuchungen sei der Satz von Dini und Lipschitz zitiert.
Er ist benannt nach Ulisse Dini (1845 - 1918) und Rudolf Lipschitz (1832 - 1903).

Satz (6.36) (Dini, Lipschitz)
Erfillt f € C[—1,1] die Dini-Lipschitz-Bedingung

lgﬁ)l [wp(d) Ind] = 0,

so gilt || f — Ru(f)|lee = 0 (n — 0).

Dabei bezeichnet wy(d) := sup{|f(z) — f(y)| : |z —y| <} den Stetigkeitsmodul
vom f.

Bemerkung (6.37)

In Verallgemeinerung der Aussage von Satz (6.36) ldsst sich in Bezug auf die Kon-
vergenzgeschwindigkeit der Tschebyscheff-Entwicklung zeigen:

Fir f € C™[-1,1], m > 2, gilt die folgende Abschitzung der Tschebyscheff-
Koeffizienten

’a'k" S Mm/km7 k€ N.

69



Insbesondere konvergieren damit die T-Entwicklungen analytischer Funktionen sehr
schnell!

Satz (6.38)
Fiir die Operatornorm || R, ||« der Tschebyscheff Approximation

1
- 2 f (]3
= E'aTx, ay :—/ dx, e C[-1,1],
— k k( ) - \/17 f [ ]
gelten die folgenden Darstellungen

sin n+1/2) ] 1 2
nl|loo — do = -
X / T .

km )
2n+ 17

tan (

(Das Summensymbol Y’ bedeutet, dass des erste Summand mit Faktor 1/2
genommen wird.)

Beweisskizze:

Mit der Substitution x = cost wird

R,(f)(cost) = ; Z'[/f(cos(@)) cos(k ) df] cos(kt)
k=0

= / f(cos(0)) "cos(kt) cos(k6)do
k=0
und damit (analog zu fritheren Uberlegungen)

2 [
|Ryle = max —/\Z'cos(w) cos(kt)| dé

tel0o,m] T
0

= max —/|Z cos(k (t+0)) + cos(k (t —0))) | do

te[0,m] T

max o / |Z cos(k (t+0))| + ]kzzo cos(k (t—0))| do
_ —/|Z’cos(k:9)|d9
m
k=0

2 n
= —/|Z’cos(k;9)|d9.
T o k=0

Da der letzte Term gerade mit der ersten Summe fiir ¢t =0 {iibereinstimmt, gilt in
der obigen Relation durchgehend Gleichheit.

IN
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Die erste Darstellung in der Behauptung ergibt sich dann aus
2 Z’cos(k&) = 1+ 2cos(d) + ... + 2cos(nb)
k=0

n
— E : ezk0

k=—n

2n+1 c 0e2nZ,

sin[(n +1/2) 6|
sin(6/2)

sonst.

Die zweite Darstellung in der Behauptung erhélt man aus der expliziten Aufspaltung
des Integrals zwischen den Nullstellen des Integranden 6, = k7/(n+ 1/2), k =
0,...,n. Die technischen Details hierzu findet man im Buch von Powell. ]

Die zweite Darstellung der Operatornorm || R,||s ermoglicht nun deren explizite
Berechnung. In der folgenden Tabelle sind einige Werte angegeben.

n | Rl oo n [ Rl oo

2 0.16422¢ + 01 12 0.22940e + 01
4 0.18801e + 01 14 0.23542¢ + 01
6 0.20290e + 01 16 0.24065¢ + 01
8 0.21377e + 01 18  0.24529¢ + 01
10 0.22234e + 01 20 0.24945e + 01

Die Werte der Operatornorm ||R, |« liegen somit in der gleichen GroSenordnung
wie die des Operators fiir die Polynom-Interpolation zu Tschebyscheff-Knoten; vgl.
Abschnitt 3.

Es ist allerdings zu beachten, dass die Operatornorm die Approximationsgiite fiir
(nur) stetige Funktionen [ € C[—1,1] widerspiegelt. Fiir glattere Funktionen f
liefert die T-Approximation dagegen i.Allg. erheblich bessere Approximationen!
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