H.J. Oberle Approximation WS 2013/14

5. Splinefunktionen

Interpolation mit Splines.

Die im dritten Kapitel geschilderten Schwierigkeiten bei der Interpolation mit
Polynomen hoheren Grades bzgl. der Approximationsgiite lassen sich dadurch iiber-
winden, dass man auf stickweise definierte Polynome als approximierende Funktio-
nen ausweicht.

Schrinken wir uns zunéchst auf den héufig auftretenden Fall der stiickweise kubi-
schen Polynome ein, so ergibt sich die folgende Problemstellung:

Gegeben seien Interpolationsknoten in einem Intervall [a, b]:
A: a=ty<ti<...<t,=b, (5.1)

sowie Daten f; = f(¢;), j = 0,...,n einer vorgegebenen Funktion f € Cla,b|.
Gesucht ist eine (stetige) Funktion s: [a,b] — R mit den Eigenschaften

(a) 8|00 € s, (b) s(tj)=/f;,j=0,....n. (5.2)

Setzt man das kubische Polynom im j-ten Teilintervall [t;, ;1] mit
s(t) = pi(t) = a5 + bt —t;) + ¢;(t — ;)" + dj(t = t;)° (5.3)

an, so erkennt man, dass zur Festlegung der Koeffizienten pro Teilintervall zwei
Informationen fehlen.

Zur Festlegung kénnte man zusétzlich Ableitungen f; vorschreiben, also neben (5.2)
fordern

p;(%) :f,, p;(tj+1> :f],-_‘_l, ] :0,,71— 1. (54)
Man beachte, dass die Daten f; willkiirlich vorgegeben werden, zumal nur f € Cla, b]

vorausgesetzt war. Zugleich schrinkt man die approximierenden Funktionen damit
auf C'-Funktionen ein.

Mittels einfacher Rechnung ergeben sich hieraus die eindeutig bestimmten Koeffizi-

enten
a; = fj,
b = I,
S 3fltytial — 2f) — fin (5.5)
’ Liv1 — U ’
d. fJ, + fJ/‘Jrl B Qf[tj7tj+1]
! (L1 — t5)°
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Die Splinefunktion ldsst sich nun leicht mittels (5.5) und (5.3) (per Intervallabfrage
und Anwendung des Horner-Schemas) auswerten.

Es gibt verschiedene Wege, geeignete Ableitungswerte f; vorzuschreiben.

A. Kubische Hermite-Interpolation. Hierbei sind die Daten f; vom Problem
her vorgeschrieben, f ist also eine C'-Funktion.

B. Kubische Bessel-Interpolation. Man bestimmt f; als Ableitung einer inter-
polierenden Parabel zu drei benachbarten Knoten:
fir j=1,....,n—1:
p; € Iy interpoliere (¢, fi), i =7 —1,5,7+1;
fi = pj(ty);
fir j=0: f5 = pi(to);
fir j=n: fl = pl,_(t,).

C. Kubische Spline-Interpolation. Man bestimme die fj’« so, dass s sogar eine
C?-Funktion wird, also pi(ty) = pj(t;), 5 =1,2,...,n -1, gilt. Offenbar fehlen
dann aber noch zwei zusétzliche Bedingungen.

Aus (5.3) und (5.5) erhdlt man damit das folgende lineare Gleichungssystem (j =
1,2,...,n—1):

1, 1 1 1
o 2 S e =
hjy 7 " (hj—l " hj) fit py T (5.6)
o= 3( flti, t) n Slts:ti4a] ) .
! hj1 hj 7
wobei h; = tj;1 —t;, j =0,...,n— 1. In Matrix-Schreibweise lautet das
Gleichungssystem (5.6)
!/
1 1 Jo
o 26t E) m - r
= (5.7)
1 1 1 1
hn72 2( hn72 hnfl ) hnfl f/ Tn_l

Schreibt man nun f§ und f] geeignet vor, so kann man diese Ausdriicke auf
die rechte Seite bringen und man erhélt aus (5.7) ein lineares Gleichungssystem mit
einer quadratischen (n—1,n—1) Koeffizientenmatrix, die tridiagonal, symmetrisch
und strikt diagonaldominant ist, somit auch insbesondere regulér. Das lineare Glei-
chungssystem besitzt daher eine eindeutig bestimmte Losung und diese lésst sich
numerisch stabil und effizient mittels Cholesky—Zerlegung der Koeffizientenmatrix
16sen.
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Anmerkung zur Cholesky-Zerlegung: Bei vorgegebenen Ableitungen fj, f!
erhdlt man aus (5.7) das lineare Gleichungssystem

B 1 1 1 - /
2(h—0—1|—h—1) h_l fl Tl—fé/ho
hy : T2
1
hn—2 T'n—2
1 1 1
L hn_o 2<hn72 + hnfl) | 7;_1 Tn—1— frll/hnfl

Fiir die Dreieckszerlegung der Koeffizientenmatrix verwendet man nun den Ansatz

a; € 0 1 0 v € 0
C1 Q2 . . uy 1 (%)
_= . . )
Cn—2 ’ ’ o Cp—2
0 Cn—2 0Qn-1 0 Up—y 1 0 Un—1

so dass sich die w;, v; mit dem folgenden Algorithmus berechnen lassen

vi = 2(1/he + 1/hy);
fir j =2,3,... ,n—1
uj = 1/(hj—1vj-),
v; = 2(1/hj—1 + 1/hy) — w;/hj_s;

Im Anschluss ist die Vorwérts- / Riickwértssubstitution durchzufiihren

21 = 11 — f3/ho;

fir j =2,3,...,n—2
Zj = Tj — Uj ijl;
. _ f/ h _ .
Zn—1 = Tn—1 n/ n—1 Up—1 Zn—2;
/! [ .
n—1 -+ Zn—l/vn—la
fir j =n—-2,n-3,...,1

o=z = fla/hy) v

Bei vorgegebenen Randableitungen f = f'(to), f. = f'(t.) ist also die interpolie-
rende kubische Splinefunktion eindeutig bestimmt und werde mit s; bezeichnet.

Andere Randvorgaben (5.8)
(i) Natiirliche Randbedingungen: s"(to) = s"(t,) = 0.

(ii) Periodische Randbedingungen: Ist f eine periodische Funktion, gilt also
f(to) = f(tn), so fordert man zusétzlich s'(ty) = s'(¢,) und s"(tg) = s"(t,).
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Definition (5.9)

Der lineare Raum der kubischen Splinefunktionen zum Gitter A = {t; < ... <t,}
werde definiert durch

Sy(A) = {s: [to,ta] > R: 5 € C2lto,tn], sl € Ha(V5)}

Satz (5.10) (Extremal- und Approximationseigenschaften)
Sei f € C*la,b] und bezeichne

Int[f] := {g € C*[a,b]: g(t;) = fj, j=0,...,n, ¢t)=f(t:), i=0,n}

die Menge der (die Daten der Funktion f) interpolierenden C*-Funktionen. Dann
gelten fiir den interpolierenden kubischen Spline sy € Int[f]NS3(A) die folgenden
Eigenschaften

2 voemls): [(jora < [@@)rd
b) Vse S3(A): /(f”(t)—s;i(t))th < /(f”(t)—s”(t))th.

Interpretation:
Unter allen interpolierenden C2-Funktionen minimiert der kubische Spline das so
genannte Holladay-Funktional I(g) := [’(¢”(t))2dt. Dieses kann gedeutet

a
werden als eine Approximation der Kriimmung von sy.

Unter allen Splinefunktionen auf dem Gitter A ist s; diejenige, fiir die s’ die zweite
Ableitung f” am Besten approximiert (im Lo-Sinn).

Beweis: Zunichst zeigen wir die folgende Orthogonalitatsrelation
b
Vs Sy(A), g€ Tntlf] - / S0 (G0 — i) dt = 0. (5.11)

Mittels zweimaliger partieller Integration ldsst sich das Integral ndmlich umformen
zu

b -1 t]’+1

/S//(g// B S/J;) _ Z{S//<g/ B S/f)|2+1 . S///(g . Sf)‘ZH + / 8(4)(9 . Sf)}

a J=0 t;

Der erste Summand verschwindet wegen der Stetigkeit von s"(¢" — s%) und wegen
g’:s’f:f/ in t=a,b.

Der zweite Summand verschwindet wegen g=s;=f in t=t;, j=0,...,n.

Der dritte Summand verschwindet schlieflich wegen s = 0.
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Damit ist die Orthogonalitétsrelation (5.11) gezeigt. Wir kommen zum eigentlichen
Beweis:

b b b b
ma) [l -t = [ - [ -2 fsje— s
b b
=612 [(9")? = [(s})* > 0.
b b
mb):J( = [ s
’ 2 ’ 2
S LG (D
b b
a2 fur s
’ 2 b 2
=eay S =) + [(s7 =)
’ 2
"o_n
> {(f Sf) . O

Beispiel (5.12)

Fiir das Rungesche Beispiel, vgl. (3.10) und (3.17), ist in Abbildung 5.1 die kubische
Spline-Interpolierende fiir n = 6, dquidistante Knoten und natiirliche Randbedin-
gungen aufgezeichnet.

Abbildung 5.2 zeigt die Fehlerfunktion fiir das gleiche Beispiel mit n = 20. Man
vergleiche auch die Abbildungen 3.3 und 3.4.

Abb. 5.1 Beispiel von Runge, natiirlicher kubischer Spline, n = 6.
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Abb. 5.2 Beispiel von Runge, natiirlicher kubischer Spline, n = 20.

Definition (5.13)

In Verallgemeinerung von (5.9) definieren wir fiir m € Ny und Knoten a = tg <
t1 <...<t, =0 den linearen Raum der Splinefunktionen vom Grad m und zum
Gitter A ={ty <...<t,} durch

Sm(A) = {8 . [t[)atn] —R: s¢ Cm_l[to,tn], 8‘[tj,tj+1[ € Hm(V]), 3‘[15”71715”} < Hm}

4 4
3 r— 3
2 *——o 2
1 &— 1
o—
0 0
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4

Abb. 5.3 Spline vom Grad m = 0 (Treppenfunktion) und m =1 (Polygonzug).

Satz (5.14)

Sp(A) ist ein linearer Teilraum des Vektorraums RIo®]  der Dimension
dim S,,(to,...,tn) = m+n.

Beweis: Dass 5,,(A) ein reeller Vektorraum ist, ist unmittelbar klar. Zur Dimen-
sionsbestimmung verwenden wir eine Basisdarstellung der Splines s € S,,,(A). Nach
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Definition hat man eine eindeutige Darstellung s(t) = p;(t), p; € II,,, auf dem
Intervall [t;,t;41]. Daher gilt

(i) po € Spann{l, (t —tg), ..., (t —1t9)™}

Ferner ist s € S,, nach Definition eine C"™!-Funktion. Daher muss Pj+1 — p; in
tj+1 eine m-fache Nullstelle besitzen. Es gilt somit

(ii) pi+1(t) — pi(t) = Bja (t =)™, i1 ST <ty

wobei 341 eindeutig bestimmt ist. Setzt man also

o) 0, fiir t < t;, 15
VT @ —ty), fir t >t '

so erhélt man die Spline-Darstellung

[y

n—

s) = S ailt—t) + Y B (t—t)7 (5.16)

1

i=0 j

mit eindeutig bestimmten Koeflizienten «;, 3;. Insbesondere ist (5.16) eine Basis-
darstellung fiir S,,,(A). O

B-Splines.

Die obige Basis-Darstellung (5.16) ist fiir die numerische Auswertung wenig geeignet.
Zum Einen ist sie anfillig gegeniiber Ausloschung (also Verlust an Genauigkeit) zum
Anderen ist sie nicht lokal, d.h. lokale Stérungen in s (z.B. Messungenauigkeit der
zu interpolierenden Funktionswerte an einer bestimmten Stelle) wirken sich im Allg.
auf alle Koeffizienten in der Darstellung (5.16) aus.

Gesucht ist dagegen eine Basisdarstellung, deren Basis-Splines (B-Splines) einen
moglichst kleinen (kompakten) Triger besitzen. Eine solche B-Spline-Darstellung
hat die Form

S(t) = i &% Bm3<t>, (5].7)

j=—m

wobei man mit einem beidseitig erweiterten Gitter
by <ty < oo < tg < ... <ty < ... < tpim (5.18)

arbeitet (m beliebige zusétzliche Knoten jeweils links von ¢y und rechts von ¢,,) und
By j € Sp(t_m, ..., tntm) ein Spline vom Grad m mit Tréger [¢;,;4m+1] bezeichnet.

Fiir m = 3 hat man beispielsweise die B-Splines Bs _3, Bs _9, ..., Bs,_1, wobei
Bs ; den Tréger [t;,t;14] besitzt.

Die Vorteile der B-Spline-Darstellung (5.17) gegeniiber der Darstellung (5.16) liegen
auf der Hand:
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e Es sind stets nur m + 1 Summanden in (5.17) auszuwerten, namlich fiir ¢ €
[t;,tj11] lediglich die Summanden mit den B-Splines By, j—m, - ., Bm, ;.

e Die Darstellung ist lokal, d.h. eine Stérung in f; beeinflusst hochstens die Ko-
effizienten oj_,, ..., a;.

e In vielen Anwendungen (z.B. in finiten Element-Programmen) sind Integrale
der Form ﬁi” s(t) f(t)dt auszuwerten. Setzt man die Darstellung (5.17) hierin ein,
so verbleibt die Berechnung der Integrale [ B,,;f(t)dt iiber einem jeweils kleinen
Trager.

Konstruktion der B-Splines.

Wir suchen einen Spline By, ; € Sy, (t—m, - . ., tntm) mit den Eigenschaften B, ; # 0
und B, ;(t) =0 fiir alle ¢ ¢ [t;,t;1,], wobei p moglichst klein sein soll.

Nach (5.16) hat man damit eine Darstellung
J+p

Bu(t) = Y di(t—t)7, (5.19)

Jjt+p
wobei wir fordern V¢ > ¢4, : Z d; (t —t;)™ = 0. Multipliziert man dies
i=j

mittels binomischer Formel aus, so ergibt sich
m m J+p
Vit Zo(r)<_1) St ) =0
r= 1=)

und damit das folgende homogene lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der
dj ey dj+pl
Jj+p

Vr=0,1...m: > td = 0. (5.20)
i=j

Die Koeffizientenmatrix dieses linearen Gleichungssytems hat maximalen Rang (=
m + 1; die ersten m Spalten bilden gerade die Vandermonde Matrix zu t;, ..., t;j4m)
und ist daher nur fiir p > m + 1 singulér.

Wir wihlen p minimal, also p = m + 1. Dann hat (5.20) einen eindimesionalen
Losungsraum und wir kénnen noch einen Normalierungsparameter frei wéhlen.

Fiir eine spatere Anwendung halten wir fest:

Bemerkung (5.21)
Gilt fiir ein p < m und Koeffizienten d;,...,d;;,

Jj+p
Vi <t <tjpp: » di(t—8)7 = 0,
i=j

so verschwinden notwendigerweise alle Koeffizienten d; = ... =d;4, = 0.
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Um eine explizite Losungsdarstellung zu erhalten, verwenden wir die Lagrange-
Darstellung des Interpolationspolynoms und nutzen aus, dass die Monome t",
r = 0,...,m + 1, bei den Interpolationsknoten ¢;,...,t;;my1 exakt interpoliert

werden, also
j+m+1

Vr=0,....m+1: t" = Z tr (1),
=]
wobei /; die entsprechenden Lagrange-Polynome bezeichnen. Vergleicht man hierin
die Koeffizienten von ™! so ergibt sich mit (3.7)

j+m+1 j+m+1 1
Vr=0,....m: 0 = t: .
r m ZZ:]: 7 ( H tz - ty>

v=yj,v#£i

Durch Vergleich mit (5.20) und geeigneter Normierung der d; (die Normierung ist so,
dass S"! B, ; = 1ist; vgl. (5.26)) ergibt sich die folgende explizite Darstellung

=—m

der B-Splines (j = —m,...,n—1)

Jjtm+1l [/ j+m+l 1
Buj(t) = (tjpmir —15) Y ( 11 t, —t;

=i \v=ju#i ¥

) (t—t;)T (5.22)

Beispiele: m = 0:

(t—t;)% | (E—tin)S
Boj(t) = (tj1 —1j){ tin Gt Ty '+1+
J J J J

= (t—t;)% — (t—1t;11)%

B {1, fir ¢, <t<tj

0, sonst
m=1
(t—t)+ (t—tj1)+
Buit) = (2= 1) J - J
’ ! i (L1 = 85) (G2 — 85) (8 — tya) (G2 — 1)
N (t—tjr2)+
(tj — tjt2) (Gj41 — tj42)
t—1;
— fir  t;<t<tjn
L1 —
_ tizg —1t
= ) ) fir g <t <t
tiva — tjv
0, sonst

Zur numerischen Auswertung ist (5.22) natiirlich nur schlecht geeignet. Hier kann
man sich zunutze machen, dass die B-Splines B,,; analog zu den Newtonschen
dividierten Differenzen und den Bernstein—Polynomen einer Dreiterm-Rekursion
geniigen:
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Satz (5.23)
Die B, ; geniigen der Dreiterm-Rekursion ({=1,...,m, j=—-m,...,n+m —
¢—1)

t—t; t; —t
L By (t) + B Be_1j11(t)

Byt) = ——
i) tive — 1 tiver1 — i1

Start der Rekursion:

1, falls ¢, <t <ty )
By = : 7= It =—m,... —1.
0,5 { 0’ sonst y J m, , 1 +m

Beweis: (mittels vollstandiger Induktion iiber ¢)

Fiir ¢ = 1 rechnet man aus der Rekursion (5.23) unmittelbar die obige explizite
Darstellung fiir m = 1 nach.

Fiir B,y (t) und By_q ;4+1(t) gelten nach Induktionsvoraussetzung die entsprechen-
den Darstellungen (5.22). Wir haben zu zeigen, dass diese dann auch fiir By; —
berechnet nach (5.23) — gilt. Dazu setzen wir die Darstellungen in die rechte Seite
von (5.23) ein und formen um

t—t; t. —t
By;(t) = P _] ‘ Be_14(t) + M+—1_ By_1j41(t)
t]+€ t] t]+€+1 t3+1

= (t—1;)) ( 1T tuiti> (t— )t

i=j v=74,v#£i
JHe+1 JHe+1 1
-1
T (e =) Z ( H 1, — m) (=t
i=j+1 \v=j+1,v#i
4+ JjH+e+1 1
= > (t—t;) (tjepr — 1) ( 11 ; —t-) (t—t)5"
i=j v=jv#i ¥ v
JHe+1 i
+ > (e — 1) (E — 1) < 11 ; —t~) (t—t)5"
i=j+1 v=jv#i ¥ v
jHl+1 Jt+e+1 1
= Y {{t—t) (tjremr — t) + (s — 1) (5 — i) } ( 11 P t-) (t—t)5"
i=j v=j,v#i v i
Durch Ausmultiplizieren der geschweiften Klammer findet man
{0 = (e — 1) (=)
und somit genau die Darstellung (5.22) fiir By ;. O
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Tableau zur Berechnung von B,,; : (j =—-m,...,n—1)

By,;
Boji1 Biy

Bojia  Bijs

Bojsm Bijtm-1 - By,

Anmerkung : Zur numerischen Auswertung von (5.23) geniigt es, ein eindimensio-

nales Array zu verwenden, etwa By, ..., B,,, und das Tableau wie folgt zu speichern:
By
B1 By
By, B
B,, Bn_1 ... By

Es ergibt sich dann der folgende Algorithmus zur Berechnung von B,, ;(t).
Algorithmus (5.24):
Fir £=0,1,...,m:

B, — 1, falls t_7+k S t < t]‘+k+1, (S bei k£ = m)
ko 0, sonst;

Fir (=k—1,k—2,...,0:

t—1; t; —1
Uitk — Tjve Uitk+1 — Ljves

Bm,j (t) — BQ.

Satz (5.25) : Es gilt:
> 0 fiir tj <t < tj+m+17

Bin,;(t)
=0 fiir t S t]’, t 2 tj+1+m-

Beweis: Man sicht dies unmittelbar mittels der Rekursion (5.23) per vollstandiger
Induktion. O

51



1 0.8

0.8
0.6

0.6
0.4

0.4
0.2 02
0 0

0 2 4 6 0 2 4 6
B-Spline B1,0(X) B-Spline Bz,o(x)

0.8
0.6
0.6 05
0.4

0.4
0.3
02 0.2
0.1
0 0
-0.1

0 4 6 0 4 6

2 2
B-Spline B3 0(x) B-Spline B4 0(x)

Abb. 5.4 B-Splines B,,o, m = 1,2,3,4.

Satz (5.26) :

Auf dem Intervall [to,t,] bilden die B-Splines B,,;, j = —m,...,n—1 eine
Zerleqgung der Eins:

n—1
VtEftotal: > Bmy(t) = 1

j=—m

Beweis: (per vollst. Induktion iiber m)
m = 0: Klar nach Definition der By ;.

m-—1=m: Summation mittels (5.23) liefert

n—1 n—1
t—1 Litms1 — 1t
Z B ;(t) = Z {ﬁ Bn-15(t) + tj——t Bpo1j+1(t)}
j=—m j=—m Jj+m J j+m+1 j+1
n—1 n
t—1; tivm — 1
- Z t. _JtA Bm_lﬂj(t) + Z ]—F—_t Bm—laj(t>
j=—m jm J j=—m+1 J+m J
n—1
t— t—m tn m t
= ——" Bum() + Y Buo1j(t) + ——— Bu1a(t)
to - t,m JE——) n+m tn
= ]_7
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da die Splines B,y —, und B,,_1, auf [t,t,] verschwinden und aufgrund der
Induktionsannahme. O

Satz (5.27) :
Die B-Splines B,,;, j=—m,...,n—1 bilden eine Basis von S,,(to,...,t,).

Beweis: Wegen dim S, (to, ..., t,) = m+n geniigt es zu zeigen, dass die B-Splines

By, j=—m,...,n— 1, linear unabhéngig sind. Gelte also mit a; € R:
YVt € [to, tn) : Z ;B ;(t) = 0. (1)
j=—m

Wir haben zu zeigen, dass alle a; verschwinden. Setzt man in die obige Gleichung die
B, ; geméf (5.22) ein, so erhélt man nach Umsortierung der Summe eine Darstellung
der Form

Jj+m+1 n+m
s(t) = Z Q; Z iy (t Z)T Z o Z cij(t—1t)
j=-m j=—m i=—m
n+m n—1 n+m
- Z ( Z ajcig) (t=1)F = Z d; (t —t;)7
i=-m j=-m i=—m

Hierbei bezeichnen ¢;; die (nicht verschwindenden) Koeffizienten aus (5.22). Ge-
nauver gilt ¢;; #0 fir j <7< j+m+1 und es wird gesetzt ¢;; := 0 fiir alle
1 <7 und fir alle ¢ > j4+m+ 1.

Betrachtet man nun die Teilsumme 3(t) := S0 d; (t —t;)™, so gilt nach Vor-
aussetzung V't € [to,t1] @ §(t) = 0.

Aufgrund der Bemerkung (5.21) tiber den minimalen Tréger eines Splines folgt
hieraus aber d; =0, j= —m,...,0. Damit ergibt sich rekursiv

j=-m: d_, = E O Copmj = Oy Copy gy, = 0
j=—m

= a_p =0,

n—1

J=—m+1: d_pp = E O Comilj = O myl Comyt,—my1 = 0
j=—m+1
= A1 = 0,

u.s.w. Insgesamt folgt daraus V —m < j <0: a; = 0. Es bleibt somit nach (1):
n—1
Vit e [to,tn]: s(t) = Zozj B, (t) = 0.
j=1
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Mit (5.25) sieht man aber unmittelbar, dass diese Relation nur fiir a; =0, 1 <j <
n — 1 gelten kann. O

Anmerkungen (5.28)

a) Die B-Splines B,,; sind C" '-Funktionen auf R. Man kann die zusitzlichen
Knoten ¢_,,,...,t_y und t,41,...,%,4,m 1m Sinn eines Grenzwertes als Mehrfach-
knoten in ty bzw. t,, wihlen. Hierdurch reduziert sich die Differenzierbarkeitsordnung
in tp und t,. Die B,, ; lassen sich auch in diesem Fall, also bei der Knotenwahl

t_m:...:t0<...<tn:tn+1:...:tn+m, (529)

mit Hilfe der Dreiterm-Rekursion (5.23)

t—t; t; —t
T B(t) + T B ()

B,i(t) =
i) Lite — 1t Lipor1 — tjpr

berechnen. Dabei ist die folgende Zusatzregel zu beriicksichtigen: Tritt in einem
der beiden Summanden von (5.23) der Nenner Null auf, so ist der entsprechende
Summand wegzulassen.

b) Waihlt man die Knoten ¢; nach (5.29) und bildet jeweils die Mittelwerte z; :=
(X tivs)/m, j=-m,...,n—1,s0owird zu f € Clto,t,] durch

spt) = X F(@5) Buy(t) (5.30)

ein Spline sy € S,,(to,...,t,) definiert.

sy ist kein interpolierender Spline, jedoch wird durch s,,(f) := sy, analog zu
(4.6) und (4.18), ein positiver, linearer Approximationsoperator s, : Clto,t,] —
Sm(to, - .., t,) definiert.

sy heifit nach Schoenberg variationsvermindernder Spline. Anwendungen finden va-
riationsvermindernde Splines im CAD (computer aided design).

Der Satz von Schoenberg, Whitney.

Wir betrachten die folgende Interpolationsaufgabe (5.31):

Zu vorgegebenen Spline-Knoten a = tg < ... < t, = b und (evtl. von diesen
verschiedenen) Interpolationsknoten a < z1 < ... < Zpym < b wird zu f € Cla,b]
eine Splinefunktion sy € Sy, (to, ..., t,) gesucht mit

Vi=1,...,n+m: sp(z;) = f(x;).

Man beachte, dass Spline-Knoten und Interpolationsknoten in der obigen Formu-
lierung der Interpolationsaufgabe durchaus verschieden sein koénnen. Andererseits
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treten keine zusétzlichen Randbedingungen wie in (5.8) auf, da die Anzahl der In-
terpolationsknoten mit der Dimension des Spline-Raumes iibereinstimmt.

Wir fragen nun, fiir welche Knotenwahl (¢;), (x;) die obige Interpolationsaufgabe
eindeutig l6sbar ist. Eine Antwort gibt der folgende

Satz (5.32) (Schoenberg, Whitney, 1953)
Die Interpolationsaufgabe (5.31) besitzt genau dann fiir jedes f € Cla,b] eine
eindeutige Losung, wenn die folgende Knotenbedingung erfiillt ist:

Vj:1,2,...,n—1: T, < tj < Zjtm+1- (533)

Bemerkung: Man mache sich die Aussage (5.33) fiir den Fall m =1 klar. Hier
ist der Spline ein Polygonzug. Sie bedeutet:

xr € [to,tl[, xZ; G]ti,g,ti[ (i:2,...,n), Tn+1 E]tnfl,tn].

Beweisidee zu (5.32): Wir gehen wieder von einem beidseitig erweiterten Spline-
Gitter (5.18) aus. Man iiberlegt sich zunéchst, dass die Aussage (5.33) dann #dqui-
valent ist zu den Vorzeichenbedingungen

Vi=1,2,....,n+m: Bpim-(zx;) > 0. (5.34)

Ferner bedeutet die eindeutige Losbarkeit der Interpolationsaufgabe, dass das fol-
gende lineare Gleichungssystem bei beliebiger rechten Seite eine eindeutig bestimmte
Losung aj, j=—m,...,n—1, besitzt

n—1

Z a; By j(z) = flx), i=12,...,n+m. (5.35)

j=—m

Wir zeigen (5.35) = (5.34): Wire By, ig—m-1(xi,) =0 furein io € {1,2,...,n+m},
so wiirde folgen z;, <t;,_,—1 oder mz;, >t;,.

Im ersten Fall (x;, < tjg—m—1) ist By () =0 fiir j >ip—m—1 und z < zy,.
Die ersten iy Gleichungen von (5.35) lauten damit

ig—m—2

Z Q; Bmd(xi) = f(xl), 1= 1, 2, R ,io.

j=—m

Dies sind aber 7y Gleichungen fiir io — 1 Unbekannte. Es gibt also rechte Seiten f(x;),
fiir die das Gleichungssystem keine Losung besitzt.

Analog haben im zweiten Fall (x;, > t;,) die letzten n + m + 1 — iy Gleichungen
von (5.35) die Form

Z % BmJ(ZL'Z‘) = f([L‘Z), i:io,i0+1,...,n+m.



Auch dieses Gleichungssystem hat weniger Unbekannte als Gleichungen, ist also
nicht fiir alle rechten Seiten losbar.

Zur Umkehrung zeigt man, dass das homogene lineare Gleichungssystem (also
f(x;) = 01n (5.35)) unter der Voraussetzung (5.34) nur die triviale Losung o; = 0
besitzt.

Auf diesen technischeren Teil des Beweises verzichten wir hier und verweisen dazu
auf das Lehrbuch von Powell. O

Bemerkungen (5.36)

a) Unter der Voraussetzung des Schoenberg, Whitneyschen Satzes ist das fiir
die numerische Berechnung zu losende lineare Gleichungssystem (5.35) eindeutig
losbar, die Koeffizientenmatrix ist also regulér, nicht negativ und sie besitzt zudem
Bandstruktur. Genauer: B, j_n,_1(z;) = 0, fir |i —j| > m + 1. Das lineare
Gleichungssystem lésst sich mit dem GauBschen Eliminationsverfahren (ohne
Pivotsuche!) effizient und numerisch stabil 16sen.

b) Haben Spline- und Interpolationsknoten die im Schoenberg, Whitneyschen Satz
geforderte Anordnung, so ist durch die Zuordnung

n—1
$mt Cla,b] = Sulto, .- t),  sm(f) = D a; By, (5.37)
Jj=—-m

mit «; nach (5.35), ein stetiger linearer Projektor gegeben. Insbesondere lésst sich
die Giite der Spline- Approximation mit dem Lemma von Lebesgue abschéitzen

1f = sm(Dllee < (L + lIsmlloc) dsuttorta)f (5.38)

dhnlich wie bei der Interpolation durch Polynome ist die Wahl der Interpolations-
knoten fiir die Gréfle der Operatornorm entscheidend.

c) Wahlt man die Spline-Knoten gemafl (5.29) (also mehrfache Knoten in den
beiden Intervallenden) und die Interpolationsknoten geméafl

€Ty = (tl,m—%—l—tl,l)/m, i:1,...,n—i—m, (539)
so sind die Voraussetzungen des Schoenberg, Whitneyschen Satzes erfiillt.
Fiir m =2 gilt dann die folgende Abschétzung fiir die Operatornorm |[[sa]/e < 2.

Fiir m =3 gilt unter gleichen Voraussetzungen |/s3||oc < 27 (de Boor, 1975).

d) Wir beschliessen den Abschnitt mit zwei Abschétzungen fiir die Minimalabwei-
chung dg,,(a)f einer stetigen Funktion f € Cla,b] zum Splineraum S,,(A), wobei
wie bisher A:={a=1ty<...<t,=>b} das Spline-Gitter und

h = ||A]| = max{[tj;; —¢t]: j=0,...,n—1} (5.40)
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den maximale Knotenabstand (die Feinheit des Gitters) bezeichnet.

Allgemein lasst sich dann die folgende Abschétzung zeigen
f € Cla,b] = dSm(A)f < wf((m +1)h/2). (5.41)

Dabei ist ws(d) = sup{|f(z) — f(y)| : |z —y| <} der Stetigkeitsmodul der
Funktion f.

Insbesondere konvergiert die Minimalabweichung gegen Null mit A | 0. Der Raum
der Splinefunktionen vom Grad m liegt also dicht in C|a, b].

Ist f € C'[a, b] sogar eine C'-Funktion, so gilt bekanntlich (Mittelwertsatz) w(d) <
1P| 6 und damit folgt aus (5.41)

1
feClabl = ds,a)f < mr

< 1Pl 1AL (5.42)

In Verallgemeinerung von (5.42) gilt fiir eine C*-Funktion mit & < m + 1

1)!
fGCk[a,b], kg(m+1) = dSm(A)f < (m+ )

- 9k (m+ 1 — k’)' ||f(k)||oo ||A||k (543)

Isaac Schoenberg
1903 — 1990

... Schoenberg is noted worldwide for his realisation of the importance of spline func-
tions for general mathematical analysis and in approximation theory, their key rele-
vance in numerical procedures for solving differential equations with initial and/or
boundary conditions, and their role in the solution of a whole host of variational
problems. The fundamental papers by Schoenberg [two papers in 1946] form a mo-
nument in the history of the subject as well as its inauguration. (S. Karlin: To I.
J. Schoenberg and his mathematics, J. Approx. Theory, Vol.8, 1973.)

For the next 15 years, Schoenberg had splines all to himself. This changed around
1960, when computers became more widespread and splines first assumed their role
as the premier tool for data fitting and computer-aided geometric design. Schoen-
berg’s more than 40 papers on splines after 1960 gave much impetus to the rapid
development of the field. (R. Askey and C. de Boor: Im Memoriam: I. J. Schoenberg
(1903-1990), J. Approx. Theory, Vol. 63, 1990.)

o7



