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1 Zufallsexperimente und Diskrete W-Raume

Der Begriff Zufallsexperiment steht fiir eine Situation, die ein vom Zufall beeinflufites Er-
gebnis liefert. Die Menge der moglichen Ergebnisse ist Teilmenge des Grundraumes . Bis auf
die Tatsache, dass der Grundraum die moglichen Ergebnisse enthélt, wird nichts vorausgesetzt,
hiufig wird er exakt gleich der Menge der mdoglichen Ergebnisse angesetzt. Die verschiedenen
Ereignisse, d.h. Mengen von Ergebnissen, treten mit gewissen Wahrscheinlichkeiten. auf.

Das Tripel (Grundraum, Ereignisse, Wahrscheinlichkeiten) bildet den sogenannten Wahrschein-
lichkeitsraum (W-Raum).

1. Q(# 0): Der Grundraum oder Stichprobenraum, oder Merkmalraum in dem die moglichen

Ausginge eines Zufallsexperiments liegen.

Beispiel: Wiirfeln mit einem Wiirfel: Q = 6 (oder Q@ = R, Q = Z,...), Wiirfeln mit zwei
Wiirfeln: Q = 6 x 6.

2. P(Q): Wenn nur abzdhlbar viele Versuchsausginge moglich sind (und diesen Fall werden
wir bis auf weiteres nur behandeln), konnen wir o.E. alle Teilmengen von € wihlen. Jede
solche Teilmenge reprisentiert ein Ereignis. Bei den spéter behandelten Experimenten mit
itberabzédhlbar vielen Versuchsausgingen, wie zum Beispiel R, ist es dagegen unumgénglich,
die Familie der betrachteten Ereignisse einzuschrinken. Dies wird spiter zum Begriff der
o-Algebren A fithren und damit auch zu maBtheoretischen Uberlegungen. Wir beginnen
hier mit Zufallsexperimenten mit abzdhlbar vielen Versuchsausgingen. Dann treten keine

mafitheoretischen Begriffe und Probleme auf.

Beispiel: Beim einzelnen Wiirfelwurf reprisentiert A = {2,4,6} das Ereignis ,eine gerade
Zahl wird gewiirfelt“. Beim doppelten Wiirfelwurf représentiert A = {(i,5) : 1 + j < 6}

das Ereignis ,, Augensumme ist kleiner als sechs®.

3. P: Ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ (W-Maf}), d.h. eine Abbildung P : P(2) — [0,1] mit
gewissen Eigenschaften (siehe Definition 1.1).
Beispiel: Idealer Wiirfel: P{i} = ¢ fiir i € 6.

Neben dem Grundraum €2, dem Ereignissystem P(€2) ist der dritte Bestandteil des Wahrschein-

lichkeitsraumes die Bewertungsfunktion, die jedem Ereignis A € P(Q2) einen W-Wert zuordnet.

1.1 Definition. (Diskreter W-Raum) Gegeben sei eine Menge Q(# 0). Jede Abbildung P :
P(Q) — R (P wie Probability) mit den Eigenschaften

P(A) > 0 VA€ P(Q) (Nichtnegativitit) (1.1)

P(Q) = 1 (Normiertheit) (1.2)

P (Z Ai) = Y P(4A)) (o-Additivitit) (1.3)
i=1 i=1

P(Qg) = 1 fiir eine abzihlbare Teilmenge Qg C Q (Diskretheit), (1.4)



wobei Y X1 Ai = U2, Ai falls AinA; =0 Vi # j, ansonsten ist die Summe nicht defi-
niert, heiffit diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl ( diskretes W-Maj$) auf P(S). Das Tripel
(Q,P(Q), P) heifst diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (diskreter W-Raum) und man spricht von
einem diskreten Zufallsexperiment. PA := P(A) heifit die W. von A. A heif§t ein fast unmdagli-
ches Ereignis , wenn PA = 0 und ein fast sicheres Ereignis, wenn PA = 1.

Da das Ereignissystem P(Q2) hier feststeht, lifit man es meist weg und schreibt nur (€2, P).

Ist P ein diskretes W-MaB, so gilt: P(0) = P(}_ .2, 0) () Y2, P(0) € R = P(0) = 0; man

sagt: P ist nulltreu.

1.2 Bemerkung. Jedes W-Maf P ist auch endlich-additiv, d.h. (1.3) gilt auch fiir endlich
viele, paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., A, € P(Q), denn: P(A1 +---+ A,) = P(A1 +--- +
Ap+0+---)=P(A)+---+P(A,) +P0)+---=P(A)+---+ P(4,). O

1.3 Beispiel. (Idealer Wiirfel) @ = 6. P{1} = --- = P{6} mit P{i} = ¢. Das reicht zur
Festlegung von P, denn fir A C Q gilt P(A) = P(};ca{i}) = X;ea P{i} = %|A|, also z.B.
P{1,2,3} = 3 =1.

Ein diskreter W-Raum (€2, P) beschreibt ein diskretes Zufallsexperiment. Bei Durchfithrung des
Experiments erhiilt man irgendeinen Wert w €  als Ergebnis. w ist eine sogenannte Realisierung
des Zufallsexperiments.

Der intuitive Wahrscheinlichkeitsbegriff basiert auf der Erfahrungstatsache, dass bei unabhingi-
ger Wiederholung eines Zufallsexperiments sich die relative Hiufigkeit des Eintretens eines Er-
eignisses A stabilisiert.

Sei wy,wa, ... eine Folge von unabhingigen Realisierungen eines Zufallsexperiments iiber €.

Die relative Hiufigkeit des Eintretens von A in den ersten n Versuchen ist Hy,(A) mit

Ho(A) = i Labeor) (15)

wobei

LA (@) lfallswe A
w) =
4 Ofallsw ¢ A

die Indikatorfunktion von A heifit.
Erfahrungstatsache: Bei unabhingiger Versuchswiederholung stabilisiert sich H,(A). Hy(A)
scheint gegen einen Grenzwert zu konvergieren, den man die Wahrscheinlichkeit P(A) nennen

mochte. (Kein mathematischer Satz!!) H,, hat die Eigenschaften (1.1) — (1.4) (Ubungsaufgabe).

Frage: Warum fordert man o-Additivitdt und nicht endliche Additivitét?

Antwort: Das hat mathematische Griinde. Man mdchte sichergehen, dass die W. einer unend-

lichen Teilmenge von 2 gleich der Summe der W.en der Punkte ist, aus denen sie sich



zusammensetzt. Additivitit und o-Additivitdt stehen in dhnlicher Relation zueinander,

wie endliche und unendliche Zahlenfolgen in der Analysis.
Ist (€2, P) ein diskreter W-raum, so gilt
PA) = P( Y {wh= > Plu} (1.6)
weEANQN weEANQN

Man nennt die durch
f@) = Plw} weQ, (1.7)

definierte Abbildung f : Q@ — R die zu P gehorige Zihldichte .
Die (abzihlbare!l) Menge T := {w € Q : f(w) > 0} heifit der Tréiger von P. Offenbar kann in
der Definition der diskreten W-Mafle (g = T gesetzt werden. Man beweist leicht das

1.4 Lemma. Sei Q # () . Eine Abbildung f : Q@ — Ry ist genau dann eine Zdihldichte (eines
eindeutig bestimmten) diskreten W-Majes auf P(2), wenn gilt:
D fw) =1, (1.8)
weN
wobei in der obigen evtl. liberabzdhlbaren Summe alle verschwindenden Terme weggelassen wer-

den, sodass eine abzdihlbare Summe tibrigbleibt. Wir nennen jede Abbildung f : Q — Ry mit
(1.8) eine Zdihldichte.

Man kann sich die Wahrscheinlichkeiten f(w) als Massen auf den Punkten w vorstellen. Die Ge-

samtmasse 1 ist also iber den Raum 2 verteilt. W-Mafle heiflen deshalb auch W-Verteilungen

Bei endlichen Zufallsexperimenten, d.h. diskreten Zufallsexperimenten mit endlichem Trager
T, erscheint manchmal kein Element w € T bevorzugt zu sein. Man macht in solchen Féllen
die Gleichverteilungsannahme, d.h. man nimmt an, dass alle P{w},w € T, denselben Wert

haben. Dazu

1.5 Definition. Ein Laplace-Experiment ist ein Paar (X, f) bestehend aus einer endlichen
Menge Q und der Zdhldichte

flw)=1/]1Q| VYweQ. (1.9)
Fiir jedes A C ) gilt dann

P4) = =1

_ Anzahl der fiir A giinstigen Félle (1.10)
N Anzahl der méglichen Fille ’

Das zugehérige W-Maj$ heiffit dann Gleichverteilung oder Laplace-Verteilung dber ).



Der ideale Wiirfel wird z.B. durch die Gleichverteilung tiber = {1,...,6} beschrieben, d.h.
alle Elemente von () erhalten dieselbe Masse 1/6.

Laplace Experimente treten auf, wenn aus einer endlichen Grundgesamtheit Q zufdllig ein Ele-
ment ausgewéhlt wird. Die Bestimmung der Anzahlen | A | und Q erfolgt hiufig mit Hilfe
kombinatorischer Uberlegungen. Wir stellen im folgenden Abschnitt einige Gundformeln der

Kombinatorik zusammen.

2 Einige Grundformeln der Kombinatorik

2.1 Formel. (Permutation mit Wiederholung)
Aus einer Menge {w1,...,wy} von n Elementen kann man auf n" verschiedene Arten geordnete

Proben mit Wiederholung vom Umfang r entnehmen.

2.2 Formel. (Permutation ohne Wiederholung)
Aus einer Menge {w1,...,w,} von n Elementen kann man auf
n!
(n—r)!

verschiedene Arten geordnete Proben ohne Wiederholung vom Umfang r entnehmen, r < n.

=nn—-1)--(n—r+1)

2.3 Formel. (Kombination ohne Wiederholung)

Aus einer Menge {w1,...,wn} von n Elementen kann man auf

()=5"mm

verschiedene Arten ungeordnete Proben ohne Wiederholung vom Umfang r entnehmen. Dabei

r<n.

2.4 Formel. (Kombination mit Wiederholung)

Aus einer Menge {w1,...,wn} von n Elementen kann man auf
n+r—1
r
verschiedene Arten ungeordnete Proben mit Wiederholung vom Umfang r entnehmen.

Die Berechnung von Fakultiten macht bei grofleren Zahlen von n und r Schwierigkeiten. Als

gute Approximation hat sich die Stirlingsche Formel erwiesen.

2.5 Formel. Stirlingsche Formel

Fiir allen € N gilt
n" - e "2 - /2D <pl < e 20 - /120, (2.1)

Zum Beweis dieser Formel, die zur Niherung

benutzt wird, siehe Feller I



3 Einige Rechenregeln fiir W-Mafle

[BN]:1.6 Seien (2, P) ein diskreter W-Raum und A, B, A1, Ag, - -- C . Dann gilt:

AC B= P(A) < P(B) (Isotonie) (3.1)
Es gilt
P(B\ A) = P(B)— P(A) (Subtraktivitit) (3.2)

Beweis: P(B) = P(A+ B\ A)=P(A)+ P(B\ A) > P(A). O
Folgerung: Ist P ein W-Ma$, so gilt

P(A9) = 1- P(A). (3.3)

Ist (A;)i>1 isoton, d.h. Ay C Ay C ---, so gilt

P (Z:U1 Al) = lim P(4y), (3.4)
P ist also stetig von unten.
Ist (A;);>1, antiton, d.h. A4 D Ay D --- | so folgt
oo
P (ﬂl Ai) = lim P(4y), (3.5)
P ist also stetig von oben.
Weiter gilt
o0 oo
P (U Ai> < ) P(A;) (Sub-Sigma-Additivitit) (3.6)
i=1 i=1

3.1 Bemerkung. Sei P : P(2) — R nichinegativ, nulltreu und endlich additiv. Dann ist die
Stetigkeit von unten dquivalent zur o-Additivitat, dquivalent zur Stetigkeit von oben und sogar

dquivalent zur (- Stetigkeit, d.h.

o
A1 DAy D mit (JA4=0, = lim P(4,)=0 (3.7)

! n—00
=1

(P ist 0-stetig).

4 Wichtige diskrete W-Verteilungen

4.1 Beispiel. [BN]:Sek.2 Urnenmodell: Ziehen mit Zuriicklegen



In Fichern 1,...,n seien jeweils N Kugeln 1,...,N enthalten. Nacheinander werde jeweils
eine Kugel aus jedem der n Facher gezogen (aquivalent: n-maliges Ziehen aus einem Fach mit
Zuriicklegen,).

Q={{w = (w1,...,wn) : wj € N Vi € n} ist ein natirlicher Grundraum fir das Ezperiment.
Es ist |Q = N™. ,Zufillige“ und ,unabhdingige® Entnahme soll heiffen, dass alle Folgen w =
(w1, ... ,wy) gleichberechtigt sind (Laplace-Experiment tiber ):

1

4.2 Beispiel. Binomial (n,p)-Verteilung (kurz: B(n,p)-Vtlg, [BN]:2.7 )
Grundraum: Q = {0,...,n}
Zdihldichte:

b(k;n,p) = <Z>pk(1 —p)"k k=0,...,n (4.1)

Wegen i (1) akb" % = (a + b)" gilt Y_ b(k;n,p) = 1.

Wenn n gleichartige Versuche mit Versuchsausgingen Erfolg und Miflerfolg unabhdingig von-
einander durchgefiihrt werden und die Erfolgswahrscheinlichkeit beim Finzelversuch p ist, ist
b(k;n,p) die Wahrscheinlichkeit fir ,genau k Erfolge*.

Spezialfall: n = 1: Man nennt die B(1,p)-Vtlg auch Bernoulli (p)-Vtlg (kurz: B(p)-Vilg).

B(p) hat den Trager {0,1}, wobei 1 die Wahrscheinlichkeit p und O die Wahrscheinlichkeit
q:= (1 —p) tragt.

B(3) beschreibt einen idealen Miinzwurf.

Herleitung der Binomialverteilung:

Der Grundraum ) ist derselbe wie in 4.1.Erfolg im i-ten Versuch soll bedeuten, dass fiir ein fe
mit K € N gilt: w = (w1, ...,wy) erfillt w; € K. Man denke sich die Kugeln mit Nummer < K
rot gefdarbt, die tibrigen schwarz gefarbt. Erfolg entspricht dann dem Ziehen einer roten Kugel.

Es sei A(k) :={w € Q: fir genau k Versuche Erfolg }, also
Ak) ={weQ: Y 1g(wi) =k},
i=1

und A°(k) := {w € Q: Erfolg genau in den ersten k Versuchen }.
Es ist |A%(k)| = KF(N — K)"*.
Dasselbe Ergebnis folgt, wenn irgendwelche k Versuche statt der ersten k herausgegriffen werden.

Es gibt (Z) verschiedene Mdoglichkeiten k Versuche aus n Stiick herauszugreifen. Es folgt

P(A(K)) = (Z) Kk(NJ;nK)M = (Z

)pk(l —p)" " = b(k;n, p)

mit p = % = FErfolgswahrscheinlichkeit im Einzelversuch. Die FEigenschaft
n
> b(k;n,p) =1
k=0

6



folgt automatisch fir die betrachteten p = K/N. Aus Stetgkeitsgrinden folgt dann die Gleichheit
fiir beliebige p € [0,1].

4.3 Beispiel.

Poisson(A)-Experiment, [BN]:2.8
Seien T :=Q:=Ny ={0,1,... },\ € (0,00). Dann ist p(-; ) mit
k

A
. _ =2
p(ka >\) =€ R

keNy, (4.2)
eine Zihldichte iber Ny . (ZI?;O ),‘c—’f = 6>‘>.

Kurz: P(X)-Verteilung.

Die Poisson())-Vilg beschreibt z.B. die Anzahl der Zerfille pro Zeiteinheit eines radioaktiven
Prdparates. Sie ist eine Approzimation der Binomial(n,p)- Verteilung fir grofie n und kleine p,

s. Lemma 4.8.

4.4 Beispiel. Geometrische Verteilung Seien T := Q :=Ny = {0,1,...},p € (0,1). Dann
ist wegen der geometrischen Reihe 1 4+ p + p? +--- = (1 —p)~" die Funktion f(k) = (1 — p)p*
iiber Q eine Zihldichte. Das zugehérige W-Majf heifit geometrische(p)- Verteilung, kurz: Geo®(p)-
Verteilung. Die geometrische Verteilung beschreibt bei unabhingigen Bernoulli(p)-Experimenten

die Anzahl der Versuche mit Misserfolg bis zum ersten Mal Erfolg eintritt.

4.5 Beispiel. n-maliges Ziehen aus einer Urne ohne Zuriicklegen. Hypergeometrische Ver-

teilung
Q={w=(wi,...,wp) W, EN VienAw #wj Yi#j}L|Q=NN-1)---(N-n+1)=
(N)n = o

Alle w € ) seien gleichwahrscheinlich: P{w} = ﬁ (Laplace- Experiment).

Wie oben sei A(k) = {w € Q| fir genau k Komponenten w; gilt w; € K}.

A%k) := {w € Q|Erfolg im Versuch 1,...,k}.

|A%(k)| = [K(K — 1) (K —k+1D][(N-K)(N-K-1)---(N-K—(n—-k) +1)] =

K! (N—-K)!
(K—k)! (N—K—(n—k))!"

Es gibt wiederum (7) Mdglichkeiten, Indizes (iy, ... i) statt (1,...,k) festzulegen. Folglich gilt

((Kli!k)! (N—(g:(lfz—!k))! k!(r?ik)!)
()

= lAn=k) bk N, K, n). (4.3)

P(A(K)) =

Dabei sind die Nebenbedingungen
max(0,n — N + K) < k < min(K,n) (4.4)

offenbar erfillt. Wiederum folgt automatisch, dass Zk mit (4.4) h(k; N,K,n) =1 gilt.
Ein W-Maf mit Trager {k : k erfillt (4.4)} und mit Zaihldichte p(k) = h(k; N, K,n) heifst
Hypergeometrische (N, K,n)-Vtlg. (Kurz: H(N, K,n)-Vtlg, [BNJ:2.9 )



4.6 Beispiel. (zur Binomialutlg.)

Bei einem ProduktionsprozefS von elektrischen Sicherungen méchte man erreichen, dass hichstens
1% der Produktion defekt ist. Dazu kontrolliert man stiindlich zehn Sicherungen. Falls nicht alle
in Ordnung sind, wird der ProzefS abgebrochen und ‘iberpriift.

Frage: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass nicht gestoppt wird, obwohl 2% der Sicherungen
defekt sind?

Es liegt P = B(n,p) mit n = 10 und p = 0.02 zugrunde. Gesucht ist P{0 defekte Stiicke
b= =p)" 0 =(1—-p)" =098 =0.82.

4.7 Beispiel. (Zur hypergeometrischen Vilg.)
Eine Lieferung vom Umfang N = 1000 darf laut Liefervertrag hochstens 2% Ausschlufi haben.
Vorgeschlagenes Priifverfahren: Die Lieferung wird zurickgewiesen, wenn eine Stichprobe vom

Umfang n = 10 mindestens ein defektes Stiick enthdlt.

Dann ist
P{ Zuriickweisen} = 1— P{Kein Zurickweisen}
(Probe intakt)
= 1—h(0;N,K,n)

= 1 — h(0;1000, 20, 10)
- (5) ("% %)
(1000)
10

= 1-0,82=18% falls K = 20.
Bei diesem Test werden also 18% aller guten Ladungen zurickgewiesen.

4.8 Lemma. Ist n klein gegeniiber N, K und N — K, so sind die Binomial- und die Hypergeo-
metrische Verteilung nahezu gleich. Es gilt namlich fir eine Folge (pn) mit n-p, — A >0

-ni_(n—i)_A_i—)\~

nll)rgo <i>p"(1 Pn) = ¢ Vi € Np. (4.5)
Wir hatten als Erfahrungstatsache akzeptiert, dass bei unabhingiger Wiederholung eines Zu-
fallsexperiments mit Erfolg (1) und Miflerfolg (0) die relative Héufigkeit der Erfolge gegen die

Erfolgswahrscheinlichkeit p konvergiert, d.h. M

~ p fiir grofles n.
Dazu zeigen wir zum Abschlufl dieses Paragraphen den Prototypen aller sogenannten Gesetze

der grofien Zahlen:

4.9 Satz. (Bernoullisches schwaches Gesetz der grofien Zahlen, [BN]:S.99)
Sei P, die B(n,p)-Vtlg, dann gilt fiir alle ¢ > 0

k 1
P, {k: ‘——p‘ 26} < —p(1-p)=%0. (4.6)
n ne



5 Diskrete Zufallsvariable und ihre Verteilungen

Seien Q # ) und X # () zwei Mengen und X : 2 — X eine Abbildung. (In [BN]:17 werden Ab-
bildungen mit f,g statt wie hier mit X,Y bezeichnet.) (Abbildungen fassen i.a. Daten zusammen,

sie verringern die Beobachtungstiefe durch Vergréberung.)

5.1 Beispiel. Wiirfeln mit zwei idealen Wiirfeln
Q =6 x 6, P =Laplace-Vitlg iiber €.

X(w) =1+ 7 (Augensumme), = X = {2,...,12}.

X :Q— X. Aus (i + 7) kann man i.a. nicht (i,7) zurickgewinnen.
Frage: Gibt es ein Zufallsexperiment, das direkt Augensumme beschreibt?
Augensumme= k wird in X durch {k} reprisentiert.

Augensumme= k wird in Q durch {(i,7) : X(i,7) = k} reprasentiert.

Ein neues Mafl QQ iiber X muf$ deshalb verniinftigerweise die Gleichung

Q{k} = P{lw: X(w) =k} Vk
erfillen.

5.2 Definition. (Diskrete Zufallsvariable) Sei (2, P) ein diskreter W-Raum und X eine nichi-
leere Menge. Jede Abbildung

X:QoX (5.1)

heift (diskrete) Zufallsvariable (ZV) auf (2, P). Falls X C R, bzw.R, bzw.R™ ist, spricht man
von reellen, bzw. numerischen , bzw. n-dimensionalen Zufallsvariablen; um einen Bildraum X

allgemein anzugeben, spricht man oben von der X-ZV X.

Fiir B C X reprisentieren die Mengen B und A := {w € Q: X(w) € B} dasselbe Ereignis, nur
in unterschiedlichen Ridumen. Wir nennen Teilmengen A C (2, die wie oben definiert sind, durch

X beschreibbare Ereignisse.

Schreibweise:
{weQ: X(w)eBY={X € B} = X" (B)

und nennt diese Menge Urbildmenge . Es gilt offenbar
weX 1 (B)e X(w) € B.
Achtung: X! ist keine Umkehrabbildung, sondern bildet Mengen in Mengen ab:

X1 PX)—=P(Q)
B—X YB)={X € B}



-1
Nur wenn X injektiv ist mit iiblicher Inversen X: X(Q) — Q gilt fir z € X(Q) : {X (z)} =
X Hal.
Die Mengenabbildung X ! : P(X) — P(®) ist operationstreu, d.h. es gilt fiir B, B; C X,i € [ =

beliebige Indexmenge:

X MMierBi) = Nier X 1(Bi),
X! (Uze] D) = UieIX_l(Bi)a
(B9 = (X 1(B))", (5.2)
BiNBy=0 = X YB)nX YBy) =40,
X~1(0) =0, X~Hx)=0q.

Aus der Operationstreue folgt sofort, dass durch
PX(B) = P(X"YB)) VBc&X (5.3)

ein W-Maf P¥X auf X' definiert wird. Man nennt PX das von X und P induzierte W-Ma8 oder
die Verteilung von X unter P, kurz: £(X) oder L(X), £ wie Law.

Ist T' der Triger von P, so ist X (T') der Triiger von PX. Die Z-Dichte von PX nennt man auch
einfach Z-Dichte von X.

PX st tatsichlich ein W-Ma$ iiber (X,P(X)), denn: PX(X) = P(X (X)) = 1,PX(B) >
0,PX(XB;) = P(X (X B)) = PO XYBy)) = X P(X~HB))) = 3. PX(B;), Rest trivial.
O

Ist @ ein W-Mafl mit Q = PX, so sagt man: X ist gemiB Q verteilt, kurz: X ~ Q. Zu jedem
diskreten W-Maf} Q) auf X gibt es eine diskrete ZV X mit X ~ @, ndmlich X = idg, die Identitét
auf dem diskreten W-Raum (2, P) := (X, Q). Dann gilt nidmlich PX(B) = P{w: X (w) € B} =
Plw:we B} =Q(B).

Viele interessante zufillige Experimente verlaufen in einer endlichen Anzahl von i.a. zeitlichen

Stufen. Ist &X; der Grundraum der i-ten Stufe, 1 < i < n, so ist X := X X; ein natiirlicher
i=1
Grundraum fiir das gesamte zufillige Experiment. Die Abbildung

X = A (54)

mi(x) =y, = (T1,...,Zn), (5.5)

heifit Projektion von X nach Aj; sie beschreibt innerhalb des Gesamtexperiments, das i-te

Einzelexperiment. Offenbar gilt

7T~71(Bi) = Xl X XQ X -+ X Xi,1 X 31 X Xi+1 X -+ X Xn (56)

Ist P ein diskretes W-Maf} auf einem Produktraum X = >< AX;, so nennt man die Verteilungen
der Projektionen 7; die eindimensionalen Randvertellungen von P.

Betrachtet man auf einem allgemeinen diskreten Grundraum (£2, P) mehrere Abbildungen X; :

10



Q= X, 1 <1 < n, so ist die Produktabbildung X := (Xy,...,X,,) eine diskrete ZV mit Werten
in X : >< X;. Offenbar gilt fiir die Projektionen 7; die Eigenschaft m; 0 X = X;. £(X) = PX

heif}t gemelnsame Verteilung der X; und die zugehorige Z-Dichte heifit gemeinsame Z-

Dichte der X;. Auflerdem ist die i—te Randverteilung von P&X1:2Xn) gerade P¥i:

(P(Xl,...,Xn))Tri — PXZ VZ
5.3 Satz. Ist f die gemeinsame Z-Dichte der X;-ZV X;, 1 < i < n, so gilt fir BC X = X X;
i=1

P{XeB} = > f@),z=(21,...,70), (5.7)

2€BNX(T)

wobei T der Triger des diskreten Mafles P auf Q ist. Bei B = X B; gilt
i=1

HXE%&}: > S YT e m). (5.8)

:L‘1€BlﬂX1(T) IQGBQHX‘_)(T) :L‘nEBnﬂXn(T)

Die Z-Dichte von X; ergibt sich durch Aufsummieren aller von i verschiedenen Komponenten

ZU

mo Y Y Yoo Y fl@ ). (5.9)

CElEXl(T) CEiflEXifl(T) miJrlEXiJrl(T) ZL‘nGXn(

5.4 Lemma. Gegeben sei ein diskreter W-Raum (2, P) und Abbildungen X und 'Y gemdf
odxhy.
Dann ist Y o X : Q — Y eine diskrete ZV, und es gilt
(PX)Y = preX), (5.10)
was sich direkt aus der folgenden Gleichung ergibt.
Xy lc)y=wox)lc) vocy (5.11)

5.5 Beispiel. ( Summenverteilung Z-wertiger ZV) Seien X1, Xs zwei diskrete Z-ZV mit ge-

meinsamer Z-Dichte f. Dann gilt

P{X\+Xy=k} =) fli,k—i) VEkeZ (5.12)

6 Elementare bedingte Wahrscheinlichkeit und stochastische Un-
abhingigkeit

6.1 Elementare bedingte Wahrscheinlichkeit

In Anwendungen tritt hidufig die Situation auf, dass die Wahrscheinlichkeit fiir A, unter der

Bedingung, dass B eingetreten ist, angegeben werden soll.
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Beispiel: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Glithbirne noch 100 Stunden brennt,
wenn sie bereits 24 Stunden gebrannt hat?

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, bei zwei unabhingigen Wiirfeln eine Augensumme > 7 zu
wiirfeln, wenn der erste Wurf < 4 war?

Man kann sich an relativen Haufigkeiten orientieren: Wird ein Versuch n-mal unabhingig durch-

gefithrt mit den Ergebnissen wy,wo, ..., so gilt:

Anzahl der 7 € n mit w; € AN B
Anzahl der 1 € n mit w; € B
H,(ANB)
H,(B)
Erfahrung P(A N B)
P(B)

rel. Haufigkeit von A nach Eintreten von B =

6.1 Definition. [BNJ:6.1 Sei (€2, P) ein diskreter W-Raum. Dann ist fiir A, B C Q mit P(B) >0
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B, kurz P(A|B) definiert durch

P(AN B)

PAIB) i= —p

P(B) > 0. (6.1)
Falls P(B) = 0 ist, so ist auch P(A|B) := 0 (Konvention in Stochastik: 3 = 0).

6.2 Beispiel. [BN/:6.2 Wurf mit zwei Wiirfeln: @ = 6 x 6, |Q| = 36, P{w} = .

A = {9+ >T7}

B = {(i,5)li <4}
ANB = {(2,6),(3,5),(3,6)}

B = {(1,1),....(1,6),(21),...,(2,6),(3,1),...,(3,6)} =3 x6
P(A|B) = %ﬁ%—%

6.3 Beispiel. Zweimaliger Minzwurf: (Kopf=1, Zahl=0) Q = {(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}, Q| =
4, P{w} = 1.

Frage: Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit fir zweimal Kopf, wenn bereits der erste Wurf das
Ergebnis Kopf hatte?

A = LD}
B = {(171)7(170)}
P(AB) = %%:%

Frage: Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit fir zweimal Kopf, wenn mindestens einmal Kopf

geworfen wurde?
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A = {11}
B = {(1,1),(1,0),(0,1)}
P(A|B) = ==

6.4 Lemma. [BN/:6.3 Falls P(B) > 0, so ist ({2, P(-|B)) ein diskreter W-Raum mit P(B¢) = 0.

(Wahrscheinlichkeit wird auf B eingeschrankt und normiert.)

6.2 Einige Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten

Sind By, Bg,... endlich oder abz&hlbar unendlich viele, paarweise disjunkte Teilmengen von (2
mit Y. B; =, so gilt

P(A) = iP(A|BZ~)P(Bi) (Satz von der totalen W., [BN]:6.4) (6.2)
=1

Seien Aq,..., A, C Q. Dann gilt die Multiplikationsregel:
P(Ain---NA,) = P(A1)P(A3|A1)P(A3|A1NAs)---P(Ap]A1N---NA,—1) (6.3)

Seien By, By, ... paarweise disjunkt C Q mit >->°, B; = Q. Dann gilt fir A C Q mit P(4) >0

P(Byl4) = Zgﬂﬁl); gi’“()Bi). (Bayes-Formel,[BN]:6.6 ) (6.4)

Beweis:

Zahler rechts = P(A N By,).

Nenner rechts = P(A) dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit. [J
Beispiele in der Vorlesung;:

Die Paradoxa von Galton und von Simpson.
(6.3)ist besonders geeignet, wenn ein Experiment in mehreren Stufen ablduft. Dann kann man
die rechte Seite von(6.3) heranziehen, um die linke Seite zu berechnen.

6.5 Beispiel. [BN]:6.8Gegeben seien finf Urnen 1,...,5 mit je zehn Kugeln.
Urne 1 enthdlt i rote und 10 — i schwarze Kugeln.
Ezperiment: Zundchst wihle eine Urne zufillig aus. Ziehe aus dieser Urne eine Kugel.

Frage:

1. Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit fir A = { Kugel ist rot }?

2. Wie grofs ist P(By|A) mit By = { Kugel stammt aus Urne k }?
Antwort:

13



1. P(A)=X0, P(AIB) P(B;) = 222 = 3.
10 5

2. P(By|A) = % _ {05 _

6.6 Beispiel. (Hiibner, Bsp. 2.1}) Bei der Ubertragung von Daten komme nach dem Senden
des Zeichens i, dargestellt durch das Ereignis B;, mit W. P(A;|B;) das Zeichen j an, dargestellt
durch Aj;. Aus dem Empfang von j und den als bekannt angenommenen Wahrscheinlichkeiten
P(B;) und P(A;|B;) ergibt sich mit der Bayes-Formel P(B;|A;), also die W., daf$ bei Empfang

von j auch tatsdchlich j gesendet wurde.

6.3 (Stochastische) Unabhingigkeit von Ereignissen

6.7 Definition. [BNJ:6.11 Seien (2, A, P) ein W-Raum und A, B € A. Dann heiflen A und B

stochastisch unabhingig, wenn gilt:

P(B) =0 oder P(A|B)=P(A) falls P(B)>0 (6.5)

oder dquivalent
P(A) =0 oder P(B|A) = P(B) falls P(A)>0 (6.6)

oder dquivalent
P(AnB) = P(A)P(B). (symmetrisch in A und B) (6.7)

Verallgemeinerung:

6.8 Definition. [BNJ:6.12Sei I # () eine beliebige Indexmenge. Eine Familie {A4; : i € I} von
Elementen aus A heifit stochastisch unabhingig, wenn fiir jede endliche Teilmenge ) # J C I
gilt:

P(ﬂAJ = JIP4)). (6.8)

i€J i€J
6.4 (Stochastische) Unabhingigkeit von diskreten Zufallsvariablen

Sei (Q, P) ein diskreter W-Raum und seien X; : Q@ — X;,1 <1 < n, ZV, deren Produktabbildung
X = (Xy,...,X,) die Zahldichte f(z1,...,z,) besitzt.

6.9 Definition. Seien X1,..., X, ZV auf einem diskreten W-Raum (Q, P) und f(z1,...,2y)
Z-Dichte von X = (X1,...,X,), sowie fi(x;) Z-Dichte von X;. Dann sind X1,...,X, genau
dann stochastisch unabhdngig, wenn gilt

n

flan,. ) = [[filz) Vi€ A, (6.9)

=1
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wobei die Gleichheit nur fiir Trigerpunkte (z1,...,xy,) von X nachzuprifen ist, da sie sonst mit
0 = 0 trivialerweise gilt.
Durch Summation iber die x; erhdlt man: Die ZV Xy,..., X, sind genau dann stochastisch

unabhdngig, wenn gilt

n
P{X, €By,...,X, € By} = [[P{X:€ B} (6.10)
=1
VB, C &, 1 =1,...,n.

6.10 Bemerkung. Setzt man in (6.10) B; = X; fir i € J mit einer Teilmenge J von I :=
{1,...,n}, so sieht man, dass jede Teilfamilie einer unabhingigen Familie von ZV’n wieder
unabhdngig ist. Dies motiviert die Definition der stochastischen Unabhdngigkeit fiir Familien
(X; : i € I) mit beliebiger, nicht leerer Indezmenge I, ndmlich dadurch, dass man fir alle

Familien (X; : i € J) mit endlichen Teilmengen J von I die Unabhingigkeit fordert.

n

Die rechte Seite in (6.9) ist, wie man sofort nachrechnet Zihldichte eines Mafles auf X X;,
i=1

das wegen der Produktform den Namen Produktmaf trigt. Wir definieren allgemein diskrete

Produktmafe.

6.11 Definition. Seien (X, P;), 1 < i < n, diskrete W-Rdaume mit Zihldichten f; : X; — Ry
und Trigern T;. Dann ist die Funktion f : X X; — R, mit
i=1

fl@r,. . zn) =[] file:) i € Ty Vi (6.11)
i=1

und f(z1,...,2,) := 0 sonst, Zihldichte eines W-Mafles P auf X := X X; mit Triger T =
i=1

i:XlTl. Das zugehorige W-Maf heifst Produktmafl der P; und wird mit ®i:1 P, bezeichnet. Es

gilt damn

n

Qn(XB) = Y - X [[he)=T1r®). (6.12)

i=1 n r1€B1NTY Tn€B,NTy i=1 i=1

Wir geben nun eine dquivalente Form der stochastischen Unabhéngigkeit, die im allgemeinen

mafitheoretischen Rahmen iiblicherweise als Definition herangezogen werden wird.
6.12 Lemma. In der Situation von Definition 6.9 sind Xi,..., X, genau dann stochastisch
unabhdngig, wenn

P(Xl,...,Xn)( ;<B¢) _ (® PXi)( >n< B)) (6.13)
=1 i=1

i=1

VB, C &j,i=1,...,n.

Betrachtet man in der Situation von Definition 6.11 den diskreten W-Raum (Q, P) = ( X &;, ®" P
i=1 =117

und definiert auf (2, P) ZV X; := m; Vi, so haben diese die Verteilung P; und sind stochastisch
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unabhéingig.
Wichtig: Man kann also zu vorgegebenen Randverteilungen einen W-Raum konstruieren und

darauf stochastisch unabhingige ZV X; mit X; ~ P,.

Anschaulich offensichtliche Rechenregeln fiir stochastisch unabhingige ZV sind in folgendem

Satz zusammengestellt.

6.13 Satz. [BN/:21.9 Seien X, ..., X, stu. iiber einem diskreten W-Raum (€2, P) mit Werten
inX,und I} +---+ I, ={1,....,n}, E; ;== X X,,Y;:=(X; :i € I),j € k. Dann gilt:
i€[j

1. Yi,...,Y sind stu. (bzgl. P).

2. Seien Fj,j € k weitere Rdume und seien f; : E; — F; gegeben, so sind auch die ZV
Fi(¥7),1 < j < k stu. (bzgl P).

Beispielsweise gilt: Sind X,Y, Z stu. so auch X? und ¥ + Z.

Besonders wichtig sind Summenverteilungen von stu ZV. Aus (5.12) und (6.9) folgt

6.14 Satz. Seien X1 und Xo stu diskrete Z-ZV mit Zdhldichten fi bzw. fo. Dann hat X1 + Xo
die Zdhldichte

k=Y fi(i) falk — i) =Y fali) fr(k — ). (6.14)
1€EZL 1€
Man bezeichnet diese Z-Dichte als Faltung f1 * fo der Z-Dichten fi und fs. Das dazugehirige
W-Maj$ heifit die Faltung der zu fi1 und fo gehérigen W-Magfe.

6.15 Beispiel. Sind X1,..., X, stu mit X; ~ B(1,p), p € (0,1), so gilt

Y Xi ~ B(np). (6.15)
=1

Den Zusammenhang der stochastischen Unabhingigkeit von von Mengen und ZV'n wird durch

das folgende Lemma gegeben.

6.16 Lemma. Fine Familie (A; : 1 < i < n) von Ereignissen in einem diskreten W-Raum
(Q, P) ist genau dann stochastisch unabhéingig, wenn die Familie (14, : 1 <1 < mn) stochastisch

unabhdngig ist.

Nach (6.10) ist diese Aussage dquivalent zu

n n

P((\ D) = [[P(Di) mit D; € {4;, A5} Vi (6.16)
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7 Erwartungswert und Varianz von diskreten Zufallsvariablen

bzw. von ihren Verteilungen

Betrachten wir folgendes Beispiel: Bei einem Gliicksspiel mit  Ausgingen z1, . .., z, (z.B.Wiirfel:
x; = 1/6,1 <14 < 6,) werde beim Ausgang z; eine Zahlung von z; DM geleistet; p; sei die W.

fiir das Eintreten von z;. Dann ist die Grofie
Tip1 + -+ TpDy (71)

intuitiv der erwartete oder mittlere Gewinn. Dies fithrt zu folgender

7.1 Definition. Sei X eine reelle ZV iiber einem diskreten W-Raum (0, P) und P habe den
Trager T. Ist die Reihe

EX=Ep(X) = Y z-P{X=z}= Y x Pz} (7.2)

zeX(T) z€X(T)
absolut konvergent, so heifit ihr Wert der Erwartungswert (kurz: E-Wert) von X und X heifst
integrabel. Die letzte Gleichheit in (7.2) zeigt unter Beachtung , dass X (T) der Triger von PX
ist, dass der Erwartungswert EX nur von der Verteilung PX abhingt. Man kann deshalb auch
vom Erwartungswert von PX sprechen und genauso vom Erwartungswert EQ eines diskreten
W-Mafes Q) iber R mit Tager Tq:
z€T,

Man sieht leicht unter Verwendung der Tatsache, dass absolut konvergente Reihen beliebig

umgeordnet werden diirfen, die folgende Gleichheit.

7.2 Satz. (Transformationsformel) Mit den Bezeichnungen aus Definition 7.1 gilt Ist X : Q —
X eine diskrete ZV und g : X — R eine weitere Abbildung, so gilt, falls g o X integrabel ist

BgoX = > ¢t PPX{t}= > g(a) - P¥{x} (7.3)

teg(X(T)) z€X(T)
Die Menge der auf (€2, P) definierten ZV, fiir die die Reihe (7.2) absolut konvergiert, wird mit
L'(P), oder wenn P klar ist, mit £! bezeichnet. Auf diesem Raum mit der iiblichen Addition und

Multiplikation fiir reelle Abbildungen (ndmlich punktweise) ist der Erwartungswert-Operator

linear, d.h.
E(X1+X,) = EX;+EXy (7.4)
E(aX) = aEX firaeR
und isoton, d.h.
X1 < Xeo=EX; < EX, (7.5)

wobei EX; = EX, unter der Annahme X; < X5 genau dann gilt, wenn fast sicher X; = X,
gilt, d.h. bei P{X; = X»} = 1.
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7.3 Beispiel. a) Sei X = 1,4 die Indikatorfunktion von A C Q. Dann gilt
E1l, = PA (7.6)

Insbesondere gilt mit A = Q, dass E1 =1, also nach (7.4) auch Ea = a fir alle Konstanten a.
b) X sei eine Laplace verteilte ZV mit Trager {1,...,n}. Dann gilt

EX = ”;1 (7.7)
¢) Sei X ~ B(n,p). Dann gilt
EX = np (7.8)
d) Sei X ~P(X) . Dann gilt
EX =\ (7.9)

7.4 Bemerkung. Die Lage des E-Wertes kann man sich veranschaulichen, indem man sich
einen gewichtslosen Stab vorstellt, bei dem an den Stellen x die Massen P{X = x} angebracht
sind. Der E-Wert ist dann diejenige Stelle, an der man den Stab unterstitzen mufl, damit er

im Gleichgewicht ist.

Sei nun £2(P) die Menge aller reellen ZV iiber dem diskreten W-Raum (2, P) mit Tréiger T von

P, fir die auBlerdem
B(X?) = Y Pz} (7.10)
zeX(T)

konvergiert, d.h. X € £? & X? € £!. Die Zahl E(X?) heiit auch das zweite Moment von X.
Aus (z+y)? < 2(X2+Y?) folgt, dass £2 einen linearen Raum darstellt, und aus |zy| < (z%2+y?)/2
ergibt sich

X, YeLl’>=Xyecr!, (7.11)
und aus |z| < 22 +1 folgt, dass £2 C L£!. Insbesondere existiert EX fiir X € £2. Man sieht, dass
(X,Y):=E(XY) (7.12)

bilinear, und positiv semidefinit ist, d.h. (X, X) > 0, und dass aus (X, X) = 0 X = 0 fast sicher
folgt, d.h. P{X =0} = 1.

Damit ist (-,-) fast ein inneres Produkt. Der von den konstanten Funktionen aufgespannte Un-
terraum von £2 sei [1] und der darauf senkrecht stehende Teilraum [1]* = {X € £%: (X,1) =
EX = 0}. Man kann dann X in zwei orthogonale Anteile aufspalten

X = EX + (X - EX). (7.13)

Dabei ist EX sozusagen der konstante Anteil von X und X — EX ist die Schwankung um den
konstanten Anteil. Wir definieren die Varianz von X als die erwartete quadratische Schwankung

von X um seinen Mittelwert, also
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7.5 Definition. Fiir eine ZV X € L?(P) heifst

VarX = E(X-EX)’)= ) (z—EX)’P*{x} (7.14)
z€X(T)

die Varianz von X. Die Definition macht auch Sinn im Fall X € L', méglicherweise aber mit

dem Wert oco.

Aus (7.13) folgt mit dem Satz des Pythagoras der sog. Verschiebungssatz von Steiner
E(X?) = (EX)® + VarX (7.15)

7.6 Beispiel. a) X besitze eine Laplace-Verteilung iber {1,...,n}. Dann gilt

2 _
VarX = = 3 L (7.16)
b) Fiir X ~ B(n,p) gilt
VarX = np(l—p) (7.17)
¢) Fir X ~P(X\) gilt
VarX = )\ (7.18)

Nun einige Rechenregeln fiir die Varianz.
7.7 Lemma. Seien X,Y € L%(P).Dann gilt
1. VarX >0

2. VarX =0< X = const.P — f.s.
(d.h. Ic€e R: P{X =c¢} =1)

3. Var(cX) = ¢?VarX Vc € R
4. Var(X +¢) = VarX Ve e R
5. Var(X+Y) = VarX + VarY + 2(E(XY) - EX - EY).
7.8 Definition. Es seien X,Y € L%. Dann heifit
Cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY) = EXY — EXEY (7.19)
Kovarianz von X und Y (unter P).

In Verallgemeinerung von Lemma 7.7 gilt

7.9 Satz. Seien X1,...,X, reelle ZV auf dem diskreten W-Raum (2, P), die zu L2(P) gehdren.

.y n
Dann ezistiert Vow"(zi:1 X,), und es gilt

Var(D X;) = > VarX; +2- ) Cov(X;, X)). (7.20)
=1 =1 1,5:10<J
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Die Cov(X,Y) 1aBt sich als Maf fiir den linearen Zusammenhang von X und Y interpretieren.

Es gilt ndmlich

7.10 Lemma. Sei Y ZV auf einem diskreten W-Raum (Q, P) mit VarX > 0 und VarY > 0.

Mit dem sog. Korrelationskoeffizienten

Cov(X,Y)
P VVarXvVarY (721
gilt:
a) Die Griflen ag = EX —p - %EY und bg = p - % erfillen
BE(X —(ag—by-Y))?) = min{B(X —(a+b-Y))?) :a,b R} (7.22)
= VarX - (1-p?). (7.23)

b) Es gilt p € [-1,1].
Wir werden jetzt sehen, dass stochastisch unabhingige ZV unkorreliert sind.

7.11 Satz. Seien X,Y € L'(P) stochastisch unabhingige relle ZV auf dem (diskreten) W-Raum
(2, P). Dann ist XY € LY (P) und es gilt

E(XY) = EX-EY (7.24)
Aus Satz 7.9 ergibt sich nun sofort

7.12 Satz. (Gleichung von Bienaymé) Sind X1, ..., X, stochastisch unabhingige oder paarweise
unkorrelierte ZV in L2(P) auf einem diskreten W-Raum (S, P) . Dann gilt die Gleichung von

Bienaymé

Var(X1+---+ X)) = VarXy+---+VarX,. (7.25)

8 Das schwache Gesetz der groflen Zahlen

Es soll versucht werden die Erfahrungstatsache Stabilisierung der relativen Hdaufigkeiten als Satz
wiederzufinden. Das Ergebnis ist das schwache Gesetz der grofien Zahlen (englisch: Weak law
of large numbers (WLLN)). Anschliefend wollen wir das WLLN zur Schétzung verschiedener
Kenngroflen von W-Maflen benutzen. Im Folgenden ist (€2, P) stets ein diskreter W-Raum. Man
benutzt gerne das Symbol P fiir das W-Mafl auf dem Hintergrundraum €2, auf dem die ZVn
leben, wenn es auf die spezielle Gestalt nicht ankommt. P kann von Fall zu Fall seine Bedeutung
dndern; im Englischen spricht man von einer generic notation.

Als Vorbereitung beweisen wir

8.1 Satz. [BNJ:8.1 und 19.10 Sei X eine reelle ZV aus £!(P). Dann gilt die Markov-Ungleichung

P{X| > ¢} < éE(|X|) Ve >0, (8.1)
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Ist X € L2, so gilt die Tschebischev-Ungleichung
P{X — EX| > ¢} < éVar(X). (8.2)
Beweis: Zu (8.1):
P{X|>e} = E(ljx)>e
G (b))
< §E|X| 0

Zu (8.2):

P{|X - EX|>¢} = P{X - EX[>>¢%}

1
6—2E(X —EX)?

IN

1
—2VarX O
€

8.2 Satz. (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen, [BN]:8.2)
Seien Xq,..., X, i.i.d. (independent, identically distributed) oder paarweise unkorrelierte ZV
aus L? mit EX; = a € R und VarX; =: 0% < co. Dann gilt fiir X, := %Z" X

=1 ">

2
— o
P{|Xn—a|§5}21—@ Ve > 0. (8.3)

Daraus folgt das Schwache Gesetz der grofien Zahlen
P{X,—a|<e}—=1 Ve>0. (8.4)

Beweis:

_ 1 & 1 &

EXn:E—E X, = —§ EX;=a

n n
=1 =1

— 1 ¢ 1 .
Var(X,) = Var (E X;XZ) = mVarlei

1 — no? o2
= X VerX)="g ="
=1
P{X,—a|<e} = 1-P{X,—a|>c}=1-P{|X,— EX,|>¢}
1 _
> 1—6—2Var(Xn) (wg. (8.2))
1 2
- 1-52 0O
E°n

Das schwache Gesetz der grofien Zahlen sagt aus, dass der Durchschnitt von ZVn, deren Erwar-
tungswert in gewisser Weise stochastisch approximiert. Wenn der E-Wert a unbekannt ist, kann
man in der Situation des WLLN das Stichprobenmittel X,, als sog. Schitzer

oder Schitzfunktion fiir a verwenden und weify aufgrund des WLLN, dass der Schétzer fiir grofie

n mit grofler W. dicht bei a liegt. Um eine kurze Ausdrucksweise zu haben definieren wir nun
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8.3 Definition. [BN/:8.5X, X1, Xo, ... seien RF-wertige ZV iiber dem diskreten W-Raum (2, P).
Falls gilt

P{|X, — X|>e} =0 Ve>0, (8.5)

so sagt man: X,,,n > 1 konvergiert nach Wahrscheinlichkeit gegen X (n.W. gegen X) oder
kurz X, — X n.W., X,, > X, P — lim X,, = X.

Bemerkung: Falls X;, - X n.W. und X,, - Y n.W. ,dann ist X = Y[P].
Beweis:
{IX-Y|>e}C {[X-Xu|>35} U{IY —X,|> 35}
P{X -Y|>e} < P{X - Xo| >} +P{Y - Xa| > )

-~ -~

—0 —0

woraus auch P{|X — Y| > e} = 0 folgt. Damit ist auch

1
P{|X —Y|> 0} = lim (P{|X—Y|2—}) =0
n—oo n

also X =Y[P]. O
Rechenregeln: [BN]:8.8X, X|, Xy,... und Y,Y1,Y5,... seien Rf-wertige ZV iiber (Q,P). g :
R¥ — R sei eine weitere Abbildung. Es gilt: (Ubungsaufgabe)

g stetigina € R¥, X,, > a n.W. = g¢(X,) — g(a) n.W. (8.6)
g stetig auf R¥, X, - X n.W. = g¢(X,) — g(X) n.W. (8.7)
X, XnW.,Y,-YnW. = X,+Y,—>X+Y nW. (8.8)
X, XnW.,Y,-YnW. = X'.v, X" .Y nW. (8.9)

X, > XnW.,Y,—>Y W, v x
P{Y, #0} =P{Y #0} =1 = 7: -3 nW. (8.10)

Y., Y reellwertige ZV

8.4 Beispiel. [BN]:8.9X1,...,X,, seien i.i.d. mit EX; = a und 0% = VarX; < oc.

X, schitzt a (denn X, — a n.W.). Gesucht ist ein Schitzer fiir o2:

Y; = (X; —a)?%,i € n, sind i.i.d. mit EW EY; = E(X; —a)? = o2.

Falls EY? = E(X; —a)* < oo (eigentlich unnétig) lisst sich das schwache Gesetz der grofien

Zahlen anwenden:

_ 1 &
Y,=— Z(XZ —a)? =’ nW.
n =1
Ersetzen von a durch X,, und % durch — ergibt:
1 « — 9 e .
Sxxn = — (X; — X)) (Stichprobenvarianz) (8.11)
n —
i=1
Es gilt:
ESxxn =0’ (8.12)
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(Sxxn ist erwartungstreu) und

Sxxn— o2 nW. (8.13)
Beweis:
Es gilt:
I —
Sxxm = — D (X - X))
i=1
1 < —
= Y (Ki-a) 4 (- X))
i=1
1 O 1 . < IR
= —=> (Xi—a)’ + —=23 (Xi—a)(a—Xn)+ ——=> (a—X,)*
i=1 i=1 i=1
n 1 9 9
= — (- (Xi-a)’ - (Xu—a)
i=1
Erwartungswertbildung auf beiden Seiten liefert (8.12):
(n—1E(Sxxn) = no? —nVarX, = no® — n—
n
= (n—1)0°
s (8.13)
n 1<
Sxxm=—7 (E » (Xi—a)?-2(X, - a) ) —o2nW.. O
~ =1 50 W,

—02  nW.
8.5 Beispiel. [BNJ:8.10 (X1,Y1), (X2,Ys),... secien i.i.d. aus R?, X;,Y; € L? . Dann wird
Sxym = ——=Y (Xi = X,)(Yi = Y,) (8.14)

n—1+4
=1

die Stichprobenkovarianz genannt. Auferdem wird als Stichprobenkorrelationskoeffizi-

ent definiert:

Sxvn
Rxvyn = m (8.15)
Es gilt mat dhnlichem Beweis wie fiir Sxxpn:
ESxyn = Cov(X,Y) (Erwartungstreue) (8.16)
Sxyn — Cov(X,Y) n. W. (8.17)
Falls 0 < VarX < oo und 0 < VarY < oo so gilt
Rxyn, — o(X.Y) n.W. (8.18)

23



9 Verteilungskonvergenz und zentraler Grenzwertsatz

[BN]:9 Das schwache Gesetz der grofien Zahlen, das wir oben behandelt haben, ist das einfachste
Beispiel aus einer ganzen Familie von Gesetzen der grofien Zahlen, auf die wir hier jedoch nicht
ndher eingehen kénnen. Daneben gibt es eine zweite, in Theorie und Praxis duflerst wichtige
Familie von wahrscheinlichkeitstheoretischen Resultaten, die zentralen Grenzwertsdtze, von de-
nen hier der Satz von Lindeberg gezeigt werden soll. Als Vorbereitung stellen wir zunéichst den
Begriff der Verteilungskonvergenz fiir reelle ZV W-Mafle iiber einem diskreten W-Raum, sowie
einige Rechenregeln bereit.

Der giingige Beweis fiir zentrale Grenzwertsitze verwendet charakteristische Funktionen (Fourier-
Transformationen), die uns hier nicht zur Verfiigung stehen. E. Bolthausen gab mir den Hinweis
auf den hier dargestellten Beweis nach der Steinschen Methode, die ohne weitergehende Hilfs-
mittel auskommt , und R.-D.Reiss stellte mir seinen Beweis fiir die Erweiterung vom i.i.d. Fall
auf den Lindeberg-Fall zur Verfiigung.

Stein, C. (1970): Proc. vrth Berkeley Symp. Math. Stat. Prob. II, 583 — 602.

Barbour, A.D. & Hall, T. (1984): Austr. J. Statist. 26, 8 — 115.

Sei X eine reelle ZV auf einem diskreten W-Raum (2, P) und P := P sei das induzierte diskrete

Maf iiber R. Durch die Gleichung
P{X <z} =P(—o0,z] = F(z),z€R, (9.1)
wird eine Funktion F': R — R definiert mit den Eigenschaften

F(z) < F(y) Vz <y, (monoton steigend) (9.2)
F(x+h) — F(z) falls h | 0, (stetig von rechts) (9.3)

F(oo):= lim F(—n) =0
F(o0):= lim F(n)=1 (Normierung).

n—o0

F heift die Verteilungsfunktion (kurz: VF) von X oder von P = PX. Jede Funktion F mit
(9.2)-(9.4) nennt man Verteilungsfunktion.

Wir werden spéter sehen (ohne allerdings in die dazu notige Mafitheorie einzusteigen), dass zu
jeder VF F' ein W-Ma#f iiber R existiert, allerdings nicht mehr auf der gesamten Potenzmen-
ge P(R) sondern nur auf einer Teilfamilie, der sog. Borelschen o—Algebra B, die aber alle in
der Praxis vorkommenden Mengen enthélt. Zum jetzigen Zeitpunkt ist der Begriff VF nur ein

Abkiirzung fiir die obigen Eigenschaften.
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9.1 Lemma. [BNJ:14.10 Sei F die VF von X. Dann lisst sich aus F das diskrete W-Majf
P =PX diber R zuriickgewinnen. Es gilt namlich fir alle z,y € R mit z < y:

P(-co.2) = lim F <m - %) — F(z.) (9.5)
Pz} = Flz)- F(z.) (9.6)
Plo} =0 o F stetig in (9.7)
Pla,y] =0 & F(z)=F(y) (9.8)

9.2 Beispiel. Die VF des diskreten Mafles P auf R mit Trager T C R und Zdihldichte f(z) =
P{x} ergibt sich aus P(B) =Y, crnp f(t) = X er f(t)1B(1), B € P(R), zu

F(z) = P(=o0,z] = Y f(t) =) f(t)L(—o0a(?) (9.9)

teT <z teT

9.3 Beispiel. (empirische VF,[BN]:17.16 )

Seien Xq,..., X, reellwertige (im Moment noch diskrete, spdter beliebige) (ZV auf (Q, P), die
z.B. n-maliges Messen einer physikalischen Grifie beschreiben sollen. Fiir ein festes w € € sei
P, ., die Laplace-Vtlg tiber den Realisierungen Xi(w) =: z1,..., Xy (w) =: zy.

Es gilt also fiir die zu Py, gehérige VF F’n = Fn,w

Fal) = = 301 o (1) (9.10)
=1

Bei festem x ist Fy(z) eine (diskrete) ZV.

E, heif$t empirische Verteilungsfunktion zu Xy,..., X,. Sind X4, ..., X, stochastisch unabhingig,
alle mit derselben Verteilungsfunktion F(z) := P{X, < z}. Nach dem WLLN konvergiert F),
fiir n — oo nach W. gegen F.

9.4 Definition. (Verteilungskonvergenz iber R)
F und F,, n € N, seien VFn iber R Gilt fir die Stetigkeitsmenge C(F) = {y € R :
F stetig im Punkt y} die Aussage

lim F,(z) = F(x) Ve C(F), (9.11)

n—oo
so heifst die Folge (F,, n > 1) verteilungskonvergent gegen F, kurz:

F, = F.

Eine Folge (X,, n > 1) von reellen ZVn heifit verteilungskonvergent gegen F, wenn die VFn
F,, von PXn nach Verteilung gegen F konvergieren. Man schreibt dann auch L£(X,,) A F. Kurz:
X, 5 F
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Das L steht fiir den englischsprachigen Ausdruck ,,Law“, der in diesem Zusammenhang ,, Ver-
teilung“ bedeutet. Die Verteilungskonvergenz einer Folge von ZV X, gegen eine VF F' ist nach
obiger Definition lediglich eine Figenschaft der zugehérigen induzierten Verteilungen bzw. der
entsprechenden Verteilungsfunktionen. Daher ist es véllig irrelevant, ob die ZVn auf unterschied-
lichen W-Raumen (2, P,,) definiert sind.

Liegt Verteilungskonvergenz X, 5F vor, so kann (fiir grofe n) die Wahrscheinlichkeit PX= (a, b]
durch F(b) — F(a) approximiert werden, wenn a,b € C(F) gilt.

Der Begriff der Verteilungskonvergenz ist schwécher als der Begriff der Konvergenz nach Wahr-

scheinlichkeit.

9.5 Lemma. (Konvergenz n.W. impliziert Verteilungskonvergenz)
X, n €N, und X seien reelle ZV iber einem diskreten W-Raum (2, P) mit X,, — Xn.W. fir
— o00. Sind F,, bzw. F die zugehérigen VFn, so gilt F, Ny

Beweis: Zu z € C(F) und € > 0 gibt es ein y > 0 mit den Eigenschaften
Fz)—e<Frz—-y) =P{X<z—y} und F(z+y) <F(z)+e.
Nun gilt aber fiir alle n die Inklusion
(X <z-y} C {Xn <z} U{|X, — X| >y},

denn aus X,, > z und |X,, — X| < y folgt X = (X — X,,) + X,, > = — y. Hiermit folgt die
Abschéitzung

Entsprechend gilt fiir alle n die Inklusion
{Xp <z} C {X <z+y}U{|X,—X|>y}
was die Abschitzung
Fy(z) < F(z+y) +yn < F(z) + €+ yn

impliziert. Insgesamt folgt |Fy,(z) — F(z)| < & 4 yp mit y, = yn(z,e) — 0 und £ > 0 beliebig,
also F,(z) — F(z). O

9.6 Bemerkung. (Verteilungskonvergenz impliziert i.a. nicht Konvergenz n.W.) Mit obigen
Bezeichnungen gilt: Aus F, AF folgt i.a. nicht X,, — X n.W. Denn 2.B. fir X ~ B(1,1/2)
und X, := X, falls n gerade, bzw. X,, := 1 — X, falls n ungerade, gilt L(X,) = L(X) Vn, also
auch F, A F, jedoch P{|X,, — X| > e} =1+ 0 fir alle ungeraden n e Nund 0 <e <1. O

Allerdings sind Verteilungskonvergenz gegen eine Einpunktverteilung und Konvergenz n.W.

dquivalent, wenn alle Zufallsvariablen X,, auf demselben W-Raum definiert sind:
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9.7 Lemma. (Konvergenz n.W. gegen Konstanten und Verteilungskonvergenz)

Gegeben sei eine Folge von reellen ZVn X,, n € N, tber dem diskreten W-Raum (2, P). Fir
a € R (aufgefasst als Abbildung auf Q) bezeichne 6, die Einpunktverteilung tiber R (Dirac-Maj3)
mit Trager {a} und zugehoriger VF F,. Dann gilt:

Xp— anW. & X, 5F, (9.12)

Beweis:Es gilt die nachfolgende Kette von Aquivalenzen:

Xn "Wa

& Ve>0gilt Lim P{|X, —a/<e}=1
n—oQ

& Ve>0gilt lim P{X, <a+e} =1, lim P{X,, >a—c} =1
n—oQ n—oQ

& lim Fu(z)=1Vz>a, lim F,(z)=0Vz<a

n—oo n—oo
& nlg{.lan(x) =ljg00)(®) = F(z) VzeC(F)=R\{a}. O

Wir werden nun ein (hinreichendes) Kriterium fiir die Verteilungskonvergenz von X,, gegen F'

beweisen, das einen relativ einfachen Beweis des zentralen Grenzwertsatzes ermoglicht.

9.8 Satz. (Hinreichendes Kriterium fiir Verteilungskonvergenz)
Seien X,,n € N, diskrete reelle ZV mit zugehérigen VFn F,, und F eine VF auf R, die diffe-

renzierbar ist mit Ableitung F*

lim Ef(X / f(z dx VfeF (9.13)

n—oe

mit F = {f : R — R : fstetig, limy 1 f(x) existiert}; offenbar sind alle f € F
gleichmafig stetig und beschrdnkt.
Dann ist die Folge X, verteilungskonvergent gegen F.

Es sei hier angemerkt, dass die Differenzierbarkeit von F' hier nur deshalb benétigt wird, weil
uns bis jetzt das allgemeine Maflintegral noch nicht zur Verfiigung steht.

Beweis: Sei g € F definiert durch

9(2) = Loo)(z) + (1 = 2) - 11y(z), z€R

Mit Hilfe von g definieren wir fiir jedes k£ € N die Funktion fi(z) = g(kz), = € R, die offenbar
in F liegt. Wegen (9.13) gilt dann fiir alle z € R und alle k£ € N einerseits

limsup Fy(z) = limsup E1_ ;(Xn)
n—o0 n—00
< limsup Efx(X /fk —z)F*(y) dy
n—oo

< /1( oozt 1) (y) dy = F($+k)
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und andererseits

liminf F,(z) = liminf B1_ ;(X;)

n—oo n—oe

Y

.. 1
hgglgéfEfk(Xn —x+ E)

— [at-a+ Prwa
> [P Wy = Fla— 7).

Ist z ein Stetigkeitspunkt von F, d.h. z € C(F),

so folgt zusitzlich F(z + §) — F(z) und F(z — ) — F(z) fiir k — oo, also li_)m E,.(z) =
n—oo

F(z). O

Mit Satz 9.8 haben wir ein handliches hinreichendes Kriterium fiir Verteilungskonvergenz be-
wiesen. Tatsichlich ist die in Satz 9.8 angegebene Bedingung sogar dquivalent zur Verteilungs-
konvergenz von F,, gegen F'.

Die Grenzverteilungsfunktion F' im folgenden zentralen Grenzwertsatz (englisch: Central Li-
mit Theorem (CLT)) ist eine der wichtigsten Funktionen der Wahrscheinlichkeitstheorie, die
sogenannte Normalverteilungsfunktion, die wir wie allgemein {iblich mit ® statt F' bezeich-
nen und die folgendermaflen definiert ist

B(r) = / () dy (9.14)

—0o0
1 2
2

ly) = Nors

Die Funktion ¢ beschreibt die Gauss‘sche Glockenkurve . Man kann zeigen das ® eine dif-

,y€ER (9.15)

ferenzierbare VF ist mit Ableitung .

Alle ZV seien im folgenden diskret. Wir beweisen das CLT unter folgender
9.9 Lindeberg-Bedingung. Fiir n € N gelte: Xy, ..., X, , sind unabhéngig mit
EX;=0, i=1,...,n,

und

07y = EX?, € (0,00).

2. N
Mit 7 := Z’i:l azn gelte:

2
N Xm>1x_| ):0.
Ve>0: il&;E(( T {#25}
Den obigen Summenausdruck, iiber den der Grenzwert lim,cxn gebildet wird, heiflit Lindeberg
Ausdruck
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9.10 Satz. (Zentraler Grenzwertsatz) Unter der Lindeberg-Bed. 9.9 gilt:
1 n
: — in < .
VieR P{Tn ;XW < t} — (1)

9.11 Lemma. Sei h eine differenzierbare Funktion, sodass i’ gleichméfig stetig und beschrinkt
ist. Unter der Lindeberg-Bed.9.9 gilt fiir

folgendes:

E (s (Ti zn:Xiin)) — 0, n — oo. (9.16)

9.12 Bemerkung. Es gilt [ s(z)¢(z)dz = 0.

Beweis zu Lemma 9.11: Setze

n
Zin= Y. Xjn.
=L
Damit ergibt sich

N.R.: Mittels einer Taylor-Entwicklung erhalt man fir 9 = 9 (X, 1,...,X;,):
l — Zin X;
h|— X; =h( =04 20
() o5
- h <Zi,n) +n <Zi,n +19Xi,n> Xi,n
Tn Tn Tn Tn
_ h(ﬁ) Y (ﬁ) Xin
Tn Tn Tn
+<hl <@+ﬁXi,n) Y <@>) Xi,n
Tn Tn Tn Tn
1 n n 02 Z
— ! . 1,n ! 1,n
= B (LY, —ZT—2E<h <_>)
" i=1 i=1 " "

(2ot () (3))
im1 Tn Tn Tn Tn
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da Z; , und X, unabhingig sind und EX,, = 0 gilt.

Wir zeigen: B, — 0, n — oo:

Sei e > 0, soda$ fiir alle z,y, mit |y| <e
W (z+y) = h(z)] <0

und b = sup |/ (z)].
zeR
Dann folgt:

= (v (o) () (5
’?,;"\<8}>
n PN
2 (”( ) ’?,;"\26}) |
< 5i<m—’">2+2biE<<X’?”>21 , )
. Tn ; T {5 ]>e}

X
Aus der Lindeberg-Bedingung 9.9 folgt:

lim |Bn| < 4.

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt dann B, — 0.

n—oo

Wir zeigen A, — 0, n — oo :
1 & . o} Z;
:‘E WS X, _ZZ_;E<h/<ﬂ>)‘
i3 =1 n n
() el (2 ) ()
. Tn Tn Tn Tn
=1
2
2) £ (| 1)
n o 2
+3(%) (]
> (% {5

"

IA
I'M:
N

Q
S

IA IN
>, >,
+ 4
) )
> >
M- 114
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wobei die vorletzte Ungleichung aus der Markovschen Ungleichung folgt.

Aus dem nachfolgenden Lemma 9.13 folgt:

Tim ‘An
neN

<94

und damit 4,, — 0.

n—o0

9.13 Lemma. Die Lindeberg-Bedingung impliziert:

n Oin
, — — 0.
=1 Tp N—0

Beweis des zentralen Grenzwertsatzes 9.10:

Es ist zu zeigen: P {Tn Zi:l Xip < t} — ®(t), n — oo.

Nach Satz 9.8 ist nur zu zeigen:
n
1 :
VfeF  E (f (Tn Z_ZIXm))

— | f(@)p(z)dz

n—oo

o.E. ist [ f(z)o(z)dz = 0, sonst betrachte man: f — [ f(z)¢(z)dz.

Wir zeigen: Es existiert eine differenzierbare Funktion h, fiir die A’ gleichmifig stetig und
beschrinkt ist, sodafl
f(z) =K (z) — zh(z) (9.17)

gilt. Aus Lemma 9.11 folgt damit die Behauptung.
Zu (9.17): Mit ¢ = 9’ setze

) = [ " Fw)ely) dy/ola)

Wegen | ¢'(z) = —zp(x) | gilt:

f@e(x)  J2 FWely) dyg' (z)
o(z) ©?(z)
= f(z) +zh(2).

Die gleichmiflige Stetigkeit und Beschrinktheit von A’ folgt aus:

lim wh(z) = lim 2o FW)e(y) dy

z—+o00 z—+o00 o(z)/z




wobei die zweite Gleichung wegen der Regel von de I’'Hospital folgt.

9.14 Lemma. Es gelte

VneNVi=1,...,n: L(h) :E(&)

Jin 01,1
Dann gilt:
n  Ojn

max — 0 <« Lindeberg-Bed. 9.9
=1 Tp MN—00

9.15 Satz. (Lindeberg-Lévy) Seien X1, X5, X3,... iid. mit EX; =: p € Rund E ((X; — p)?)
=: 02 € (0,00). Dann gilt:

1/2 n
VteER: P{”i 12 X, — EX, gt}—><1>(t).
Var(X;) \n n—00

=1

10 Schéatzer, Konfidenzintervalle und Test: Die drei wichtigsten
statistischen Verfahren am Beipiel von Binomialexperimen-
ten

Seien in diesem Kapitel Xi,..., X, i.id. X; ~ B(1,p)Vi, wobei der Parameter p € (0,1) als

unbekannt angesehen wird.
Schétzer fiir p

Ein verniinftiger Schitzer fiir p ist

denn er ist erwartungstreu, d.h. EX,, = p, wenn p der wahre Parameter ist, und konsistent,
d.h. X,, = pn.W.
Ein erwartungstreuer und konsistenter Schétzer fiir die Varianz p(1—p) einer B(1, p)—Verteilung

st

Konfidenzintervalle fiir p

Hier betrachten wir nur sog. approximative Konfidenzintervalle. Eine leichte Folgerung aus dem

zentralen Grenzwertsatz ist die Aussage

X’I’L_p t 1 22
P{—t < +/n p §t}—>/t\/ﬂe2dx =: I(t),
n —

32



bei ¢ > 0 oder dquivalent

t = L2
Ist nun fiir « € (0,1) die Zahl u, das sog. a-Fraktil der Standard Normalverteilung, d.h. der
Wert u, fiir den die VF @ der Standard Normalverteilung

P{X, —

D(ug) =1—a,

ergibt, so gilt I(u,/2) = 1 — . Folglich enhilt das sog. Konfidenzintervall

> Un/2 > Ua/2
[X'n_ \;/ﬁo'ngprn"i'%Un]

den unbekannten Parameter p mit approximativer W. 1 — «. Man nennt 1 — o das Konfidenz-
niveau des Konfidenzintervalls. Ubliche Werte fiir 1 — o sind 95% oder 99%.

Tests fiir Hypothesen iiber p

Aufgrund der Beobachtungen Xi,..., X, soll zwischen zwei sich gegenseitig ausschlielenden

Aussagen tiber p entschieden werden, z.B. fiir einen vorgegebenen Wert py € (0,1):
Hypothese Hy : p < pg Alternative K : p > pyg.

Man trifft die Entscheidung zwischen Hp und K mit Hilfe eines Tests zum Niveau «, d.h. eines
Verfahrens, bei dem die Wahrscheinlichkeit einer Entscheidung fiir K, wenn Hj richtig ist (sog.
Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art, ) den vorgegebenen Wert o nicht iiberschreitet. Ubliche
Werte fiir a sind 0.05 oder 0.01.

Ein verniinftiges Testverfahren ist mit S, = X; + --- + X, (Anzahl der Erfolge) offenbar

Entscheidung fiir K, falls Sp > cn(a)
Entscheidung fiir Hy, falls Sp < en(a),

wobei ¢, (a) aus den beiden Bedingungen

Ppo{Sn > cn(a)} < @ und P, {Sy, < c(a)} >

bestimmt wird (Tabellen, Programme). Man nennt ¢, () das a—Fraktil der Verteilung ng. Die

Eigenschaften des Tests kann man an der sog. Giitefunktion

Bn(p) = Pp{Sy > cn(a)}

ablesen, die die W. sich fiir K zu entscheiden angibt, wenn p der wahre Parameter ist. Fiir
p < po, also fir Hy, ist 5,(p) die Fehlerw. 1. Art, wihrend fiir p > pg, also fir K der Wert
1 — Bn(p) die sog. Fehlerw. 2.Art ist, d.h. die W., sich filschlich fir Hy zu entscheiden.

Der Test ist unsymmetrisch konstruiert, nimlich so, dass die Fehlerw. 1.Art unter Kontrolle ist.
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Die Fehlerw. 2.Art ist dann nur noch iiber den Stichprobenumfang n zu kontrollieren: Je grofier
n, umso kleiner wird die Fehlerw. 2. Art.

Wenn bei der Durchfithrung des Zufallsexperiments der beobachtete Wert von S,, den kritischen
Wert ¢, («) iiberschreitet, kann man relativ sicher sein, dass K wirklich vorliegt, da die W., sich
falschlich fiir K zu entscheiden « nicht iibersteigt. Anders im Fall, dass der beobachtete Wert von
Sy, den kritischen Wert ¢, («) nicht iiberschreitet. Dann kann man nur feststellen, dass aufgrund
des Datenmaterials eine Ablehnung von Hj nicht moglich ist. Eine genauere Diskussion erfolgt

in der Vorlesung.

11  Allgemeine Mafiriume und Zufallsexperimente iiber R*

Bemerkung: Das schwache Gesetz der grofien Zahlen und der zentrale Grenzwertsatz wurden
hier nur fiir diskrete ZV bewiesen. Die Beweise haben wir jedoch so durchgefiihrt, dass sie ohne
Anderung auch im allgemeinen Rahmen, den wir jetzt schaffen werden, ihre Giiltigkeit behal-
ten. Es wurden ndmlich beim Beweis nur Linearitit und Isotonie des Erwartungswert, sowie die
Tatsache, dass stochastisch unabhéngige ZV unkorreliert sind benutzt. Beim zentralen Grenz-
wertsatz fiir i.i.d. ZV wurde dariiberhinaus benutzt, dass fiir eine quadratintegrierbare ZV Z
stets B Z21{Z? >t} — 0, falls t — oo, was fiir diskrete ZV klar ist und fiir allgemeine ZV aus

dem sog. Satz von der monotonen Konvergenz folgt, s.[BN]:Satz 18.6.

Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass sich unter gewissen Bedingungen die Verteilung von
Y, := v/n(X, — EX1)/V/VarX; fiir n — oo stabilisiert in dem Sinne, dass die W. PY=(a, b] fiir
n — oo sich immer mehr dem Wert F'(b) — F(a) mit F' = ® annéhert. Es stellt sich deshalb die
Frage, ob man ein Limes W-Mafl P auf R definieren kann, das die Gleichung

P((a,b) = F(b)— F(a)¥a<b, (1L.1)

erfiillt. Ein solches P kann bei F' = ® kein diskretes W-Maf sein, da wegen der Stetigkeit von
® notwendig P{a} = 0V € R gelten miifite. Es muss also eine neue Art von W-Maf sein. Will
man nun ein W-Maf} iiber (R, P(R)) mit den Eigenschaften (1.1)- (1.3) definieren, so treten
mathematische Schwierigkeiten auf, die nicht iiberwindbar sind. Diese liegen daran, dass die
Potenzmenge zu viele Mengen enthilt, darunter auch pathologische Mengen, die in der Praxis
uninteressant sind.

Wenn man unsere fritheren Uberlegungen mit diskreten W-Mafien P anschaut, so sieht man,
dass von den Potenzmengen P() nur verwendet wurde, dass die interessierenden Mengen da-
zugehdren (dies waren die Einpunktmengen, die aus Trigerpunkte des W-Mafles gebildet waren)
und dass man bestimmte Mengenoperationen (abzihlbare Vereinigungen und Durchschnitte,
Komplemente u.s.w.) ausfithren konnte, und P(A) dann auch fiir die so enstandene Menge A
definiert war.

Ein eleganter Ausweg aus den obigen Schwierigkeiten besteht nun darin, nur noch Definitions-
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bereiche fiir W-Mafle zu betrachten, die abgeschlossen gegeniiber den eben genannten Mengen-
operationen sind, sog. o-Algebren, und zwar jeweils die kleinste o-Algebra, die die momentan
interessierenden Mengen enthilt. In der obigen Situation mit R als Grundraum und den inter-
essierenden Mengen (a, b], wiirde man also als Definitionsbereich eines W-Mafles P mit (11.1)
die kleinste, o-Algebraiiber R wihlen, die alle Intervalle (a,b] enthilt. Dies ist die sogenannte

Borelsche o-Algebra, s.unten. Wir kommen also in natiirlicher Weise zu

11.1 Definition. [BN]:15.2 Gegeben sei ein Stichprobenraum Q(# ()). Dann heifit jedes System
A C P(Q) (=Potenzmenge von ) mit

Q€ A (11.2)
A € AfallsAe A (11.3)
JAi € Afalls4;e A VieN (11.4)

i=1
eine o-Algebra iiber ().
Das Paar (2, .A) heifit Mefiraum. Ein Element A € A heifit mefibare Menge.

Gilt (11.4) nur fir endlich viele A; € A, so spricht man von einer Algebra iiber ). (,0-“ bedeutet
soviel wie ,,abzéhlbar unendlich*)

(11.3) besagt, dafi A abgeschlossen gegeniiber Komplementbildung ist: besitzt A einen W-Wert,
so auch A°.

(11.4) besagt, dal A abgeschlossen gegeniiber abzihlbaren Vereinigungen ist: Haben die Er-
eignisse Ai, Ag,... W-Werte bekommen, so auch das Ereignis A =,mindestens ein A; tritt
ein.“= (7, A;.

o-Algebren werden die Definitionsbereiche von W-Maflen sein.

Bemerkung: [BN]:S. 158 Ist A eine o-Algebra, dann ist A auch Algebra, denn aus (11.2) und
(11.3) folgt @ = Q° € A und somit ist fiir Aq,..., A, € Anach (11.4) auch A;U---UA,UPU--- €
A, also AyU---UA, € A

11.2 Beispiel. (o-Algebren),[BN]:13.2
1. P(Q)={A: A CQ} ist die grifite o-Algebra iber Q.
2. {0,Q} ist die kleinste o-Algebra iiber Q.

3. Ist A eine Algebra, die nur aus endlich vielen Elementen (= Mengen) besteht, so ist A

schon eine o-Algebra.

4. Falls || = oo ist, so ist A = {A C Q : A oder A® endlich} eine Algebra aber keine
o-Algebra.
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5. Sind A;,i € I, beliebig viele o-Algebren tiber S, so ist das Mengensystem A := {A C Q:
A€ A; Vi€ I} wieder eine o-Algebra. Fafst man jede Menge A C Q als Element der
Potenzmenge P(Q2) auf, so ist gerade A = ;o1 A;i (Durchschnittsbildung in P(L)).
Beweis: Zu (11.2): Q € A, da Q € A; Vi.

Zu (11.3): Sei A€ A, dh. Ac A; Vi=>A°c A, Vi= A°c A

Zu (11.4): Seien Ay € Ak € N, dh. Ay € A; Viel VkeN= o, A € A; Vi,
dh. U Are A O

Wie oben diskutiert hat man bei vielen Problemstellungen eine Familie von Mengen, die auf

jeden Fall einen W-Wert bekommen sollen. Dann gibt es immer eine kleinste o-Algebra,

die die vorgegebenen Mengen enthdlt:
E sei ein gegebenes System von Mengen C P(L2).
Dann heifit die o-Algebra

oa(€) = [ A (11.5)
ADE

die von £ tiber ) erzeugte o-Algebra, [BNJ:(13.5).
E heifit Erzeuger von oq(€). Jede o-Algebra hat verschiedene Erzeuger.

(Ist A o-Algebra, so erzeugt A sich selbst; wenn A € A ist, so erzeugt A\ {A} =: &
ebenfalls A.)

6. Ist Q(# 0) eine abzihlbare Menge, so erzeugt £ = {{w} : w € Q} (d.h. das System der
Einpunktmengen in Q) die Potenzmenge P(Q), da fir A C Q gilt A =] ,c4{w} € 00(€).

Dies ist, wie wir wissen, der Grund dafir, daff man bei abzdhlbaren Grundrdumen ohne
Maptheorie auskommt: Jede Teilmenge A von Q bekommt einen W-Wert (namlich die
Summe der W-Werte aller w € A, siehe Definition 11.3).

7. o-Algebren sind wie erwdhnt deshalb nétig, damit man Zufallsexperimente tiber komplizier-
teren Grundrdumen beschreiben kann, z.B. in Zusammenhang mit dem zentralen Grenz-
wertsatz:

Q=R

E =G :={(a,b] : a,b € Rya < b} (mindestens die Intervalle (a,b] sollen einen W-Wert
bekommen).

Dann heifst B := or(G1) die Borel-o-Algebra diber R (die kleinste o-Algebra iber R, die
die Intervalle (a,b] enthdalt).

8. Ganz analog definiert man die Borelsche o-Algebra B* iber RE k> 1 gemdf
Bk = ORk (gk)
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mit
Gr := {(a,b] : a,b € R¥ a0 < b},
k
wobei a = (ay,...,a;),b= (b1,...,b), (a,b] = X (a;, b;] und a <b:& a; < b;Vi.
i=1

B* wird praktisch immer verwendet, wenn Q = RF ist.
Man kann zeigen: BF # P(RF).

BF enthilt alle offenen und abgeschlossenen Teilmengen in R¥ | z.B. auch die Einpunkt-

mengen, aber auch alle endlichen und abzdihlbar unendlichen Mengen.

Vorsicht: Man kann B nicht konstruktiv durch Vereinigungs—, Durchschnitts— und Kom-

plementbildung aus den Rechtecken (a,b] aufbauen.
Analog zur Definition im diskreten Fall definieren wir nun allgemeine Wahrscheinlichkeitsriume.

11.3 Definition. (Kolmogorovsche Aziome (1933), [BN]:15.4)
Gegeben sei eine o-Algebra A iiber Q(# 0). Jede Abbildung P : A — R (P wie Probability) mit
den Figenschaften

> 0 VA€ A (Nichtnegativitit) (11.6)
= 1 (Normiertheit) (11.7)

P (f; Ai) - f;P(Ai) (o-Additivitit) (11.8)

wobei Y 21 A = Ui, Ai falls AiNAj =0 Yi# j, ansonsten ist die Summe nicht definiert,
heifst Wahrscheinlichkeitsmafli (W-Maf) auf A.

Das Tripel (2, A, P) heifit ein Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum).

Falls P den Wert co annehmen darf und die Bedingungen (11.6), (11.8) und als Ersatz fir (11.7)
die Bedingung P(0) = 0 (Nulltreue) erfiillt, heifit P ein Maf3 und (Q, A, P) ein Maflraum. Wir
werden

Statt P schreibt man in diesem Fall meist y und entsprechend fir den Mafraum (Q, A, ).

Ist P ein W-MaB, so gilt wie im diskreten Fall: P(0) = P(} .2, 0) (0L Y2, PM) e R =
P(0) = 0= P ist ein Ma8f.

Ubrigens gilt fiir jedes Ma$ zu: Die Bedingung x(0) = 0 ist fiquivalent zu 3A € A mit pu(A) < oo.
(Beweis ist trivial).

MafBle ¢ mit Wert oo treten z.B. bei der Lingenmessung in R auf (das Intervall (—oo,a] hat
die Linge oc). Die in Kapitel 3 hergeleiteten Rechenregeln gelten mit identischen Beweisen
fiir allgemeine (W-Raume) (12, A, P). Da fiir allgemeine Mafle 4 auch der Wert oo vorkommen
kann, gilt die Stetigkeit von oben fiir allgemeine Mafle nur dann, wenn in (3.5) mit P = p fiir

mindestens ein A; gilt P(A4;) < oo.

37



Zu Beginn dieses Kapitels hatten wir uns gefragt, ob es fiir eine Verteilungsfunktion F': R — R
ein W -Maf} P iiber (R, B) gibt mit der Eigenschaft

P(a,b] = F(b) — F(a) Ya<h.
Die Antwort darauf liefert der Korrespondenzsatz.

11.4 Satz. (Korrespondenzsatz, [BN]:14.9 )
Zu jeder VF F iiber R ezistiert genau ein W-Maf P dber (R, B) mit

P(a,b] = F(b) — F(a) Va <b. (11.9)
Umgekehrt gibt es zu jedem W-Mafl P genau eine VF F mit (11.9), fir die dann notwendig gilt:
P(—oc0,z] = F(z) VzeR (11.10)

n=1

Letzteres gilt wegen ((—oo,z] = (oo, (—n, x], also P(—o0,z] = lim, o P(—n,z] = F(z) —
N——

€B
F(—n) = F(z) (Stetigkeit von oben)

Folgerung: Wie schon bei diskreten Maflen lassen sich auch gemifi Lemma9.1 alle Eigenschaften
eines W-Mafles P iiber (R, B) auch durch seine VF ausdriicken.

Dabei gehoren offene Intervalle (—oo, z) zu B, denn:

(—00,2) = U2 (00,2 — 1] € B = {2} = (—00,12] \ (—00,2) = (—00,2] N (—00,7)¢ € B.

Ein W-Maf} P iiber (R, B) heifit stetig, wenn die zugehorige VF F stetig ist.

11.1 W-Mafle mit Riemann-Dichten

11.5 Definition. [BNJ:15.1,15.2 Eine Funktion f : R — R heifst eine Riemann-Dichte

(kurz: R-Dichte) iber R, wenn sie (uneigentlich) Riemann-integrierbar ist und
f(z)>0 VzreR und / flz)dr =1 (11.11)
gilt. Die Funktion
F@) = [ sy (1112
ist eine stetige VF und fiir das zugehorige W-Maf P tiber (R,B) gilt
b
P(a,b] :/ fly)dy Ya <b. (11.13)

Ganz entsprechend kann man R-Dichten f iiber RF und zugehirige W-Mafe P iiber (RF,B*)
definieren. Man fasse dazu z.B. in (11.12) das Integral als k-faches R-Integral

/ / f(.’L‘l,...,.’L‘k)d.’L‘l"'dZEkzl

auf und entsprechend in (11.13).
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Definition 11.5 und (11.12) lassen sich sinngemiff auch auf f : (0,00) — R oder allgemein
f: (a,b) — R iibertragen, falls f auf (a,b) uneigentlich R-integrierbar ist. Entsprechend in RF.

11.6 Beispiel. [BN/:15.3 Rechteck(a,b)-Vilg (kurz: R(a,b)-Vilg)

1
J@) = =1 (2). 2 €R (11.12)
Rechteck (a,b)-Vtlg, f(x) Rechteck (0,1)-Vtlg, F(x)
f(z) 4 F(z)
_ 1 (—
o . 0.5
L I i I I i I L I I I I I | I I I I |

a b T 0.5 1x

Spezialfall: a = 0,b = 1. In diesem Fall ist F(z) = [

Lo,y (y) dy (siche Bild).

11.7 Beispiel. [BNJ:15.4 Ezponential (c)-Vitlg, Weibull (o, §)-Vitlg
Sei 0 < a < 0.

ae . x>0
r) = 11.15
f(z) { 0 o<o (11.15)

o o
/ f(z)dz = / ae”®dr =—e T =0—-(-1) =1
—0o0 0
Folglich ist f eine Dichte. Die zugehérige VF ist

v _ 1—e 2% falls x >0
= — Wz _
F(z) /oo fly)dy = —e *Y[§10,00)(2) { . halls 3 < 0. (11.16)
F@y | [ f(@) = ae F@) | [P@)=1-c]
(e 1+
B 0.5:—
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Die Ezxponential (o)-Verteilung, kurz E(a)-Vilg, beschreibt die Lebensdauervtlg von Stoffen oder
Produkten, die keinem AlterungsprozefS unterliegen, z.B. radioaktive Atome, Glihbirnen (appro-
zimativ), Transistoren.

Eigenschaft: Die Ausfallrate r(x) zum Zeitpunkt  ist konstant, dabei ist die Ausfallrate in x
definiert gemdjs:

limlP(:v,x+6] _ F(x+¢)— F(x) 1
el0 e P(r,00) o € 1 — F(z)
_ =)
= ToFE @
r(x) fir &(a)-Vilg:
(@) = T =0 = const
r(z) = =T = a = cons
Weibull («, 8)-Vtlg:
Fir0<a<ocund0< f < oo ist
aﬁxﬂfle*‘“ﬁ,m >0
flz) = 11.17
(z) 0 2<0 (11.17)

die Dichte der Weibull («, 8)-Vilg. Damit ist

1—el-22") 7 >0

F(w)Z/_x fly)dy = { (11.18)

0 ,x < 0.

B—1 —azﬁ _
Ausfallrate r(z) = % = afBz’1.
B >1 Ausfallrate steigend  (Alterung)
B =1 Ausfallrate konstant (keine Alterung, FExponentialvtlg)

B <1 Ausfallrate fallend (Kinderkrankheiten)

11.8 Beispiel. [BNJ:15.5 Normal (j1,0%)-Vtlg, n € R,0? > 0 Die schon in (9.15) definierte

Gauf’sche Glockenkurve:

.z €R, (11.19)

ist eine R-Dichte. Dazu die folgenden Uberlegungen.
22
Sei ¥(z) := (2%)7% fs € 7 dz,z > 0. Dann gilt

1.

und somit fiir die VF i
D(z) = (27r)_%/ e~ dz

der NV (0, 1)-Verteilung die Abschiitzung
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1 2\ 2 1 1 !
+§<1—6_%) §@(z)§§+§(1—6_22)2,z20.

1

2
Aus 1. folgt [° ¢(z)dz = . Aus Symmetriegriinden gilt auch fi)oo p(z)dz = %, also [ p(z)dr =
1.

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe, hier ein Hinweis:

Es ist I
W = [ e dray
0 0 27T

Man fiihre Polarkoordinaten (r,«),r > 0,0 < a < 27 ein, wobei z = rsina,y = rcos a, also
2?2 +y? = r? und dr dy = —r dr do, und vergleiche das Integral iiber Q = [0, 2]? mit dem gréfiten
Viertelkreis um (0,0), der innerhalb @ liegt, bzw. dem kleinsten Viertelkreis, der Q umfaft.

Standard-Gauf3-Verteilung

?@) | o) = S=eF
041
Fliche unter der Gauf-Kurve:
3+ 1
/ o(r)dz = 0.683
-1

-2

/0'2_ \ /2 o(r)de = 0.954

0.997

/ 33 o(z) dz

IIJ;I |

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4z

Das zu ¢ gehorige W-Maf} heifit N(0,1)-Vtlg, Standard-Normalverteilung oder auch Standard-
Gaujs- Verteilung.
Mit ¢ ist auch

1 _
Ouo2(r) = 2 <%) € Ro >0, (11.20)

eine Dichte, denn:

o0 1 T — o0
/ —<p< M) dr = / o(y)dy = 1.
0 O o S
~—
::y,dy:%d:v

Die zugehorige Vtlg heiit A (i1, 0?)-Vtlg, wobei man y auch einen Lageparameter und o einen
Skalenparameter nennt (bei x = p liegt der Extrempunkt der Kurve). Sobald wir den Erwar-

tungswert und die Varianz von diskreten ZVen auf allgemeine reelle ZVe verallgemeinert ha-
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ben, werden wir zeigen kénnen, dass p der Erwartungswert und o2 die Varianz einer NV (u, 0?)-

Verteilung ist.

Normalverteilungen treten,wie wir schon im Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg gesehen
auf, wenn viele kleine Stérungen einen wahren Meflwert iiberlagern, z.B. bei physikalischen

Messungen.

11.2 Erwartungswert und Varianz von Verteilungen mit R-Dichten

11.9 Definition. Sei P ein W-Maf iber R mit R-Dichte f. Falls ffooo |z| f(z)dz < oo, so heifit

E(P) :/ zf(x)dx (11.21)
Erwartungswert von P und

o

Var(P) :/ (x — E(P))?|f(z)dx (11.22)
—00

heifit Varianz von P, falls das Integral endlich ist.

Im Vorgriff auf spiter definierte reellwertige ZV X mit Verteilung P, die eine R-Dichte f

besitze, definieren wir dann wie im diskreten Fall EX = E(PX) und VarX = Var(PX). All-

gemeiner, wird dann fir eine Funktion g : R — R derart, dass g(z)f(z) R-integriebar ist der

E-Wert von g(X) definiert gemaf

Eg(X) = /00 g(z)f(z)dz. (11.23)

—0o0
Im Anhang A.2 des Buches von Hiibner finden sich z.B. eine Reihe von wichtigen Verteilungen

mit ihren R-Dichten, E-Werten und Varianzen.

12 Allgemeine Zufallsvariable und ihre Verteilungen

In Kapitel 5 wurden Abbildungen X : Q — X betrachtet und aufgrund der Tatsache, dass fiir
B C X die Mengen

{weN: X(we B} und B

dasselbe Ereignis reprisentieren (nur in verschiedenen Riumen), induzierte W-Mafle eingefiihrt,
s.(5.3). Da wir nun auch im Bildraum eine o-Algebra betrachten wollen, werden wir im allge-

meinen Rahmen in natiirlicher Weise auf messbare Abbildungen im folgenden Sinne gefiihrt.

12.1 Definition. [BNJ:17.1 Seien (2, A) und (X, B) zwei Messriume.
Eine Abbildung X : Q — X heifit dann A-B-messbar, falls

{we: X(w)eB}={XeB}ecA VB € B. (12.1)

erfillt ist.
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In Analogie zum diskreten Fall kénnen wir nun allgemein induzierte Mafle definieren.

12.2 Definition. /[BNJ:17.2 Seien (2, A, 1) ein Mafraum, (X, B) ein Mefiraum und X : Q@ — X
eine A — B-meflbare Abbildung. Dann wird durch

w¥(B)=u(X"'(B), BeB, (12.2)

ein Maf p diber (X,B) definiert. u* heifit das von X und p dber (X,B) induzierte Maf.
Ist i = P ein W-Map, so auch PX. PX wird auch Verteilung von X unter P genannt (Bez.:
Lp(X) oder L(X), L wie Law).

Ist Q ein W-Map mit Q = PX, so sagt man: X ist gemdff Q verteilt, kurz: X ~ Q. X heifit in
diesem Zusammenhang auch Zufallsvariable (ZV).(Gegeniiber dem diskreten Fall ist nur die

Mefsbarkeit von X hinzugekommen.)

Es bietet sich nun an, den Begriff der diskreten ZV ein wenig allgemeiner zu fassen als bisher:
Falls {z} € BVz € X und P¥ diskret ist in dem Sinne, dass eine abziihlbare Teilmenge X von
X existiert mit PX (Xp) = 1, so heift X diskrete ZV.

Diskrete ZV im fritheren Sinn bleiben nach dieser Definition immer noch solche. Dariiberhinaus
sind nun alle messbaren ZV, die nur abzihlbar viele Werte annehmen, diskret. Frither musste
man vom Hintergrundraum (2, P(12), P) dazu ebenfalls die Diskretheit verlangen.

Dass PX tatsichlich ein W-Ma# iiber (X, B) ist oder so zumindest so aufgefasst werden kann,

siecht man wie im diskreten Fall.

Sprechweise wie frither: Eine ZV X auf einem W-Raum (2, A, P), X : Q@ — X beschreibt ein
Zufallsexperiment (X, B, Q) wenn PX = @ ist, d.h. wenn die Vtlg. von X gleich Q ist. Kurz:
X ~Qund L(X) =Q.

Wie im diskreten Fall kann jedes Zufallsexperiment (X, B, Q) durch eine ZV X beschrieben
werden. Man wéhle analog wie frither Q@ = X', A = B, X = idq, die Identitidt auf 2, und P = Q.
Als Beispiel zur Erinnerung:

Ein ideales Wiirfelexperiment wird durch eine reelle ZV X mit X ~ Laplace-Vtlg. iiber {1,...,6}
beschrieben.

Praktisch alle von uns betrachteten ZV’n und Abbildungen sind reell oder haben Werte in R¥

und sind messbar. Letzteres folgt aus den beiden folgenden Lemmata.

12.3 Lemma. [BN]:17.10 Gegeben seien meflbare Abbildungen X und Y gemdf
(2. 4) S (X,8) % (V,0).

YoX:Q— Y ist dann A — C-mefShar.
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12.4 Lemma. [BNJ:17.12, 17.13
a) Ist (2, A) ein Mefiraum, so ist f : Q — R genau dann A-B-mefibar, wenn gilt

{(f>a}={weQ: flw)>a}=f""(a,0) €A VacR (12.3)

Dieselbe Aussage gilt mit {f > a}, bzw. {f < a} und {f < a} anstelle von {f > a} in (12.3).
Da {f > a} offen und eine Teilmenge aus B ist, ist insbesondere jede stetige Funktion f : R — R
auch B-B-mefbar.

b) Ist (Q,A) ein Mefraum, so ist (fi,...,fx) = f : Q@ — RE genau dann A-B¥-mefbar, wenn
jede Komponente A-B-mefibar ist.

Als Folgerung erkennen wir z.B., dass Summen und Produkte reeller ZV reelle ZV sind.

13 Produktraume, Produktmafle, stochastische Unabhingigkeit

und die Transformationsformel fiir R-Dichten

Wie schon bei der Behandlung diskreter Modelle bemerkt, verlaufen viele Experimente in ei-
ner endlichen Anzahl von Stufen ( s. Kapitel 5). Die dortigen Begriffe Projektion, Randvertei-
lung, gemeinsame Verteilung bleiben im allgemeinen Rahmen praktisch unverédndert, nur durch

Messbarkeitsforderungen erginzt: Ist X; der Grundraum der i-ten Stufe mit o— Algebra B;,

1 <i<mn,soist X:= XA ein natiirlicher Grundraum fiir das Gesamtexperiment den man

i=1
- . . o
iiblicherweise mit der sog. Produkt-o—Algebra B := ®Z_:1 B; versieht, die durch das Mengensy-

stem

By x---xB,; B;€BYi

erzeugt wird. Dann sind die Projektionen 7; : X — X; automatisch B — B;—messbar.

Ist P ein W-Ma auf dem Produktraum (X, B), so nennt man wie im diskreten Fall die Verteilung
der Projektion =; die i-te Randverteilung von P.

Betrachtet man auf einem allgemeinen W-Raum (2, A, P) mehrere Abbildungen &; : Q —
X, 1 < i < n, so ist die Produktabbildung X = (Xi,...,X,) mit Werten in X = >n< X; eine
A — B—messbare Abbildung. £(X) = P¥ heit gemeinsame Verteilung der X;, wot;Zil wie im

diskreten Fall gilt:
(PX1 X)) = pXiyj

Bemerkung: Bei &X; = R, B; = BV: gilt fiir die Produkt-o—Algebra

B:= éBz =B".
=1

Wir definieren allgemein Produktmae.
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13.1 Definition. (Produktmaf) Seien (X;,B;, P;), 1 < i < n, Dann gibt es auf ( X X;, X B;)
i=1 i=1

Ny . .  on
cin eindeutig bestimmtes W-Ma P := ®i:1 P;, das Produktma der P;, mit der Eigenschaft

QR P(XB) = =][P(By). (13.1)
. i=1 .
=1 =1

Zur Ezistenz des Produktmafes s. [BN]: Kapitel IV

In Analogie zum diskreten Fall definieren wir nun

13.2 Definition. In der Situation zu Beginn dieses Kapitels heien Xi,...,X, genau dann

stochastisch unabhdngig, wenn

P(Xl""’X")(;(Bi) = (éPXi)(;(Bi) (13.2)

i=1 -~ i=1

VB; € Bi,i=1,...,n.

Offenbar ist Gleichung (13.2), also die stochastische Unabhingigkeit der X; dquivalent zu

n
P{X,€B,...,X,€B,} = HP{Xi € B;} (13.3)
=1

VB, € Bi,i=1,...,n.

Wie im diskreten Fall sieht man: Definiert man auf dem W-Raum (Q, A, P) = ( X X;, X B;, ®" P)
i=1 i=1 i=1171

7V X; := m; Vi, so haben diese X; die Verteilung P; und sind stochastisch unabhéngig. Den Raum

(2, A, P) nennt man oft Hintergrundraum. Seine spezielle Struktur spielt dabei meist keine Rol-

le. Man kann also zu vorgegebenen Randverteilungen, wie im diskreten Fall einen Hintergrund-

W-Raum konstruieren und darauf stochastisch unabhéngige ZV X; mit X; ~ P;.

Man kann zeigen, dass es auch fiir co viele W-Réume (X;, B;, P;),i > 1 ein Produktma ®:2, P;

gibt, sowie stochastisch unabhingige ZV X;,7 > 1 mit X; ~ P;, s. [BN]:. Es gilt bei Vorliegen

von R-Dichten

13.3 Lemma. [BN/:22.6 SeienX,..., X, reelle, st.u. ZV mit R-Dichten f1,..., fn von PX1 ... P%n,

. n
Dann ist Hi:l fi(x;) eine R-Dichte der gemeinsamen Verteilung P(X1-Xn),

n

Beweis: Fiir jedes n-dimensionale Intervall (a,b] = X (a;,b;] gilt fiir X = (X1,...,X,)

i=1

PX(a,b] = P*'(ay,bi]--- P*"(an, by,]
b1 bn
al Qn

bn

b1
= [ [T Bt fuln)dar - da,

n
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d.h. die gemeinsame Verteilung PX hat die R-Dichte

(1, yzn) = fr(z1) - folzn).

Dies ist natiirlich auch hinreichend fiir die stochastische Unabhingigkeit der ZV'n X1, ...

O

Fiir die Verteilungsfunktion von X + X5, d.h. von pXi+Xs) ergibt sich somit

P(X1+X2)(—Oo,t] — P(X1+X2){($1’$2) 121 + 29 < t}
= // f1(z1) f1(w2)dz1dzs

z1+22<t

00 t—x1
_ / / fi(@1) fows)dardos

t—xq

= [ _he(| " naadeda,
:/ fi xl/ foly — z1)dy)dz,
:/ / fi(z1) f2(y — x1)dz1dy.

Hieraus folgt, dass die Verteilung von X; + X die Dichte

y — hiy / (@) foly — 2)da

(13.4)

besitzt. Die Verteilung der Summe X; + --- + X,, bezeichnen wir hier wie im diskreten Fall

als Faltung der Verteilungen PXi. Das in (13.4) auftretende Integral heifit Faltungsformel fiir

R-Dichten von Verteilungen unabhéngiger ZV'r.

13.4 Beispiel. [BNJ:22.9 Seien X,Y stu., X ~ N(a,02),Y ~ N(b,72), s0 gilt X +Y ~

N(a+b,0% +72).

Beweis: Die Dichte von N (0, 1) ist bekanntlich ¢(z) = %ﬁe‘

1. Sei zunichst a =b=0,02=1,72>0

9(z) = /oo p(z — y)%w (%) dy

— L = 6,%(27:,;) T2 -,—z dy
2t J_ o
1 [e%e)
=l 1T b2 gy 120-D)
21T J o
_ ]. /OO ]_ 67%(y7%)2cdy6 2Z2(1 C)\/T
27T —00 /21 % c
=1
= 1 e_%221-|-17—2
2r(1 + 72)

Dies ist die Dichte einer A'(0, 1 4 72)-Verteilung.
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2. 7 ~N(a,0%) = tZ +b~ N(ta+ b, t*0?)

Beweis: Sei t > (0. Dann gilt

P{tZ +b<z} = P{Zgz_b}

z 1 _
= L)
—oc0 T T

wobei im letzten Schritt 72 := t?0? und p := ta+b gesetzt wurden. Eine dhnliche Rechnung

gilt fiir ¢ < 0.

3. Allgemeiner Fall:

X — Y —b

X+Y = < ¢4 )a+m+wy&Nm+a£+¢% O
——

~MNOD n(0,73)

~N (0,14 13)

Folgerung: Sind X1,..., X, st.u. mit X; ~ N(a,0?), dann ist

X, 4+ +Xn - 1
At -+ An — X, ~N <a, _02> ’
n

n

das heit also, da die Werte der Durchschnittsverteilung dichter am Mittelwert a liegen, als die

Einzelergebnisse (s.Zeichnung).

Standard-Gau-Vtlg, Einzelmessung Standard-Gau-Vtlg, 9 Messungen
g 3 922
07.~¢\ 1.2
3
0.2
/ 0.1 \
/ \
/ \ .
| | 41/ | | | | \L J | | | | v | | J
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4z -5 -4 -3 -2 -1 2 3 47T

Eines der wichtigsten Hilfsmittel zur Berechnung von R-Dichten ist die Transformationsformel
fiir R-Dichten.

13.5 Satz. [BNJ:23.3 (Transformationssatz fiir R-Dichten)
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Gegeben sei ein W-Ma P iiber (RF,BF) mit R-Dichte f und f = 0 auf G¢, G offen. Es sei G :=
Uicr Gi, Gi offen, I abzihlbar. Weiter seien g; = (gi1,...,gik) : Gi — RE stetig differenzierbar,

njektiv mit

991 ... 99i1
oz oxy,
Ay, = det : : #0
i ... Ok
oz oxy,

auf Gi. Dann hat die induzierte Verteilung P9 fiir g := ) ;.; 9ila,, eine R-Dichte h gemdp
flgi ()
) = X A T @) (13.5)

fiir y € RF,

Beweis: siche [BN].

13.6 Beispiel. [BN/:23.6 X = (X1,...,X,)T sei Rf-wertig mit R-Dichte f. A sei eine inver-
tierbare k x k-Matriz, a € RE. Dann besitzt Y = AX + a die R-Dichte

1

M) = A7~ ) g

(13.6)

fiir y € RE,

Beweis: Satz 13.5 mit [I| =1,G =RF,g: G - RF g(z) = Az +a,9(G) = RE, Ay(z) = det A #
0,97 (y) = A"y —a). O

Man erhilt also erneut die im Beweis von Beispiel 13.4 hergeleitete Aussage:

X ~N(0,1) = 60X +a~ N(a,0?),0 #0.

13.7 Beispiel. [BN]:23.7 (k-dimensionale Normalverteilung) Seien Xi,..., Xy stu., X; ~
N(0,1) Vi, dann ist eine R-Dichte von (X1,...,X)T gegeben durch

1 1,T
flz) = e 2% T,
(z) o
9(x) = Az + a wie in (13.6) liefert eine Dichte h von' Y = AX + a gemdpf
1 1o4-1 T(4-1 1
h - —5(A7(y—a)T (A" (y—a))
() 2k7rke 2 [det Al
- 1 twar@ayratya L
2k gk | det Al
I e R LV VL eV R S
2k rk det(AAT)
1 -
= s e (13.7)

mity € R, S := AAT.
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Eine Verteilung tiber (R¥,B*) mit R-Dichte (13.7) heifst Normalverteilung N'(a, S) mit Mittel-
wertvektor a und Kovarianzmatriz S.

S ist positiv definit, d.h. TSz >0 Va #0, denn:
w8z = 2T AAT s = (AT2)T ATz = | AT z|> > 0

da ATz # 0.

S ist symmetrisch, ST = S, denn (AAT)T = AAT.

In der linearen Algebra wird gezeigt: Jede positiv definite symmetrische Matriz S ldsst sich in
der Form S = AAT mit geeignetem A, A invertierbar, schreiben. Da a beliebig ist, wird durch
(13.7) genau dann eine Dichte einer N (a, S)-Verteilung definiert, wenn a € RF und S positiv
definit ist.

13.8 Korollar. [BNJ:25.8 Ist Y eine RF -wertige ZV mit Y ~ N(a,S) und b € R* sowie B eine
invertierbare k x k-Matriz, so folgt
BY + b= N(Ba+b,BSBT) (13.8)

Beweis: Mit X = (Xq,..., X)), X1,..., X, st.u., X; ~ N(0,1), gilt

Y ~AX +a,also BY +b ~ B(AX +a)+b
= (BA)X + Ba+b
~ N(Ba+b,(BA)(BA)T)
= N(Ba-+b,BAATBT)
= N(Ba+b,BSBT). O

13.9 Lemma. [BNJ:23.9 SeiY eine RF -wertige ZV mit Y ~ N(a,S) und ¢ := (c1,...,c;)T #0.
Dann gilt

AY =Y+ + Y, ~ N(cla, T Se) (13.9)
und insbesondere fiir ¢ = (0,...,0,1,0,...,0)T, wobei die 1 an der i-ten Stelle steht,
Y; ~ N(ai, Sii)- (13.10)
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Beweis:

Y ~ (AX +a)

o) = =t
g(xz) = 2 ; g ist nicht eindeutig
Gri=(-00,00  gi(e)=2 g1:G1— g1(G1) = (0,00)
Go := (0, 00) g2(z) := 2" gy : G2 — ga(Ga) = (0, 00)
G = G1UGy

P=N(0.1) = P(G9)=P{0})=0

Mit ¢ ist auch die umdefinierte Funktion f := lige eine R-Dichte von P.
Gesucht ist P9: Ay, (z) = 2z = Ay, () und g;*(y) = —/¥. 9, ' (y) = /y. Damit folgt als
R-Dichte von P9:

. 1 1

_ -1
h(y) = f(g7 (y))—| Agl(gfl(yml(o,m)(y)+f(gz (y))—| A92(921(ZL/))|1(0,OO)(y)
1
_ <¢(—x/§)ﬁ ¥ w(f)%> L000)(8)
= (Pb/yg)l(o,oo)(y)
1 _

ik 21(0,00) (%)

Das heifst .
h(y) = \/me_%l(o,oo)(y) (13.11)

ist \— und auch R-Dichte von X?. L(X?) heift x3- Verteilung.
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Sind X1,...,X, ii.d" ~N(0,1), so heifit
LXE+-+ XD (13.12)

die x2-Verteilung oder auch x?-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

14 Koppelung von Experimenten

Wir betrachten in diesem Kapitel W-Mafle auf Produktraumen X = A} x --- x A},, wobei wir
der Einfachheit annehmen, dass die X; abzihlbar sind. Ist P ein W-Maf§ auf &', so gilt fiir
festes z = (z1,...,2,) € X mit P{z} > 0 gemif der Multiplikationsregel (6.3) mit Mengen

Ai={y=(1,---,yn) € X 1 y; = x;},

P(A1 n---N An) = P(Al)P(A2|A1)P(A3|A1 N Az) - P(An|A1 n---N An—l)a
d.h. mit der Zihldichte f(z) = P{z} von P und den sog. Ubergangszihldichten
fz-i_l(Zvl, . ,.’L‘i_l;fbi) = P(A1|A1 N---N Ai_l),’i >2

sowie der Startzihldichte fi(x1) := P(A;) gilt

flar, . mn) = fi(m) - fy(zima) - o (@1, 13 20). (14.1)

Man sieht sofort, dass die Ubergangsdichten fiifl(xl, ..., Tj_1;x;) tatsichlich bei festen Werten
der (z1,...,x;—1) Zahldichten von W-Maflen auf A; sind.

Umgekehrt gilt, wenn fiir alle i > 2 und alle (z1,...,z;_ ;) solche Ubergangsdichten vorgegeben
sind, sowie eine Start-Zihldichte fi(x1), dass durch (14.1) eine Zdhldichte auf dem Produktraum
X und damit ein Mafl P definiert wird. Dies ist eine der gingigsten Methoden zur Konstruktion
von Verteilungen auf Produktriumen.

Ist X = (X1,...,Xp) eine ZV mit Werten im Produktraum X (auf einem beliebigen Hinter-
grundraum), deren Verteilung das eben konstruierte W-Maf P ist, PX = P, so gilt in offensicht-

licher Notation
P(Xz = .’L‘Z|X1 = T1y-- -Xi—l = xi—l) = f;_l(.’L‘l, e ,ZBi_l;.’L‘Z‘), ) 2 2,

und P{X; = 21} = fi(z1). Wie schon frither diskutiert, ist als Hintergrundraum (2, P) z.B. der
Raum (X, P) selbst wéhlbar mit ZV'n X; = 7;, den Projektionen auf die i-te Komponente.

Hat man auf die oben dargestellte Weise das W-Maf$§ P, := P auf X := X X; konstruiert mit

i=1

Yindependent, identically distributed = stochastisch unabhingig mit gleicher Verteilung
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Zahldichte f, := f und ist f] ;(21,...,2Zn;ZTps1) eine weitere Ubergangszihldichte auf einem
n+1

abzihlbaren Raum X, so laft sich auf XD = X X; gemif
i=1

f’n+1($1a s 7$n7$ﬂ+1) = f’n(mla' .. axn)f'r’r:+1($1a s 7$n;$n+1)

wie in (14.1) eine Zahldichte f,, 41 auf Xt definieren mit zugehérigem W-MaB P, ;.

Dieses Verfahren kann beliebig oft wiederholt werden. Nach dem Satz von lonescu-Tulcea, s.
[BN]:40.4, kann man sogar zeigen, dass dies unendlich oft durchfiithrbar ist, d.h. bei oo vielen

abzihlbaren Riumen X; und gegebenen Ubergangszihldichten fz-i_l, 1 > 2, sowie einer Start-

Zahldichte fi, gibt es auf dem Produktraum X () = X X; ein W-MaBi Py, derart, dass die
i=1

endlichen Randverteilungen
Po(B™ x X &), B™ cx®
i=n+1
genau die W-Mafle P, sind Vn. In ZV’n ausgedriickt bedeutet dies, dass es ZV'n X1, Xo,... gibt
auf einem Hintergrundraum derart, dass Vn die Verteilung von (X1,..., X)) gerade P, ist.
Wie oben kann der Hintergrundraum als der unendliche Produktraum gewé&hlt werden, sowie

die ZV'n als die Projektionen.

Wir merken einen schon bekannten Sonderfall an: Stochastische Unabhdngigkeit.
Wenn die Ubergangszihldichten fffl(:vl, ..., xi—1;x;) nicht von den Bedingungen z1,...,z;_1

abhéngen, also ganz gewohnliche Zihldichten f; sind:
filz) = fi7 (@1, mica m),
so vereinfacht sich (14.1) zu
fxi,..o zn) = fi(z) -+ falzn) Ve = (21,..., 2p).

Das bedeutet, dass das Mafi P, = P auf X ein Produktma$ ist und die ZV'n X1,..., X,
stochastisch unabhéngig sind mit vorgegebenen Zihldichten fi,..., f,.
Dies gilt auch im Fall n = oo. Folglich gibt es dann zu oo vielen Zahldichten fi, fo.... auch oo

viele stochastisch unabhingige ZV X, Xo,... mit diesen Z-Dichten.

Ein weiterer in der Praxis sehr wichtiger Sonderfall ist der Fall der sog. Markov-Koppelung,
bei dem die Ubergangszihldichten nicht von allen bis dahin beobachteten Werten abhiingen,

sondern nur von der unmittelbaren Vergangenheit.

14.1 Definition. Hingen bei einem mehrstufigen Ezperiment mit obiger Notation die Uber-

gangszahldichten fii_l(ml,...,mi_l;mi) nur von x;_1 ab, Schreibweise:
fz-i_l(mi_l;:vi) Vi > 2, (14.2)
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so spricht man von einer Markov-Kette . Auch die zugehdrigen ZV’n Xy, Xo,... werden
Markov-Kette genannt. Meist sind die Riume X; fiir alle i gleich, z.B. gleich I. Wir sprechen
dann von einer Markov-Kette mit Zustandsraum I. Fir die gesamte Markov Kette schreiben
wir (X,).

15 Monte Carlo Methode

Sei g : [0,1] — R stetig. Gesucht ist fo z) dx.
Falls X ~ R(0,1) ,s0 ist Eg(X) = fo

1
Var g(X) < Eg%(X) = /0 () do < supg(z)* = [lg]I”

Falls X1, Xo,... i.id., X; ~R(0,1) so gilt

1 ! Var g(X)
P = X;) — d >1-—— 15.1
{n;m ) /Ug(m)w<e}_ ! (1.1
Sind z1,...,z, beobachtete Werte von X1,..., X,,, so nennt man diese Werte Zufallszahlen und

1
verwendet ZZ 1 9(z;) als Niherung fiir fo z)dz.

Das sogenannte Anwendungspostulat besagt, dafl Ereignisse groler Wahrscheinlichkeit in der

Praxis mit Sicherheit eintreten. Ist die rechte Seite in (15.1) ,,grof}“, wobei der Anwender vorglbt

was er als ,grof}“, also nahe bei 1 gelegen, ansieht, so tritt das Ereignis |;E 2.9 f 0 9(z) | <
¢ in der Praxis mit Sicherheit ein.
In der Realitdt ist X; nicht exakt verteilt nach R(0, 1) ,sondern z.B. X; ~ Laplace iiber
0 -1
{22,
m m
Damit ist fiir eine Funktion g mit integrierbarer Ableitung g’ die Differenz | Eg(X fo z)dz| <
fo |g' ()| dz sehr klein, falls m sehr grof ist.
Statt (15.1) erhélt man
1 ¢ lgll?
oo {(mla---ax’n) €Ly : ‘E izzlg(fﬂz') — Eg(X)| < 5} >1- el
Ist z.B. 1 — HMHQ = 0.99 ,s0 bedeutet dies: Fiir 99% aller Zahlenfolgen z1,...,z, € I, liegt

13" g(z;) in Eg(X)=+e. Deshalb ist fiir ,regellose* Zahlenfolgen z1,.. ., z, die Summe 1 3" g(z;)
eine Anniiherung von fo x)dx.

Pseudozufallszahlen: Beispiel: Kongruenzgeneratoren

Man wéhle m € Z (den Modul), a € Z (den Faktor) und r € Z (das Inkrement), wobei 0 <

a,r,yo < m gelten soll. Nun berechnet man rekursiv eine Folge yi,ys,... gemif

Yitr1 := (ay; + r) mod m
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mit 0 < y;41 < m. Die Folge z; := %,z’ =1,2,..., wird dann als Folge von Realisierungen von
iid. R(0,1)-verteilten ZV X;, Xo,... angesehen.

Kongruenzgeneratoren sind stets periodisch mit maximaler Periodenldnge m. Auf Binircom-
putern wihlt man meist m = 2% als Modul, wobei k die maximale Wortlinge des Rechners
ist.

Durch geeignete Wahl von a und r kann man erreichen, dafl bei beliebigem 1, die Periodenlinge
gleich m wird, d.h. es werden alle Zahlen z; aus {%, ey %} im Verlauf der Periode genau

einmal erzeugt.

15.1 Bemerkung. (Erzeugung von reellen ZV mit beliebiger VF F' aus R(0, 1)-verteilten)
Sei fiir eine VF F: R — R, F~1:(0,1) = R definiert gemif

Flw)=inf{z eR: F(z) >u},0<u<1 (15.2)

die Pseudoinverse von F' (=iibliche Inverse, falls F' invertierbar).[BN]:S5.299 Dann folgt: Falls
U~ R(0,1), so gilt F~Y(U) ~ F.

Beweis: F! ist monoton steigend, also mefibar. Folgende Implikationen gelten:

Flu) < =z
= F(F ‘() < Flx)
=u < F(x)
=Flu) < =z

Dabei wurde verwendet, daB F(F~!(u)) > u, da F rechtsseitig stetig ist (withle z,, | F~*(u)
mit F(z,) > u). Es folgt also

Fluy<zeu<F(z) VreR (15.3)

= P{F'U)<z}=P{U< F(z)} = F(z) firallez € R. O
Es werde z.B. eine ZV X mit der Exponential(«)-Verteilung gesucht, a > 0.

ae”* fallsz >0
flz) =
0 fallsz <0

Flz) = 1—e*®fallsz >0
0 falls z <0

Sei 0 <u<1:
u=F(z)=1-e= —L1In(l —u) = F~'(u) = 2 = —1 In(1 — U) ~ Exponential(c).
Entsprechend: @ 1(U) ~ N (0,1) und 0® ' (U) 4+ a ~ N(a,o?).
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16 Markov-Ketten — einige Grundbegriffe

Die nun folgenden Teile dieses Kurzskripts sind im wesentlichen dem Buch von G.Hiibner ent-
lehnt. Wir wiederholen die Definition einer Markov-Kette, wobei wir jetzt aus traditionellen

Griinden mit dem Zeitpunkt n = 0 statt n = 1 zu zihlen beginnen

16.1 Definition. Fine Markov-Kette (MK) ist die Folge der Beobachtungen (bzw. der Koordinaten-
Variablen) Xo, X1, Xo, ... in einem unendlich-stufigen Versuch mit Markov-Koppelung und abzahl-
barer Zustandsmenge I. Die Zufallsvariablen X, : Q — I beschreiben also den Zustand eines

Systems zu den Zeitpunkten n =0,1,2,....

Bemerkung: Der Begriff ,,Kette“ beschreibt sehr anschaulich die Markov-FEigenschaft, weil da-

bei jedes Kettenglied immer nur am unmittelbar vorangehenden héingt.

16.2 Definition. Eine Markov-Kette (X,,) heifit homogen, falls die Ubergangswahrscheinlich-
keiten (UZ-Dichten) f7'(i;5) = P(Xp = j | Xn_1 = 1) fiir alle Zeitpunkte gleich sind. In diesem
Fall schreibt man p;; := f2=1(i; 5).

Die Matriz (p;j) == (pij, 1,7 € I) heifst Ubergangsmatriz, kurz U-Matriz. Sie kann auch (abzdihl-
bar) unendlich viele Zeilen und Spalten besitzen. Die Zeilensumme ist stets = 1. (Solche Matrizen

nennt man ,stochastische Matrizen®.)

Wir werden uns im folgenden auf homogene Markov-Ketten (HMK) beschrinken. Wir beginnen

mit einem einfachen Beispiel.

16.3 Beispiel. Die Anzahl der belegten Telefonleitungen soll durch eine HMK modelliert werden.
Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass nur zwei Leitungen vorhanden sind. Es gibt also die

Zustinde 1 = 0,1,2. (Die Zeiteinheit sei z.B. 1 Minute.)

Fiir die Ubergangsmatrix (pij) nehmen wir die folgenden Werte an:

0,7 0,3 0,0
(pij) =102 0,5 0,3
0,1 04 05

Der Wert p12 = 0,3 (2.B.) ist dann die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit n zwei Lei-
tungen belegt sind, falls zur Zeit n — 1 eine Leitung belegt war.
Das Ubergangsverhalten einer HMK kann man oft noch iibersichtlicher darstellen durch den

sogenannten Ubergangs-Graph:

16.4 Definition. Ein Ubergangs-Graph (kurz U-Graph) einer HMK besteht aus allen mdogli-
chen Zustinden als Ecken des und den mit positiver Wahrscheinlichkeit méglichen Ubergingen

als gerichtete Kanten (Pfeile). An der Kante von i nach j wird jeweils der Wert p;; notiert.
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Fiir das obige Beispiel 16.3 sieht also der U-Graph wie folgt aus. Man beachte auch diejenigen

Pfeile, die zum selben Zustand zurickkehren.

Zur Beschreibung des Ablaufs einer (homogenen) Markov-Kette benétigt man neben der U-
Matrix oder dem U-Graph noch einen (festen) Startpunkt ig € I oder — fiir den Fall eines
zufiilligen Startpunkts — eine sogenannte Startverteilung, ndmlich eine Z-Dichte (P(Xy = 1),

i € I). Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir jede endliche Zustandsfolge festgelegt durch

P(Xo=10,...,Xn =1n) = P(Xo = 10)Pigiy " * Pip_1in- (16.1)

Bemerkung. Ein fester Startpunkt iy € I wird ebenfalls durch eine Startverteilung beschrieben.
Es ist dann P(Xy = ip) = 1 und P(Xy = i) = 0 sonst.

16.5 Definition. FEin einzelner Verlauf einer Markov-Kette fiir einen festen Wert w aus dem
Hintergrundraum, also (Xo(w), X1(w),...) heifit ein Pfad der Markov-Kette.

Fiir das Beispiel 16.3 konnte ein Pfad etwa wie unten dargestellt aussehen. Aus optischen
Griinden wird der Pfad oft so gezeichnet, dass die Zustinde auch zwischen den Zeitpunk-
ten 0,1,2,3,... erhalten bleiben (hier in der rechten Hélfte dargestellt).

Man kann sich dazu vorstellen, dass der Prozess in stetiger Zeit ¢ € [0,00) ablauft, dass aber

Zustandsinderungen nur in ganzzahligen Zeitpunkten stattfinden.

2 . -—— -——
1 . . . —eo— -——
0 . -—— -——

1T 1T 1T 17T 17T T T T T T TT

0 ) 10

Meist interessiert bei einem Prozess nicht die Wahrscheinlichkeit fiir eine (liickenlose) Zustands-
folge wie in (16.1), sondern die Wahrscheinlichkeit P(X,, = i,) fiir einen festen Zeitpunkt n.

Diesen Wert kann man im Prinzip direkt aus (16.1) durch Bildung der n-ten Randverteilung
berechnen, d.h. man muss (16.1) iiber alle ig,41,...,i,—1 € I aufsummieren. Dieser Weg ist aber
sehr aufwendig und fiir grole Werte von n technisch kaum durchfiihrbar. Deshalb geht man

besser induktiv vor.
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Fiir n = 1 erhilt man auf diesem Weg direkt (mit ig = 4,41 = j)
P(X;=j)=> P(Xo=1i,X1=j)=)» P(Xo=1)-p;
icl icl

Dies geht natiirlich ebenso, wenn 0 und 1 durch n — 1 und n ersetzt werden:

P(Xp=j)=Y P(Xp1=1Xy=5)=Y P(Xp1=1) pj (16.2)
el i€l
Damit erhilt man die Verteilung von X,, in n — 1 gleichartigen Schritten, die der Multiplikation
eines Vektors mit einer Matrix entsprechen.

Wir notieren die beiden wichtigsten Formeln (16.1) und (16.2) nochmals gemeinsam:

16.6 Bemerkung. Fiir eine homogene Markov-Kette mit U-Matriz (pij)ijer und Startvertei-
lung (P(Xo =1),1 € I) gilt

P(Xo=ji0,...,Xn=1n) = P(X0 =10)Pigi, - * Pip_1in- (16.1)

= P(Xp1=1)pj (16.2)

i€l

Wir stellen nun noch einige ergéinzende Begriffe und Eigenschaften zusammen, die wir im fol-

genden nur zum Teil ben6tigen.

16.7 Definition. (und Folgerung)(n-Schritt Ubergangsmatriz) Fiir eine HMK (X, ) ist die
Matriz (pij(")) mit pij(") = P(Xoin = J|Xm = 1) (i,5 € I) unabhdngig von m und heifit
n-Schritt- Ubergangsmatriz. Analog zu (16.2) kann man zeigen, dass gilt:

szk pkja ILaJ € Ia mit pzk(l) = Pik- (163)
kel
Mit den Abkirzungen P := (pij), P .= (pz-j(")) folgt hieraus P = P=Y . P (mit Matriz-
Multiplikation) und durch Induktion P =P.P.....P = P". Die n-Schritt-Ubergangsmatriz
ist also die n-te Potzenz der U-Matriz (pij). Die Folgerung

; ”*m szkpk] , (i,9) €I, nnme{l1,2,...}) (16.4)
kel

ist auch als Chapman-Kolmogorov-Gleichung bekannt.

16.8 Definition. (Zerlegung in Klassen, irreduzibel) Die Zustandsmenge I einer HMK wird
in (disjunkte) Klassen zerlegt durch die Vorschrift, dass zwei Zustinde i und j zur selben
Klasse gehdren sollen, wenn @ =7 oder wenn der Zustand j ausgehend von i in endlich vielen
Schritten mit positiver Wahrscheinlichkeit erreicht werden kann (i ~ j) und umgekehrt i von j
aus ,, erreichbar® ist (j ~ i). Jeder Zustand i € I gehort zu genau einer Klasse k. Eine HMK

heif$t irreduzibel | falls alle Zustinde zur selben Klasse gehdren.
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Die einfachsten Beispiele reduzibler (= zerlegbarer) HMK besitzen zwei Zustinde, z.B. I =
{1,2}, und U-Matrizen der Form ( 130 ;L ) mit 0 < a < 1. Es gibt zwei einelementige

Klassen {1} und {2}, weil man vom Zustand 2 nicht zum Zustand 1 kommt.

16.9 Definition. (Periode, aperiodisch) Eine Klasse K heifit periodisch mit Periode d, wenn
esd (> 2) disjunkte Teilmengen in K gibt, die der Reihe nach in d Schritten durchlaufen werden.
Eine HMK heif$t aperiodisch, wenn es keine periodische Klasse gibt. Das einfachste Beispiel
einer periodischen HMK besteht (wieder) aus 2wei Zustinden und besitzt eine U-Matriz (p;;)

der Form ( (1] (1) ) Der Prozess springt immer zwischen den beiden Zustinden hin und her,

hat also Periode 2.

16.1 Markov-Ketten im Gleichgewicht

In der Praxis ist die Bestimmung des mittelfristigen Verhaltens einer Markov-Kette wegen des
Rechenaufwands und der groflen Datenmengen meist nicht moglich oder nicht sinnvoll. Es
miissten ja fiir jeden Zeitpunkt n und jeden Zustand j die Wahrscheinlichkeiten P(X,, = j)
berechnet und ausgewertet werden. Dagegen liefert das einfacher zu bestimmende Langzeitver-
halten oft ausreichende Information.

Beobachtet man den Ablauf realer Prozesse iiber lingere Zeit, dann stellt man h&ufig fest,
dass immer wieder dieselben Zustinde auftreten und dass jeder dieser Zustinde eine ziemlich

konstante — vom Zustand abhingige — relative Haufigkeit besitzt.

16.10 Beispiel. Das eben beschriebene Verhalten kann man z.B. an der Linge einer Warte-
schlange beobachten (die wir spiter genauer modellieren und untersuchen werden), S.126 im

Buch von Hiibner.

Man sagt, dass ein Prozess mit einem solchen Verhalten (ohne Beriicksichtigung der Anlauf-
Phase) ,,im Gleichgewicht* ist.

Genaugenommen schliefit die nachfolgende Definition fiir ,,Markov-Ketten im Gleichgewicht*
gewisse periodische Effekte aus, die bei der obigen verbalen Charakterisierung durch , konstante
relative Haufigkeiten* noch moglich sind.

Solche Effekte treten aber bei den hier vorgesehenen Anwendungen nicht auf. (Gegebenenfalls

konnen sie durch zeitliche Mittelung iiber volle Perioden beseitigt werden.)

16.11 Definition. (Markov-Kette im Gleichgewicht) (a) Eine homogene Markov-Kette (X,,)
ist im Gleichgewicht, wenn fir alle Zustinde i € I die Wahrscheinlichkeiten P(X,, = i) un-

abhingig vom Zeitpunkt n sind. Man setzt dann 7; := P(X,, = 1) und bezeichnet die Z-Dichte
(mi, 1 € I) als Gleichgewichtsverteilung (GGV) der HMK (X,,).
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(b) Allgemein heift (m;, i € 1) eine GGV (zur U-Matriz (p;j)), wenn eine aus (m;) als Startver-
teilung und der U-Matriz (p;;) konstruierte HMK (X!) im Gleichgewicht ist.

Bemerkungen:

1. Es hat sich hier eine laxe Sprechweise durchgesetzt. Genauer wire (m;, ¢ € I) ,die Z-Dichte
einer Gleichgewichtsverteilung*.

2. Statt ,Prozess (oder HMK) im Gleichgewicht“ sagt man auch ,stationédre(r) Prozess (oder

HMK)“. Entsprechend heifit (m;, i € I) auch ,stationire Verteilung®.

Es ist jetzt zu kliren, ob es zu einer gegebenen U-Matrix (p;;) eine GGV (;) gibt und wie man
diese bestimmen kann. Die Frage, ob sich bei einer vorgegebenen Startverteilung langfristig ein

Gleichgewicht einstellen wird, werden wir etwas spéter ansprechen.

16.12 Satz. Berechnung der Gleichgewichts-Verteilung (a) Die HMK (Xo,X1,... ) mit U-Matriz
(pij, i,J € 1) sei im Gleichgewicht, d.h. es gelte P(X, = 1) =m; fir allen =0,1,2,... und
1€ I

Wegen (16.2) P(X,, = j) = > ;c; P(Xu—1 = i) pij gelten dann fir die Werte m;, 1 € I, die
folgenden beiden Gleichgewichtsbedingungen

'/Tj:Z'/Tipij fiir alle j € 1, (G)
el
mj >0 firalleje€l wund ZT(‘jZl (N)
jel

(Die Bezeichnungen (G( und (??) bedeuten hier ,Gleichgewicht® und ,Normierung®.)

(b) Gilt (G) und (??) fir (m;, j € 1), dann ist die HMK mit Startverteilung (rj, j € I) und
U-Matriz (pij, 1,7 € I) im Gleichgewicht.

(c) Zu der U-Matriz (pij, i,j € 1) gibt es genau dann keine/genau eine/mehrere Gleichgewichts-
verteilung(en), wenn die Bedingungen (G) und (??) keine/genau eine/mehrere Lisung(en) be-

sitzen.

Der Beweis von (a) ist einfach, wenn man (16.2) mit (G) vergleicht. Ebenso folgt (b) mit (16.2)
induktiv, und (c) folgt aus (a) und (b). O

16.13 Beispiel. Fir das Beispiel 16.3 aus dem vorangehenden Abschnitt mit I = {0,1,2} und
der U-Matriz

0,7 03 0
(i) =102 05 03
01 04 05

lauten die Gleichgewichtsbedingungen:

(Go) m = 0,7mo+0,2m1 + 0,179
(Gl) m = 0,3m9+0,57m + 0,479  und (N) Mo+ m +m=1
(GQ) Ty = 0,371’1 + 0,57(2
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(Man beachte, dass spaltenweise, nicht zeilenweise, addiert werden muss.)
Als eindeutige Losung erhalt man daraus

13 15 9
=55~ =-—-=0,41 =—=0,24
0 37 0, 35, ™1 37 0, y Up) 37 0,

Im Gleichgewicht sind also mit der Wahrscheinlichkeit w9 = 24% beide Leitungen belegt.

Bei grofier Zustandsmenge I und einem giinstig strukturierten U-Graph ist zur Losung des

Gleichungssystems (G) oft das folgende ,,Schnittprinzip“ hilfreich:

16.14 Satz. (Schnittprinzip) (a) Zerlegt man die Zustandsmenge I einer HMK in Teilmengen
K und K¢, dann folgt aus der Gleichgewichtsbedingung (G)
SN mpii =Y > mipji (16.5)
i€k jeKe i€k jeKe
d.h. die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs von K nach K¢ ist im Gleichgewicht ebenso grofs
wie die eines Ubergangs von K¢ nach K. (Andernfalls wiirden sich die Wahrscheinlichkeiten
verschieben.)
(b) Zerteilt ein Schnitt zwischen den Zustinden i und j den U-Graph in zwei (disjunkte) Teile,
dann folgt aus (G) die (sogenannte) lokale Gleichgewichtsbedingung

TPij = TjPji- (Lij)

(c) Ist der U-Graph einfach zusammenhingend, d.h. zerlegt ihn jeder Schnitt zwischen zwei

verbundenen Zustinden in zwei Teile, dann ist (G) dquivalent zu

TiDij = TjPji fur alle 1,5 € 1. (L)

Der formale Beweis zu (a) ergibt sich, wenn man (G) nach Vertauschen der Indizes ¢ und j
itber i € K summiert, die linke Seite zu > ;e M = >, jc Dy mipij erweitert und 3 ;... in

djer T2 jeke - - aufteilt. Die Aquivalenz in (c) ergibt sich durch Summation von (L) iiber

Bemerkung: Das Schnittprinzip ist besonders niitzlich bei linear angeordneten U-Graphen, die

im folgenden Kapitel iiber Bediensysteme h&ufig vorkommen.

Die Frage, ob eine HMK sich langfristig wie eine HMK im Gleichgewicht verhalten wird, wer-
den wir nur unter gewissen zusétzlichen Voraussetzungen beantworten. Diese Voraussetzungen

werden aber bei der Anwendung auf Bedienungsmodelle erfiillt sein.
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16.15 Satz. (Grenzwertsatz fiir homogene Markov-Ketten) Ist die HMK (X,,) mit U-Matriz (p;;,
1,7 € I) irreduzibel und aperiodisch, dann konvergiert (fir alle i € 1) P(X,, = i) unabhdingig

von der Startverteilung gegen einen Wert m; mit 0 < m; < 1. Dabei sind
— entweder alle m; > 0, und (m;, i € I) ist die einzige GGV zu (p;;),

— oder es sind alle m; = 0, und es gibt keine GGV zu (pi;).

Der zweite Fall kommt nur bei unendlicher Zustandsmenge I vor. Ohne die Voraussetzung
saperiodisch“ konvergiert (i.a.) nur das langfristige Mittel. (Fiir einen Beweis dieses Satzes vgl.
z.B. Kohlas,J. Stochastische Methoden des Operations Research, Satz 3.9)

Wir wissen nun, dass im irreduziblen und aperiodischen Fall langfristig ein Gleichgewicht erreicht
wird, falls iiberhaupt eine GGV existiert (zumindest also bei endlicher Zustandsmenge I), und
dass diese GGV dann eindeutig ist.

Dass wir auch unendliche Zustandsmengen I zulassen — und damit Modelle, in denen keine
GGV existiert — liegt daran, dass das Gleichungssystem (G), (??) in Bedienungsmodellen ohne
Warteraum-Beschrinkung im allgemeinen leichter auszuwerten ist und dann Riickschliisse auf
endliche Modelle méglich sind.

So konnte etwa in einem unbeschriinkten Bedienungssystem unter Uberlast die Linge der War-
teschlange gegen oo gehen. Dann existiert keine GGV. In der Realitit treten aber durch Be-
schrinkung des Warteraums Uberlauf- oder Blockierungseffekte auf oder ein Teil der Kunden
wird freiwillig das System verlassen.

Bemerkung: Das hier von der Betrachtung ausgeschlossene langfristige Verhalten von redu-
ziblen oder periodischen HMK kann an den einfachen Modellen mit zwei Zustinden aus Defini-

tion ?? und Definition ?? andeutungsweise demonstriert werden.

1. Fiir eine reduzible HMK mit (p;;) = ( 3 (1] ) ist jede der unendlich vielen mdglichen Start-

verteilungen auch GGV (es ist stets X; = Xy = ...). Die langfristigen relativen Héufigkeiten

sind aber stets = 0 oder = 1.
9. Eine HMK mit (p;;) = ( 065 0,5

(0,1), also nicht strikt positiv. Diese GGV wird sich bei jeder Startverteilung langfristig einstel-

) ist ebenfalls reduzibel. Die einzige GGV ist (m,m2) =

len.
3. Fiir eine periodische HMK mit (p;;) = ( (1) (1] ) ist nur (7w, m2) = (1/2,1/2) eine GGV. Fiir

andere Startverteilungen dndert sich P(X,, = i) mit der Periode 2. In diesem Fall konvergiert
P(X,, = 1) nicht.
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17 Bediensysteme

17.1 Vorbemerkungen

In einem Bediensystem, auch Bedienstation genannt, kommen Kunden oder Auftrige in ei-
ner zeitlichen Abfolge einzeln oder in Gruppen an, werden in einer festgelegten oder zufilligen
Reigenfolge bedient bzw. bearbeitet und verlassen nach einer (i.a.) zufilligen Bedienzeit das
System.

Werden mehrere Bedienstationen miteinander verbunden, und zwar dadurch, dass die abgehen-
den Kunden bzw. Auftrige eines Teils dieser Stationen direkt anderen Stationen als Ankiinfte
zugeleitet werden, dann spricht man von Bedien-Netzen oder Bedien-Netzwerken. Wir werden
uns aber vorerst nur mit einzelnen Bediensystemen befassen.

Bediensysteme und Bediennetze waren bisher schon gelegentlich als Beispiele vorgekommen. Hier
sollen sie nun systematisch behandelt werden.

In der Regel werden in der Literatur und in Lehrbiichern Bedien-Vorginge als stochastische
Prozesse mit stetigem Zeitparameter modelliert. Hierdurch ergeben sich (zumindest fiir die ein-
fachen Probleme) zwar iibersichtliche und leicht zu interpretierende Ergebnisse, aber zur Losung
dieser Probleme sind Hilfsmittel erforderlich, die im Rahmen dieser Vorlesung nicht bereitgestellt
werden konnen.

Andererseits erhilt man bei Modellierung mit diskretem Zeitparameter kompliziertere Ergebnis-
se, die auflerdem nur schwer zu den oben erwdhnten einfachen Ergebnissen in Beziehung gesetzt
werden konnen.

Dieses Dilemma soll hier dadurch gel6st werden, dass wir zwar mit diskretem Zeitparameter ar-
beiten, aber die Lénge der Zeittakte als hinreichend klein annehmen. Damit kénnen wir an ent-
sprechenden Stellen Modell-Vereinfachungen vornehmen, die numerisch vernachlissigbar sind,
aber zu den einfachen Ergebnissen des stetigen Falles fiithren.

Dadurch ist gleichzeitig sichergestellt, dass die hier erarbeiteten Ergebnisse mit den in der Praxis
angewandten , Formeln“ (die auf der stetigen Theorie beruhen) iibereinstimmen. Dieser zunichst
iiberraschende Effekt kommt daher, dass die urspriinglichen diskreten Modelle exakt in die

stetigen Modelle iibergehen, wenn man die Taktlidnge gegen 0 gehen lésst.

Zum Abschluss dieser Vorbemerkungen soll auf die Klassifikation und Bezeichnungsweise fiir
Bedienmodelle eingegangen werden.

Bediensysteme werden unter sehr unterschiedlichen Annahmen iiber den Ankunftsprozess und
den Bedienvorgang modelliert. Um die wesentlichen Eigenschaften eines Bedienmodells auf einen

Blick zu erkennen, wird allgemein eine einheitliche Kurzbezeichnung benutzt.
Klassifikation z.B. M|M|1|oc

Die Kurzbezeichnung fir Bedienmodelle setzt sich (meist) aus 5 Elementen zusammen in der
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Form

A|B|s|c|R

Dabei steht A fiir die Art des Ankunftsprozesses,
B fiir die Art des Bedienvorganges,
s fiir die Anzahl der Bediener (server),
c fiir die Grofle des Warteraums (capacity),

R fiir die Reihenfolge der Bedienung.
Fiir A und B stehen z.B. die Buchstaben M (fiir Markov-Eigenschaft), D (fiir deterministisch)

oder G (fiir generelle Annahmen).

Die Werte s und ¢ sind ganze Zahlen > 1 bzw. > 0 oder oo, weil aus formalen Griinden auch
unendlich viele Bediener und unendlich viele Warteplitze zugelassen werden.

Wenn die Bedienung in der Reihenfolge der Ankunft erfolgt, steht fiir die Bedienregel FCFS
(first come first served), andere Regeln sind z.B. LCFS (last come first served, der letzte
angekommene Kunde wird zuerst bedient) und SIRO (service in random order, Bedienung in
zufilliger Reihenfolge). Der Standardfall, FCFS, wird meist nicht notiert, ebenso entfillt meist
¢ = 00. Bei s = oo entfillt die Angabe von ¢ immer, weil kein Warteraum bendétigt wird.
Gelegentlich werden Bediensysteme symbolisch dargestellt, etwa entsprechend den folgenden

Beispielen:

s=3

Solche Symbole werden insbesondere bei der grafischen Darstellung eines Bediennetzes benutzt.

17.2 Das Bedienmodell M|M]|1|oco

Es mag iiberraschen, dass wir mit dem Bediensystem M |M|1|oco (kurz M|M]|1) anfangen, einem
System mit unendlichem Warteraum, wo doch in der Realitdt ein Warteraum stets endlich ist.
Aber ein solches System lisst sich tatsichlich einfacher modellieren, weil die Beriicksichtigung
von Kunden, die ein volles System vorfinden, zusitzliche Uberlegungen erfordert. Die endlichen
Modelle lassen sich dann durch Modifikation des M|M|1-Modells erzeugen.

Wir werden zuerst den Ankunftsprozess und den Bedienvorgang getrennt modellieren und dann
daraus das eigentliche Bedienmodell zusammensetzen.

Um méglichst konkret zu sein, werden wir alle Uberlegungen am Beispiel des Zugriffs auf einen

Rechner veranschaulichen.

17.1 Beispiel. Auf einen Zentralrechner werde von vielen Arbeitsplatz-Rechnern zugegriffen.

Wir nehmen an, dass in jeder Minute durchschnittlich 10 Zugriffe erfolgen und dass die Bear-
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beitung der Auftrige im Mittel jeweils 5 Sekunden erfordert. Man mdchte z.B. wissen, wie lange

die Beantwortung der Auftrage im Mittel dauert (einschliefilich Wartezeit).

Um ein Modell mit diskreter Zeit zu erhalten, betrachten wir einen getakteten Zeitablauf:
Zeittakt Taktlinge h

Die Zeit sei in ,, Takte“ der einheitlichen Lange h eingeteilt. Der Ankunfts- und Bedienungsprozess
wird also zu den Zeitpunkten 0, h, 2h, 3h, ... beobachtet. In unserem Beispiel wahlen wir fiir
die Taktldnge h = 1/10 Sekunde.

Wir modellieren nun den Ankunftsprozess. Zur Vereinfachung werden wir nur von ankommenden

,Kunden* sprechen, auch wenn je nach Anwendung “Auftrige“ oder ,Datenpakete“ ankommen.
Ankunftrate A

Wir gehen davon aus, dass in gleichen Zeitrdumen im Mittel gleich viele Kunden ankommen. Die
mittlere Zahl von Ankiinften je Zeiteinheit heifit dann die Ankunftsrate, die mit A bezeichnet
wird. In einem Zeitintervall der Linge [ kommen also im Mittel A - I Kunden an.

In unserem Beispiel ist demnach die Ankunftsrate A = 10 pro Minute = 1/6 pro Sekunde. In
einem Takt ist dann die mittlere Zahl der Ankiinfte A - h = 1/60.

Bernoulli- Ankunftsprozess

Fiir den Ankunftsprozess nehmen wir auflerdem an, dass in jedem Takt hoéchstens ein Kunde
ankommt. Fiir jeden einzelnen Takt liegt dann ein Bernoulli-Versuch vor, bei dem ,,1“ bzw. ,,Er-
folg“ einer Ankunft entspricht. Diese Annahme ist immer dann realistisch, wenn die Takte kurz
genug sind und die Kunden unabhéngig voneinander ankommen, also keine Gruppenankiinfte
vorliegen.

Ist die Ankunfts-Wahrscheinlichkeit fiir diesen Bernoulli-Versuch gleich p, (a fir Ankunft), dann
ist die erwartete (= mittlere) Zahl der Ankiinfte in einem Takt ebenfalls p,. Nach der obigen
Definition der Ankunftsrate A gilt also p, = Ah, im Beispiel p, = 1/60.

Es muss also die Taktlinge h so klein gewdhlt werden, dass zumindest Ah < 1 gilt. Wegen der
Vernachlissigung von zwei und mehr Ankiinften in einem Takt muss zudem ,Ah klein gegen 1%
gelten, z.B. Ah < 0,02.

Wenn wir auflerdem annehmen, dass eine Ankunft in jedem Takt die gleiche Wahrscheinlichkeit
pa = Ah besitzt und von den Ankiinften in allen anderen Takten unabhingig ist, dann kénnen wir
die Ankiinfte in n Takten als n-fachen Bernoulli(Ah )- Versuch modellieren. Fiir den gesamten An-
kunftsprozess ergibt sich entsprechend eine unbeschrinkte Folge von Bernoulli-(A\h)-Versuchen,

auch Bernoulli(Ah)-Prozess genannt.

Eigenschaften des Ankunftsprozesses
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17.2 Korollar. Fiir den durch einen Bernoulli(\h)-Prozess modellierten Ankunftsprozess gilt:
(a) Die Ankunftszahlen in disjunkten Zeitintervallen sind stochastisch unabhdngig.

(b) Die Zahl der Ankiinfte in n Takten ist Binomial(n,\h)-verteilt mit Erwartungswert n\h.
(¢) Die Zahl der Takte bis zur nichsten Ankunft bzw. zwischen zwei Ankiinften ist Geot (\h)-
verteilt mit Erwartungswert 1/(Ah). Die reale mittlere Wartezeit auf eine Ankunft ist also h -
1/(Ah) = 1/X (in Beispiel 17.1 also 60 Takte = 6 Sekunden). Entsprechend ergibt sich die (reale)
Streuung als h - /1 — Mh/(Ah) = /1 — Mh/X = 1/ (im Beispiel also 5,95 Sekunden,).

Die Modellierung des Bedienprozesses beginnen wir ebenfalls mit einer ,Rate“, der Bedienrate.
Bedienrate p

Wir setzen analog zum Ankunftsprozess auch hier voraus, dass die mittlere Anzahl p der Be-
dienungen je Zeiteinheit konstant ist (solange immer Kunden da sind, die bedient werden). Die

Grofle p heifit entsprechend Bedienrate.

17.3 Bemerkung. Ist statt der Bedienrate j die mittlere Bedienzeit, z.B. b, gegeben (wie im
Beispiel), dann ist die Bedienrate p = 1/b. So ergibt sich im Beispiel aus der mittleren Bedi-
enzeit b = 5 Sekunden (= 1/12 Minute) die Bedienrate p = 12 pro Minute. Auf einen Takt
(: ﬁ Minute) bezogen sind dies im Mittel ph = % = % Bedienungen. Dieser Zusammenhang
ist fiir eine feste Bedienzeit b sofort klar. Dass dies auch fiir stochastische Bedienzeiten gilt, wird

in der Erneuerungstheorie gezeigt (fiir unabhdngige und identisch verteilte Bedienzeiten).
Bernoulli-Bedien-Prozess

Den Bedienprozess werden wir ebenso wie den Ankunftsprozess mit Hilfe eines Bernoulli-Prozesses
modellieren. Es liege also ein Bernoulli(py)-Prozess vor (b fiir Bedienung), der vom Bernoulli-
Ankunftsprozess stochastisch unabhéngig sei. Nun interpretieren wir jeden , Erfolg“ dieses Pro-
zesses als das Ende einer Bedienung, sofern ein Kunde da ist. Damit erhélt man die Bedienzeiten
als Wartezeiten bis zum néchsten Bedienende.

Den Parameter py erhilt man wie beim Ankunftsprozess daraus, dass bei einem Bernoulli(p)-
Versuch die Erfolgswahrscheinlichkeit p und die erwartete Anzahl der Erfolge iibereinstimmen.
Also ist hier p, = ph, im Beispiel = % (s.0).

Auch hier muss wie bei p, = Ah darauf geachtet werden, dass ,,uh klein gegen 1¢ gilt, z.B.
ph <0,02.

Wie in Folgerung 17.2(c) ergibt sich daraus:

17.4 Korollar. Die Bedienzeiten By sind — als Wartezeiten in einem Bernoulli(uh )-Prozess —

nach Takten gezihlt Geo™ (uh)-verteilt und besitzen den Erwartungswert
r . 1 1. o
EBj, = — (in Takten) bzw. h - — = — (in Zeiteinheiten).
ph php
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Die Streuung ist entsprechend

V1—ph VI-—ph
W

h 1
StrBy = hﬂ (in Takten) bzw. ~ — (in Zeiteinheiten).
7 7

Auch die Restbedienzeit von einem beliebigen Zeitpunkt an hat dieselbe Geo™ (uuh)-Verteilung
wie die Gesamtbedienzeit. Dies folgt direkt aus der Konstruktion iiber den Bernoulli-Prozess

und hiingt mit der Gedéchtnislosigkeit der geometrischen Verteilung zusammen.

17.5 Bemerkung. Die geometrisch verteilten Bedienzeiten, die sich aus dem Bernoulli-Prozess
ergeben, kommen in der Prazxis selten vor. Deshalb ist der Bernoulli-Ansatz hier weniger reali-
stisch als bei der Modellierung des Ankunftsprozesses. Aber es gibt doch gute Griinde fir diesen

Ansatz:

(1) Man erhdlt ein einfaches Gesamtmodell mit Markov-Eigenschaft, das sich gut auswerten

ldsst.

(2) Man kann diesen Ansatz spdter so modifizieren, dass jede andere Bedienzeitverteilung ap-

proximiert wird.

Aus der Uberlagerung des Bernoulli(\h)- Ankunftsprozesses und des Bernoulli(uh)-Bedienprozesses
erhilt man nun das Gesamtmodell, wenn man als Zustand des Systems die daraus resultierende
Zahl der Kunden im System angibt, und zwar zu den Zeitpunkten 0, b, 2h, . .. . Diese Zeitpunkte
werden mit n = 0,1,2,... nummeriert.

Dabei dndert sich die Kundenzahl in einem Takt
e um +1, wenn ein Kunde ankommt, kein Kunde geht,

e um —1, wenn kein Kunde ankommt, ein Kunde geht,
e nicht, wenn kein Kunde ankommt, kein Kunde geht,

oder wenn ein Kunde ankommt, ein Kunde geht.
Fiir den hierdurch definierten Prozess gilt die Markov-Eigenschaft, weil der Zustand nach einem

Takt nur vom Zustand vor diesem Takt und den beiden Bernoulli-Versuchen wéhrend des Taktes
abhingt, wobei diese Bernoulli-Versuche von allen vorausgehenden (und gegenseitig) stochastisch

unabhéngig sind.
Modell 1

17.6 Korollar. Wir erhalten also als Modell 1 eine homogene Markov-Kette Xq, X1, Xa,...
mit dem Zustandsraum I = {0,1,2,...}, einer beliebigen Startverteilung (po(i),7 € I) und der
folgenden Ubergangsmatriz (pij,i,j € I) (zur Abkiirzung steht 1 — ... fir (1 — Ah)(1 — ph) +
Ahph =1 — Xh — ph 4 2A\hph):

1— \h A 0 0
(1—Xh)ph  1—...  Ah(l— ph) 0
(pij) = 0 (1—A)ph  1—...  Mh(1—ph) ... (17.1)
0 0 (1—Xh)uh 1—...
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Als Zahlenwerte erhalten wir in unserem Beispiel:

1 1
-5 50 0
(pij) = %_m 11 1 _ 1 .. (17.2)

1 2
60 50 + 3000 60 000

Weil die Ubergangswahrscheinlichkeiten in den Formeln und den Zahlenwerten relativ uniiber-
sichtlich sind, werden wir im folgenden die Terme Ahpuh (im Beispiel = ﬁ) vernachléssigen.
Dies ist deshalb sinnvoll, weil wir ohnehin die Taktlinge h als so kurz vorausgesetzt hatten,
dass ,Ah und ph klein gegen 1¢ gilt (z.B. < 0,02). (Dadurch ist zugleich sichergestellt, dass
die sich ergebenden Diagonalelemente 1 — Ah — ph nicht-negativ sind.) Damit erhilt man eine

vereinfachte homogene Markov-Kette, die wir Modell 2 nennen.
Modell 2

17.7 Korollar. Modell 2 unterscheidet sich von Modell 1 nur durch die vereinfachte Ubergangs-
matriz (pi;):

1—Ah Ah 0
uh 1—XAh —ph Ah
(pij) = 0 uh 1—Xh—ph Ah (17.3)
0 uh 1—Ah— ph

Der zugehérige Ubergangs-Graph hat folgende Form (vgl. Def. 16.4):

1-Mh 1-Ah—ph 1—Ah—ph 1—Ah—ph

Damit ist die Modellierung des M |M|1|oo-Bediensystems abgeschlossen. Im nichsten Abschnitt

werden wir das Verhalten von Modell 2 im Gleichgewicht untersuchen.

17.8 Bemerkung. Wenn zu der homogenen Markov-Kette von Modell 2 der Ankunfts- und
der Bedienprozess rekonstruiert wird unter der Annahme, dass nicht gleichzeitig eine Ankunft
und ein Abgang vorkommt, dann erhdlt man wie bei dem zuvor modellierten System einen
Bernoulli(Ah )-Ankunftsprozess und einen Bernoulli(jh )-Bedienprozess, wie man direkt aus den
Ubergangswahrscheinlichkeiten sieht. Aber die beiden Bernoulli-Prozesse sind nicht mehr sto-

chastisch unabhdngsig.

Behilt man dagegen die (sonst in der Bedienungstheorie iibliche) Unabhingigkeit von Ankunfts-

und Bedienprozess bei, dann muss die Ankunft- und Bedienrate bei den Zustdnden 7 > 1
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gedndert werden (ndherungsweise Ah in Ah(14ph) und ph in ph(14+Ah)), also zustandsabhéingig
sein. Beide Probleme ,,verschwinden“ aber, wenn die Taktlinge h gegen 0 geht.

Die Approximation bei Modell 2 wird exakt, wenn man statt der konstanten Taktlingen h
zufillige (st.u.) Exp(1/h)-verteilte Taktlangen benutzt. Aus den geometrischen Verteilungen in
Folg. 17.2 und 17.4 werden dann Exp(A)- bzw. Exp(u)-Verteilungen. Dieser Ansatz soll aber

hier nicht weiter ausgefiithrt werden.

17.3 Das M|M|1-Bediensystem im Gleichgewicht

Es ist sinnvoll, das langfristige Verhalten von Markov-Ketten — und damit auch von Bedien-
systemen — anhand der Gleichgewichtsverteilungen zu untersuchen. Deshalb werden wir jetzt
die Gleichgewichtsverteilung (m;,7 € I) (falls sie existiert) fiir das in Abschnitt 17.2 entwickelte
Modell 2 des M |M]|1-Bediensystems bestimmen. Dazu miissen die Gleichgewichtsbedingungen
(G) Wj:Zm-pij,jEI und (N) m>0,j€l, Zﬂ'jzl
i€l J

gelost werden.

Durch die spezielle Struktur des U-Graphs von Modell 2 (vgl. Folgerung 17.7) vereinfacht sich
aber nach dem Schnittprinzip die Bedingung (G) zur Aquivalenten Bedingung (L) mp;; =
m;pji (4,5 € I), hier also

mjAh = mjpiph, §=0,1,2,..., (17.4)

wobei der Faktor h entfallen kann. Daraus folgt durch Induktion die dquivalente Darstellung

A <,\)j+1 ,
Mip1 = —T; = | — m, J=0,1,2,.... (17.5)
= p
Die Bedingung (N) ergibt 7y > 0 und
A (A

l=mg+m +m19+ - =mg 1+;+ p +...]. (176)

Fiir A > u geht die Summe gegen oo. Es gibt also keine Losung 7y von (17.6) und damit keine
Losung fiir das Gleichungssystem (G), (N).

Fiir A < p ist die Summe in (17.6) konvergent gegen (1 — A\/p)~!. Damit existiert genau eine
Lésung von 17.6, ndmlich 7y = 1 — A/, also hat das System (G), (N) die eindeutige Losung

A\ /)
wj:<1—;> <;> i=0,1,2,.... (17.7)

Dies ist die Z-Dichte der Geo®(1 — \/u)-Verteilung.

In Beispiel 17.1 ist \/p = 5/6, also gilt dort 7; = % . (%)j, §=0,1,2,....

Man sieht, dass die fiir A < p eindeutig existierende Gleichgewichtsverteilung von Modell 2
unabhéngig von der Taktldnge h ist. Da dieses Modell fiir kleine Werte von h konzipiert war, ist es
nicht iiberraschend, dass sich dieselbe Verteilung auch fiir stetige Modelle ergibt. Wir formulieren
deshalb den folgenden Satz fiir beide Fille gemeinsam. Fiir A — 0 geht diese Verteilung in (17.7)

iiber.)
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M|M]|1 im Gleichgewicht

17.9 Satz. In einem M|M/|1-Bediensystem, modelliert durch Modell 2 oder ein Modell mit ste-
tiger Zeit, gilt:

(a) Fiir X\ < p besitzen die Gleichgewichtsbedingungen (G), (N) genau eine Lésung, und im
Gleichgewicht ist die Zahl X,, der Kunden im System Geo®(1—\/u)-verteilt (mit der Z-Dichte (17.7)).

(b) Fiir X > 1 gibt es keine Gleichgewichtsverteilung.

17.10 Bemerkung. Die Bedingung A < p“ bedeutet, dass im Mittel weniger Kunden ankom-
men als bedient werden konnen. Also ,stabilisiert sich® das System. Umgekehrt bedeutet A > p*“,
dass die ankommenden Kunden vom Bediener langfristig nicht bewdltigt werden kénnen. Die
Kundenzahl geht im Laufe der Zeit gegen co. Dass auch bei , A = p“ kein Gleichgewicht existiert,
liegt daran, dass dann keine freie Bedienungskapazititen vorhanden sind, um eine entstandene

Warteschlange abzubauen.

Die Eindeutigkeit der Gleichgewichtsverteilung folgt auch aus Satz 16.15, weil die Markov-Kette
aus Modell 2 irreduzibel ist (jeder Zustand ist von jedem anderen erreichbar). Auflerdem folgt
aus 1 — Ah > 1 — Ah — ph > 0 auch die Eigenschaft ,aperiodisch® und damit die Ann&herung
der Markov-Kette bei beliebiger Startverteilung an das Gleichgewicht. (Wenn keine Uberginge

i — 1 moglich wiren, hitte man Periode 2.)

17.11 Bemerkung. Bei einem Bediensystem im Gleichgewicht bedeutet m; = P(X,, = 1), dass
man bei einer Inspektion zu einem (beliebigen) Zeitpunkt n das System mit Wahrscheinlichkeit
m; 1m Zustand X,, = 1 vorfindet, sofern man keine Information tiber den Prozess besitzt. Es ist
klar, dass bei Information tiber eine Ankunft im Takt n P(X, = 0/X, = X, 1+ 1) =0 # mo

158,
Es gibt aber Beispiele von Informationen, die das Gleichgewicht nicht verfélschen:

17.12 Satz. Fir ein M|M|1-System im Gleichgewicht gilt:

(a) Ein ankommender Kunde trifft das System (vor seiner Ankunft) im Gleichgewicht an, d.h.
P(Xp, =ilXnt1 =X, +1)=m (i €1).
(b) Ein abgehender Kunde hinterlisst das System im Gleichgewicht, d.h.

P(Xp, =iXn=Xp_1—1)=m (i €I).

Die zweite Aussage ist besonders iiberraschend, da man intuitiv annehmen wiirde, dass nach

einem Abgang weniger Kunden ,als normal“ im System sind.

Zum Beweis muss man die bedingten Wahrscheinlichkeiten nachrechnen. Fiir Teil (a) gilt P(1 Ankunft in Takt 1
P(X,4+1 = X, +1) = Ah. Daraus folgt

P(X,=iXp1=Xn,+1)=P(X, =14, X1 =1+ 1)/P(1 Ankunft) = m; - A\h/Ah

= m; (i € I). Den Beweis von Teil (b) fithren wir hier nicht durch, s. Hiibner.
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17.4 Leistungsmafle im M |M|1-Bediensystem

Im letzten Abschnitt hatten wir untersucht, unter welchen Voraussetzungen das M |M|1-Bediensytem
langfristig im Gleichgewicht sein wird und welche Verteilung dann die Zahl der anwesenden Kun-
den annimmt. Ausgehend davon sollen nun auch andere Eigenschaften des Systems im Gleich-
gewicht untersucht werden.

Eigenschaften eines (Bedien-)Systems, meist im Gleichgewicht, die durch wenige reellwerti-
ge Groflen ausgedriickt werden konnen, werden Leistungsmafle des Systems genannt. Dazu
gehoren z.B. die mittlere Zeit, die ein Kunde im System verbringt, oder der durchschnittliche
Zeitanteil, in dem der Bediener untéitig ist, weil keine Kunden da sind.

Wir werden diese Groflen hier zwar fiir allgemeine Bediensysteme einfithren, aber zunéchst nur
fiir das M| M |1-System diskutieren und auswerten. Im nichsten Abschnitt werden wir dann die
Betrachtungen auch auf andere Bediensysteme ausdehnen.

Wir beginnen mit einer Leistungsgrofle, die u.a. aussagt, ob es iiberhaupt ein Gleichgewicht gibt.

17.13 Definition. Auslastung Die Auslastung p wird allgemein definiert als

_ (ankommende) Verkehrsdichte
"~ mazimale Bedienkapazitit

p:

Dabei ist die Verkehrsdichte die je Zeiteinheit ankommende Anforderung von (erwarteter) Bedi-

enzeit, die mazimale Bedienkapazitit ist die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Bediener. Im

M|M|1-Fall ergibt dies
A-1/pw X Ankunftrate

" DBedienrate
Im allgemeinen Fall ist diese Darstellung nicht brauchbar, wenn es Kunden mit unterscheidlichen

Bedienzeitverteilungen gibt.

Man sieht leicht ein, dass auch fiir beliebige Bediensysteme nur fiir p < 1 ein Gleichgewicht
existieren kann (wenn kein ,,Uberlauf“ moglich ist), weil fiir p > 1 die Bedienkapazitit nicht zur

Bewiltigung des Ankunftsstroms ausreicht.

17.14 Bemerkung. Die Auslastung p gibt im Gleichgewichtsfall gleichzeitig den mittleren An-
teil der beschiftigten Bediener an. Bei einem Bediener ist dies auch die Wahrscheinlichkeit, dass
der Bediener zu einem festen Zeitpunkt beschdftigt ist, also gilt p = 1 — P(System leer) = 1 —my,
nicht nur fir M|M|1-Systeme.

Viele der im folgenden genannten Leistungsmafle hingen nur iiber p von A und p ab. Deshalb
werden die entsprechenden Formeln auch mit Hilfe von p formuliert. Dies erleichtert oft die
Berechnung, zumal p eine dimensionslose Grofe ist. Insbesondere ist fiir ein M|M|1-System die
Geo®(1 — \/p)-Gleichgewichtsverteilung nur von p abhingig.

Es liegt nahe, den Erwartungswert und die Streuung der Gleichgewichtsverteilung als Leistungs-

maf} heranzuziehen.
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Fiir ein Bediensystem im Gleichgewicht ergibt sich der Erwartungswert EX,, der Zahl der Kun-
den im System , kurz die mittlere Kundenzahl, ebenso wie die Streuung der Kundenzahl, StrX,,,
direkt aus der Gleichgewichtsverteilung. (Im Gleichgewicht hingt die Verteilung von X, und
damit EX,, und Str X,, nicht von n ab.)

Fiir das M|M|1-System gilt also wegen der Geo’(1 — \/u)-Verteilung von X,

A p VA VP
EX, = - Str X, = - . 17.8
1= Mp 1=p BRI TP /7R (17.:8)

In Beispiel 17.1 mit p = A/u = 5/6 gilt also

\/5/6
5/6 5, Stanzi/:\/%zE),E).

EX, = =
" 1-5/6 1-5/6

Der Erwartungswert und die Streuung reichen meist fiir die Beurteilung der in Anspruch ge-
nommenen Wartepldtze nicht aus. Deshalb spielen die Quantile (vgl. Abschnitt ??) bei dieser
Frage eine wichtige Rolle.

Das a-Quantil u, der Gleichgewichtsverteilung gibt eine Schranke fiir die Kundenzahl an, die
zu einem festen Zeitpunkt mit Wahrscheinlichkeit o nicht iiberschritten wird. Fiir « = 0,9 z.B.
bedeutet dies gleichzeitig, dass langfristig in 90% der Zeitpunkte die Kundenzahl X, nicht grofier
als das 90%-Quantil ug g (oder uggy,) sein wird.

In der folgenden auszugsweisen Tabelle sind die Z-Dichte und die Verteilungsfunktion der Gleich-
gewichtsverteilung Geo®(1 — p) mit p = 5/6 angegeben. Daraus kann man insbesondere die

Quantile ugyy, = 12 und uggy, = 25 ablesen.

k 0 1 2 11 12 24 25
P(X, =k) | 0,167 | 0,139 | 0,116 | ... | 0,022 | 0,019 | ... | 0,0021 | 0,0017
P(X, <k)|0,167 | 0,306 | 0,421 | ... | 0,888 | 0,907 | ... | 0,9895 | 0,9913

Bei 12 bzw. 25 Plitzen im System wird man also in 90% bzw. in 99% der Zeit keinen Uberlauf
bzw. keine Blockierung erwarten.

An die Bestimmung der Leistungsmafie EX,,, StrX,, und ugqy, /ugqy schlieft sich die Frage an,
wie stark diese Werte auf Anderungen von p reagieren.

Wenn sich die Auslastung p dem Wert 1 nihert, steigt im Gleichgewicht die Zahl der Kunden
im System stark an. Wenn in unserem Beispiel die Ankunftsrate A von 10 auf 11 (und damit p
von 5/6 auf 11/12) steigt, also um 10%, dann steigen die Werte EX,, von 5 auf 11, StrX,, von
5,5 auf 11,5, uggy von 12 auf 26 und ugge, von 25 auf 52, also jeweils auf mehr als das Doppelte.
Die mittlere Bedienzeit EW, gehort auch zu den Leistungsmaflen, obwohl sie meist schon von
Anfang an vorgegeben ist oder direkt aus der Bedienrate folgt (vgl. Abschnitt 17.2).

Im M|M]|1-Modell ist die Bedienzeit W}, (vgl. Folgerung 17.4) in Takten Geo™ (uuh)-verteilt mit

Erwartungswert
EW, =1/puh (Takte) bzw. EW}, =1/u (Zeiteinheiten).
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Entsprechend gilt fiir die Streuung der Bedienzeit
v1—ph

V1—ph
vo—Aa (in Takten) bzw. = ——— =

1
StrWy, = — (in Zeiteinheiten).
ph 7 7

Im Beispiel war b = EW, = 5 Sekunden vorgegeben. Mit ph = 1/50 folgt fiir die Streuung
StrWy, = 0,98/ = 0,99b ~ b = 5 Sekunden.

17.15 Definition. (Mittlere Verweilzeit EW)

Die Verweilzeit, auch ,Antwortzeit® oder auch ,Durchlaufzeit®, ist die (zufdllige) Zeit, die ein
Kunde nach seiner Ankunft in der Warteschlange und in Bedienung verbringt. Weil wir das Sy-
stem im Gleichgewicht untersuchen, ist die Verteilung der Verweilzeit fiir jeden Kunden gleich
(bei gleichartigen Kunden). Man betrachtet deshalb die Verweilzeit W eines beliebig herausge-
griffenen Kunden.

Als Leistungsmafl wird die mittlere Verweilzeit EW angegeben, evtl. auch die Streuung Stri¥.
Die Verteilung der Verweilzeit ist zwar kein Leistungsmaf} im strengen Sinn, aber z.B. die daraus
abgeleiteten Quantile. Allerdings ist die Bestimmung der Verweilzeitverteilung fiir viele Bedien-

systeme ziemlich schwierig.

17.16 Korollar. (Verteilung der Verweilzeit) In einem M|M|1-Bediensystem im Gleichgewicht
gilt:
(a) Die Verweilzeit W der Kunden (in Takten gerechnet) ist Geo™t ((u — \)h)-verteilt.
(b) Die mittlere Verweilzeit und die Streuung sind
1

1
EW = ———— (Takte) bzw. —— (Zeiteinheiten),

StrivV = —W (Takte) bzw. ~ 1 _M(f; Ah ~ . i 3 (Zeiteinheiten).
Im Beispiel 17.1 ist g = 12 und A = 10, also g — A = 2 (je Minute). Damit erhidlt man
EW =1/2 Minute und StrWW = 1/2 Minute.

Fiir das 90%- bzw. 99%-Quantil der Verweilzeit erhilt man aus P(W > kh) = (1 — (u — A)h)* <
l—aund 1—(u—A)h =299/300 die Werte uggy, = 1,15 Min. und uggy, = 2,3 Min. Diese Werte

sind im Vergleich zur mittleren Bedienzeit von 5 Sekunden bemerkenswert grof3.

Der Weg zur Bestimmung der mittleren Verweilzeit EW war schon hier sehr mithsam. Fiir andere
Bediensysteme ist eine entsprechende Herleitung duflerst schwierig oder unmdoglich. Es gibt aber
trotzdem eine einfache und ziemlich allgemein giiltige Formel zur Berechnung von EW aus der

mittleren Kundenzahl EX,,.

17.17 Satz. (Formel von Little) Sofern in einem beliebigen Bediensystem die langfristigen
Durchschnitte konvergieren, gilt fiir die mittlere Verweildauer EW , die mittlere Kundenzahl EX,,
und die mittlere Ankunftsrate \

EW = EX,, /).
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Denn fiir die (zufillige) Zahl Y; der Ankiinfte bis ¢ und fiir die gesamte bis ¢ im System verbrachte
Kundenzeit Gy = ZZ;IO X, gilt, dass die mittlere Zeit je Kunde, W; = G;/Y;, gegen EW,
die mittlere Kundenzahl G;/t gegen EX,, und die mittlere Zahl der Ankiinfte Y;/¢ gegen X
konvergiert. Daraus folgt EW = EX,, /).

Die Formel von Little kann man sich fiir ein M|M |1-Bediensystem im Gleichgewicht mit F'CFS-
Bedienregel leichter veranschaulichen, wenn man bedenkt, dass ein abgehender Kunde im Mittel
EX,, Kunden zuriicklisst (vgl. Satz 17.12(b) ). Dies sind aber genau die Kunden, die wihrend
seiner Verweilzeit W mit der Rate A\ angekommen sind (wegen FCF'S). Also gilt (im Mittel)
EX, = EW - \.

18 Symbole, Abkiirzungen,Verteilungen und Literaturliste

18.1 Symbole
n {1,2,...,n}
No 0,1,2,...}
N 1,2,3,...}
R RU{—00,00} = [—00, 0]
B Borel o-Algebra
log natiirlicher Logarithmus
£, Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit
P —lim Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit
B(p) Bernoulliverteilung
B(n,p) Binomialverteilung
X2 x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden
E(a) Exponentialverteilung
H(N,K,n) Hypergeometrische Verteilung
N(0,1) Standard-Normalverteilung
N(p,0?) Normalverteilung
P Verteilungsfunktion der A (0, 1)-Verteilung
P(N) Poisson-Verteilung
R(a,b) Rechteck-Verteilung
tn Student’sche t-Verteilung
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18.2 Abkiirzungen

f.s. fast sicher

ii.d. independent and identically distributed
n.W. nach Wahrscheinlichkeit

R-Dichte Riemann-Dichte

st.u. stochastisch unabhéngig

W Ubergangswahrscheinlichkeit

VF Verteilungsfunktion

A% Zufallsvariable

18.3 Verteilungen und ihre Dichten

Bernoulliverteilung bk;sp) = p*1—p)'F, k=01
Binomialverteilung b(k;n,p) = <Z)pk(l —p)"* k=0,...,n
. 1 1
Cauchy(«, §)-verteilung flx) = — 5, TER
™ 1+ (u)
B
. 2 Tge le s
x2-Verteilung hn(x) = loc)(), z€R
I'(3) ’
Exponentialverteilung f(r) = lpo)(r)ae™@?, ae€(0,00),z €R
) ﬁawa 16 Bz
Gamma(a, f)-verteilung fap(z) = (o) 0,0)(T), T€R
Gammafunktion IMNa) = / t* e tdt, a>0
0

Standard-Normalverteilung

Normalverteilung

Poisson-Verteilung

Rechteck-Verteilung

Student’sche t-Verteilung

Weibull(«, §)-Verteilung

(i)
(i)
max(0,n — N + K) < k <min(K,n)

1 2

<N) k=0,...,n,n<N,K <N,
n

= T, zeR
o(z) \/ﬁe x
1 T —
Puo2(@) = ;w( U”) , BWER G >0
)\k
p(k; ) = e_)‘ﬁ, EeN X € (0,00)
flx) = 1[a’b}($)b_a, a<b, a,beR
n+1
1 F("T'H) 2\ 2
= 14+ — R
@) = =T <+n) » 2E€
f(ZE) = 1(0,00) (m)aﬁfvﬂileiamﬂ Ck,,B € (0700)
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diskrete Zufallsvariable, 43 Zentraler , 32
Diskreter W-Raum, 1 Grundraum, 1
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E-Wert, 17 Homogene Markov-Kette, 55
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empirische Verteilungsfunktion, 25 Hypothese, 33
endlich-additiv, 2 Pid. 21
Ereignis, 1
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rwartungswert, L7, integrabel, 17
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Klasse, 57

Kolmogorovsche Axiome, 37

Konfidenzniveau, 33
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Konvergenz
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Verteilungs-, 25
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Korrelationskoeffizient, 20
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Lageparameter, 41
Laplace-Experiment, 3
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Lindeberg-Lévy
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Markov-Kette, 53, 55
irreduzible, 57
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Ma#f, 37
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Mafiraum, 37
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(-Stetigkeit, 5

Nulltreue, 37
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Potenzmenge, 35
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Transformationssatz, 47

Randverteilung, 10

Realisierung, 2

Rechteck(a, b)-Verteilung, 39

Reiss, R.-D., 24

relative Haufigkeit, 2

Rest-Bedienzeit, 66

Riemann-Dichte, 38

Satz

Korrespondenzsatz, 38

von der totalen Wahrscheinlichkeit, 13
Schitzer, 21
Schiatzfunktion, 21
schwaches Gesetz der groflen Zahlen, 8, 21
schwaches Gesetz der groflen Zahlen, 21
Sensitivitat bei p — 1, 71
o-Additivitit, 1,37
o-Algebra, 35
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Standard-Gauss-Verteilung, 41 Exponential («), 39

Standard-Normalverteilung, 41 gemeinsame, 11
Startverteilung, 56 Hypergeometrische (N, K,n), 7
Steinsche Methode, 24 Normal (u,02), 40
Stetigkeit Poisson(\), 7

von oben, 5 Rechteck(a, b), 39

von unten, 5 Standard-Normal, 41
Stichprobenkorrelationskoeffizient, 23 stationére, 59
Stichprobenkovarianz, 23 Weibull (a, £), 39, 40
Stichprobenraum, 1 Verteilungsfunktion, 24
Stichprobenvarianz, 22 empirische, 25
stochastisch unabhingig, 14 Verteilungskonvergenz, 25
Sub-sigma-Additivitét, 5 Verweilzeit
Subtraktivitat, 5 Verteilung, 72
Takt, 64 W-Ma8, 1, 37
Test, 33 W-Verteilung, 3
Trager, 3 Wahrscheinlichkeit
Transformationsformel, 17 bedingte, 12
Transformationssatz Satz von der totalen, 13

fir R-Dichten, 47 Wahrscheinlichkeitsmaf, 1, 37
Tschebyschev-Ungleichung, 21 Weibull (a, §)-Verteilung, 39, 40
Ubergangsgraph, 55 Z-Dichte
Ubergangsmatrix gemeinsame, 11

n-Schritt, 57 Zahldichte, 3, 10
Ubergangszahldichte, 51 Zentraler Grenzwertsatz, 28
Ubergangsmmatrix, 55 Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy,
Unabhéngigkeit 32

stochastische, 14 Ziehen

von Ereignissen, 14, 16 mit Zuriicklegen, 6
Urbildmenge, 9 ohne Zuriicklegen, 7
Urnenmodell, 5 Zufallsexperiment, 1

Zufallsvariable, 9, 43
diskrete, 43
Zufallszahlen, 53

Zustandsraum, 53

Varianz, 19, 42
Verschiebungssatz von Steiner, 19
Verteilung, 10, 43

Ged(p), 7

Bernoulli(p), 6

Binomial(n, p), 6
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