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K-Aufgabe 1. Es werde mit zwei Wiirfeln gewiirfelt, und es bezeichne A, bzw. By das
zufillige Ereignis, dass Wiirfel 1 bzw. Wiirfel 2 die Augenzahl k aufweist. Man driicke die
folgenden zufilligen Ereignisse mit Hilfe der A; und By und Mengenoperationen aus und
gebe ihre Elementzahl an (jeder Teil 0.5 Punkte):

a) Die Augenzahl beider Wiirfel ist gerade (Ereignis A)

b) Die Augensumme betrigt 4 (Ereignis B)

¢) Entweder Wiirfel 1 oder Wiirfel 2 hat eine Augenzahl, die hiochstens gleich 3 ist (Er-
eignis C)

d) Die Summe der Augenzahlen ist ungerade (Ereignis D)

K-Aufgabe 2. ( 2 Punkte) Fiir eine Folge Ay, Ay, ... von Teilmengen aus €2 zeige man:
a) Bezeichnet |T'| die Anzahl der Elemente von T, so gilt

1A1U---UAn — Z (_1)|T‘7llﬂieTAi‘

Hinweis: Die linke Seite ist gleich 1 — []i_ (1 — 14,).
b) Sind die Mengen Aq, A, ... endlich, so gilt

|UA1| = Z (_1)|T‘_1|ﬂAi|'

0#£TC{1,...,n} i€T

K-Aufgabe 3. (4 Punkte) a) k unterscheidbare Kugeln werden auf durchnummerierte
Fécher 1,...n (mit moglicher Mehrfachbesetzung) verteilt. Man berechne mit Hilfe von
K-Aufgabe 2 die Zahl der Zuordnungen der Kugeln zu den Féchern, bei denen mindestens
ein Fach leer bleibt.

b) n unterscheidbare Kugeln werden auf durchnummerierte Fécher 1,...n (ohne Mehr-
fachbesetzung) verteilt. Man berechne die Zahl der Anordnungen, bei denen mindestens
eine Kugelnummer mit der Fachnummer iibereinstimmt.

K-Aufgabe 4. Es werden n Auftrige zufillig auf N unterscheidbare (d.h. durchnumme-
rierte) Schalter verteilt, wobei
a) die Auftriige ebenfalls unterscheidbar seien, (1 Punkt)



b) die Auftrige nicht unterscheidbar seien, (2 Punkte)

c) die Auftriige nicht unterscheidbar seien und jeder Schalter maximal einen Auftrag
entgegennimmt (N > n). (2 Punkte)

Die jeweils méglichen unterscheidbaren Aufteilungen der Auftrige auf die Schalter wer-
den als gleichwahrscheinlich angenommen (Laplace-Experiment). Wie grof§ ist in jedem
der obigen Fille die Wahrscheinlichkeit, dass Schalter 1 genau k Auftrige erhilt, k£ €
{0,...,n}?

K-Aufgabe 5. (Jeder Teil 0.5 Punkte) Eine Urne enthalte 10 blaue, 8 gelbe und 7 rote
Kugeln. Es werden nacheinander rein zufillig 3 Kugeln entnommen. Wie grof§ ist die W.
dafiir dass

a) alle 3 entnommenen Kugeln blau sind

b) die Farben der Kugeln verschieden sind,

¢) 2 gelbe und 1 blaue Kugel entnommen wird,

wenn die entnommene Kugel jeweils vor der néchsten Ziehung

1. zuriickgelegt wird, 2. nicht zuriickgelegt wird?

K-Aufgabe 6. (Jeder Teil 0.5 Punkte) Ein Pixel einer Grafik habe (zur Vereinfachung)
16 Farb- und 16 Graustufen (0,1,...,15). Jede der 256 Kombinationen sei gleich hiufig
vertreten. Fiir ein zufillig herausgegriffenes Pixel sei X die Farbe und Y die Graustufe.
Man formuliere ein geeignetes Wahrscheinlichkeitsmodell und berechne die Wahrschein-
lichkeiten folgender Ereignisse:

(a) ’X =3, (b)Y # 4, (c) ' X #Y", (d)’X >Y,

() X4+Y =9, (f)’X >4und Y > 4.

K-Aufgabe 7. (2 Punkte)

Sei (P;, i > 1) eine Folge von diskreten W-Mafen iiber (Q,P(Q2)), (a;, i > 1) eine Fol-
ge nichtnegativer reeller Zahlen und (A;,i > 1) eine Folge von Teilmengen von {2 mi
> a;P(4;) = 1 und (A;, i > 1) eine Folge von Teilmengen von 2. Man zeige: Durch
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P(A) =37, a; Pi(A;A), A C Q, wird ein diskretes W-MaB P iiber (2, P(Q2)) definiert.

K-Aufgabe 8. Eine Firma hat 5 externe Telefonanschliisse. Man beschreibe die mé&gliche
momentane Belegung durch einen Merkmalraum 2

(a)(0.5 Punkte) ohne,

(b)(0.5 Punkte) mit Unterscheidung der einzelnen Leitungen.

(¢) (1 Punkt) Zur Uberpriifung der Telefonkosten soll die Zahl der Telefongespriiche
eines Tages und die Dauer jedes Gesprichs festgehalten werden.

Man formuliere dazu einen geeigneten Merkmalraum.

K-Aufgabe 9. (4 Punkte) Der Sultan spricht zu Ali Baba: Hier sind zwei Urnen sowie
a weifle und b schwarze Kugeln. Verteile die Kugeln auf die beiden Urnen nach Belieben.
Danach werde ich die Urnen fiir Dich ununterscheidbar machen und Du sollst eine Kugel
ziehen. Ist sie weif3, sei Dir das Leben geschenkt, ansonsten...

Wie kann Ali Baba seine Chance maximieren? Exakter Nachweis!

Hinweis: Sei p(c, d) die W., eine weifle Kugel zu ziehen, wenn in einer Urne ¢ weifle und d



schwarze liegen. Man zeige zunéchst

1 d (a—c)(a —2c)
p(C’O)_p(C’d)_§.a+b—c—d' (c+b)(a+b—c) 20,

falls 2¢ < a, was o.E. vorausgesetzt werden kann.

K-Aufgabe 10. Sei (€, P) ein diskreter W-Raum und seien A, ..., A, Teilmengen von
Q.

a) (2 P) Fiir jedes w € Q sei die Menge A, definiert als der Durchschnitt aller Mengen A;,
die w enthalten und aller Mengen A¢, die dies tun. Man zeige: Es gibt nur endlich viele
nichtleere Mengen A, ( die wir Ey, . .., Ej nennen wollen), und fiir diese gilt £+ - -+ Ej, =
Q). Man erhilt die E; auch indem man zunéchst €2 in die beiden disjunkten Mengen A; und
AS zerlegt; dann jede dieser Mengen durch Schneiden mit Ay und A§ wieder in hochstens
2 neue Mengen zerlegt, usw. Die am Ende herauskommenden nichtleeren Mengen sind die
obigen Ej;.

b) (1 P) Seien w; € E;, i € k, beliebige, festgewihlte Punkte und Py das diskrete W-Maf}

Py(A) =) P(Ej)la(w;), ACQ

i=1

auf €. Man zeige, dass Iy und P auf dem Mengensystem Aq := {> ;. E; : T C k}
iibereinstimmen.

¢) (1 P) Mit Hilfe von K-Aufgabe 2 und b) zeige man die sog. Siebformel, die aus K-
Aufgabe 2 a) ensteht, wenn man 1ys¢,g. durch P(Menge) ersetzt.

K-Aufgabe 11. Sei eine Urne gegeben mit einer unbekannten Zahl ¢ € {1,2,...} =: ©
von durchnummerierten Kugeln. Es werde n mal zuféllig ohne Zuriicklegen in die Urne
gegriffen.

a) (1 P) Aus den gezogenen Kugelnummern (k;, ..., k,) berechne man denjenigen Wert
0 = 9(ky, ..., ky) von 9, fiir den das Auftreten der (ki, ..., k,) maximal wird (den sog.
Maximum-Likelihood Schétzer fiir ).; Man suche also 0 mit

Py{(kr, ... )} = max Py{(Fr, ..., k).

b)(3 P) Sei X = max(ky,...,k,). Man zeige in der obigen Situation, dass fiir n < x <
die Gleichung

)
()

!9 —n)!
(x — n)M!

Py{X =z} = (1)

gilt, indem man zunéchst



fiir n < x < 9 beweist.
Man verifiziere zudem das Ergebnis fiir den sogenannten Erwartungswert FyX von X:

39
EByX =) aP{X =} =

Tr=n

(D+1)n
n+1

Hinweis fiir die Berechnung von E»X: z(*~]) = n(®); man beachte, dass die Werte in (1)

n—1
sich zu 1 aufaddieren, auch fiir andere Werte von n und v.
K-Aufgabe 12. (3P) Ein idealer Wiirfel mit n Seiten wird zweimal geworfen (unabhéngig).
Es bezeichne X die Augenzahl des 1. Wurfes, Y die des 2. Wurfes. Man berechne die Z&hl-
dichte P{Z =z} von Z=X+Y,Z=|X —Y| und Z = max(X,Y).

K-Aufgabe 13. (3 Punkte) P und () seien diskrete W-Mafle iiber R. Man nennt P
stochastisch grofler als @, falls gilt P((x,00)) > Q((z,00)) Yz € R und P # Q. Fiir jedes
K € {0,...,N} sei Pk die hypergeometrische Verteilung mit den Parametern N, K, n,

d.h.
= (8) (). e sz

Man zeige: Fiir Ky > K, ist Py, stochastisch grofler als Pk, .

Hinweis: Die Losung geht einfacher ohne Rechnung. Denken Sie daran, wie wir die hy-
pergeometrische Verteilung hergeleitet haben, wobei wir bei der H(N, K, n)-Verteilung K
Kugeln als rot’ und die restlichen N — K als ’schwarz’ bezeichnet hatten. Ubergang von
K zu K + 1 bedeutet dann Umfirbung einer schwarzen Kugel zu einer roten.

K-Aufgabe 14. Ein Interessent fiir einen Restposten von N Platinen mit einer unbekann-
ten Zahl K von intakten Exemplaren mochte den Posten kaufen, wenn mindestens 2/3 der
Platinen in Ordnung sind. Er sucht nach einem Entscheidungsverfahren, das hochstens
mit 2.5% W. zu einem Fehlkauf fiihrt. Dazu kauft er eine zufillige Auswahl von n Platinen
und stellt fest, dass k£ von den n Platinen in Ordnung sind. Sein Entscheidungsverfahren
lautet: Ist £ grofler als ein vorzugebender kritischer Wert ky, so kaufe den Restposten.
Weil er wirkliches Interesse an dem Kauf hat, falls mindestens 2/3 der Platinen in Ord-
nung sind, mochte er kg natiirlich minimal wéhlen unter der Nebenbedingung, dass bei
K/N < 2/3 die (Fehl-)Kaufwahrscheinlichkeit < 2,5% ist.
a) (1 Punkt) Man bestimme mit Hilfe von K-Aufgabe 13 prinzipiell eine Losung dieses
Problems, gebe also an, wie kg im Prinzip zu bestimmen ist.
b) (2 Punkte) Wie lautet die Entscheidung des Kaufers im Fall

1) N=14,n =6, k = 6; 2) N=30,n=10,k =97
Hinweis: Man wihle Q = {0,1,...} und bezeichne mit P die hypergeometrische Vertei-
lung H(N, K, n) auf  (Nicht alle Punkte sind Trigerpunkte).
Wenn ky gegeben ist, so ist wird das Ereignis ’Kauf’ durch {k € Q : k > ko} reprisentiert.

K-Aufgabe 15. Bei der Ubertragung der Zeichen ,Punkt“ und ,,Strich“ in einem Fern-
meldesystem werden durch Stérungen im Mittel 5% der gesendeten Punkte als Striche
und 4% der gesendeten Striche als Punkte empfangen (das sind also vorgegebene beding-
te Wahrscheinlichkeiten). Das Verhiltnis von gesendeten Punkten zu gesendeten Strichen

4



ist 3/5. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass
a)(1.5 Punkte) ein empfangenes Zeichen richtig empfangen wurde,

b)(1.5 Punkte) das richtige Zeichen empfangen wurde, falls ,Punkt“ empfangen wurde,
¢)(1 Punkt) das richtige Zeichen empfangen wurde, falls ,,Strich“ empfangen wurde?
Hinweis: Als Grundraum eignet sich Q = {0,1}2, wobei die erste Komponente das ge-
sendete und die zweite das empfangene Zeichen kennzeichne. Ay = {(0,0), (0, 1)} bedeutet
dann z.B. 'Punkt gesendet’. Entsprechend sei A; das Ereignis ’'Strich gesendet’. Nach Vor-
aussetzung ist P(A)/P(A1) = 3/5. Entsprechend definiere man die Mengen B, 'Punkt

empfangen’ bzw. By ’Strich empfangen’.
Man beachte auch P(Ag) + P(A;) =1 (warum gilt das?).

K-Aufgabe 16. Ein Krebstest ergebe bei erkrankten Personen mit einer Sicherheit von
94% ein positives Ergebnis, bei gesunden Personen mit 96% ein negatives.

Im Durchschnitt sei jede 140-ste Person befallen.

(a)(1.5 Punkte) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf eine Versuchsperson, die ein
positives Testergebnis erhélt, auch wirklich Krebs hat?

(b) (1.5 Punkte) Wie grof} ist bei negativem Ausgang die Wahrscheinlichkeit, trotzdem
krank zu sein?

Hinweis: Ein geeigneter Grundraum ist 2 = {0,1}?, wobei die erste Komp. den Status
(krank=0, gesund=1) und die zweite das Testergebnis (positiv-negativ) kennzeichne. Man
definiere wieder Mengen Ay 'Person krank’, A; ’Person gesund’ , By 'Testergebnis posi-
tiv’, By "Testergebnis negativ’. Der mathematischen Sauberkeit wegen die Mengen explizit
aufschreiben!

K-Aufgabe 17. Die Produktion einer Abteilung wird von zwei Kontrolleuren mit den
Anteilen 30% bzw.70% sortiert. Dabei ist fiir den ersten bzw. zweiten Kontrolleur die W.
dafiir, eine Fehlentscheidung zu treffen gleich 0.03 bzw. 0.05. Es wird beim Versand ein
fehlsortiertes Teil gefunden. Mit welcher W. wurde es

a)(1.5 Punkte) vom ersten bzw. vom zweiten Kontolleur sortiert?

b)(1.5 Punkte)Man bestimme die W. dafiir, dass ein Teil richtig einsortiert wurde.
Hinweis: Ein geeigneter Grundraum ist Q = {1,2}2, wobei die erste Komp. angibt, wel-
cher Kontolleur sortiert hat und die zweite das Ergebnis ’1 :korrekt sortiert’, '2 :falsch
sortiert’ anzeigt. Man definiere sich wieder Mengen A; ’Kontrolleur 1 hat sortiert’, A,
entsprechend, B; 'Teil ist richtig sortiert’, By "Teil ist falsch sortiert’.

K-Aufgabe 18. (3 Punkte) Sei (€2, P) ein diskreter W-Raum und seien Ay,... A, Teil-
mengen von ). Man zeige, dass aus der stochastischen Unabhéngigkeit der A; gemifl Def.
6.8 des Kurzskripts auch die stochastische Unabhingigkeit der Mengen A§, Ay, ..., A,
folgt, d.h. die Menge A; soll durch A{ ersetzt werden.

K-Aufgabe 19. Ein bestimmter Relaistyp falle mit einer W. p bei einem einmaligen
Schaltvorgang aus. Dann ist die Anzahl X der unabhéngigen Schaltvorginge bis zum
ersten Ausfall geometrisch verteilt gemé&f

P{X=k}=(0—-pF'p k=12,.... (2)
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Es werden nun n gleichartige und voneinander unabhéngige Relais parallel geschaltet. Die
Anzahl der Schaltvorgéinge dieser Relais kann man durch stochastisch unabhéingige ZV
Xq,..., X, der obigen Art ausdriicken.

a) (2 Punkte) Wie grof ist die W. w(r,n,p) dafiir, dass mindestens eines der Relais r
Schaltvorgénge ohne Defekt iibersteht?

b)(2 Punkte)Sei p = 10™* und r = 103. Wieviele Relais n, braucht man, damit die W.
w(r, n,, p) mindestens 99.9% betrigt?

K-Aufgabe 20. Sei X geometrisch verteilt wie in (2).

a)(2 Punkte) Man berechne FX und VarX.

b)((2 Punkte) Sei X ~ Poisson(\). Man berechne EX und VarX.

¢)(1 Punkte) Seine X; und X; stochastisch unabhéingig mit X; ~ Poisson();),i = 1, 2.
Man zeige mit der Faltungsformel, dass X; + X, ~Poisson(\; + Ag).

Hinweis zu a): Man verwende ohne Beweis die Formeln

- 1 - 2
k-1 _ . k=2 __
D k= F > k(k—1)x —mfalls 2| < 1.
k=1 k=2

K-Aufgabe 21. (3 Punkte) Seien Y, X1, Xy, ... stochastisch unabhéngig mit Y ~Poisson ()
und X; ~ B(1,p)Vi. Man zeige, dass Z ~Poisson(pA) gilt, mit

(3)

g Xi+--+ Xy, fallsY =1,2,...
o falls Y = 0.

Hinweis: Man verwende den Satz von der totalen W. (Kurzskript (6.2)) mit B; = {Y =
i},i=0,1,2,..., sowie die Beziehung (6.15) zur Berechnung von P{Z = k}.
Anwendung: Wenn Y die Anzahl der Zerfille einer radioaktiven Substanz pro Sekunde
bedeutet und das Zahlrohr nur mit Wahrscheinlichkeit p jeden einzelnen Zerfall registriert,
dann ist die Gesamtzahl der tatséchlich registrierten Zerfille gleich X; + - - - + Xy-.

K-Aufgabe 22. (2 Punkte) Seien Xj,..., X, stochastisch unabhiingige ZV mit X; ~
B(1,p) Vi. Man berechne

PA(Xy,....X,) = (21,...,2,)}

fiir (zy1,...,z,) € {0,1}" und bestimme denjenigen Wert p von p, fiir den dieser Ausdruck
maximal wird, den sog. Maximum-Likelihood Schétzer von p.

K-Aufgabe 23. Eine Untersuchung der Merkmale X der Dichte einer Erzsorte und Y
des Metallanteils ergab die folgenden Werte
z;|=L5] ‘ 28 28 29 30 31 32 32 32 34 34

cm3

yi[%]‘22 25 27 27 28 30 32 35 31 35

a) (2 Punkte) Man bestimme die Stichprobenvarianzen s2, sfj, sowie die Stichprobenkor-
relation 7.

b) (2 Punkte) Man bestimme die Gleichung der Regressionsgeraden ag + bz und zeichne
ein Schaubild der Beobachtungen zusammen mit der Regressionsgeraden.
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K-Aufgabe 24. (4 Punkte) Es sollen die Lingen L;, Ly zweier Stibe gemessen werden.
Hierzu wird ein Messgeriit benutzt, dessen Messfehler Erwartungswert 0 und Varianz o2
hat. Die Messfehler verschiedener Messungen sind stochastisch unabhingig. Den Gesamt-
fehler der Messungen L der Messungen ﬁl fiir L; und ﬁz fiir Ly beurteilen wir mit

F - E(I:l - L1)2 + E(.[:Q - LQ)Q.

Wenn man jeden Stab einzel misst, ergibt sich ein Gesamtfehler von F = 20%. Welches F
ergibt sich, wenn man stattdessen folgende beiden Messungen benutzt und daraus Schétz-
werte L; fiir Lyund Lo fiir Ly bestimmt?

e Man legt beide Stidbe aneinander und misst die Gesamtlange L, + Lo
e Man legt beide Stidbe nebeneinander und misst die Differenz Ly — L.

K-Aufgabe 25. ( 3 Punkte) Ein Tandem-Rechensystem besteht aus Komponenten, die
parallel arbeiten und in sich wieder seriell aus je zwei Komponenten aufgebaut sind.

Ein ankommender Rechenauftrag wird genau dann erfolgreich bearbeitet, wenn minde-
stens eine der Tandem-Komponenten korrekt arbeitet. Es sei p; die Zuverlassigkeit der
i-ten Einheit, d.h. die W., dass diese Einheit funktionsfihig ist, : = 1, ..., 4. Dabei seien
1 = 1, 2 die seriellen Einheiten in der ersten Parallel-Komponente und 7 = 3, 4 die seriellen
Einheiten in der zweiten Parallel-Komponente.

K-Aufgabe 26. (3 Punkte) S bezeichne die Summe der bei 1000-maligem Wiirfeln er-
zielten Augenzahlen. Man bestimme mit Hilfe der Tschebychev- Ungleichung eine untere
Schranke fiir die W. der Ereignisses {3400 < S < 3600}.

K-Aufgabe 27. (4 Punkte) Die ZV X beschreibe die Anzahl der Wiirfe mit Ergebnis
"Kopf’ beim n-maligen unabhéngigen Werfen einer idealen Miinze.

Man untersuche die ZV Y := X — 2 und Z := Y? auf Unkorreliertheit.

Hinweis: Man kann leicht sehen, dass Y ~ (=Y") und daraus leicht das Ergebnis bekom-
men. Man kann aber auch direkt die vorkommenden Erwartungswerte bestimmen. Dabei
ist es am einfachsten zur Berechnung von EX? zuniichst EX (X —1)(X —2) zu berechnen,
dhnlich wie bei der Berechnung der Varianz in Satz 4.9.

K-Aufgabe 28. (4 Punkte) In der Rush -Hour fahren gleichzeitig zwei Ziige vom Ort A
nach B. Die Bundesbahndirektion nimmt an, dass sie von insgesamt 1000 Personen benutzt
werden, die zufillig und unabhéngig voneinander einen der beiden Ziige auswéhlen. Fiir
wieviele Sitzplétze k (in jedem Zug) muss sie mindestens sorgen, damit alle Passagiere mit
wenigstens 99% W. einen Sitzplatz erhalten? Man verwende den zentralen Grenzwertsatz
mit Stetigkeitskorrektur!

K-Aufgabe 29. (4 Punkte) X; und X, seien zwei diskrete , stochastisch unbhéingige ZV
mit X; ~Poisson(a;), a; >0, i =1,2.
Man zeige, dass

Q{k} :=P{X, = k}{ X1+ Xy =n})

fiir festes n > 1 eine Binomialverteilung tiber {0,1...,n} ist.



K-Aufgabe 30. (4 Punkte) Sei X; der Schaden des i-ten Versicherungskunden innerhalb
eines Jahres, wobei X; > 0,1 < 7 < n, stochastisch unabhingig und identisch verteilt
seien mit FX; =:a € R und VarX; =: 6% € (0, 00).
Das Versicherungsunternehmen bestimmt die Pramie 1 des Kunden z.B. nach dem Stan-
dardabweichungsprinzip

p=a+ Ao, A >0,

wobei A ein Sicherheitszuschlag ist.

Wie ist A approximativ zu wihlen, wenn die W. dafiir, dass die Summe der Schiden
grofer als die Pramieneinnahmen von den n = 10000 Kunden kleiner gleich 5% sein soll
und weiterhin A aus Absatzgriinden minimal gew#hlt werden soll?

Hinweis: Zentralen Grenzwertsatz (Satz 9.15) anwenden. Das Ergebnis wird erstaunlicher-
weise fiir allgemeines n unabhingig von a und o. Zur Bestimmung von p in der Praxis
miissen a und o bekannt sein, z.B. Schéitzwerte aus der Vergangenheit.

K-Aufgabe 31. a) (1 Punkt)Man zeige, dass f(z) := ae™*1(g00) (@), € R, a € (0,00),
die Dichte eines W.Mafles P, ist und bestimme die zugehorige Verteilungsfunktion.
b)(2 Punkte) Man berechne (mittels partieller Integration)

/_Z 2f(z) dz und /_OO 22 () da.

o0

¢) (1 Punkt) Fiir eine ZV X mit X ~ P, zeige man
P{X <z +h}{X >2})=P{0 < X <h}, z,h > 0.

K-Aufgabe 32. Nichtnegative ZV beschreiben Lebensdauern, Wartezeiten, Arbeitsdau-
ern, Ubertragungsdauern von Nachrichten etc. Kennt man z.B. von der Ubertragungs-
dauer X fiir eine Nachricht durch den Teil eines groflen Netzwerkes nur die mittlere
Ubertragungszeit m (also einen Parameter der Verteilung), so nimmt man héufig als er-
ste Naherung an, dass die Ubertragungsdauer Exponential(«) verteilt ist, wobei « so fest-
gelegt wird, dass E, X = m gilt. Mit dieser Approximation werde im Folgenden gearbeitet.

a)(2 Punkte) Die mittlere Ubertragungszeit sei 36 (sec). Man berechne die W.,

1.) dass eine Ubertragung weniger als 30 sec dauert,

2.) 90 % aller Ubertragungen dauern weniger als ¢ > 0 sec. Wie grof ist ¢?

b)(2 Punkte) Bei der Planung eines Ubertragungssystems ist eine typische Art von Lei-
stungsanforderung durch den Betreib '95 % aller Ubertragungsvorginge durch das Teilnetz
diirfen nicht mehr als Z sec benotigen’.

Durch geeignete Auslegung des Netzes lann man die mittlere Ubertragungszeit entspre-
chend einstellen. Welche mittlere Ubertragungszeit muss erreicht werden, um dass obige
Kriterium zu erfiillen?

K-Aufgabe 33. (3 Punkte) Man untersuche, ob bei geeigneter Wahl der Konstanten
¢ € R, i=1,2,3 die Funktionen
1) fi(z) = (5 + a1x)lo(x)



2) fQ(IIT) = (1 + C2(17)1(073} (fl?)

3.) fa(x) = c3(1 - 2)*1o(2), v €R,

(Riemann-)Dichten von W-Maflen sind und berechne gegebenenfalls die zugehorigen Ver-
teilungsfunktionen.

K-Aufgabe 34. Der Anhalteweg X eines mit 60 km/h fahrenden Autos setzt sich ad-
ditiv zusammen aus dem Reaktionsweg X; und dem Bremsweg X,, wobei X; und X,
stochastisch unabhéingige (niiherungsweise) N (14,9) bzw. N (36, 25) verteilte ZV sind.
a)(1 Punkt) Man bestimme die Verteilung des Anhalteweges X.

b)(2 Punkte) Mit welcher W. ist der Anhalteweg X lénger als 62 m?

K-Aufgabe 35. (4 Punkte) Die Lebensdauern von n elektrischen Elementen sind sto-
chastisch unabhingige exponentialverteilte ZV mit Parameter A > 0.

Die Parallelschaltung, bzw. Serienschaltung der Elemente ist genau dann funktionstiichtig,
wenn mindestens eines bzw. jedes der Elemente funktionstiichtig ist.

Man berechne die Verteilungsfunktionen und daraus die Riemann-Dichten der Lebens-
dauern beider Schaltungen.

K-Aufgabe 36. (4 Punkte) Man berechne fiir jedes n € N:
/ x"p(x) dr

o0

2

mit p(z) = ﬁe_%- Hinweis: Partielle Integration. Vorausgesetzt wird, dass

/oogo(x)dzzl

gilt. Man beachte auch, dass ¢'(z) = —zp(z).

K-Aufgabe 37. a)(2 Punkte) Die ZV X; und X, seien ii.d mit X; ~ R(0,1). Man
bestimme die Dichte der Summe X; + X5.

b) (2 Punkte) Welche Dichte hat X; + X5 bei stochastischer Unabhhéingigkeit der X; falls
X; ~R(—1,1). ( Teil a) verwenden!)

K-Aufgabe 38. Seien Uy,..., U, stochastisch unabhingige, identisch verteilte ZV mit
a) (2 Punkte)Man berechne den Erwartungswert und die Varianz der ZV S, mit

[12 <& 1
Sp = Z;(Uz - 5),

wobei man dieselben Rechenregeln fiir den Erwartungswert (Linearitit) und fiir die Vari-
anz bei stochastischer Unabhéingigkeit wie bei diskreten Modellen auch hier im Rahmen
mit R-Dichten verwende. Wie ist S,, approximativ verteilt? (Zentralen Grenzwertsatz her-
anziehen, der auch im allgemeinen, nicht-diskreten Fall gilt.)

b) (3 Punkte)Fiir n = 12 wird diese Summe besonders einfach. Anhand einer Simulati-
on von N = 500 Stichproben von je 12 ZV’n Uy, ..., Uy vergleiche man die empirische
Verteilungsfunktion

Anzahl der Stichproben mit S5 < x
500




mit der Funktion ® (Skizze) und beurteile, ob sich das Verfahren zur Erzeugung von
normalverteilten ZV’n eignet.

K-Aufgabe 39. (3 Punkte) Die folgenden Messwerte seien Realisierungen von i.i.d. nor-
malverteilten Zufallsvariablen. Man bestimme jeweils ein Konfidenzintervall zum Konfi-
denzniveau 1 — o mit o = 0.05 fiir den Mittelwert a gemifl der Formel

> tnfl,a/2 ~ > tnfl,a/2 ~

Xn_ naXn nis
[ NG o + NG o

wobei t,,_1 /2 das a/2—Fraktil der Studentschen t-Verteilung ist mit n—1 Freiheitsgraden
(s. Tabellenanhang im Buch von Behnen/Neuhaus oder Hiibner) und X,, das Stichpro-
benmittel, sowie 62 die Stichprobenvarianz bedeuten:

a) Gewicht [g] von Abziehpapier

4.3 45 42 43 43 47 44 42 43 4.5

b) Lénge [mm] von Streichhélzern

44.4 442 443 442 44.6 444 447 443 44.5 449

¢) Gehirngewicht x [g] von 98 Albinomé&usen

x Héaufigkeit | x Héaufigkeit
0.36 1 0.46 9
0.37 1 0.47 7
0.38 1 0.48 6
0.39 3 0.49 5
0.40 4 0.50 3
0.41 6 0.51 2
0.42 12 0.52 1
0.43 12 0.53 0
0.44 14 0.54 2
0.45 9 0.55 0

K-Aufgabe 40. Fiir Parameterwerte o, § > 0 ist die
Gamma(a, 5)-Verteilung definiert durch die R-Dichte f, 5 gemi8

1 - —px
fa,ﬂ(x) - mﬁaxa le b 1(0700)([5), z €R,

wobei I'(o) = [[°t* te " dt, a > 0, die Gammafunktion bezeichnet.

Man zeige:

a)( 2 Punkte) X ~ N (0,1) = X? ~ Gamma (1/2,1/2).

b) (2 Punkte) Sind X; und X, stochastisch unabhéngig mit X; ~ Gamma(ay, 3), so folgt

X; + Xy ~ Gamma(a; + ao, 3).
¢)( 2 Punkte) Sind X1,..., X, i.id. mit X; ~ A(0,1) so nennt man L(X? + --- + X?)
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eine zentrale Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden, kurz x2-Verteilung. Es gilt
x2 =Gamma(n/2,1/2). Die x2-Verteilung hat also die Dichte

_ 1 21 —x/2
hn(l‘) = WZE— e 1(0’00)(1'), T € R.
Bemerkung zu b): Bei der Anwendung der Faltungsformel (13.4) ergibt sich als Neben-
produkt die Gleichung

I'(p) T'(q)

T
, p>0, ¢g>0.
I'(p+q)

1
Blp.q) = / (1 - 2) dr =
0

B(p, q) ist die Betafunktion.

K-Aufgabe 41. (4 Punkte)Seien X; und X, i.i.d. mit X; ~ AN(0,1). Man zeige, dass
(X14X5)/v2 und (X, — X5)/v/2 ebenfalls i.i.d. und A/(0, 1) verteilt sind. Hinweis: Trans-

formationsformel fiir R-Dichten anwenden.
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