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Die schwingende Saite

0 Bezeichnungen, Definitionen

Definition Auslenkung in Abhangigkeit vom Ort x und der Zeit t

(1) ux teC R:LR) sowie

2 v(x),wt)e C*(R,R) Orts- bzw. Zeitkomponente von u (fiir Separation)
3) f(X),9xX)EC(R,R) Auslenkung, Geschwindigkeit fir t =0
Definition Partielle Ableitungen nach Ort bzw. Zeit

4) u’::g—;; u”::Zj—i; u::gt—u; U::(Zz—zl:

Definition Konstanten
(5) l€R., - Saitenlange; Abstand der Stellen, an denen die Saite eingespannt ist. (>(16) )

(6) c€R., - Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle (>Wellengleichung (14) )

T 2 T C _ w, 1 2/
7 Kii=—; A=K} Wy =KC=—; Vyi=—=—; T,:=—=—; 0,0 -Bedeutung s.u.
(7) Ay 1 1 0 1 , 0T 5 o 0 Ve c g

(8) A,B,C,D, A, B,€R; neN -allgemeine Konstanten

1 Die Wellengleichung

Die Wellengleichung beschreibt die Ausbreitung von Wellen in Raum und Zeit unter bestimmten
vereinfachenden Vorraussetzungen. Sie ist eine partielle Differentialgleichung (pDGL), d.h.
es treten partielle Ableitungen nach verschiedenen Variablen auf (hier X und t). Wir betrachten
spater nur die eindimensionale Wellengleichung, d.h. mit nur einer raumlichen Dimension.
Es ist i.d.R. mdglich, diese pDGL auf mehrere gewohnliche DGLn (gDGLn) zurlickzufiihren,
die nur noch eine Variable und deren totale Ableitung enthalten.

1.1 Was ist eine Welle?
Wir geben zunéachst die allgemeine Wellengleichung fur drei Raumdimensionen an:

Satz1 Allgemeine Wellengleichung (d’Alembert) fiir X = (X, X,, X3)

302
9 U=c’Au; mit Au:= ZZ—S (Laplace-Operator)
k=1 OXg

Definition u(x, t)€ C*(R’xR, R) heilt Welle :< u erfillt die Allgemeine Wellengleichung (9)

Im Fall einer Raumdimension reduziert sich X zum Skalar, Au auf u” und u(x, tye C*(RxR, R).

Beispiel: (eindimensionale nach links laufende Welle)

(10)  u(x, t) =f(x+ct); f(x)€C*(R,R)

(11) u=c*f (x+ct)=c® f"(x+ct) =c’u” ( f=1f", dafnur von einer Variablen abhangt)

Die Funktion f muss nicht notwendig zweimal differenzierbar im bekannten Sinne sein. Mit dem
erweiterten Ableitungsbegriff flr Distributionen kann die Wellengleichung trotzdem erfiillt sein. Wir
nehmen hier vereinfachend an, dass es genigt, wenn die Gleichung fast Uberall erfullt ist, d.h.
aullerhalb einer Nullmenge, z.B. aus endlich (oder abzahlbar) vielen Punkten.
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Die schwingende Saite

Abbildung 1 zeigt eine gemaf (10) mit der Geschwindigkeit ¢ = 1 nach links bzw. rechts laufende
Welle fur die Knickfunktion, die wir bei der gezupften Saite wiederfinden (=>Abschnitt 2.6).

f (x+ct) f (x—ct)
u(x, t) A ! t o

-

-1 0 1 2 4 6 8 12 X

Abbildung 1 Nach links/rechts laufende Welle

1.2 Herleitung der Wellengleichung der schwingenden Saite

Wir formulieren und erlautern zunachst die Gleichungen, bevor wir eine Herleitung angeben.
Wie aus der Analysis-Vorlesung bekannt ist, bendétigt man bei einer gDGL der Ordnung n
12) yV=fxy,y,..y""); neN

fUr eine eindeutig bestimmte Losung y(X) z.B. n Anfangsbedingungen (AB)

(13) YY) =y k=0.n-1

Die Kombination von (12) und (13) nennt man Anfangswertaufgabe (AWA).

Satz2 Wellengleichung der schwingenden Saite.
Die Auslenkung u(x, t) der schwingenden Seite ist Losung der Randwertaufgabe (RWA)

(14) G =c’u"
(15) u(0,t)=u(/,t)=0; t=0 beliebig
(16)  u(x, 0)=f(x); u(x, 0)=g(x); Xe€ [0; /] beliebig

Die Gleichungen (15) heiken Randbedingungen (RB) da sie im Gegensatz zu Anfangsbedin-
gungen die Funktionswerte an verschiedenen Stellen angeben. I.d.R. bendétigt man bei Ordnung n
ebenfalls n Randbedingungen. Diese mussen aber die Losung nicht immer eindeutig bestimmen.

Die Gleichungen (16) entsprechen bei festem X den zwei Anfangsbedingungen, die bei einer
gDGL 2. Ordnung die Lésung eindeutig festlegen.
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Die schwingende Saite

Herleitung: (>[HeuG, §28, S. 292], kein Beweis im mathematischen Sinne)

Wir machen die Annahmen, dass die Saite homogen ist, d.h. eine konstante Langendichte &
(Masse pro Langeneinheit) besitzt, sowie vollkommen elastisch und biegsam ist. Sie weist also
keine Steifigkeit auf, und erzeugt eine konstante Spannung o, d.h. innere Kraft. Aulierdem wird
jede Dampfung vernachlassigt, z.B. aufgrund innerer und duf3erer Reibung.

An einer Stelle X werde die Saite ein wenig um u(X) ausgelenkt (>Abbildung 2). Die Masse Am
eines Teilstlickes von X bis X+AX fiir ein (infinitesimal) kleines AX ist dann

(17) Am=0Ax (Langendichte mal Lange)

Fur die Kraft F, in z-Richtung gilt daher nach
dem Newtonschen Gesetz (F = m-a)

(18) F,=Am-a=0AxU 0 X xebx . x

S(x) sei die tangentiale Spannung. Da die Abbildung 2 Die ausgelenkte Saite
Spannung in x-Richtung konstant o ist, gilt fur die horizontalen Komponenten

(19) S(x+AX)cosf = S(X)cosa =0

und fur die vertikalen, d.h. in z-Richtung, ergibt die Differenz die Resultierende F,

(13)
(20)  S(x+AXx)sinf —S(X)sina = F,= 6AxU
Teilt man (20) durch o und nutzt dabei die beiden Gleichheiten aus (19), so folgt:
S(X+AX)sin  S(X)sina _ &

—AXU &
S(X+Ax)cosf S(X)cosa o

(21)

(22) tanf-—tana = éAXU
o

(23) tan 8= U'(X+AX); tan @ = U'(X) (der Tangens gibt die Steigung an) =
U'(X+AX)-Uu'(x) _ & i
AX o

(24)

Durch Grenzibergang AX—0 erhalt man schliellich die Wellengleichung:

25 i=c’u"; C::\/E
(25) 5

Die Randbedingungen (15) ergeben sich direkt aus den physikalischen Vorgaben. Die Gleichun-
gen (16) geben fir jedes feste X die gemal (13) nétigen Anfangsbedingungen an.

O
Die Konstante ¢ hat die Einheit einer Geschwindigkeit:
k m 2 m
(26) [Cz] =N /_g = gﬂ m_m > [c]=—
m s> kg s? S

und beschreibt bei einer laufenden Welle deren Ausbreitungsgeschwindigkeit. Die Bedeutung bei
einer stehenden Welle zeigt sich in Abschnitt 2.5.
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Die schwingende Saite

2 Losungsansatze

2.1 Separation

Durch sogenannte Separation der pDGL (14) erhalt man gDGLn. Dazu nimmt man an, dass sich
die Losung U als Produkt einer rein orts- bzw. zeitabhangigen Funktion schreiben lasst. Man nennt
dies auch synchrone Schwingungen.

(27)  u(x, t) =v(x) w(t)

(28) U(X t)y=ve)wW (t); u”"(x,t)=v"(x)w(t)

Bei v und w handelt es sich um totale Ableitungen, da sie nur von einer Variable abhangen.
Eingesetzt in (14) ergibt dies:

(29) V(X)W (t) = c*v" (X) w(t)

Falls v(X) = 0 oder w(t) = 0, gilt auch u(x, t) = 0 und nach (29) muss die jeweils andere Funktion
verschwinden, so dass mit (28) die Wellengleichung (14) erflllt ist. Wir nehmen daher an, dass

(30) Vv(xX)#0; wit)+0
und erhalten dann

(31) w(t) _ C2 V"(X)
w(t) V(X)

Da die linke Seite nur von t und die rechte nur von X abhangt, missen beide Seiten konstant sein.
Diese Konstante nennen wir —Ac” mit A € R und erhalten

w(t) ) v'(X) —
w(t) " v(X)

(33) W (t)=-Ac’W(t); V" (X)=-AV(X)

Seien nun umgekehrt w(t) und v(x) Lésungen von (14) und u(x, t) = v(x) w(t). Dann gilt:

(32)

(34) U=vWw=-ac’w=c’v"w =c’u”

und u(X, t) ist Losung der Wellengleichung (14).

Mit (33), partieller Integration und da v nur konstant ist, falls u=0, erhalt man:
‘ ‘ 4 ‘ ‘

(35) )L_[vzdx z_[v - Avdx = —Iw”dx = —[w'l, +j(v’)2dx zj(v’)zdx >0 =
0 0 0 0 0

(36) 4>0

Wir setzen daher

Stephan h.t. Zahrte -5- 2008-04-07



Die schwingende Saite

Definition
(37) «:= JA - Wellenzahl (beschreibt die raumliche Schwingung)

(38) w:=«kc - Kreisfrequenz (beschreibt die zeitliche Schwingung)

und erhalten insgesamt die

Satz3 Schwingungsgleichungen. Sind v(x) und w(t) Lésungen der folgenden gDGLn, so
ist U =vw eine Losung der Wellengleichung (14)

(39) V'=—«v

(40)  W=-w'w

(41) w=«kC; kK, WER,,

2.2 Das Eigenwertproblem

Mit den linearen Differentialoperatoren

Definition

(42) W:=C"(R); V:={veC~([0; (])|v(0)=v(()=0}

(43) L:V-V;ve -V

(44) L: WoW; wo —¢ * W

sind die Gleichungen (39) bis (41) zusammen mit der RB (15) fur v(t) ein

Satz4 Simultanes Eigenwertproblem zu den Schwingungsgleichungen

(45) Lv=2av; Lw=aw; A=«

Man muss also gleichzeitig Eigenvektoren von L und L zum selben Eigenwert A finden. Dies ist
Ausdruck der Kopplung der beiden DGLn durch w = «.C (41).

Die RB (16) fur w(t) ist hierbei noch nicht berucksichtigt.

2.3 Eigenschwingungen

Wie aus der Analysis bekannt (2[Kén1], [For2]) haben die DGLn (39) und (40) fir festes «, w die
allgemeinen Losungen:

(46) v(X) = Csin(kX) + Dcos(kX); C,DeR
(47)  w(t) = Asin(wt) + Becos(wt); A,BER
Aus den RBn (15) erhalt man fiir die Konstanten von v(X)

(48) D=0; «/=nm, NnEN =

(49) «k=nky; KI::Z; neN

(50) w=nwy; wy=kC; NEN

Die Gleichungen (49) und (50) beschreiben eine Quantisierung.

Die Eigenwerte und -vektoren von (45) lauten damit
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Die schwingende Saite

2
V4

(51) A:AHZ: nzll; A] ::Klzzf_z; neN
(52)  v(X) =V, (X):=sin(nk,X)

(53)  w(t) =w,(t):=Asin(nwyt) + B cos(nw,t); A,, B,ER

Die Auslenkung der Saite fur einen festen Eigenwert ist also

(54)  u(x, t) = u,(x, t):=sin(nk; X)[A.sin(nwyt) + B cos(nw,t)]; A, B,ER

Diese Losung nennt man reine Schwingung. Sie enthalt nur eine Frequenz v, ganzzahliges
Vielfaches der Eigenfrequenz v, mit zugehdriger Periode 7

(55) ZﬂVOZwOZKIC:%C =3

(56) vy= L &L jo. 12
20 2\ vy ¢

Die Eigenfrequenz v, gibt die Grundfrequenz des von der Saite erzeugten Tones an. Sie hangt bei

fester Saitenlange ¢ von der Spannung o und der Dichte § ab. Dies sieht man bei den meisten
Saiteninstrumenten, z.B. Violine und Klavier, deutlich. Die tieferen Saiten werden immer dicker
(héhere Langendichte ¢). Je starker eine Saite gespannt wird (grofReres o), um so hoher ist der
Ton. Bei Instrumenten wie der Harfe wird die Tonhohe hingegen v.a. durch ¢ bestimmt.

Eine reine Schwingung mit v = nv, nennt man n-te Harmonische bzw. (n-1)-ten Oberton.

Als Lésung fiir V(X) bei beliebiger RB (16) erwartet man nun als eine Uberlagerung aller mdglichen
Schwingungen, gemischte Schwingung genannt, ein trigonometrisches Polynom vom
Grad N oder im Grenzfall N—oco eine unendliche Reihe mit noch zu bestimmenden Koeffizienten.
Fir die Lésung findet man damit die Form

(57)  u(x, )= sin(nk;x)[A, sin(Nw,t) + B, cos(nwyt)]; A, B, €R

n=1

(58) ux, )= Z:sin(nklx)ncuo[An cos(Nw,yt)—B, sin(nwot)]
n=1
Aus (16) erhalt man schlie3lich Bedingungen fir die Koeffizienten:

59) fXx)= iBn sin(Nk,X) =u(x,0); Xx€][O0; /] beliebig
n=1

(60) g(X)Zina)OAnsin(nklx)zU(x, 0); X< [0; 7] beliebig

n=l1

Deren Bestimmung und ob dies bei beliebigen RBn mdglich ist, ist Bestandteil der Fourier-
Entwicklung (=Satz 5), die in spateren Vortragen behandelt wird.

Fur den Fall g(x)=0 (Saite zu Beginn in Ruhe; >Abschnitt 2.5) erhalt man A, =0; neN.
In der Literatur wird oft
61) /(=71 = k=1, wy,=cC

und evtl. auch noch ¢ = 1 gesetzt (>Satz 5). Dadurch werden die Formeln etwas einfacher und
lassen sich durch Skalierung von Ort X und Zeit t wieder auf den allgemeinen Fall zurtckfuhren.
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Die schwingende Saite

2.4 Fourier-Reihen

Wir geben hier nur die Formeln fir die Fourier-Entwicklung an (=>[Heu2, S. 124], [Kén1, S. 326],
[For1, §23]). Die Herleitung und Bedingungen fir ihre Glltigkeit, insbesondere fiir die Konvergenz
der Reihe und Gleichheit von Reihe und entwickelter Funktion f folgen in spateren Vortragen.

Satz5 Fourier-Entwicklung und Euler-Fourier-Formeln fiir die Koeffizienten.
Unter bestimmten Vorraussetzungen gilt fir eine 27-periodische Funktion f

(62) fx)= %ao + Z(an cosnx +b, sinnx); mit

n=1

(63) an::ljf(x)cos(nx)dx; n=o0,1,..
ﬂ—n

(64) bn::ljf(x)sin(nx)dx; n=1,2,..
7T_7r

Die Interpolation durch abbrechende trigonometrische Polynome wird wie bei den Taylor-
Polynomen oder den Interpolations-Polynomen der Numerik mit steigendem Grad am Rand oft
stark oszillierend, besonders an Unstetigkeitsstellen. Beispiele von Fourier-Polynomen zeigen die
folgenden Abbildungen (>[For1a, S. 198], [For1n, S. 275])

Bild43 S;(x) =

"m“_sm!x nnSx e

.
IS
S3(x) = %(.mn"""‘)----
Sg(x) = :-?(

8100 = 4_(““”:«-;31‘ unss:: dn?:) .

Abbildung 3 Fourier-Polynome der Rechteck-Funktion

Abbildung 4 Fourier-Polynome der Sadgezahn-Funktion
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Die schwingende Saite

2.5 Eulers Analyse

Nach [Bri2, S. 260ff] hat Euler die Wellengleichung (Satz 2) unter der vereinfachenden Annahme
untersucht, dass die Saite zum Zeitpunkt t = 0 in Ruhe ist, d.h. g(x)=0:

(65) U =c’u”

(66) u(0,t)=u(’,t)=0; t=0 beliebig

(67) u(x, 0)=1(x); u(x, 0)=0; xe€]0; ] beliebig

Er nimmt weiter an, dass u, fe C*.

Dann setzt er die zunachst nur auf dem Intervall [0; /] definierte Funktion f wie folgt fort auf [-¢; /]:
Definition

f(x); fir0<x</

68) f(x):= {_f(_x); fiir-£ < x <0

und erweitert diese dann 2/-periodisch auf ganz R.

(69) f(x+20)=1(x); xER beliebig

Abbildung 5 Eulers Konstruktion von f (x)

Als Lésung der Wellengleichung der schwingenden Saite verwendete er eine Kombination von mit
der Geschwindigkeit ¢ laufenden Wellen:

(70)  u(x, t)= %[f (x—ct) + f (x+ct)]

Es handelt sich um die Linearkombination einer nach rechts und einer nach links laufenden Welle,
und beschreibt eine stehende Welle, welche die Wellengleichung und die Randbedingungen
erfillt (t = 0; x € [0; /] beliebig):

(71) U= %cz[ F (x—ct) + F (xtct)] = %cz[ " (x—ct) + " (x+ct)] = c*u”

(72)  u(/,t)= %(fN(E—ct) +f (t+ct)) = %(f(—ﬁ—ct) +f (t+ct)) = %(—F(Hct) +f(t+ct) =0

(73)  u(o,t)= l(f~(—ct) +f(ct)) = %(—f (ct) + f(ct)) =0

[\

(74)  u(x,0)= %(f(x) +1 () =) =)
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Die schwingende Saite

2.6 Die gezupfte Saite

Die gezupfte Saite ist vor dem Loslassen K (X)

in Ruhe und erflllt daher die Bedingung

der Analyse von Euler. Die Auslenkung zu al\‘
Beginn wird nadherungsweise beschrieben

. . . . . Y,
durch eine stickweise lineare Knickfunk- ! ' > X

tion f =k (=>Abbildung 6). Diese ist in den . 0 _ _ _ b ¢ .
Knickstellen nicht differenzierbar, besitzt Abbildung 6 Die Knickfunktion k / gezupfte Saite

aber eine Fourier-Reihe.

Setzt man die Funktion k ein in die Gleichung (70)
von Euler, dann erhalt man einen Schwingungsver- teo

lauf wie in Abbildung 7 als Uberlagerung einer nach

links und einer nach rechts laufenden Welle. _/\ tedte
A

Fir die Auslenkung der gezupften Seite findet man

mit /=g und c=1 fir die Fourier-Entwicklung nach /\, t=-%7

Satz 5 (3[Bri2, S. 271])

75)  ux.t)= —=2 ism(nb)sin(nx)cos(nt)

b(r-b)5& n? \/ t= %

Hieraus lasst sich ablesen, wie stark bei festem x die v t:4¢
Obertdéne in Abhangigkeit von b sind, d.h. der Stelle,

an der gezupft wird. Abbildung 8 stellt graphisch die tofr
relative Amplitude der ersten 10 Harmonischen dar \/

fur verschiedene Stellen, an denen gezupft wird. v t:2v
Laut [Bri2] liegt die musikalisch optimale Stelle bele
zum Zupfen etwa bei b=0,2/. (>Abbildung 8, Farbe \/ -
Grin). Die 2. bis 4. Harmonische (Oktave, Quinte /\/ t=2 T

und Terz) sind recht stark, die héheren, ab der 7.

z.T. unreinen (>Tabelle 3), dagegen unterdrickt. Bei /\\. t-2¢
Zupfinstrumenten wie der Gitarre liegt diese Stelle /\
Uber dem Schall-Loch (ca. von 0,15/ bis 0,3/ gele- t=o
gen); bei Streichinstrumenten wie Violine, Viola, Vi- /\
oloncello hingegen Uber den ersten Zentimetern des teZx

Griffbrettes. Dies liegt daran, dass diese primar fir
das Streichen gebaut sind.

Abbildung 7 Schwingungsverlauf
der gezupften Saite

Bei b=0,5/ (in der Mitte der Saite; >Abbildung: Far-
be Schwarz) fehlen alle geraden Harmonischen und damit insbesondere alle Oktaven. Der Ton
klingt hohl und dumpf.

Bei b=0,05/ und weniger (zum Rand/Steg hin) sind auch die hohen, z. T. unreinen Obertdne ab
der 7. Harmonischen stark und bewirken einen scharfen, harten Klang. Die n-te Harmonische hat
hier bereits fast genau den Anteil 1/n, wie im Grenzfall b—0 (>Abbildung: Farbe WeiR).

Fir die gestrichene Saite lassen die Ergebnisse eine ahnliche Variation des Obertonspektrums
vermuten. Mathematisch ist dies mit diesem Ansatz nicht zu ermitteln, da es sich nicht um eine
freie, sondern um eine erzwungene Schwingung handelt, die nicht mehr der Wellengleichung in
der diskutierten Form genlgt. Nach praktischen Erfahrungen liegt das Optimum allerdings deutlich

naher zum Steg (bei ca. 0,1/) und der musikalisch erwlinschte Bereich ist erheblich kleiner — ab-
gesehen von besonderen Techniken wie ,sul ponticello®, bei der durch Streichen sehr nahe am
Steg Klange erzeugt werden, in denen der Grundton fast vollig fehlt, und deren ,spharischer®
Klang stark vom Ublichen Streicherklang abweicht.
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3 Schwingungen und Tone

3.1 Etwas Harmonielehre
Definition der musikalischen Intervalle

Man unterscheidet in der Musik zwischen reiner und temperierter Stimmung. Bei reiner
Stimmung (im Barock und bis gegen 1800) wird fur jedes Intervall ein exakter Bruch als Frequenz-
verhaltnis angenommen. In der temperierten Stimmung (gegen 1750 eingeflihrt) wird hingegen die

Oktave in 12 gleiche Halbténe mit dem Frequenzverhaltnis 1%/Eaufgeteilt, und jedes Intervall ist
als Zusammensetzung von Halbtonen definiert (> Tabelle 1).

Die reine Stimmung entspricht dem Hoéreindruck bei ,rein“, d.h. harmonisch klingenden Akkorden.
Bei ihr haben allerdings z.B. 7 Oktaven und 12 Quinten nicht genau das gleiche Verhaltnis und
immer nur eine einzige Tonart klingt absolut rein. Sie findet vor allem Anwendung bei Chor-
Gesang und Melodie-Instrumenten wie der Violine. In der temperierten Stimmung wird der ,Fehler*
dagegen gleichmaBig auf alle Halbténe und Tonarten verteilt. Sie wird heute bei Tasteninstru-
menten wie dem Klavier verwendet.

Die pythagoreische Stimmung ist benannt nach Pythagoras. Bei ihr wird nur der Fehler der
Quinten im Vergleich zu den Oktaven ausgeglichen, das sogenannte ,pythagoreische Komma*:

(76) 1,5°=129,75 + 128 =2’ (12 Quinten # 7 Oktaven, obwohl 12x7 = 7x12)

Name| Frequenzverhaltnis | in Halbtonen

des Intervalls| ,reines Intervall® | (,temperiert®)
Prime 1:1 = 1 0: 1,0000
Oktave 2:1 = 2 12: 2,0000
Quinte 3:2 = 15 7: 1,4983
Quarte 4:3 = 13333 5: 1,3348
Grole Terz 5:4 = 125 4: 1,2599
Kleine Terz 6:5 = 12 3: 1,1892
GrofRe Sekunde 9:8 = 1,125 2: 1,1225
Kleine Sekunde 16:15 = 1,0417 1: 1,0595
Kleine Sexte 8:5 = 16 8: 1,5874
Grofle Sexte 10:6 = 1,6667 9: 1,6818
Kleine Septime 16:9 = 17778 | 10: 1,7818
Grolle Septime 16:8 = 1,875 11: 1,8877
verminderte Quinte /| (9:8)°=729:512=1,4238 6: 1,4142

Tritonus| (,Diabolus in Musica®)

Tabelle 1 Die musikalischen Intervalle

Bruchrechnung der Intervalle

Die Addition, d.h. das aufeinander Schichten von Intervallen ergibt sich durch Multiplikation der
Verhaltnisse, die Subtraktion durch entsprechende Division.

Komplementarintervalle erganzen sich jeweils zur Oktave (> Tabelle 2), da Téne im Abstand
einer Oktave sehr ahnlich klingen.

Auch andere Intervalle kdnnen als Summe von kleineren gebildet werden, z.B. die Quinte aus gro-
Rer und kleiner Terz: (6 :5)x(5:4)=(6:4)=(3:2).
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Quinte | Quarte (3:2)x (4:3) =(2:1)

GroRRe Terz | Kleine Sexte 5:4)x (8:5) =(2:1)
Kleine Terz | Grolie Sexte (6:5)x(10:6) =(2:1)
GrolRe Sekunde | Kleine Septime (9:8)x(16:9) =(2:1)
Kleine Sekunde | Grofie Septime (16:15) x (15:8) =(2: 1)
Tritonus | Tritonus (\/5:1)x(\/§:1) =(2:1)

Tabelle 2 Komplementérintervalle

3.2 Grund- und Obertone

Die Harmonischen einer Schwingung setzen sich zum gro3en Teil aus reinen Intervallen zusam-
men, wie die folgende Abbildung und Tabelle zeigen.

tj&é. 1. . JPJ FELD

Y, » Grundton
FHy. 2.

dﬂ-‘-‘_________.-’z Oktave
P

me y Quinte dber der Oktave
"'“'}< .,

'A-"‘__\-ltylmg:____ﬁ doppelte Oktave

Terz Uber der doppelten Oktave

Uberlagerung von Grundton und
Oktave

Abbildung 9 Wellenformen einiger Obertone

Harmonische / Name Frequenzverhaltnis
1. Grundton (Prime) 1:1
2. Oktave 2:1
3. Quinte Uber der Oktave) 3:1=(3:2)x(2:1)
4. Doppeloktave (2-Okt.) 4:1=(2:1)?
5. GroRe Terz lGber der 2-Okt. 5:1=(5:4)x4:1)
6. Quinte iiber 2-Okt. 6:1=(3:2)x(4:1)
7. unreine Septime Uber 2-Okt. 7 : 1 =— (kein reines Intervall)
8. Dreifachoktave (3-Okt.) 8:1=(2:1)°
9. GroRe Sekunde Uber 3-Okt. 9:1=(9:8)x(8:1)
10. Grolde Terz Gber 3-Okt. 10:1=(5:4)x(8:1)
11. unreine Quarte Uber 3-Okt. 11:1 = — (kein reines Intervall)
12. Quinte Gber 3-Okt. 1221=(3:2)x(8:1)
13. unrein 13:1 = — (kein reines Intervall)
14. unrein 14:1 = — (kein reines Intervall)
15. GroRe Septime Uber 3-Okt. 15:1=(15:8)x(8:1)
16. Vierfachoktave (4-Okt.) 16:1=(2:1)

Tabelle 3

Intervallzusammensetzung einiger Obertone
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