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Aufgabe 8.1: Stereographische Projektion des hyperbolischen Raumes. 8 Punkte

Bezeichne (.,.), das Euklidische Skalarprodukt im R™ und (z,y)1, = —2oyo + »_s z;y; das Skalarprodukt
des (n + 1)-dimensionalen Minkowski-Raumes. Sei H} := {z = (z¢,...,2,) € RV | (z,2)1,, = —1, z9 > 0}
eine Zusammenhangskomponente des n-dimensionalen hyperbolischen Raumes versehen mit der durch (.,.)1 ,
induzierten Riemannschen Metrik h. Zeigen Sie, daf der Diffeomorphismus

P H? — B?:{xER”\(x,x><l}CR"
(Tos-- v @n) 1 (@1, T0)
mit der Inversen
vt . B — HY
1 2
T — W(Hx” —&—1,23017...,2:5,1)

eine Isometrie zwischen (H?,h) und (B",g) ist, wobei g die hyperbolische Metrik auf B™ bezeichne,

||fv||

(¢ ist die stereographische Projektion aus dem Punkt (71, 0,...,0), d.h. das Bild eines Punktes in p € H™ ist
der Schittpunkt der Gerade durch p und (—1,0,...,0) mit der Hyperebene {z( = 0} = R™.)

Aufgabe 8.2: Kreisscheibe, Halbebene und Mé&bius Transformationen. 12 Punkte

In zwei Dimensionen kénnen die hyperbolische Kreisscheibe und die hyperbolische obere Halbebene als Teilmengen
von C realisiert werden

. 1
B2:{(:C+ly€((:|x2+y2<1}, gB:W(d‘TQ"_dyQ)

1
PZ:{(x+iy€C|y>0}, gP:?(dedeyQ)

eine Isometrie zwischen (P2, gf) und (B2, g¥)

a) Beweisen Sie daf die Abbildung ¥ : P2
definiert.

b) Zeigen Sie, daB jedes Element A = ( ac 3

eine Isometrie von (P?, g”) auf sich selbst definiert mittels

) der Gruppe SL(2,R), d.h. jede Matrix mit Determinante 1,

az+b

U, : H?>> .
A i cz+d

Diese Abbildungen heiflen Mdbius Transformationen.

20 Punkte
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