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Ubungsblatt 4: Einbettungen und Submersionen

— Abgabe zum 02.05.2008 —

Auf diesem Blatt geht es wieder um projektive Riume. Dazu fiihre@ wir eine Bezeichnung ein. Fir einen Punkt
im reell oder komplex projektiven Raum KP™, der gegeben ist als Aquivalenzklasse des Vektors (x1,...,Zn41) €
K™, schreiben wir

[®1: . i xpg1] = [(@1,..0,20)].

Aufgabe 4.1: Warum sind sowohl RP" als auch CP" kompakt? 4 Punkte

Im Folgenden sollten Sie sich an einigen Stellen an Aufgabe 3.2.c) erinnern. Deren Behauptung gilt nicht nur
fir K =R, sondern auch fir K = C und darf benutzt werden.

Aufgabe 4.2: Einbettung von RP? in den R*. 6 Punkte

Zeigen Sie, daB die folgende Abbildung eine Einbettung des reell projektiven Raumes RP? in den R* ist:

1

:RPQ : : —— 5
f 9[$ Yy Z]'—)$2—|—y2+z2

(yz, zz, xy, x2 + 2% + 32%) e R*

Aufgabe 4.3: Die Hopf-Faserung. 10 Punkte

Sei CP! = C?/. die komplex projektive Gerade, und sei S? die 2-Sphiire.

a) Zeigen Sie, daf die folgende Abbildung ein Diffeomorphismus ist,
Yo cpt — 52

[21:20] +— oy (%) ) falls zp # 0
P+ = (0707 1), falls 29 = 07

wobei o, : §?\ Py — R? ~ C die stereographische Projektion aus dem Nordpol Py ist und R? mit C
identifiziert wird.

b) Zeigen Sie, dafi die folgende Abbildung eine Submersion ist,

m . SPCcR*~C? — CP!
(21,22) +— [z1: 22).

¢) Was sind die Urbilder eines Punktes unter 7 und warum sind es Untermannigfaltigkeiten von S3?

Zur Information: Die Abbildung 7 : S3 — CP! ~ §? hei$t Hopf-Faserung, benannt nach HEINZ HoPF. Ihre
Verallgemeinerung in beliebige Dimension sind die Hopf-Biindel $?*+! c C"t! — CP".

20 Punkte
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